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1 Eléments du calcul matriciel

1.1 Quelques définitions et opérations

Définition 1.1 (Matrice). Une matrice (réelle) A est un tableau rectan-
gulaire de nombres (réels). Elle est dite de taille n X m si le tableau posséde
n lignes et m colonnes. Les nombres du tableau sont appelés les éléments
de A. L’élément situé a la i ligne et a la j*™ colonne est noté a;; . La
matrice A est également notée

A= (aij)i<i<n
1253m

ou plus simplement
A = (a;;)

si le nombre de lignes et de colonnes est connu par ailleurs.

1 -2 5
0o 37

est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a;; =1 et as3 = 7.
Si n = m, la matrice est dite carrée.

Exemple 2.2.

a1 a2 ... Qi
a1 A92 Aon
Ap1 Ap2 oo Qpp

matrice carrée n X n

Dans le cas d'une matrice carrée, les éléments a1, ass,...,a,, sont appelés les
éléments diagonaux.

ailp; ai12 cee QA1n
Q21 QA292 Qo
Ap1  Ap2 ... QAnn

Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que les éléments
correspondants sont égaux.

Définition 1.2 (Somme de deux matrices). On peut définir la somme
de deux matrices si elles sont de méme taille. Soient A et B deux matrices
de taille n x m. On définit leur somme C' = A+ B, de taille n x m par

Ci]’ = aij -+ bij

En d’autres termes, on somme composante par composante.



Exemple 2.4.

3 =2 0 5 3 3
=(07) =) ae=(50)
La matrice (de taille n x m) dont tous les éléments sont des zéros est appelée
la matrice nulle et notée 0, ou plus simplement 0. C’est I’élément neutre
pour ’addition, c¢’est-a-dire que A +0 = A.
Définition 1.3 (Produit d’une matrice par un scalaire). Le produit

d’une matrice A par un scalaire k est formé en multipliant chaque élément

de A par k. Il est noté kA.

Exemple 2.6. Soient

3 =2
A—(O 6) et k= —3.

-9 6
=) e )

La matrice (—1)A est notée —A et la différence A— B est définie par A+(—B).

Exemple 2.7.
2 -1 0
a=(152)
-1 4 2
p=(T 3 3)
3 =5 -2
A_B_(—‘s 0 —1)

1.2 Le produit matriciel

Alors

Le produit AB de deux matrices A et B est défini seulement si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B :

Définition 1.4 (Produit de deux matrices). Soit A = (a;;) une matrice
nxm et B = (by;) une matrice m x r. Alors le produit C' = AB est une
matrice n X r dont les éléments cij sont définis par

Cij = ainbij + ainbaj + ... + Qipbim;



aix Q2 o QAim

a21 Q22 A2m ba1

a‘?’Ll PR PR anm bm1 ... bmr
Ci1 Ci2 -+ Cir
C21
C'fll ... ... CnT

Co1 = Q21b11 + ag2ba1 + ... 4 A2mbia

Exemple 2.9.

1.
4
(23—1) -2 1= 8=-6-3)=(-1)
3
1x3 3 x1 1x1
2.
3 -3 6 9 0
—2 (—1230): 2 -4 —6 0
1 -1 2 3 0
3 x1 1 x4 3 x4

1.2.1 Matrice identité

Définition 1.5 La matrice carréen X n

0 1 0
]n: .
0 0 - 1

s’appelle la matrice identité. Ses éléments diagonaux sont égaux a 1 et
tous ses autres éléments sont égaux a 0.

Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un role analogue a celui
du nombre 1 dans l'arithmétique des scalaires. C’est 1’élément neutre pour
la multiplication. En d’autres termes, si A une matrice m x n Alors

I, A= Aet Al, = A.



1.3 Regles du calcul matriciel

Sous I’hypothese que les tailles des matrices soient compatibles avec les
opérations indiquées, on a les regles suivantes :

(a) Commutativité de la somme : A+ B = B + A.
(b) Associativité de la somme : A+ (B+C)=(A+ B)+C.
(c) Associativité du produit : A(BC) = (AB)C.

(d) Distributivité du produit par rapport a la somme : A(B+C') = AB+AC,
(B+C)A=BA+CA

(e) A+0=A
(f) AI=TA=A
(g) A0=0A=0

ATTENTION! Le produit des matrices n’est pas nécessairement commu-
tatif. On peut avoir AB # BA.
Exemple 2.11

(1) e=(17)
AB:(lf—;) BA:<§'j>

ATTENTION : Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles
soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A, B # 0 et AB = 0.
Exemple 2.12.

0 -1 2 -3 00
A_(O 5) B_(O O)%AB_(OO>
Ce qui précede implique, par distributivité que 'on peut avoir AB = AC et

B#C.
Exemple 2.13.

N S G I

-5 —4
AB—AC—( 15 12)



1.4 Ecriture matricielle des systemes d’équations linéaires

Le systeme linéaire

a1 + 12T + ...+ A1 Ty = bl
a921T1 + 929 + ...+ Ao2nTy = b2
Am1T1 + Am2Z2 + oo + ATy = bm

peut s’écrire sous forme matricielle :

a1y a12 e A1y T bl
a91 a92 e QAon ) bg
Um1 Am2 oo Omn Tom b
NS -~ >
A T b

On appelle A la matrice des coefficients du systeme. Le vecteur x est une
solution du systeme si et seulement si

Az =0b.

Théoreme 1.1 Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution,
soit une seule solution, soit une infinité de solutions.

Démonstration : Soit Ax = b la représentation matricielle du systeme.
On est nécessairement dans I'un des cas ci-dessous :

(a) le systeme est incompatible (aucune solution) ;
(b) le systeme a une seule solution ;
(c) le systeme a plusieurs solutions.

Pour démontrer le théoreme , il suffit alors de montrer que dans le cas (c) il
y a une infinité de solutions.

Soient x; et x, des solutions distinctes du systeme. Alors Ax; = B et
Az = B. Donc Az — Axe =0 et A(x; — x5) = 0. Posons

To = T1 — T2.
On a xy # 0, car x1 # x5 et 'expression

x1 + kxg
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est une solution du systéme pour tout nombre réel k. En effet, A(x; +kz0) =
Axi + kAxg = B+ 0.

Quelques cas particuliers

Dans le cas particulier ot n = m = 2 (2 équations a 2 inconnues) le
systeme linéaire correspond a l'intersection de deux droites dans le plan.
Nous avons vu, dans le partie 1, que trois cas pouvaient se présenter : les
droites sont soit paralleles, soit sécantes, soit confondues et ces trois cas
correspondent aux trois cas du théoreme ci-dessus.
Si le systeme est homogene, les deux droites passent par le point (0,0) et ne
peuvent donc étre paralleles. Le cas sans solution est donc exclu. Dans le
cas ou l'on a 2 équations (m = 2) a 3 inconnues (n = 3), ceci correspond a
I'intersection de deux plans dans I’espace. Trois cas se présentent alors :

e les plans sont paralleles et il n’y a alors aucune solution au systeme ;
e les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au systeme ;

e les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions ;

Du point de vue du nombre de solutions, nous constatons qu’il n” y a que deux
possibilités, a savoir aucune solution ou une infinité de solutions. Mais les
deux derniers cas ci-dessus sont néanmoins tres différents géométriquement et
il semblerait que dans le second cas (plans confondus), I'infinité de solutions
soit plus grande que dans le troisieme cas.

1.5 L’inversion des matrices

Définition 1.6 (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille
n X n. Sl existe une matrice carrée B de taille n x n telle que AB = I et
BA =1, on dit que A est inversible et on appelle B un inverse de A.

(53)

est inversible et un de ses inverses est

3 —1
-5 2
En effet, on a

(o) (3 5)=0r) w5 ) (5:)-(

Exemple 2.16. La matrice



Exemple 2.17. La matrice
30
=(50)
n’est pas inversible. En effet, soit
bir bio
B =
< bo1 b2
une matrice quelconque. Alors le produit
_f b bi2 30\ (%0
AB(bgl b22 5 0 o * 0
ne peut jamais étre égal a la matrice identité.
Théoréeme 1.2 Si B et C sont des inverses de A, alors B = C.
Démonstration : Comme B est I'inverse de A, on a
BA=1

et donc

BAC =1C =C.

La multiplication étant associative, ceci revient a
B(AC) =C.

Mais par hypothese AC' = I et donc B = C.
Si A est une matrice inversible, son inverse est noté A~'. On a donc

AA ' =Tet A7'A=1.

1.5.1 Matrices 2 x 2

Considérons les matrices 2 x 2
g ( a b ) ot B ( d —b )
c d —Cc a

AB:BA:(ad—bc)(l 0)

On vérifie que

0 1

9



Donc A est inversible si ad — be # 0, et on a alors

1 d —b
A7l =
ad—bc( —c a)

Puissances d’une matrice Soit A une matrice n X n. On définit

A= AA.A
——

m facteurs

Si A est inversible, on définit

AT =A"1A"1 AT
—_—
m facteurs

Théoréeme 1.3 Soit A une matrice inversible. Alors
(a) A™! est inversible et (A71)71 = A;

(b) A™ est inversible et

(A™~t = AtATt AT
—_—
m facteurs

— A=A
(c) kA est inversible si k #0 et (kA)™ = 1A
Théoreme 1.4 Soient A et B deuxr matrices n X n inversibles. Alors

(a) AB est inversible et

(b) (AB)™' =B71A7!
Démonstration : On montre que

(BAT)(AB) =
(AB)Y(B™'A™) =1

En effet,

B 'A'AB = B 'IB=B'B=1
ABB A7l = ATA'=AA'=1T

10



De fagon analogue, on montre que si Ay, ..., A,, sont inversibles, alors
(A1Ay. Ay) P =ATAE AT

Exemple 2.21.

B—lA—l — ( -

On a alors bien
e -16 =7 17 =7\ (10
(AB)(B~ A >_<—39 —17)(—39 16)_<O 1)

1.6 Les matrices él’ementaires

Définition 1.7 (Matrice élémentaire). On dit qu’une matrice E est
élémentaire si elle peut étre obtenue par une seule opération élémentaire
sur les lignes de la matrice identité (voir 1.1.1 (*) pour la définition des
opérations élémentaires). Il existe donc trois types de matrices élémentaires
correspondant aux trois opérations élémentaires. (1) La matrice E;(c) est la
matrice élémentaire obtenue en multipliant par c la i°™¢ ligne de I,,.

Exemple 2.23.

0
0
1

O O =
o o O
o O O

E;(5) =
0 0 01

eme

(2)La matrice E;; est la matrice élémentaire obtenue en permutant les i
et j°™¢ lignes de I,,.
Exemple 2.24.

E24 = E42 =

oS O O
_— o O O
o= O O
o O = O

11



(3) La matrice E;;(c) est la matrice élémentaire obtenue en ajoutant c fois la
4 ligne de I,, & la i ligne.
Exemple 2.25.

1000
5100
Exn(=5) = 0010
000 1

Théoreme 1.5 . Sila matrice élémentaire E est le résultat d’une opération
élémentaire effectuée sur I, , alors pour toute matrice A de taille m x n
le produit matriciel EA est égal a la matrice obtenue en effectuant la méme
opération élémentaire sur A.

Exemples :

(1)

E1(2).A _ ( 2 0 ) < a11 a2 as > _ ( 2a11 2a12 2a13 )
0 1 a1 Aoz a3 a1 G (93
(2)
100 ap; Az ay; A
Fy3. A = 001 21 (22 = a31 a3z
001 az1 G32 G21 (22

(3)

1 00 a1 Q12 a1 ail
Exn(9) A= 9 10 agr ag | = | ax | = | 9a11 + axn
0 01 aszy aso asy asy

Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles. Ceci entraine
I'inversibilité des matrices élémentaires.

Théoreme 1.6 Toute matrice élémentaire est inversible. En particulier, on
a:

[Ei(c)]™" = Ey(—c)
EZ' = E,

ij

(B0 = [Ei

12



Exemple 2.28. On a

Fo(—4) = ( Y ) ot By (4) ( L )

()G =Gy)=Ga) e

Définition 1.8 On dit que deux matrices sont équivalentes par lignes si ['une
peut étre obtenue de 'autre par une suite d’opérations élémentaires sur les
lignes.

Théoreme 1.7 Pour toute matrice A de taille n X n, les affirmations suiv-
antes sont équivalentes :

(a) A est inversible.

(b) Le systéme AX = B a une et une seule solution pour toute matrice B
de taille n x 1. Cette solution est donnée par X = A1 B.

(c) AX =0 n’a que la solution triviale X = 0.
(d) A est équivalente par lignesa I,.

(e) A est un produit de matrices élémentaires.

Démonstration : (a) = (b) Si A est inversible, on a les équivalences
suivantes :

AX=B. < A 'AX =A"'Be X=A"'B

ce qui prouve (b).
(b) = (c)

C’est évident car (c) est un cas particulier de (b) avec B = 0.
(¢) = (d) Par hypothése, le systéme AX = 0 est équivalent au systéme

X1 :O
XQ :0

X, =0

La matrice associée a ce dernier systéme est la matrice identité. La matrice
A est donc équivalente par lignes & I,, et ceci prouve le point (d).

13



(d) = (e) On sait, par hypothése, qu’une succession d’opérations élémentaires

sur A conduit a la matrice I,,. Par le théoréme 2.26, ceci signifie qu’il existe
des matrices élémentaires F1,...E, telles que

Er'Erfl----El-A - [n

Comme une matrice élémentaire est inversible, ceci implique que
_ p-lpl -1
A=FE["E; ...E .

Mais 'inverse d’une matrice élémentaire est encore une matrice élémentaire
et 'on a le résultat cherché.

(e) = (a) Ceci découle du fait que toute matrice élémentaire est inversible
et que le produit de matrices inversibles est encore inversible.

1.7 Calcul de ’'inverse d’une matrice

Le théoréme précédent donne deux méthodes pour déterminer 'inverse d’une
matrice inversible.

1.7.1 Calcul de I'inverse d’'une matrice par les matrices
élémentaires

La méthode consistea faire les opérations élémentaires mettant la matrice
A sous la forme échelonnée réduite, qui est I,,. On fait ensuite les m.emes
opérations élémentaires sur la matrice In. On aboutit alorsd A~!. En pra-
tique, on fait les deux opérations en méme temps selon la procédure suivante:
Former la matrice (A : I) et effectuer sur cette matrice augmentée les
opérations élémentaires mettant A sous la forme échelonnée réduite. On
obtient alors la matrice (I : A™1).

Exemple 2.31. Calculons l'inverse de

12 1
A= 40 -1
-1 2 2
12 1:100
A: D= 40 -1:010
~12 2:00 1
Iy i= Iy — 4l
1 2 1 100
0 -8 =5 : —4 10
-1 2 2 00 1



I3+ 1

l31

100)

-4 1 0

1
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1 01
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1.7.2 Calcul de l'inverse d’une matrice par la méthode de Gauss

En utilisant le (b) du théoréme précedent, le calcul de I'inverse de A revient
a rechercher pour un triplet (a, b, ¢) donné, un triplet (z,y, z), avec

x a
Al y | =1 b
z
En effet, on aura ainsi
x a
y |=Aa"[ 0],
z c

et la calcul de (z,v, ) explicitera les coefficients de A~}
Exemple calculer I'inverse de la matrice

1 0 -1
A= 2 1 3
0 -1 1

La matrice augmentée associée au systéme est :

1 0 -1 :a
2 1 3 :0b
0 —1 1

ce qui se fait par la méthode de Gauss en écrivant successivement

lQZ:lg—le
1 0 -1 :a
0 1 5 :—2a+b
0 —1 1 :c
l3f:l3+l2
1 0 -1 :a
0 1 5 :—2a+b
00 6 :—2a+b+c
1
l3Z:6l3
1 0 =1 :a
0 1 5 :—2a+b
0 0 1 :—%a+%b+%c

16



ll = L1 +13

1 0 -1 :2a+3b+ic
0 1 5 :—%@—i—%b—%c
O O 1 2—§a+gb+gc
l2::L2_513
On en déduit donc A1
2 1 1
6
A7l = _i i )
O
3 6 6

1.8 Matrices triangulaires

Définition 1.9 Soit A une matrice de taille n xn. On dit que A est triangu-
laire inférieure si ses éléments au dessus de la diagonale sont nuls, autrement
dit si

1< ] = Qij = 0.

Une matrice triangulaire inférieure a donc la forme suivante:

ay 0 oo - 0
Q21 A22

0
anl an2 o« . e ) ann

On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en dessous de la
diagonale sont nuls, autrement dit si

i<j:>aij:O.

afll a12 PR PR a/ln
0 929
. : . A2p

Exemple 2.33. Matrices triangulaires inférieures

400
5 2 0 (?_g)
113

17



Exemple 2.34. Matrices triangulaires supérieures :

1 -1 1

) ()

0 0 —1
Définition 1.10 Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire
supérieure est dite diagonale.

Exemple 2.36. Exemples de matrices diagonales:

100 9 0

020 0 3

000
Théoreme 1.8 Une matrice A de taille n X n, triangulaire, est inversible si
et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

Démonstration : Supposons que A est triangulaire supérieure. Si les
éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors, en multipliant chaque
ligne ¢ par I'inverse de 1’élément diagonala;;, on obtient la forme échelonnée
de A. Elle ne contient que des 1 sur la diagonale. De ce fait, la forme
échelonnée réduite de A sera la matrice identité. Le théor‘eme 2.30 permet
de conclure que A est inversible. Inversement, supposons qu’au moins 'un
des éléments diagonaux soit nul et notons amm le premier élément nul de la
diagonale. En multipliant les lignes 1 ‘a m-1 par l'inverse de leur élément
diagonal, on obtient une matrice de la forme

0 * *
0 O 1 * *
0 - 0 0 * *
0 - 0 0 ap *
Do oo 0 : *
0 --- e 0 apn

oul=m+1.

Il est alors clair que la colonne m de la forme échelonnée ne contiendra pas
de 1 directeur. La forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas etre In
et par le théoreme 2.30, A n’est pas inversible. Dans le cas d’une matrice
triangulaire inférieure, on utilise la transposition qui fait l'objet de la section
suivante et on obtient une matrice triangulaire suérieure. On applique alors
la démonstration ci-dessus.

18



1.9 La transposition

Soit A la matrice de taille m x n

a1 a192 v Q1n

a921 929 v Qon
A=

Am1 Am2 e Qmn

Définition 1.11 On appelle matrice transposée de A, la matrice AT de taille
n X m définie par

a1 o1 . Am1

a19 a9292 vee Am2
AT

A1y QAop . Amn

Autrement dit, la i colonne de A” est la i®™¢ ligne de A, ou encore

az;:aji
Exemple 2.39.
1
(1 -2 5) = -2
)
T
(1) _g _<o 1 —1>
1 9 3 =5 2

Théoreme 1.9 L’opération de transposition obéit aux régles suivantes :
(a) (A+ B)T = AT + BT

(b) (kAT = kAT

(c) (AB)T = BTAT

(d) (AT)" = A.

(e) Si A est inversible, alors AT l'est aussi et on a (AT)™' = (A™HT qui
sera notée A7T.

19



1.10 Matrices symétriques

Définition 1.12 Une matrice A de taille n X n est dite symétrique si elle
est €gale a sa transposée, c’est-a-dire si

A=AT
ou encore st a;; = aj; pour tout i,7 =1,...,n.

Exemple 2.42. Les matrices
-1 0 5
0 2
o 2 —-11, (2 4), I, , et 0,

sont symétriques.

Théoréme 1.10 Pour une matrice B quelconque, les matrices BBT et BT B
sont symétriques.

Démonstration : Par le théoréme 2.40, on a
(BBT)T — (BT)TBT — BBT
(B"B)" = BT(B")" = B"B

1.11 Matrices antisymétriques

Définition 1.13 Une matrice A de taille n x n est dite antisymétrique si
AT = A
c’est-‘a-dire s1 a;j = —aj; pour tout t,j =1,...,n.

Exemple 2.45.

0 -1 00 04 2
1 0 ) 00) 405
-2 5 0
Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont

toujours tous nuls.

Théoreme 1.11 Toute matrice A de taille n X n est la somme d’une matrice
symétrique B et d’une matrice antisymétrique C'.

20



Démonstration : Soit A = (a;;). Posons

b _CLij—i‘CLﬁ t _aw—aﬂ
y= g ey =y
Alors a;; = b;j + ¢ , bjj = bj; et ¢;j; = —c;;. Ceci montre que

BT = B, ct = -, et A=B+C
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