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SMC-M20: MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE PLAN DU COURS

m

16 — 22 Novembre Arithmétique, Division Euclidienne; Ecriture en base b, PGCD

S3 23 — 29 Novembre Nombres, Variables et Algebre; Groupes, Anneau, Corps
S4 01 — 06 Décembre Fonctions Algébriques; Fonctions Transcendantes
S5 14 — 20 Décembre Intégration et Différentiation: Fonctions de Plusieurs variables
S6 21— 27 Décembre Intégration et Différentiation: Fonctions en 3 Dimensions
S7 04 — 09 Janvier Equations Différentielles Partielles
S8 05 —12 Janvier Equations Différentielles Partielles
S9 13 - 20 Janvier Les Déterminants
S10 21— 28 Janvier Les Matrices et les Transformations Linéaires
S11 01 — 06 Février Les Matrices et le Probleme aux Valeurs Propres
S13 07 — 14 Février Révisions
15— 22 Février Préparation aux Examens

S$14-S15 23 — 30 Février Control Final (a confirmer)
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SMC-M20: MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE Plan du Cours

Evaluation:
Moyen d’evaluation: Controles
Pondérations:

CONTROL FINAL: 100%

Bibliographie:
Manuels :

Les notes de cours;
Barrante, Mathématics for Chemists, Dunod 2000.
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SMC-M20: MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE Plan du Cours

v" Role des mathématiques en sciences et chimie

— Reéponse du PDG de Airbus a qui on demandait pourquoi Airbus pourrait surpasser Boeing: "Il y a
plus de mathématiques dans un avion Airbus".

— Les mathématiques permettent une approche rigoureuse d'un probleme.
— Elles sont utilisées pour décrire et comprendre la Nature:

* Mesures, prédictions, simulations de propriétés physiques

» Relations entre proprietés physiques
— Variation de proprietes physiques dans le temps, I'espace, en fonction d'autres proprietes physiques.
— Exemple: Acétaminophene
— Différents aspects

» Synthese,

* Emballage

+ Gout

+ Stabilité dans l'estomac

» Transport au petit intestin

» Absorption dans le sang

» Transport et stabiliteé dans le sang

» Traverser la barriere sang/cerveau

+ Interactions avec récepteur

* Réponse du systéme nerveux

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (z sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20: MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE Plan de Cours

Comment évolue le médicament dans 1’estomac = évolution de la concentration M
* En fonction du temps
* En fonction du pH
Représentation graphique, équation pour représenter le comportement = théorie = mathématique

— Mathématiques:
* Role d’infrastructure
» Raisonnement, abstractions
* Rigueur

v Nombres
— Concept « primitif »
— Ensembles
— Entiers
— Rationnels
— TIrrationnels
— Transcendantaux
— Réels
— Complexes
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CHAPITRE I
ARITHMETIQUE
Division Euclidienne; Ecriture en Base b; PGCD

I- DIVISEURS
II- CALCUL DU PGCD

ITT - PROPRIETES

IV - ECRITURE EN BASE b
V- PROBLEME

SMC-M20: MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



I Divisibilité
1) Diviseurs
Soient a et b deux entiers non nuls.

Sia=b x qondit que a est un multiple de b ou que b
est un diviseur de a .(La division tombe juste !)

Remarque : dans ce cas q est également un diviseur
de a!l

Exemple : 21=3x7

7 est un diviseur de 21,
3 est un diviseur de 21. avec
21 est un multiple de 3 | ngste < diviseur

21 est un multiple de 7
Formule division euclidienne:

Dividende = diviseur x quotient + reste




Eléments d'arithmétique
dans |'ensemble des naturels

Diviseur d'un nombre entier naturel

Rappel :

<»  Un nombre entier naturel est un nombre entier positif

%  Division euclidienne : division d'un entier naturel par un
entier naturel

*  Sile reste de la division euclidienne (division d'un entier
naturel par un entier naturel) d'un entier a par un entier d
est zéro alors d est un diviseur de a. Il existe ainsi un
entier k tel que a=d x k



Division euclidienne et PGCD

a) Division euclidienne

C'est la division de deux nombres entiers naturels

a | b a=bxq+r
rl g r<b

b) Multiples

=L e naturel a est multiple de b signifie qu'il existe un nombre

entier k tel que: a=b x k

a est un multiple de b et b est un diviseur de a.
ex : 12 est un multiple de 3 et 3 est un diviseur de 12

=>Propriétés
» Si les naturels a et b sont multiples de c alors a + b aussi.
" a > b; si a est multiple de b et si b est multiple de c

alors a est multiple de c.



Ex1:

Le reste de la division entiere de
357 par 17 est O.

On dit alors au choix :

357 est divisible par 17
17 est un diviseur de 357
357 est un multiple de 17

357

17

21



Ex2: un contre-exemple 0ss | 37

20 25

945 n'est pas divisible par 37 puisque le reste de la
division entiere de 945 par 37 n'est pas O.

On peut dire aussi au choix :
37 n'est pas un diviseur de 945
945 n'est pas un multiple de 37




2°)Criteres de divisibilité
Un nombre entier est divisible :
par 2, s'il se termine par 0, 2,4, 6 ou 8

par 3, si la somme de ses chiffres est divisible par 3,

par 4, si le nombre formé par les 2 derniers chiffres
est un multiple de 4

par 5, si son chiffre des unités est 0 ou b,

par 6, critére de 2 + critéere de 3

par 9, si la somme de ses chiffres est divisible par 9.
par 10, si son chiffre des unités est O,

Exemples :
30 est divisible par 2, 5, 10 et 3.
1071 est divisible par 3 et 9.



3) Diviseurs communs a deux entiers

Il s'agit d'établir la liste des nombres
qui divisent a la fois les deux entiers.

Exemple :

Tous les diviseurs de 60 sont :
@ @ éé 10 .12 45), 20 . 30 . 60
Tous IGS@ ééurs 45 son‘r

Les diviseurs communs a 60 et 45 sont :
13,5, 15



4) PGCD

Le PGCD de deux nombres entiers est le
Plus Grand Commun Diviseur a ces deux
entiers.

Exemple :
Le PGCD de 60 et 45 est donc 15,

on note  PGCD(60:45) = 15
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- METHODES DE CALCUL DU PGCD

Algorithme d'Euclide

Algorithme des soustractions
successives




Algorithme d'Euclide

C'est une méthode qui permet de déterminer le PGCD
de deux nombres entiers.

ALGORITHME : Désigne une suite de calcul
nécessaire a la solution d'un probléme dans une
durée limitée. L'appellation « algorithme » est
[‘équivalent latin d'un terme figurant dans
l'ouvrage du mathématicien arabe Mohammed Ibn
Musa Abu Djefar Al-Khwarizmi.

Exemple : calculons PGCD (252 ; 360 )

On effectue la division euclidienne du plus
grand des deux nombres par le plus petit.



Méthode 1: L'algorithme d'Euclide

(méthode avec des divisions euclidiennes successives)
Déterminons PGCD(252;360)
- on divise le plus grand par le plus peftit :

360 (252
1
- on divise le diviseur précédent par le reste
précédent:
252
2

36




- on divise le diviseur précédent par le reste
précédent :

108 | 36
3
- le reste est nul, on
arréte.
PGCD(252 ; 360) = 36 (dernier reste non nul)
Remarque : a b reste
360 2h2 108
25h2 108 36

108 _ 0
[ ]



Méthode 2: Algorithme des soustractions
successives

Déterminons PGCD(252,360)

- on soustrait le plus grand par le plus petit :
360 - =108

- on soustrait lus petits entre eux :
-108 = 144

- on soustrait les plus petits entre eux :
144 - 108 = 36

- on soustrait les plus petits entre eux :
108 - 36 =72



- on soustrait les plus petits entre eux :

72 - 36 = 36
- on soustrait les plus petits entre eux :
36 -36=0

- la différence est nulle, on arréte.

PGCD(252 ; 360) = 36 (derniere différence non nulle)

, a b différence
Remarque : ) 360 252 108
On peut egalemen‘r resumer 252 108 144
ces différentes étapes 144 108 36
108 36 72
dans un tableau. e a6

36 36 o)




ITL- PROPRIETES

Nombres premiers entre eux

Ecriture en base b




1) Nombres premiers entre eux

On dit que deux nombres sont premiers
enfre eux
lorsque leur PGCD est égal a 1.

Exemple :
Tous les diviseurs de 10 sont : @ 2,5 et 10.

Tous les diviseurs de 7 sont : @ et 7.
donc PGCD(10;7) = (1)

On dit que 10 et 7 sont_premiers entre eux.




2) Application aux fractions

On dit qu'une fraction est irréductible, lorsque
son nhumérateur et son dénominateur sont
premiers entre eux.

On ne peut plus la réduire, la simplifier

Ex1: 10
7
PGCD(0 : 7) = 1 donc g est irréductible.
Ex2: 252
360
PGCD(252 ; 360) = 36 donc on simplifie par 36
252 25236 7

360 360+36 10



Pour rendre une fraction irreductible, il faut la
simplifier par le PGCD de son numérateur et son
dénominateur.

Ex:

182
I?ou,r' renqre — Oncalcule le PGCD
irreductible 468

PGCD(182;468) = 26

/3
82_7
68 18
:26

1
On a finalement :
4



Ecriture en base b
Comment écrire a «en base b » ?

b q+ d,
b(bch"'dl)"‘do
b((bg,+d)+dy)+d
do

d

+ dl b + .. + dN-l bN-l
b+ d, bl + . + dy_; bN-1

a: [dy; dy, . d; dy do]



IV- PROBLEMES

Pour le 1¢" mai, Julie dispose de 182 brins de muguet et de 78
roses.

Elle veut faire le plus grand nombre de bouquets identiques en
utilisant toutes ses fleurs.

Combien de bouquets identiques pourra-t-elle faire ?

Quelle sera la composition de chaque bouquet ?

Le nombre de bouquets doit €tre un diviseur du hombre de brins
de muguet 182

De méme le nombre de bouquets doit €tre un diviseur du hombre
de roses 78

Le nombre de bouquets est donc un diviseur commun de 182 et
78.

Mais Julie veut le plus grand nombre possible de bouquets. Il
faut donc prendre le PGCD .




On choisit la méthode de calcul et ....PGCD(182;78) = 26
Le nombre de bouquet est 26

Puis 182:26 =7
78:26 = 3

Ily a7 brins de muguet et 3 roses par bouquet




MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

CHAPITRE II

Nombres, Variables et
Algebre

10




SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Principes
Cas typique: Loi des gaz parfaits:

— Fonction

— Quantites:
* Constante
» Variables
* Contraintes

—  Unatés:

Systeme MKSA
Toute quantité mesurée doit:
* Indiquer son unité
» Présenter la précision de la mesure

pV =nRT

Propriété
Longueur
Masse
Temps
température
quantité
courant

luminosité

V=r(p.n.T)
Uniteé Abbréviation
metre m
kilogramme kg
seconde S
kelvin K
mole mol
ampere A
candela cd
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MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

v Nombres
— Concept « primitif »
— Ensembles
- Entiers: naturels N et relatifs Z
- Rationnels 1/3=0.333...=0.3
« TIrrationnels \/5 >

* Transcendants Reéels R R=R+ {_OO= +w}

« Complexes C 7 (J
NcZcDcQcRcC

— Bases

* Decimale

* Binaire

*» Hexadécimale
— Algebre des nombres réeels

* Opérations mathématiques: + - x /

* Processus limite: g —> 0: — —> oo
a
* Varnables & exposant
a
base

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

v" Notion de groupe
— Un ensemble G muni d'une lo1 ® est un groupe si :
* O estune lo1 de composition interne sur G
» La lo1 ® est associative .
* O admet un €élément neutre dans G
» Tout eléement x de G admet un symetrique x' dans G
— Dans le cas ou © est commutative, on dit que (G, ®) est un groupe commutatif.
— Exemple : (. +) est un groupe commutatif. ( ., X) est un groupe.

v Anneau

— Un ensemble A non vide, muni de deux lois de composition interne notées respectivement + et * est
appelé un anneau si:

* L'ensemble A muni de la premiere loi + est un groupe commutatif.
» La seconde lo1 * | est associative et distributive par rapport a la premiere loi.
— Notation (A , +, *) .

— Si la seconde lo1 * est commutative alors le anneau est dit commutatif.
— Si l'anneau admet pour la seconde loi . un €lément neutre. I'anneau est dit unitaire.

v' Corps ...

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

v' Algébre des nombres réels
— Valeur absolue, ou module

2
a| =~a
|a|:+a s1 a>0

|a‘:—a s1 a<0

— Loi1 d indexation

a"a’ =a™" (a"’ )n =ag™
al/n _ d;
a’ = Cln
!
a’ =1
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

CHAPITRE IIT
Fonctions Algébriques

MDescartes

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Principes
— Loi des gaz parfaits:

nRT
V(n,T,p) =
P
— Fonction
y=ax’+bx+c
f(x)=ax’+bx+c f(x+d)=g(x)

v" Factorisation et simplification d’une fonction

— Factorisation
2ax” +4bxy = 2x(ax + 2by)

— Identités remarquables:
a ~b" =(a+b)(a-b)
(a+b) =a*+2ab+b°

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v Représentation graphique d’une fonction: Coordonnées cartésiennes
— 2 dm: (x.y)
» Loides gaz parfaits: P} = nRT Small volume, 0}

high pressure ’

g
P 1
V oc — :
P -
v J i
* Onde
2 2 N
O~ u (x,z‘) 1 Ou (x, t) v N
2 - 2 1 TN ? )

ox~ c” ot~
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Fonctions inverses

st y=f(x) alors x=f""(x)

— Larecherche de la fonction inverse n’est pas toujours aisee

Coy=x"+1

T

— Equation de van der Waals

2
an

P+ = (V — nb) =nRT =) Equation du 3% degré en 7/

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Polynome

— 2\ . 2 23 7
f(x)=a,+ax+a,x" +ax” +...+a,x

n
f(x)=3ax
i=0

— Degrée n=1, fonction lineaire: droite
f(x)=ax+b
a: pente
b: ordonnee a I’origine
x,: racine de I’équation  f(x)=0

— Degre n=2, fonction quadratique
Equation d’une parabole
2
f(x)=a,+ax+a,x

f(x)=0 2 racines possibles: 2 réelles, 1 racine double, ou 2 complexes

— Degré n=3, fonction cubique
2 3
f(x)=a,+ax+a,x" +asx

f( x) = (0 3 racines possibles: 3 reelles, 1 triple, ou 2 complexes + 1 reelle

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

— Polynome d’ordre général:
. . 2 3 n
f(x)=a,+ax+a,x" +a,x” +...+a,x

=a, (x—23,)(x—x,)...(x—x,)
n
— anH(“\._'xi )
i=1
f(x)=0 nracines: réelles, complexes, ou multiple

remarque: sy n=2p +1 ( pe N) 1l va exister au moins une racine reéelle
(le graphe traverse I’axe des x au moins 1 fois)

Exemple: équation de van der Waals

— Fonction algébrique de x:
P(x)y"+0(x)y ' +..+U(x)y+V(x)=0

— Fonction transcendante: fonction non algebrique: exponentielle, fonction trigonomeétrique
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

CHAPITRE III
Fonctions
Transcendantes

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Fonctions trigonométriques
— SOHCAHTOA
C

04

—
A B

— Theoreme de Pythagore

sin“@+cos’@ =1

— Fonctions périodiques  f(x+a)= f(x) a=période

p(x.0) A

1/ Lv=vA .

0.5: ‘ H 36:

0:4. ............ ’. ‘. ,,,,,,, "“. ,,,,,,,, .“'. : 0: ‘.“ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
—:< 2’ 4 B/ . 8 “.‘ 10 u‘.“‘ ;J 4 B . -9 10 12

N/ cos(x)

13 — ) A‘ ] -1

@(x,t)=Asin| 27| ——vt
A
A :longueur d’onde, v :fréquence
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v Relations de trigonométrie

B
c a
A C
b
— Régle des sinus smd _smB_snC
a b C

— Regledes cosinus: 2 _ 22 2 5z..00 4

— Identités
sin(x+y)=sinxcos ytcosxsiny

cos(x*y)=cosxcosyFsinxsiny

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Coordonnées polaires

Coordonnees polaires ou curviligne: 2D

}A

v" Coordonnées sphériques

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)

Nombreux problemes de science non solvables en coordonnées rectangulaires

OULAN
5 rde
{ :
rsin @do \
T~ | -
\t‘- rd@ R
M——— #\rx
”sin g R —" N, /
- N \
de ok \
p? \ \
I \ \ \.\
o \ \
| ‘ \
.‘l_—’—_" — >y
: l A '
dé ~— | ""l
g / y /
5 i
/
5 o
/




SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v Fonctions trigonométriques inverses
arcsinx =sin_ x
arccos X = cos_ x

arctanx = tan_' x

Comme:
sinx =sin(x+2n7) nelN

On va parler de valeur principale (exemple: résultat d’une calculatrice):

: . 1 T
arcsinx =sin_ x=y yel——.—
2 2
v — cevel v — 1 -
arccosXx =cos X =1y yE 0,72’]

1 T T

arctanx =tan~ x=y ye|l—.—
2 2
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" La fonction exponentielle

Deéfinition: 7 ( x) "

a: base
x: exposant (an anglais exponent)

La plus connue: 1" nelN

X

La fonction exponentielle (e de Euler): exp(x)=e

(o S I

exp(x)=e" = . -1 0 1
n=0 n!

exp(x)
exp(-x)

La pente de exp(x) est exp(x)

Fonction exponentielle tres utilisée (statistique, population ...): fonction gaussienne

ol 42
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

E— x —
Exemple d’utilisation de I’exponentielle Ank A Ny, = n=n, exp(t/ to)

Population doublant

| chaque generation.

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" La fonction logarithme

— Deéfinition: : .
sit y=a* alors x=Ilog_ vy

— Logarithme décimal: y=10", x=log,, y=logy

-

- B AT . . X . _ y
— Logarithme naturel ou népérien:  y=¢*, x=log, y=Iny
11 /
Pl . ,t , D 1 '
— Propriétés: >
P Inxy=Inx+lny
X
In—=Inx—-Iny
",7

Inx" =nlnx

— Conversion:
Inx=mn10xlog,,x ~2,303logx

— Exemple:

pH =-log,, [H+:|

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

Logarithme en tant que méthode d’échelle

Augmentation va avoir
10-3M+10-5M=1.0110-3M=10-3M peu d’impact sur
I’estomac des
mammiferes.

Augmentation va avoir

10-"M+10-SM=1.0110SM~=10 M un effet dévastateur

sur une cellule.

Changement relafifs égaux amenent a des effets similaires !

+ r
T 1 T T T T T T T M fehelelincaire
10 M 10-'M

I%I_I_I_I_I_I_I_I‘ log [H']

11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 Echelle
s log(10-3) log(10-1) logarithmique

—log [H]
! [ I I I I I I I I I Echelle de pH
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
102 M 107 M
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

v" Fonctions hyperboliques
e +e :
coshyx=——— sinh x =
2 : 2 :
cosh” x—sinh” x =1

— Equation d’une hyperbole:
2 2 2
XT—y =a

— Les fonctions hyperboles imverses
cosh™ x = ln[x +4/x7 —1}
sinh™ x =In [x +4/x7 + IJ

tanh-lleln[”“}
2 1—x

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

Simplifier : ¢ log; 100 = log;, 10> =2
(ii) log,16=1log,2* =4
(iii) Ine™ =log, ¢~ =5
(iv) In .
(v) In o (@ +bx+c) _ _(ax® +bx+c)

(vi) In e =kt

Exprimer en log d’un nombre unique :

(i) In2+In3=In(2x3)=Iné6
(i) m2-In3=1In(2/3)
(iii) SIn2=1In2’ =In32

(iv) h13+h14—h16=h13L;=h12
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SMC-M20 MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE

Probléeme : The Bragg equation for the reflection of radiation of wavelength / from the planes of a crystal 1s

nA =2dsin 6@ where d is the separation of the planes. f1s the angle of incidence of the radiation. and »

is an integer. Calculate the angles & at which X-rays of wavelength 1.5 x 107% m are reflected by

planes separated by 3.0x1 0% m

L _ 1.5x107°
Solution : Wehave, d=3.0x10"° m and 2=1.5x10" m. so that 2 =210 _

1
2d 2x3x10°1° 4

\

—Slll (— .

n=1  sin'(1/4)~14.48°

Therefore € =sm" ( >
\ -

n=2  sin7'(1/2)=30°
n=3  sin”(3/4)~48.59°

4 sin7'(1)=90°

=
Il

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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Probléme - The function

27x

. 27X
#(x) = asin=——=+bcos -
A A

represents the superposition of two harmonic waves with the same wavelength . Show that ¢ 1s

(i) also harmonic with the same wavelength. and

27X

(ii) can be written as ¢@(x) = Asin[ +a l where 4=+/a’ +b> and tane = bja.

~

\

7/ o ) 2/ y
Solution : () @¢(x+4) =asin(-7ﬂ+2n l+bcos(£+2n '
\ v J \ A /

. 27x 27x . 27x . 27X .
=a| sm p cos2m+cos——sin 2xw | +b| cos cos 2w —sin sm 2w
L A

L

27

== 4()

Therefore ¢(x) 1s periodic with period A. and represents a harmonic wave with wavelength A.

. 27x
=asin——+bcos
A

.. . 27X \ . 27X 27X .
(ii) Asm +a '=Asm—\cosa'+Acos s o
L V) A. }L
. 27X 27T . .
=asm——+bcos if a=Acosa and b=Asma
A d
2 2 2 2 -2 2
bja=tan«a a” +b° =A"(cos“ o +sm” a)=A“ ,/a2 +h2 =4
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Probleme : The barometric formula

p=p e—Mgh/RT
— X0

gives the pressure of a gas of molar mass M at altitude 4. when py is the pressure at sea level. Express /

in terms of the other variables.

Solution : p=poe ERL 5 plpy =R 5 1n(p/py)=—-Mgh/RT

RT
——In

Therefore h= (p/po)

Probléme :The chemical potential of a gas at pressure p and temperature 7T is
1= 1* +RTh1(f/p°)
where f = yp 1s the fugacity and yis the fugacity coefficient. Express p as an explicit function of the

other variables.

' | —1* | (1-1® | /RT
SO/UﬁOn . /1=/16+RTln(f/pe) N ,UR;{ :ln(f/p'e) - e(/l 7 )/ =f/p-e

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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Probleme : Ina first-order decomposition reaction. A — products . the amount of substance A at time 7 is

x(1) = x(0)e™™
where x(0) 1s the initial amount of A . and & 1s the rate constant. The time taken for the amount of A

to fall to half of its initial value is called the half-life. Ty - of the reaction. Find the half-life for rate

constants: (i) £ =3 st (ii) £ = 107 s7L.

Solution :  We have x(ry) = Jc(O)e—kr’/2 =x(0)/2.

x(r ~
Therefore (7) et =1 SN —kfl/') =h1l=—h12
x(0) 2 277
__h2 _0.6931
27k k
5
. L _n2 .
(i) k=3s". 2'1/2—3S_I~0.23105

o) -
i) k=10"s". 7= 10{‘;‘_1 ~0.6931x10° s
S
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— 3 dim (x.y.2)
» Transfert de représentation: 2D = 3D
» Isocontour: géographie

— Nous vivons dans un monde a 3 dim ou 4 dim (11 dim peut-etre)
» Coordonnees polaires
» Coordonnees spheriques 1

Uoc—2
I

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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CHAPITRE IV
INTEGRATION & DIFFERENTIATION DE

Fonctions de plusieurs
variables

Lagrange

Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Principes

V(n.T.p)= nRT

P
z=f(xy)=x"-3xv+2y°

x et y: variables indépendantes

v" Représentation graphique

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v" Différentiation partielle

z=f(xy)=x"-3x+2y’

oz - [ LSy 1) — ? 3
(—) :2.‘\‘—-3.1,.' (%J — 1i111< f(\ + ¢ .\.,_‘ ) f(‘f_1) !
y ox ),

0ox ), 5x—0 Sx

J

-~

oz > | ! +S5v)—
(_] — 3¢ 4637 ( J :lim<f(x,)+<5_\) f(x,))>

5}’—)0 (‘; v

.

257

207

157

107
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— Dérivées plus élevées
P z=f(x,y)=x"-3xp+2)°

6(6:)_62:_2 o(eéz _62:_6
ox\ox) ox® ovlav) &

0 ( oz ) __3 of(aoz) 3
av\ox ox\ oy
2_ a2
Dans le cas des fonctions cubiques: - ==

Egalité a une grande importance en thermodynamique

— Optimisation avec des contraintes
Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Soit: f(x.v) etla contrainte g (x, v)

Alors: 2 o P
Z_,l_g:O et l—/l—g:O
ax  Ox o oy

2. multiplicateur de Lagrange
Cela peut étre généralisé ...

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v" Différentielle totale -
dz Z(E) dx + E dy
6"( ¥y ,a-v x
n a: V
dz = — dx.
Hla) =

v' Propriétés des différentielles
— Dérivée totale

d:_(@:) dx [0z dv
d \éx), dr \ov) di

z_(z) o)
de \0x), \0Oy) dx

— Le long d’un contour:

5::0:(@] 5x+[@J Sy
ox ), )
)(5)(2)-
ox)\ov) \ez ),

Reégle de chaine

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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— Equation de Laplace en 2D

Soit:  f ( X. .v)

2 A2
{ + © J: =0 Equation trés importante en sciences physiques
ox~  oy° .) ,)
, e . , 0 0
Opérateur différentiel. ou le laplacien: V<~ = —+ — = A
ox~  oy”
Vif=0

Une solution f de cette équation est appelée fonction harmonique

v' Différentielle exacte |
F(x,v)dx+G(x.v)dv=d:z = (E) dx + [—: dy
ox ), oy ).

Condition pour que la différentielle soit exacte. est que les deux fonction F et G satisfassent la
Relation de Réciprocité d’Euler:

55
a‘V-x ox y

n—> Relations de Maxwell: primordiales en thermodynamique

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Intégrales de ligne

J‘:f(x)dx

Autre interprétation que « 1’aire sous la courbe »

f(x) est une propiété physique

I :jcf(x,y)ds :J'Cf(x,_v(x))[l+(%) :|dx

C: chemin d’intégration

Intégrale de ligne

dx

dv o) ; dv

La ligne d’intégration dépend du chemin suivi.
Mais si les forces sont conservatives. alors I'intégrale est indépendante du chemin

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Double intégrale

n m

ch I: f(x,v)dxdy = }}EBZ > f(x,.3,)0x,5,

n— s=1 =1

— Double intégrale peut étre interprétée comme le volume sous la courbe

g(x)

IR f(x,v)dd= Ld { I " f(x,y) d_v} dx

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v" Changement de variables

y
) J' f(x)dx= Lu(b) ))%du /

— Cas général:

x=x(u,v) v=y(uv)

.” S (x,y)dxdy = J‘J- (u,v), v (u,v))|J|dudy

|J | est la norme du Jacobien de la transformation:

7 Ox 0y  Ox Qy
ou ov  Ov Cu

s1 x=rcos@ et y=rsmné
_Ox oy ox oy _
or 06 06 or

dA=dxdyv — dA=rdrd@

OF

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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— L’intégrale:

© 2
'[ e dx

o

Transformation de coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires

I = J:c e dx = %Ji e dx

e o]

I’ = %IOM.[: e rdrd = %J‘OM dé I: e rdr :%

il
2

© _2
I e dx =
o

Zouheir Sekkat, Printemps 2017 (z.sekkat@mascir.com)
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A cr ér or
Probléme : 1f r=(x* +y* +z*)¥? find —, =, =
éx ¢v ¢z
Solution :  Let u=x>+v2+22 r=u’
cr  ér Ccu _ X
éx ¢éu ox 2 ]
: cr cr  z
Simularly. —= —==
v 1 ez r

Probleme :

Solution : Let u=x+ct. v=zx—ct
c of cu
Then  ¢=fa+ew). L=LX
cx Cu ox
c¢p of cu
ot  Cu ot
82 1 ¢
Therefore ? =— 2¢
cx® ¢t ot

2 2
ccp 1 ¢c°¢
7 T T2 A2
cx- ¢ ot
~2 A2 ~2
8g8v cf c¢_cf+cg
P A2 a2 a2
ov Ox é‘u ov’ cx®  cu” ov”
Cg Cv cf cg C°¢ 2, O f Cg
= s (LT Tt
cv ot cu cv ot cu” v’
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CHAPITRE V

INTEGRATION & DIFFERENTIATION DE
Fonctions en 3 dimensions

Ldp&zce
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v Principes

—  f(x,y.z) : fonction de position. ou un champ

Plus importantes coordonnées:
» Cartésiennes.
* Sphériques.

v" Coordonnées sphériques

7. coordonnée radiale

9: latitude
axe I: axe polaire

@: longitude

rP=x’+y +27

6 =cos™ (i)
,..

pe

X=rsmécosqg
y=rsmn@sing
Z=rcosé

(v )
tan~'| — s1 x>0
B
b= .
aly .
tan~ | — |+7 s1 x<0
i

~

r-o“od-"
. rdw
rsin@dp A
*\',”?\ ! h - !
SN
\ t‘\ (.dﬂ 4
B W)
P \
/48 ’ JJ" \'\
3 \ \
0. /7 “‘ Y
|t
H | l
jra N I S
p- L !
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v Intégrales de volume

_f,f (x.v.2)dv= jl L‘I J: f(x.v,z)dxdvdz

—  Généralité

— Coordonnées sphériques
— '-.<’ Ode
0 06 oty . ‘” 7 ,- \'/\
jV f(r.6.9)dv= j jel j f(r.6.9)r*sin@drdéde  / =475\
A 1 e Y
,' ,( 1
— Intégrales dans tout I’espace:
+X0 @40 @0 .
I fdv :J' I j f(x,v,z)dxdvdz en coordonnées cartésiennes
V —© J—0 J—2 : :

= _[02,7_[: J: f(7.6,9)r*sinb@drdédp  en coordonnées sphériques
Angle solide: J‘OJ d goj: sin @dO = 4x stéradians

— Valeurs moyennes:

7= f(x)p(x)dx

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v L’opérateur de Laplace (laplacien)

7% sin@ 060

V2—16(1”26)+ 1 a(siné?aj+,,17 6‘2
06 ) rism @ op

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Autres systémes de coordonnées
, S A
Coordonneées curvilinéaires orthogonales Z

exemples d’utilisation:
» canevas de Wulf.
* orientation des polymeres (rayons X)

— Coordonnées polaires

X=pCcos¢
V= psme
dv = pd pdpdz 4
z

v2=i5[ 0J+1 0 +::2

-~ p‘\ 2
pepl op) p op cz

_N—ol
"

Z\o
I_ ra
b/l\ 'r"'-’

— Coordonnées elliptiques

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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CHAPITRE VI

Equations différentielles
partielles

d
A 2

o "
-~
- 4 L7
= =
e b ¥ ’

S
A
d’’Alembert
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/ - - .
Principes o (x.7) o (x.v)

Equation qui contient des dérivées partielles

. e o’f 1
— Equation de diffusion 1D J: = 1d
cx™ D ¢t
— Equation de Laplace 3D V*f =0
— Equation de Poisson 3D V°f = g(x.7.z)
— Equation de Schrédinger indépendante du temps _7‘_ V3 W+ V( );// Ew
2m
. : PP _ n cE
— Equation de Schrédinger dépendante du temps —— V3 v+ V( X, V.Z ) v =ih—
2m ct

v Solutions générales

2 2
— Equation d’une onde 1D o J: = Lo o {
ox- v~ ot
solution: f(x.y)=F(x+t)

solution générale: f(x.y)=F (‘ +vi ) +G(x—t )

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v’ Séparation des variables

of (x.v) . af (x.v)
ox oy

f(xy)=X(x)Y(»)

1 dX(x) 1 dY(y) 0
X(x) dx ’ Y(v) dv -

=0

Principe

v" La particule dans une boite rectangulaire

Cours de chimie quantique ...

C est la constante de séparation

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v" La corde vibrante
— (Exemple: corde de guitare)

Longueur /. densité linéaire uniforme. p Y= y(x 2 )
Mouvement décrit par: &%y 1 &%y y
axt v oar?
Conditions limites et périodiques: v(0.7)= 1( . {) =0 \i/’x >
— Séparation des variables: V(x.7 ) =F (Y) G(t )
1d°F_ 1 d°G__»
F dx* Gv° dr’
nit . NITX
/lnzT Fn(.‘f)ZSln ’
2 nwv :
d Ij + (ng =0 @, =Av= /] G,(t)=A4,cosm,t+ B, sinm,t
2

Fonctions propres: niTx

v, (x,7)=sin |4, cosw,7+ B, sinw,]

. niTv
Valeurs propres: @, =

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)



MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

— Modes normaux de mouvement

@
- . n
Le neéme mode normal de la corde vibrante: V, =
27
n=1 : la fondamentale n=2: premiere harmonique n=3 : deuxiéme harmonique

Le nmeéme mode présente n-/ nceuds: points ou il n’y a aucun déplacement (standing wave)

— La solution compléte
Le mouvement n’est pas un pure mode normal. mais une superposition de modes normaux.

> o

. NTX )
V, (‘( 4 ) = Z S [A,, cosm,f + B, sm (o,,f]
n=1
Cette solution satisfait les conditions initiales
o0 oc
, . NTX oy . NTX
y(x.0)=> 4, sin— [“_J => B,o,sn
n=1 [ OX Ji—o n=1 l

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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Pb: Trouver la solution de I'’équation suivante avec la méthode de séaration des variables

2T LT
ox ot

Soit  f(x.1)= F(x)*G(1)
Alors & _ dF(x) < G(P). _f_F(_\,)XG'G(f)

ox dx dt

2749 0 5 2% D 601 F) 29D

cx Ct dx dt

2 dF(x) 1 dG(1)
Divisons par f =F(x)xG(») alors F(x) dx N G d |

dx 2

2 dF(v)]|_ dF(x) _C .. N
| F(x) dx }‘C - ——=—F() alors F(x)=ae

-C
—_cG(y alors G)=be™

1 dG(r)}:_ o 460

 G(t) dt dt

f(x.t)=F(x)<G(1)

Cx/2 C(x/2-1)

=qe «be " = abe

=4 B(x-21)
Zouheir Sekkat, Automne 2020 (sekkat@fsr.ac.ma) = e
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CHAPITRE VII

Les Déterminants

Cauchy

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Principes
— Comment résoudre un systéme a » équations linéaires ?
— Généralisation a » dimensions ...
— Résolution d’une paire d’équations:

(1) ax+by=q
(2) a,x+b,v=c,
_ bye,—bpc, a6, — 4G

X = 1

Dénominateur - déterminant

a, b
D = = a,b, — a,b,
a, b,
Y = & G bl l)7
D D, = =2
¢ b, D
., . ; a a . a
— Généralisation 11 12 n
ayy Ay ... 0y,
anl (17)2 -t (Inn

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v' Déterminants d’ordre 3

(1) ayX+a,v+asz =D
(2) ayx+a,v+a,z=Db,

(3) (3, X + a3,V + 332 =Dy

>

ap A

D, =D, a, ay

S

a;, Az

— Mineurs et cofacteurs

(11‘1 ay, Ay

. a, a
Mineur 2 93
a;, d
3 A
ajl a3 i

ay Gy Gy

sz Az dg

Signe: (-1 )’*f

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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» (Cofacteur:

i+j
C,=(-1) "M,
’ ’ y Gy .- Oy
. . . n
Expansion de Laplace du déterminant: 921 92 --- Gay| _ Z a.C
j=1
Ay ypy - Uy

Remarque: quand » devient grand. il est difficile de résoudre des équations linéaires aussi facilement.
cela implique beaucoup de calculs ...

v La solution d’équations linéaires

— Reégle de Cramer:  — 2
"D
— casouD=0 (1) 2x+2y+z=10
(2) x+2y—-2z=-3

(3) 3x+2y+4:=20

Les équations sont linéairement dépendantes

x=13-3z }-’:%(5:—16)

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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— Equations homogenes
Quand tous les b, sont égaux a 0. les équations sont dites homogenes.
I1 suffit qu'un b, soit différent de 0. pour que le systeme d’équations soit dit inhomogene.

équation homogene: X,=X,=...=X,= 0 s1 D=0

S1 D = 0: soit une solution triviale (comme dans le cas précédent). ou une solution non-triviale.
Une solution unique est alors trouvée s’1l existe une autre relation entre les variables.

— Equations séculaires

ay, X, + apX, + . +a,x, = Ax, (ay —A)x, +a,x, +...+a,x, =0

Ay Xy + 0y X, +. . +a, X, = AX : - — - —

Tn¥y T A 2n%n 2 it Xy +H(ap—A)x, +.. +a,,x, =0

Uy Xy + Ay Xy +..+ @Y, = AX, a,x, +a,x, + . +(a, —A)x, =0
Ces équations séculaires ont une solution
non triviale si le déterminant séculaire est nul: (@, —2) ay - yy,
Polynome d’ordre » en 2. =2 valeurs de A sont les ay, (ay, —A) ... a,,
racines du polynome : : . :

Applications: Hiickel. vibrations IR
n ay - (ann o /1)

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Propriétés des déterminants
1. Transposition

La valeur d’un déterminant est inchangée si ses lignes et colonnes sont interchangées:

a b q| |, a, a

a, b, c|=|b, D, D

a, by, | | ¢ ¢

o

Multiplication par une constante: Aa, Ab,  Aq a b

a b, ¢ |=Ala, D, c,

a; by ¢ a; by

3. Ligneoucolonnede0 |0 O 0

a b, c,|=0

a, by
4. Regle d’addition:

a+d, b ¢| | b ¢l |d D ¢
a,+d, b, c|=|a, D, c,|+

a;+d; by ¢ |lay; by ¢ |dy by ¢

S
=
™
g

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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5. Interchanger 2 lignes (ou colonnes): antisymeétrie

a b ¢ a, b, ¢
S1 2 lignes (ou 2 colonnes) d'un déterminant sont interchangées. a b e o b e
; . . e, 2 2 2= .
la valeur du détermunant est multipliée par (-1) - - - ! ! !
a; by ¢ a; by ¢
R . a, b c
6. Egalité entre 2 lignes ou 2 colonnes: | ! 1 !
Du a I'antisymeétrie a b ¢|=0
a; by ¢
. » : Aa, Ab, Ac a, b, c
7. Proportionnalité entre lignes (ou colonnes) : 2 £ I
a b, ¢ |=Ala, D, ¢|=0
a; by ¢ a; by o
8. La valeur du déterminant reste inchangée siun  |@, +Aa, D +Ab, ¢ +Ac| | b ¢
l‘nultlple d une ligne (ou colonne) est additionné a, b, ¢, =la, b, ¢,
a une autre ligne (ou colonne)
a, D, G a; by ¢
9. Dérivé d’un déterminant da, db, dcg » b c
1 1 1
a b | |ax dx dx a b q
d da, db, dc,
dx dx dx dx
a; by | |a; by ¢ p b . da, db; dc,
3 3 3
dx dx dx

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v" Réduction a une forme diagonale

0
0

0

ay»
ay

0

0

ays
(3

0

ay,,
aZn
(I3n

a

nn

= Uy lyplss ...y,

Tout déterminant peut étre réduit sous une forme diagonale

v" Fonctions alternatives

— Fonction alternative ou antisymétrique

Hx)

(x,)

. X

")

£l
fil

Ju(x,)

%)=

=

o

)
)

n! permutations

Particules identiques: fermions. bosons

Déterminant de Slater
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CHAPITRE VIIT

Les matrice et les
+ransformations linéaires

Sylvester
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v Principes

— Une des applications importantes des matrices en chimie: transformation linéaire lors de la
représentation matricielle d’opérations de symeétrie dans la description de la symétrie des propriétés
d’une molécule. de ces fonctions d’onde. des modes normaux de vibration. ...

— Une matrice: 7;.n quantités

ayp Gy - G
y dp .- 0y

A< = B g)[q]
Ay oy - Uy

— Origine: transformation linéaire
, - » y / _ ’
Changement de coordonnées de (x,y)a (x’y’) X =X+ by

v'=a,x+Db,y

-
X\ (& b)x
v') lay, b,)\y
. ’ I. " v .
Soit r' = Ar I I colonnes matrices (vecteurs)

A matrice carrée
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v Matrices spéciales

— Matrice carrée

(y Ay oy

a3 Gy Ay

a, 0 0
Matrice diagonale | 0 a,, 0
0 0 ay
1 0 O
Matriceunité: =0 1 0
001

Déterminant d’une matrice: |A| =detA =

ay Gy dp

termes de la diagonale: @j;
termes hors-diagonale (termes croisés) d;

ay,  dp a,
ay dyp ... 0y
(Inl an2 ann

n
Trace d’une matrice: TA=a; +a,+. . +a,, = Zaii
=

1% ]
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— Vecteurs
Une matrice colonne: vecteur colonne
Une matrice ligne: vecteur ligne

— Transposé d’une matrice:

a, b
A=|a, b, A A=
a, by

« Sila matrice est symétrique. A’ = A

« Déterminant: det A" =det A

v Algébre matriciel

— Egalité des matrices A= ((l,-j ) B-= (b,.j

A=B sia;,=bh, Vij

— Addition de matrices: A +B = (aij -+ bij )

)

a=(q
a, a,
b, b,

a,

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)




MSC-M16:E2 MATHEMATIQUES POUR CHIMISTES

— Multiplication par un scalaire oA = (C(’ij )

Multiplication de matrices

ay  dp

ay dy

a

ml

ml

C=AB=(c,)

n
Cy = Z(’ikbkj
k=1

a,,

a5,

mj
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— Propriétés de la multiplication de matrices
» Associativité A(BC) - ( AB)C = ABC
+ Loi de distribution: A(B+C)=AB+AC
* Non-Commutativité (en général): AB = BA

Commutateur: [ A, B] — AB-BA

1 0 0}2 3 2 3 2 3 ,
« Multiplication par matrice unité: I, A=A =AI 01 opl 2p=1 2=1 2 (O
0O 0 110 -1 0 -1 0 -1

* Produit nul: AB = ( n’implique pas qu'une des matrices soit nulle
« Déterminant d un produit de matrices: det AB = det A -det B = det BA
matrices carrées

« Trace d’ un produit de matrices: trAB = trBA

* Transposé d’un produit de matrices:(AB )’ =B'A’

Zouheir Sekkat, Printemps 2017 (z.sekkat@mascir.com)
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v Matrice inverse
— Soient 2 matrices carrées. A et B. alors B est la matrice inverse de A (et inversement) si:

AB=BA=1 —
then A™' = —l o
2 -3 ]

ifA=1
3 4

ATA=AAT =1

a b _ 1 (d =D\ (1[4 =2fft 2|__1(=2 o) (1 0

A est dire matrice non-singuliére
— Procédure générale d’obtention d’une de I'inverse d’une matrice non-singuliére

1. Obtention de la matrice des cofacteurs: A = (aij ) N (("U ) A_|c0os@ —sin®
‘ sinf@  cos6
.. . N det A=cos” B+sin“O=1, B=A"'
2. Transposition de cette matrice: (C,J ) —> A= (C i ) |
Obtention de la matrice adjointe A B— cos(—6) —sin(-6)
~ sin(—6)  cos(—6)
1 A 0 sin
3. Division de la matrice adjointe par le déterminant: A= det A _| ©os Sin
€ —sinf@ cos 6

— Inverse du produit de matrices: ( AB)_I —B!A! | BA=

cos®  sinf |[cosf —sin6| (1 0 1
—sinf@ cosB )\ sin@ cos 6 0 1

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma) cas particulier; Al = AT.
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v' Transformations linéaires

x = Ax
- A est la matrice de transformation
cos@ —smé
sm@ cos@
— Si1 2 transformations e
x" = Bx’ 2 [1
x"=BAx=Cx

— Transformation de matrices

X'=AX

™

Y

/"‘A\\
. 0 e
(xoy) vl I'E_?:i
& (xay) L )
Q
-1) (2 3 3 2} 11 2 0
1)1t 1 2 2 V213 4 5 4
12 1
V2 V2 2
3 4 5 4
V2 2 2 2
1)(3,2)(2,2)
=£ 11 —1]
4 201 1
A
(“\a}/)?
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v Matrice orthogonale

A=A

— Exemple: cosf —sin@
smé  cosd

— Les colonnes (et les lignes) forment alors un systéeme de vecteurs orthonormes

— Transformations orthogonales
Le produit scalaire des vecteurs est préserve.
Exemple: transformation du carré - la taille et la forme ont été préservés
X' = Ax

v Opérations de symétrie

— cours de spectroscopie
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CHAPITRE IX

Les matrices et le
probleme aux valeurs
propres

Frobenius d ;/‘ll'emliert
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v" Principes

Détermination des valeurs propres et vecteurs propres d une matrice carrée: probléme aux valeurs
propres: Importance majeure en sciences physiques

v’ Systémes d’équations linéaires
Ax=y

SidetA =0 .ie. An’estpassinguliére, alors:

A7 (Ax)=(A7A)x=Ix=x
Soit:
x=Ay
ce qui est équivalent a la régle de Cramer

Dans le cas homogéne: Ax=0
si A n’est pas singuliére, x=0

s1 A est singuliére. solution triviale (x=0). ou autres solutions ...
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v" Probléme aux valeurs propres 201 1
— Soit I’équation associ€e a une matrice carrée: Ax = AXx A=|_11 4 5
-1 1 0
Celle-ci peut se réécrire: ( A— ,11) x=0 2_2 1 1
det(A—Al)=D=| -11 4-12 5 |=0
Nous obtenons alors les équations séculaires. et donc: -1 ] -y

déterminant séculaire (ou caractéristique) de A {et (A—AL)=0 D=—(A+1)(A-1)(A-2)=0
A=-1, +1, and +2.

Les valeurs de . pour lesquelles 1'équation aux valeurs propres présentent des solutions non nulles. sont
les valeurs propres (eigenvalue) de la matrice A.

Une matrice d’ordre » a n valeurs propres. qui forment ainsi le spectre de valeurs propres de A.
En général. 2. ou davantage. valeurs propres sont égales = valeurs propres dégénérées.

A A, . correspond une solution: X, appelée vecteur propre

AXk — /1ka . = -
Xy Ax, = A.x,

2 matrices d'importance dans les sciences physiques >

* Matrices symeétriques réelles
* Matrices d’Hermite complexes . 1l n’y a que des valeurs propres distincts. 1.e. non-dégénérées.

Les valeurs propres obtenues sont réelles.
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— Propriétés des vecteurs propres

Propriété 1:
Si x est un vecteur propre correspondant a une valeur propre, A, alors kx est aussi un
vecteur propre correspondant a la méme valeur propre.

* Propriété 2:
Si A est une matrice symeétrique (réelle), les vecteurs propres correspondant a des
valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

* Propriété 3:
Pour une matrice symétrique, les vecteurs propres correspondant a la méme valeur
propre sont soit orthogonatux, peuvent le devenir.

* Théoréeme:

Les n vecteurs propres d une matrice symétrique réelle d’ordre » forment (ou peuvent
former) un systéme de » vecteurs unités orthogonaux (i.e. orthonormés).

I —
X;X; =0y

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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v Diagonalisation de matrice

Ax, = 4 X, kelN*

1 X
X h' X
X=(x, x, X, )= 21 = 2n
'\‘ml \‘m.’z \‘mn
AX=(Ax;, Ax, ... Ax,)
:(/‘{‘lxl /‘le2 Anxn)
=XD
D: Matrice de diagonalisation dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A
A 0 .0 |
0 A4 ... 0
D=| . S :
0 0 ... 4

D=XT'AX =—c A aétéréduite a la forme diagonale D

Zouheir Sekkat, Printemps 2020 (sekkat@fsr.ac.ma)
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— Implications ,
1. La trace de A est égale a la somme des valeurs propres de A Z A, =trA
k=1

n
2. Le déterminant de A est égal au produit des valeurs propres de A H A, =detA
k=1

v Matrices complexes
A=B+iC
— Matrice conjuguée hermitique r
AT=(A*) =(A")*

Elle joue le méme role que les matrices transposées pour les matrices réelles

— Matrices hermitiques
T
A=A
Une matrice hermitique réelle est une matrice symétrique
* Les valeurs propres d’une matrice hermitique sont réelles

* Les vecteurs propres d'une matrice hermitique d’ordre » forment un systéme de » vecteurs
orthogonaux

* Une matrice hermitique A est réduite a sa forme diagonale par le biais d’une transformation

unitaire " i . _ o
D=U'AU U =U" (matrice unitaire)
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FIN

Bon Courage
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