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RAPPELS
PARAMETRAGE ET LIAISONS.



On appelle systeme un ensemble de solides . Le systeme peut étre déformable

*/ Les théorémes généraux:
-s'appliquent a chaque solide constituant le systeme étudié

- fournissent les équations permettant de calculer toutes les inconnues du probleme
( forces et parametres)

*/ La méthode des équations de Lagrange:

-s'applique une seule fois au systeme étudié

-- permet, dans certaines conditions, de ne pas calculer certaines forces inconnues

q{l



| -. PARAMETRAGE:
Le mouvement d'un solide (S) par rapporta R est décrit parson torseur cinématique [Q(S/R), V(P e SIR) ]
telque: VP e(S)et vQe(S) :V(P/R)=V(Q/R)+Q(SR) AQP

En tout point P € (S), ce torseur se décompose de maniere unique en un coup le et un glisseur
[sR), V(P esR) | = [0, V(P esR) |+[asR) 0]

Le couple[ﬁ V(P € SIR) ] représente une tanslation de vecteur V(P € S/R)

Le glisseur [Q(S/R) ,0 ]rep résente une rotation centrale autour de P

Donc tout mouvement de solide peut étre décomposé en une translation de I'un de ses pointset d'une rotation
autour de ce point choisi.

Pour caractériser la translation on se donne les coordonnées ( cartésiennes, cy lindriques ou spheériques) du point P choisi
La rotation centrale autour de P se décompose en 3 rotations élémentaires autour d'axes passantpar P et d'angles v, 6 et ¢
On a donc besoin de 6 parametres pour le solide (S).

* [Remarque :
- On choisira par la suite, un point fixe O de (S) s'il existe; on travaillera avec le centre d'inertieG , le cas échéant.

Un systéme(2.) constitué de n solides et m particules a 6n + 3m = N paramétres; soient ¢, ,........ e
Ces N parametressont appelés parameétres primitifs de (2).



* | Exemple de décomposition du mouvement :

Soit PZ I'axe autour duquel s'effectue la rotation propree de (S), on considére la décomposition suivante :

translatio v, PZ, 6,Pu o,PZ

R,(0;%X,,¥,,Z,)fixe — R*(P;X,,Y,,Z,) — Ry(P;U,v,Z,) — R,(P;U,w,Z) > R(P;X,Y,Z)liéa(S)
ou -PV est la projection de I'axe PZ sur le plan horizontal (P; X,,V,) ; U=VAZ, et w=ZAal
Les angles y et @ repere, a chague instant, la positionde I'axe PZ dans I'espace; en effet :

Le plan (P; V, Z,) contient a chaque instant I'axe PZ et est repéré par I'angle y

La positionde I'axe PZ dans ce plan est donnée par I'angle &



. : .. > > , —>
W repere a chague instant la position du plan (P; v, z0) contenant |'axe P z
autour duquel se fait la rotation propre.
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© repere a chaque instant la position de I'axe P 7 dans le plan (P; v, z0)



ROTATION PROPRE



Il - LES LIAISONS.
Une liaison est une restriction imposée au mouvement d'un systeme.
Les liaisons peuvent étre:

- géomeétriques : limitations des zones de I'espace permises pour le systeme:
p oint fixe, mouvement plan, mouvement rectiligne , contact permanent.......

- cinématiques : limitations sur les champs de vitesses :
non glissement, non roulement, non pivotement......

- dynamiques : le non frottement par exemple

La description compléte d'une liaison nécessite non seulement I' établissement des équations
ou inéquations qui la traduisent ( effet ) mais aussi la détermination des efforts de liaison inconnus
qui la réalisent ( cause).

Une liaison est dite bilatérale lorsqu'elle est traduite par des équations uniquement. Elle est dite
unilatérale lorsqu'interviennent des inéquations dans sa traduction. On se limitera , par la suite,
aux seules liaisons bilatérales.



/ Cas du contact.

On supposera,dans ce qui suit, que lorsque 2 solides (S,) et (S, ) sont en contact permanent,
ce contact est ponctuelen I et qu'a chaque instant, ces 2 solides admettent en ce point gégométrique

un plan tangent commun (7).
En I, les réactions sont R, , et R, , tellsque R, +R,, =0 puisquele contact est permanent

avec R_,=-R,, =R _+R,

ol R 1 (z) réaction normale et F?t e () réaction tangentiell e ou force de frottement.

Lois de Coulomb
Il existe un coefficient f, dit coefficient de frottement, dont la valeur dépend de la nature des surfaces en contact, tel que :

—s'il y a frottement (f #0)

*si V(1e€S,/S,) =0 glissement de (S,) parrapporta (S,) alors Hlfet

(IR,

R, paralléle et de sens contrairea V(I €S,/S,)

*si V(1€S,/S,) =0 pasde glissement de (S,) parrapporta (S,) alors HI?QtH<f H R,

—s'iln'yapasde frottement (f =0) et ﬁt =0



Un systéme(2) constituéde n solides et m particulesa 6n + 3m = N paramétres; soient ¢, ,........ SN
Ces N paramétres sont appelés parametres primitifs de ().

*/ Une liaison est dite holonome si les équations qui la traduisent ne font intervenir que les valeurs

finies de paramétres et éventuellement le temps.Elles ne font pas intervenir les dérivés des parametres

et sont de la forme : F(gp Gy, 1) =0

La liaison est dite non holonome si les équations qui la traduisent font intervenir les dérivés des parametres.

On se limitera aux liaisons dont les équations sont de la forme :
N

Y i ( Gpreea Sy 1) G B Gprnnennin Gy 1) =0

i=1
*/ Une liaison holonome est dite indépendante du tempssi les équations qui la traduisent ne dépendent

of (Gprevennn SN 0

pasexplicitementdet :

Une liaison non holonome est dite indépendante du tempssi :% =0 et =0

*/ Une liaison est dite principalesi elle est priseen comptedés le début de la résolution. Si toutesles liaisons sont
principales, le parametrage est dit complet.
Une liaison non principale est une liaison complémentaire; elle est ignorée durant toute la résolution;

ce n'est qu'aprésavoir établi le systemedes équations de Lagrange qu'elles interviennent éventuellement pour le comp léter.

La priseen comptedes liaisons holonomes principales permet de réduire le nombre des paramétres et de définir de
nouveaux paramétresindépendantsnotésq,,q,,......,q, appelésparametres principaux.

Toutegrandeur sera dite compatible avec les liaisons principales ayant permis de la calculer.



11 - Energie cinétique.
* [/ Définition :

L'énergie cinétique du solide (S) de masse m et de centre d'inertie G par rapportau repere R
est le scalaire T (S/R) défini par:

T(S/R) = %Le(s)v 2(P/R)dm

—V(S),VR: T(S/R) =0
— 2T (S/R) est appeléeforce vive de (S) parrapporta R.

* [ Expression de T (S/R).
soit Ae(S): V(P/R) = V(A/R) + Q(S/R) A AP

donc: 2T(SIR) =[ _V(PIR).V(AR) dm + [ V(PIR).[ ©(S/R) A AP| dm

V(A/R) et QQ(S/R) restent constants lorsque P parcourt (S) et invariance du produit mixte par permutation circulaire
V(PR), (SIR), AB] = [AB,V(P/R), (SIR) | = [CX(SIR), AP, V(PIR)]

2T(S/IR) = V(A/R). LE(S)V(P/R) dm +Q(S/R) . IPE(S)AP A V(P/R).dm
comme L <5)\7(P/R) dm =m V(G/R) et que le moment cinétique en A de (S) par rapporta R est :
6.(S/R) = IPE(S)AI5 AV(P/R).dm = m AG A V(A/R) + 11, (S)..Q(S/R)

ou Il , (S) est la matrice d'inertie en A de (S) ; on a finalement :

VACS(S) 2T(SIR) = mV(G/R).V(AR) +m O(SR) [AG A V(AR) |+ A(SR). [I1,,(S).(S/R) ]



*/Cas particuliers :

— sidA = Ode (S) fixe parrapporta R : V(O/R) =0 et

T(S/R) =% Q(S/R). [IIO (S)..Q(S/R)] énergie cinétique de rotation autour de O

—> si A = G on obtient le théoréme de Koenig: AG =0

T(SIR) = %m\72(G/R) +%Q(S/R). 115 (). (SR |

énergie cinétique de translation de G + énergie cinétique de rotation autour de G

* [ 2°™ Théoréme de Koenig ( généralisation du théoréme de Huygens) :

VAeIR®: N, (S)=1l,(S)+1,(G,m)
11, (G, m) estla matrice d'inertie en A de la particule G ou on supposeque toutela masse m est concentrée.

si la matrice centrale d'inertie 1l (S) est exprimée dans une base

o m(y? +5%) —May —Mad
et AG= |y alors : n,(G,m=| —may m(a? + 52) —mys
516 —mad —myS m(y® +a?) p
* [ Additivité:

si (Z):jij(sj) alors T(z/R)=j§X T(S,/R) ¢



*| EXEMPLE:

Par rapporta R,(O;X,, ¥,,Z,) orthonormé, direct et fixe , on considere un disque (D) homogene, de centre G,

de masse m et de rayon R, en mouvement dans le plan vertical fixe (O;X,,V,),en contact ponctuel permanent en |
avec I'axe mateériel horizontal (O; X, ) sur lequel il roule sans glisser.

On a 6 parametres primitifs: 3 coordonnées (X, y,z)de G et 3angles d'Euler y, 6 et ¢.
Les liaisons sont :
-1-mouvement planet contact: z=0;y =cste,f =cste et y=R bilatérale, holonome et indépendantede t

L 'axe du disque est GZ, est fixe dans le repére barycentrique R, donc pasde precession ni de nutation.

- 2 - roulement sans glissement x+R go = 0semi - holonome puiqueintégrable = Xx+R @=cste=X, +R ¢,
bilatérale, holonome et indépendantede t

transOG

,GZ
Ro(0:X0.¥0:Z5) = Ry (Gi X, ¥0,70) 5 R, (Gi%,7.2,) liéa (D)
— Si lest principale (2 complémentaire )
il ne reste que 2 parametres principaux X et ¢
I'énergie cinétique de (D) parrapporta R, compatible avec la liaison 1est

1 -2 1mR? -
T(D/R.)==-mXx += 2
l( 0) 2 2 2

— Silet 2sont principales

cste-x o X
R YR
I'énergie cinétique de (D) parrapporta R, compatible avec les liaisons 1et 2 est

1 - 1mR?* , 3 .2
T,,(D/IR,))==mx += 2 ="mx
12(D/Ro) =3 2 2 ¥ 7y

il ne restequ'un seul parametre principal:x ou ¢, @=




