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MECANIQUE ANALYTIQUE
CHAPITRE Il

VITESSES REELLES - VITESSES
VIRTUELLES.



I-Champ des vitesses réeelles.

Soit un systeme ( Y ) ayant n parameétres gi principaux par rapport a R. Pour toute
particule P de ( 3 ) on définit le vecteur position par la donnée du champ:

VPe(X) > OP = OP(y,Gy v, )

IL s agit d’'une fonction de ( n+1) variables indépendantes qi et t supposée de
classe C2 au moins.

Le champ des vitesses réelles par rapport a R est défini par:

\#/(P/R)=EOI5/R=80P 6q1+@iOP anz+ ......... +8OP 8qn+aOP

dt 0q, ot o0q, ot oq, ot ot

soit — —
VER)= Y o OP aqi+aopzzaop o OP
i=1 aqi ot ot i=1 aqi ot

IL s agit d’'une fonction de (2 n+1) variables indépendantes qi,leurs dérivées et t
supposée de classe C1 au moins.



OV(P/R) oOP

Propriété 1: : Yi=1,..... . N
O q; 2 a;
d 60P . oV(P/R
Propriété 2: ( )= (P/R) Vi=1,.....,n
dt oq, 0 q,
En effet; pour chaque i:
o OP o OP
q o O0(Z—) O(—~—)
8OP) Z 0 (; q N O q;
dt " oq, ~  oq, J' ot
o { o 0P - aop} _&V(P/R) Yicl. n

.+
Toq,| Saq, 1T at o4,

car Ol5(qi , t) étant de classe C* I'ordre de dérivation n'affecte pas le résultat.

Remarque: Si toutes les liaisons principales sont indépendantes du temps alors:

o OP _.
v P > — 0
= (2) o1




lI-Energie cinetique et parametres
principaux.

L énergie cinétique du systeme(.) par rapporta R est donnée par:

Jmax

TKZ/R)——-IV (P/R)dm  ou j j

PeZ Pey =1 PeSj

" 90OP - OOP|&OOP:- oOOP
TX/R) == { qi+—}{ q +—}dm
PL 09, ot éaqk ‘

. — -2
___II: 0 OP .}{ aoqu}dm4_jli aopqiﬂiaop}mn+;lj{ aop}dm
S = 6q, = 00, oy | i 00 ot 2.5 ot

lorsque P parcourt (2.) les indices et les qi ne sont pas affectes, donc :

o0 OP
dm + of —— | dm
oy 00; 00, o 00; iy 0Q; ot 2,55 ot

T(Z/R) =iiqkqi

i=1 k=1

1  OOPHOP " 9OP -  6OP 6 OP 1
> 0 | dm-+— |



En posant:

aik=1 J aopaopd b= j@@dm o C_Ej(aOP
2.5 00; 00, oy 00, Ot 2,

On obtient:

TC/R) Za,kq q. +Zb q +c=T,+T,+T,
1, j=1
ou Ti est I'ensemble des termes de degré i par rapporta g,

Remarque : Si toutes les liaisons principales sont indépendantes du temps,
alors:

To=T,=0 et T(2Z/R) :Zaik qi qk =T,

i, j=1

L énergie cinétique est une forme quadratique ( homogéne de degré 2) des g,



Exemple2 : Pendule conique. Par rapportau repéere orthonormédirect fixe R, (O; X, Yo, Z,)

on considére une tige rectiligne homogéene (OA), d'axe OZ, de longueur 2L de centre G et de masse m;
soumise aux liaisons :

a/ Opointfixe x=y=z=0 :liaison holonome indépendantede t

b/ précession uniforme z// = w constante : liaison holonome dépendantede t

w,OZ, 0,0t

R,(O; Xy, Yo, Z,) fixe — R,(O:;U0,V,Z,) — R,(O;U,wW,7) liéa(0OA)

—a principaleet b compléementaire = 2 paramétresprincipauxy et

L'énergie cinétique T, (2 /R ,) de (OA)compatible avecla liaison a, O point fixe, est donnée par:
T.(Z/R,) =%Q(OA/ R,) [l1,(0A) . O(0A/R,)]

(O; t,w, Z) est un repere principal d'inertie de (OA), en utilisant le théoreme de Koenig :

2 [ 2
L ] . R oL B
3 . m? 0 0 3 AL
11,(OA) = I, (OA) + 11, (G,m) =| 0 mT ol +| 0 m? o| =| o mT 0
0 0 0 00 05 0 0 O
L 1R, - dR,

QOA/R)=w7Z,+0 U = QOA/R,)= wcosdZ+ ysinOW +6 U car 7, =cosd Z +sinf W



donc finalement :

2 _ 2
T (ER,) =§(4”;L ) (pisin?0+6 )=T,

cette énergie cinétique est quadratique par rapportaux qi car il n'yapasde liaison principale dépendant de t.

—aet bprincipales = 1 parametre principal &

L"énergie cinétique T,, (/R ;) de (OA)compatible avec les liaisons a et b est donnée par :

T, (Z/R,) = %Q(OA/ R,) [11,(04) . Q(0AIR,)]

Q(OA/R,)= wcosf 7+ wsindW +6 T
donc finalement :

1 4mL? . 2
T, (Z/R,) =§( 3 ) ( @’sin’0+6 )=T,+T,

cette énergie cinétique n'est plusquadratique par rapportaux qi car la liaison principale b dépend du temps

Remarquel :

T,, (X /R,) compatible avec les liaisons a et b peut étre obtenue en tenant comptede la liaison b dans I 'expression de T, (/R )
Remarque2 :

L'approximation™ tige rectiligne " conduit a ne pas considerer la rotation proprep de la tige car elle n'intervient

pasdans le champ des vitesses;en effet :

VP e tige OP// Z et V(PIR,) = Q(OA/R,)AOP = (y 7, + 6 U+ pZ) AOP =(y Z, + 6 U) AOP



I1I-Champ de vitesses virtuelles:
At fixé, on définit un CVV par: VP e (X)) — V' (P) arbitraire

Pb: La donnée d'un champ totalement arbitraire risque de ne pasrespecter
la rigidité des différents constituantssolides de ()

* [ Définition : on définit un CVV par: A tfixé
% 4 80'3 * L 8\7 P/R
VPe(X) » V'(P) = _qi22#

q’i oules q’i sont des scalaires arbitraires.
i1 00, R q

* [ 1l s'agit d'un champ de moments de torseurs;en effet :
V(S,)c(X) et VP,Qe(S;) PQ?=cste

On dérive parrapporta g, PQF&PQ} PQ{&@?}Q - aaip } =0 etce VP,Qe(S))

Vi=1l..n lechamp VPe(S;) — ooP est equiprojectif c'est donc un champ de moments de torseur



Lechamp VPe(X) » V' (P) = Z @ g i est une combinaison linéaire

i=1 q|
de champs de moments de torseur ¢'est donc un champ de moments de torseur

VP,Qe(S;) () ;3 Q*(Sj)vecteurrotation instantanee virtuelle de (S ;) telque
V(P) = VI(Q)+Q7(S;) A QP

* | Detemination de Q" (S ;)

VP,Qe(S,) 1 V(P/R)=V(Q/R)+Q(S;/R)AQP

on dérive par rapporta g, :

\/ / 0 Q(S /R _ _ .
i=1..n, aV(F_J/R) = 8V(Q/R) + ( : ) A QP puisque QP indépendant de g,

00, 00, 0Q;
En multipliant chaque équation par q’i réel arbitraire et en sommant, il vient :

n 0Q(S/R) . .

ZaV(P/R) '—Z o V(QIR) ey (., ) 0’ A QP
=1 aql =1 aql =1 aql




Sur chaque solide (S;) de (%) , on définit le torseur cinematique virtuel[ V'(P), Q*(S.) Jtel que :
0 Q(S IR)

*

VP,Qe(S,) :V'(P) =V (Q)+Q'(S,)AQP  avec Q'(S))= Z

i=1 qi
En conclusion ; a t fixé :

— x — a OP

V (P)=|V(PIR) - *
[ G —>q

Remarque :

Lorsque toutes les liaisons principales sont indépendantes du temps, le champ des vitesses réelles

est un champ de vitesses virtuelles particulier pour lequel les scalaires ¢, ont les valeurs des fonctions g,
a I'instant t considéré.



Exemplel : Particule materielle M de coordonnees (X, y,z) parrapporta R soumise aux liaisons :
a/ Xx=yethl z=5t
— a et b liaisons comp lémentaires = 3 parametres principaux:Xx, y et z

OM=(x,y,z) ; V(M/R)=(X,Y,2) OM _ (1,0,0);@ = (0,1,0);@ =(0,0,)
OX oy 0z

Vi(M)= (X',y",2")

— a principale et b complémentaire = 2 parametres pricipaux x (ou y ) et z

OM=(x % z) ; V(M/R)=(x,x,2) a(;—M=(1,1,0); a(;—M=(0,0,1)
X YA

V' (M)= (x",x",2")
— a complémentaire et b principale = 2 parametres principaux x et y

OM = (x y 5t) : V(M /R)=(X,X,5) “g—Mz(l,o,O); a(;—Mz(O,l,O)
X Z

Vi(M)= (x',y",0)
— a et b principales = 1parametre principal x (ou y)

OM =(x, X, 5t) ; V(M /R)=(X, X,5) aC;—'V':(l,l,O);
X

V'(M)= (x",x",0)



Exemple2 : Pendule conique. Par rapportau repéere orthonorme direct fixe R,(O; X,, ¥y, Z,)

on considere une tige rectiligne homogéne (OA), d'axe OZ,de longueur 2L de centre G et de masse m;
soumise aux liaisons :

a/ Opointfixe x=y=z=0 :liaison holonome indépendantede t

b/ précession uniforme c,u = w constante : liaison holonome dépendantede t

l//,OZO g,01u

R,(0:%,,V,,Z,)fixe — R,(O;0,7,Z,) — R,(O;i,W,2) liéa(OA)

— a principaleet b complémentaire = 2 parameétres principauxy et

- - - Q(OA/R Q(OA/R . . .
QOAIR)=y 7,+60 T = 0Q(0AR,) =7, et 0Q(OAR,) =0 = QOA=y" 7,+6" 0

Oy 00

V(GIR,)=V(OIR,) +QOA/R)AOG=(y7,+0 G)ALZ=Lysind U —LOW
puisque: Z, =cosf Z +sinfd w

900G  8V(GIR)
oy A

600G  0V(GIR)
06 00

_ Lsind U et —Lw

oy

donc:V'(G) =Ly sin@ i —LO'W
Remarque ; on aurait pu utiliser: V" (G)=V"(0) + Q" (OA) A OG avec V' (0)=0



—a et bprincipales = 1parametreprincipal 8

o Q(OAIR,) .
00

V(G/IR,)=V(O/IR,) +Q(OA/R)AOG=( wZ,+0 U)ALZ=L wsind U —LOW

Q(OA/R)= wZ,+60 U = = Q'(0A)= 6" U

puisque: Z, =cos@ Z +sind w

900G _0V(GR) _ | g donc:V'(G) = —LO'W
0o 20

EN PRATIQUE: Pour construire un champ de vitesses virtuelles compatible avec certaines liaisons on construit d'abord
le champ de vitesses réelles compatible avec ces liaisons puis on élimine dans ce champ les termes ne contenant pas les qi et

on remplace les g, par les scalaires arbitraires q; correspondants.



