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Soit (D)) étudié par rapport a R(O) ayant n parametres principaux (,,(, ........ 0,

|-Puissance réelle.

I-1.Schématisation des efforts:

Les efforts s’exergant sur (3)) par rapport a R(O) peuvent étre schématisés par la

donnée d’une densité massique ( ou volumique) d efforts notée : f (Pe Z/ R)

Ces efforts constituent un torseur sur (2.) de résultante:

R = jf(Pez/R)dm
PeX>
et de moment en A € IR?

My = [APAT(PeX/R)dm
PeX
telsque:

VAetBe IR®: M, =M, +R ABA
Cas particuliers :
siP=A
sinon

. , . =
— Force Fconcentréeen A: f (Pe Z/R)z{ 5
{ FsiP=A

—> Couple C=Cu (Uunitaire) f(PeX/R)=4{ -FsiP=B telsque C=F.AB et IEL,QES

0 sinon



I-2. PUISSANCE REELLE:

* [ Définition :

La puissanceréelle P._ parrapporta R des efforts représentés par la densité f (P e > /R ) est donnée par:

f/IR

P = [T (PeX/R).V(P/R)dm
PeX
*/ Propriété:

en tenant comptede: V(P/R) = o0P qi + o0OP il vient :
it 0(Q; ot

aop- aoﬁ
= [ f(PeX/R). Z + o dm
Pe>

o o OP _ o0OP
;qiszf(Pez/R)—ql dm} P;[Zf(P >/R). —— dm

donc P, =, Q0 + Q
i=1
N o OP : P
ou Q, = j f (PeX/R). —q dmn| i=1,..,n LesQ, sontles composantes de force généralisé es
PeX 1
6OP

et Q= [ F(PeX/R). — dm
PeX

La puissance P, est une forme linéaire non homogene des q; .



* [Remarque 1:Si toutesles liaisons principales sont indépendantesde talors Q, =0.

*/ Remarque 2 :

La puissancereelle P, . . parrapporta R des effortss'exercant sur (2) représentés par la densité f (P e > /R):

- - jmax R j max
Piswsin = |T(PEX/R).V(P/R)dm=>" [f(PeS;/R).V(P/R)dm = > Prcurs v

PeX 7l pes; j=1

- des efforts représentés par le torseur [ R, I\7IA] est donnée par:

Sur chaque solide (S;) < (), la puissancereelle P, .

vAE(S) P “[R.m, ]2 (s;/R).V(a/R) = R.V(A/R)+ M, .© (S, /R)

Cette quantité est indépendante du point A choisi sur (S;) pour la calculer; en effet :

fisurs;/R

VA,Be(S,) P

fisurs /R - §\7(A/R)+|\_7|Aé ( SJ/R)
—R.[V(B/R)+Q (S,;/R)ABA |+|M, +R ABA|.Q (S,/R)
=R.V(B/R)+M; .Q (S;/R)

puisque: R.[0 (s;/R)ABA |+[R ABA].G (5,;/R)=0
Cas particuliers :

—> Force F concentrée en A: P =F.V(A/R)

Fsurs;/R

— CoupleC: P. = C.Q (S;/R)

CsurSJ-/R



*/Exemple :

Soit R,(0O;X,,¥,,Z,) un repére orthonorme, direct, fixe ou Oy, est la verticale ascendante.

On considere, dans le plan vertical (O; X,, Y, ), un disque homogene (D) de rayon R et de centre G.
(D), en contact ponctuel permanent en | avec I'axe OX, , roule et glisse sur cet axe

avec une rotation propreuniforme de vitesse angulaire w.

Les parametres primitifs de (D) sont: les coordonnées X, y et z de G et les angles d'Euler v, @ et ¢ de (D).

La réaction en I s'exercant sur (D) est: R, =R, X, +R,,V,+ R, 7,

Sa puissancevaut: P, =R,.V(IeD/R,) ol V (I €D/R,)estla vitessede glissement de (D) par rapporta R,
telle que : V(1 eD/R,)=V(G/R,)+Q(D/R,)AGI

Les liaisons sont:

a-mouvement plan; z=0,y =csteet & =cste holonome, indépendantedet et et R, =0
b - contact:y =R holonome, indépendantede t

C - rotation propreuniforme (p = » holonome, dépendantede t

— Si a et b principales et c complémentaire = 2 parameétres principaux X et ¢
Q(D/R)=¢ Z, et V(1eD/R,)=(x+R @) X,

P. =R(x+Rgp) = Q,=R,, Q,=RR, et Q,=0

— Si a, betcprincipales = 1paramétre principal x :
Q(D/R)=w Z, et V(I eD/R,)=(x+Rw) X,

P, =RI(X+RG)) - Qx=Rt et QOZR Rta)

R



lI-Puissance virtuelle:

* [/ Définition :

De maniere analogue, on définit la puissance vituelle P, des efforts représentés par la densité f (PeX/R)par:

P/ = [f(PeX/R).V (P)dm
PeX
* [ Propriété:

en tenant comptede:V” (P) = Zaaﬁ o il vient :
i1 00,

— 4,
Pes i=1 aq| PeX |

donc P7 => Qi

i=1

Cette puissance est linéaire homogeéne par rapportaux q; .

P’ = J‘ f(peZ/R)_Zn:aOP Todm = Zn:qf[_“f(PeZ/R)-_aaC;P dm}

*/ Liaisons parfaites:

Une liaison est dite parfaite (au sens de Gauss)si la puissance virtuelle des efforts de liaison qui la réalisent
est nulle lorsque cette liaison est prise principale.

*/Exemple :

Dans I'exemple précédent du disque (D), la liaison rotation propreuniforme est imposée par un coup le moteur C =C Z,
Si cette liaison est principale, alors: Q(D/R,)=wZ, = Q'(D)=0 et P. =C.Q"(D) =0
Il s'agit d'une liaison parfaite.

Notonsque sa puissance réelle est non nulle :

q{l

P.r =Cw c'estl énergie parunité de tempstransférée par le moteur au disque pour maintenir la liaison.
0



*/Cas du contact ponctuel:

Soient (S,) et (S,) 2 solides de ( X) en contact permanent ponctuelen | admettant un plan tangent commun de contact ()
Les efforts de liaison sont :

Fs s, réaction de (S;)sur (S,) et F, s reaction de(S,)sur(S,)

donc Piion = Faueo V' (1€S,/R,) +Fy ;. V' (1€S,/R,)

liaison

d'aprésle principede I'action et de la réaction : Foysp + Fepusy = 0 donc:

*

P Foa [V (1S, /R,) - V' (1€S,/R,) | = Foy et Vs (18, /8,)

liaison —
ol V'g(1€S,/S,) e (x) est la vitesse virtuelle de glissement de (S, )par rapporta (S,).

Cette puissance virtuelle est nulle si :

—>V'3(1eS,/S,) = 0 non glissement de (S;)parrapporta (S,)
ou

— IESHSl 1 (#) contact sans frottement

Tout contact ponctuelse faisant sans glissement ou sans frottement est une liaison parfaite.La puissance virtuelle
des efforts de liaison est nulle lorsque cette liaison est principale.



lll-Energie potentielle.

* [ Définition :
Des efforts représentés par la densité f(P e 3. /R) dérivent d'une énergie potentielle si il existe une fonction
dU
U, (X/R)=U_(d;,0,,......0,, t) declasse C* telle que: Pipesimy =" d—tp
duU noU, . oU n .
comme dtp = Zl‘, aqip q; + 8tp et Piosr = le Qidi + Qo

U, (2/R), lorsqu'elle existe, est donc solution du systémedes (n +1) équations :

ou, 0 - t ou, 0
=-Q, i=1,..n e = -
aq, ! ot °

U, (2/R)est I'énergie potentielle correspondant aux efforts représentés par la densité f(P e X /R)
Ces effortssont alors dits conservatifs.  V(2/R) =-U_ (X/R) est appeleefonction de forces.

* [ Additivité:
jmax jmax

si (X)=J(;,) alors U,(Z/R)= > U,(S,/R)

=1

q{l



* [ Energie potentielle de pesanteur:

Par rapporta R(O; X ,Vy,Z) orthonormé, direct ou OZ est la verticale ascendante; on considere

un solide (S) de masse m et de centre d'inertie G dans le champ de pesanteur fPeX/R)=—§ =-9Z
Les parametres de (S) par rapporta R sont les coordonnées x, y,z de G et les angles d'Euler v, 0 et ¢

OG=xX+yy+2Z et V(G/IR)=xX+yy+2z7

Pf(SeZ/R) = I—QV(P € S/R) dm = —g J. \7(P = S/R) dm= —m QV(G/R) donc
PeS PeS

Pf(sez/R) =-mgz=Q, x+Q,y+Q,z+Q, v +Q,0+Q, p+Q,

avec, par identification : Q,=Q, =Q,=Q,=Q,=Q,=0 et Q,=-mg

U,(S)=U_(XY,z,y,0,pt)estdoncsolutionde:

oU, oU, oU, 8U, oU, aU, ouU,
oX oy oy 060 0o¢ ot oz

U, (S)=mgz+cste =+mgOG.Z+cste

q{l

remarque :Si la verticale est descendantealors : U (S)= - mg OG.Z + cste



*/Energie potentielle élastique:

Un ressort longitudinal, de masse négligeabl e, d'axe OX (X unitaire), de raideur K et de longueur au reposL,
dont une extrémité est fixée en O, exerce une force de rappel F en son autre extrémité M
OM = X %

F=-K(X-L) X=-KxX ol x=X-L allongementdu ressort

comme V(M/R)=X %X=xX la puissance réelle développéepar Cette force est :

= ! 1 2 . . , . . 1 2
P.. =F.V(M/R)= -Kxx donc Q, =-Kx et I'énergie potentielle élastique correspondanteest: U, = 3 K x

Remarquel:
IIn'y a pasde constanted'intégration puisqu'a I'état non déformé (x =0) on aU,, =0

Remarque 2 :
Les ressorts sont les réservoirs de I'énergie potentielle élastique; ils doivent, a ce titre, faire partiedu sy stemeétudie.
Or les ressortssont déformables, ils seront considérés de masse négligeabl e pour ne pasavoir a calculer leur énergie cinétique.



IV-SYSTEMES CONSERVATIFS.

*/ Si pour un systeme ( 5) par rapport a R
- toutes les liaisons sont principales, parfaites et indépendantes du temps

-tous les efforts qui travaillent, autres que les efforts de liaison, dérivent d’une énergie
potentielle alors :
| énergie mécanique de ( 5) par rapport a R est conservée au cours du temps:
T(( 5/R) +Up(>/R) =cste au cours du mouvement
C’est I'intégrale premiere de I'’énergie ou la valeur de la constante est déterminée par les
conditions initiales.

*/Démonstration:
On applique le théoréme de I'énergie cinétique au systeme (3) par rapport a R

dTC/R)
dt — I:)tousles efforts — Pefforts conservatifs + I:)effor‘ts nonconservatifs + I:)effor‘ts deliaison
. _ dU,E/R)
efforts conservatifs dt
P = 0O car tous les efforts appliqués, qui travaillent, sont conservatifs

efforts nonconservatifs
*

toutesles liaisons sont parfaiteset principales = P s geliaison = O donc
Q, =0 Vi=1,..n comme de plustoutesles liaisons sontindépendantesdet Q, =0
dT/R) _ _dUp(Z/R) ot d[T(Z/R)+Up(Z/R)]=O

dt dt dt L1

Soit finalement



