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MECANIQUE ANALYTIQUE

CHAPITRE IV

EQUATIONS DE LAGRANGE



*/ Principe des puissances virtuelles:

Quelque soit le repere R, quelque soit le systeme (3) , a tout instant t et pour
tout champ de vitesses virtuelles compatible avec les liaisons principales,
la puissance virtuelle des quantités d’accélération de (>) par rapport a R
est égale a la puissance virtuelle de tous les efforts appliqués a (5>) dans R.

I- Puissance virtuelle des quantités d’accélération:

*

La puissance virtuelle P, ( 2.) des quantités d' accélération de (2.) est donnée par:

acc

P (2) = [#(PeX/R).V" (P)dm

PeX

en tenant comptede: V" (P) = Z@ q; il vient: P (X) = J' 7(P€Z/R)-Z% g; dm
i=1 i Pex i=1 i
* : * — 805 4 *
donc Pr(Z) = Yai| [ 7(PeX/R).——dm| =3 q/T,
i1 pey 0Q; =)
\ . 0 OP : e NP \
ou I = I ;/(PeZ/R).W dm i=1,..n  composantes genéralisé es de quantites d'accélération de () par rapporta R
PeY i

q{l



*/ Calcul des T'i :

Pour i=1,...n . =

.[ o OP
PeX i

r o f dV(PeX/R) -ao|5
' dt dq,

dm
PeX>

d [;v(pez/mgﬂ dm] [ Ve
di PeX

Codt |2, |

en tenant comptedes propriétéssuivantes :

d| 6OP

00P_oV(PeX/R) ot d[eoP] aV(PeZ/R) -
oa; oq dt| aq, | o4, =4
r=2) [veesr)YPE2ZR) 4oy | [ Vpex/r) LY EP2R)
at Pex 6q| PeXx oq;

comme :

T(Z/R)z% J.\72 (Pe>/R ) dm ontrouve:

PeX
Iy = d FT(Z/R )} OT(/R) =1,....... n
dt 04q;

Gq.i

dm

W



|I- Equations de Lagrange:

Le principe des puissances virtuelles :¥ (R), V (), V CCV compatible, a t fixé

Pr:cc ( Z) = PtZusIesefforts (Z) == Z l—‘|q.|k = Z Qitotal qT qT Scalaires arbitraires
i=1 i=1

donc: I'i = Qiota i=1,...... n.

Ou encore, puisque:

i=1,....... n.

_d|oTE/R)|_OT(E/R)
"ot a4, adq;

et Qitotal = Qiefforts conservatifs + Qiefforts nonconservatifs

oU, (Z/R ) "
aa,
Qi efforts nonconservatis = Feprésentela comp osante généralisé e de tous les efforts non conservatifs (donnés et de liaison)

Q i efforts nonconservatis

Lq,) i{aT(Z/R )} OT(Z/R) _ _ 00U, (E/R)

dt - Qi efforts nonconservatifs

aq, o q; oq;

Ce sont les n équations de Lagrange du mouvement de (5) par rapport a R. W«



*/Démarche d’application:

1- Choix des liaisons principales, sachant que:

la prise d’'une liaison holonome principale permet de réduire le nombre des
parametres principaux et donc le nombre des équations de Lagrange et
que la prise d’'une liaison parfaite principale réduit le nombre de efforts de
liaison inconnus dans ces équations.

2- Définir les n parametres principaux.

3- Construire le champ de vitesses virtuelles compatible avec les liaisons
principales.

4-Calculer les énergies cinétique et potentielle compatibles du systeme
étudié

5- Calculer les n composantes de force généralisées des tous les efforts
appligués au systeme

6- Etablir le systeme des n équations de Lagrange

7-Le compléter, éventuellement, par les équations de liaison
complémentaires.



*/ Remarquel:

Il y a autant d’équations de Lagrange que de parametres principaux.

*/Remarque 2:
Si le systeme (>) étudié est conservatif par rapport a R, alors:

Qi efforts nonconservatfs O

puisque tous les efforts donnés sont conservatifs et toutesles liaisons sont parfaites et principales
Les équations de Lagrange s'écrivent :

Lqy G|2TG/R)H| 2TGE/R) _  2YU.(/R) D1 .
dt o4, od; od;

comme: U, (/R )= U, (9;,945,------ d, ) indépendante des qi par définition

Lgy G|2[TE&/RH-U. /RO 2[TE/RHI-U. &/R)] _ i1
dt aqi odq;

Soit :

La,) d 8L(Z/R):|_6LéZ/R) — 0
oq; 4

oUL (/R )=L(9;,q5,------ d,)=TC/R) - U, (Z/R) est le Lagrangien de (Z) parrapporta R.

Donc le mouvement d’un systeme conservatif est completement décrit par la
donnée de son Lagrangien.



*/Remarque 3:

Soient R, (O) repéregaliléen et R(O') repére non galiléen

Dans R et pour chaque solide (S;) < (X),apparaissent en plusdes forces extérieures,
des forces d'inertie représentées par :
- une densité de force d'inertie de Coriolis :

fo(PeS,/R)=2 Q(R/R,) AV(P/R)
- et une densité de force d'inertie d'entrainement :

dORR,) o
dt

f.(PeS,/R)=7(O'IR,) + AOP+ O(RIR,) A [QR/R,) A OP

Notonsque:
- la puissance réelle des efforts de Coriolis est toujours nulle mais leur puissance

virtuelle ne I'est pasen général puisque V (P /R) n 'est pas toujours colinéaire aV " (P)

- Les efforts d'inertie d'entrainement peuvent dans certains cas dériver d'une énergie potentielle.

*/Remarque 4:
Les équations de Lagrange relatives a x, y ou z ( resp. {,0 et ¢) sont des
combinaisons linéaires des théorémes de la résultante ( resp. théorémes des

moments) appliqués aux différents constituants solides de (3) et projetés sur
les axes correspondants.



*/ Exemple : M ouvement de Lagrange.

Soit R,(O; X,, ¥,:Z,) un repéreorthonormé, direct, fixe ou OZ, est la verticale ascendante.
On considere, dans le champ de pesanteur g, le mouvement d' un solide de révolution (S) homogene

d'axe OZ autour de son point fixe O. (S) est de masse m, de centre d'inertie G telque OG =a Z.
On note A, A et C les moments principaux d'inertie de (S) en O.

La seule liaison est la liaison "O pointfixe'": x =y = z = 0. Elle est holonome, indépendante du temps.et principale.
Elle est parfaite car la puissance virtuelle de la réaction R, en O est nulle; en effet :

Ro=R,X,+R _V,+R;Z, = P, =R,.V (O) =0 car V" (0)=0 puisque V (O/R,)=0.

On a donc,3 parametres principaux qui sont les angles d'Euler y, 0 et ¢pde (S).

w01, 0,0t »,07

R,(0:%X,.Y,.2,) fixx — R, (O0:;0U,V,Z,) — R,L(O;U,W,7) — R(O;X V,7) lié¢a(S)

R,(O;u,w,Z)estun repereprincipald'inertie de (S); la matrice principaled'inertie en O de (S) est

A 0 O
,(S)=l0 A 0O
0 0 C

Q(S/R,) =w 2, +0U +¢,Z = OU+wsinOW+ (p+wcos) Z

Les énergies cinétique et potentielle compatibles de (2) par rapporta R, sont:

T(SIR,) = %Q(S/RO) 11,(5). Q2 (s/R)] :%A[ 0 +y2sin?o }L%c (p+yr COS 0)?

UF,(S/RO):+mgO(§.20 + cste = m g a cosO + cste )



Les 3 équations de Lagrange sont:

aT(Z/R)
oy

OT(ER) o . AU ER) o o o _g

oy oy

Ly) = Ay sin20 + C cosé (@+y cosb) ;

%[Ay)sin20+Ccose(¢+y)cos¢9)}:O —  Awsin?0+Ccosé (p+wcosd) = K constante

intégrale premiére du mouvement, dans laquelle K = [A w sin260 + C cos O ( o+ y COS 6?)}

a t=0

L) OTQ/R) _ C (@+ycosb) ;

o¢

0T(E/R) _, . U (ER)
0@ ’ oQ

=0 et Q,=0
a[C (g0+t//0086?)}=0 = C (p+wcosd) = H constante

intégrale premiere du mouvement, dans laquelle H = [ C (¢+ y)cos 9)}
a t=0

Lo) OT(Z/R) _ AG OT/R) —Ayw?sin@cosd+Cysind (p+ycosd)
00 00
oUp Z/R) _

—mgasing et =0
Y g Q,

— AO —Ap?sindcosd+Cysind (p+ycosd)=mgasing
ou encore, en tenant comptede L) :

A6 —Awp?sindcosd+ H ysind =mgasing W



*/Remarques :

- Le systeme (>) est conservatif par rapport a R, I'équation de Lagrange relative a ©
peut étre remplacée par I'intégrale premiere de |I'énergie:

2 _ : :
%A[@ +wzsin26’}+%c (p+ywcos@)®> +mgacosO =cste

- Ces éguations de Lagrange peuvent retrouvées en appliquant le théoreme du
moment dynamique en O a (S) par rapport a R

R, étant galiléen, le théoreme du moment dynamiqueen O de (S) parrapporta R, s'écrit :

- dr_ S S - - -
50(S/Ro)za[ao(S/RO)]/RO=|\/|0(P)+|\/|0(Ro):ocz.AP+ooARo

AN

ou Oy (S/RO):”O(S)'Q(S/RO)
soit %[&0 (S/R,)]|/R, =OG A P

on retouve:

Ly ) par projection de cette équation sur la direction de | 'axe de rotation Z,
L @) par projection de cette équation sur la direction de | 'axe de la rotation U
L @)par projection de cette équation sur la direction de | 'axe de la rotation Z

q{l



