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MECANIQUE ANALYTIQUE

CHAPITRE V

INTEGRALES PREMIERES DU MOUVEMENT.



* /Définition :

On appelleintégrale premiére du mouvement d'un systeme(2.) par rapporta R tout groupement fontion

des q;, des qi et de t qui reste constant au cours du temps:

f(d,,9,,....9,,,0,,9,....q,,t) = cste ; WVt
la valeur de la constante étant déterminée a I'aide des conditions initiales.
* /[Exemples :
—> (S) solide de centre G pseudo-isolé % R
7(G/IR) = 0 = V(G/R)=csté 3intégrales premiéres du mouvement: V, =cste; 1=1,2,3
—> (S) pourlequel, dans R , la somme des moments des forces ap p liquées est nulle en un point fixe O
30 (GIR) = 0 = G, (G/R) = csté 3intégrales premiéeres du mouvement: o, =cste; 1=1,2,3

dT(X/R)_28U, (Z/R)

—> Si pourun parametreq d'un systeme(2)) % R on a 5 3
q q

-0 et Q,=0

| équation de Lagrange correspondante s'écrit :

d | oT(C/R)
dt

. 6T (/R )

: : = cste intégrale premiere du mouvement
oq oq



I-Intégrale premiere de I'énergie:

*/ Conditions d’existence:

Si pour un systeme (5) par rapport a R:

-toutes les liaisons sont parfaites, principales et indépendantes de t

-tous les efforts qui travaillent, autres que ceux de liaison, sont conservatifs

Alors: T(E/R)+ U, (/R ) =cste Wt

*/ démonstration:
T(/R )= T (A1, Gssees A A1y Apsenneess a,) =

dT/R) _$oTE/R) ¢ 3 0TE/R)

dt i—1 o C]'- i—1 oq;

U, (/R )= U, (d4,,dpseeen, a.) dUpd(tZ/R) _ Z aup,ag/R)

Toutes les liaisons sont parfaites et prises principales et les efforts non conservatifs ne travaillent pas,donc :

q;

Qiefforts nonconservatifs O i = 1 """" n.
Les équations de Lagrange s'écrivent :
d|oTC/R)| O0T(CE/R) _ oU, (Z/R) Q-1 n
dt a4, o q, o q; ’
en multip liant chaque équation par le correspondant et en sommant, il vient :
o - d | oT (/R noT (/R - " oU, (/R :
Zqi (/ ) _Z (/ )Qi :_Z p(/ )Qi
i—1 dt od. i—1 oq; i—1 oq;



d|l< . 2aTCE/RDO | < 3
a[gqi oq, :| ; ! o q; =t o q; &
soit :
QZ“:-GT(Z/R) dT(CE/RDY . d U, (/R
dt izlq‘ o4, dt - dt

T outes les liaisons sont principales et indépendantes du temps —

T (Z/R) =T, est quadratique par rapportaux qi , T, =T, =0

vVvaAelIR T(9,.95,----, an/lq.l1 /'qu, ------- /’an):/lz T(9..95,----, dn

en dérivant cette égalité par rapporta A, on obtient :

> g, 2T &ERD o5 T=/RrR )
= oia)

pour A =1; on obtient (théoréeme d' Euler ) :

> a6, 2SR o1 (s/R)
=t o4q;

d[T&E/RY+U. (/R D] _
dt

donc finalement : O et

*/ Remarque:

L oUL (/R ) .
; o q; 9

TC/R)+U, (/R ) =cste VYt

Pour un systeme conservatif a un degré de liberté, I'intégrale premiere de |I'énergie permet

d’obtenir simplement I'équation du mouvement.

‘\E.'



ll- Intégrale premiére de Painlevé:

* / Conditions d’ existence :

Si pourun systeme(2)) parrapporta R :

- toutes les liaisons sont parfaites, principales et peuvent dépendrede t

- tous les efforts qui travaillent, autres que ceux de liaison, sont conservatifs

) dA OL((Z/R)
etsi3 A(g.,t)telle que =
(g, 1) que -~ Y

alors T, -T,+U, (Z/R)+ A =cste Vt estlintégrale premiére de Painlevé

* /Démonstration :

TCE/R )= T(0,Apreees s Agy Aoy Ay, t) =

dT /R ) :Zn:aT(Z/R ) q--+Z”:8T(Z/R )q_+8T(Z/R )

dt i—1 aq, i—1 0 q; I ot

dU, &/R) _ Z oUp, &/R) OV, (Z/R)
dt & aq, 9 ot

Up (/R )= U, (03,095,005, 1)

Toutes les liaisons sont parfaites et prises principales et les efforts non conservatifs ne travaillent pas,donc :

Qieffortsnonconservati‘s =O 1 = 17 """" n.

Les équations de Lagrange s'écrivent :

d|oT(E/R)|_OT(X/R) _ _ 28U, (E/R) 4
dt o4, o4, d4q, ’
en multip liant chaque équation par le correspondant et en sommant, il vient :
o, - d|oT (/R ~o0T (/R - . oU, (/R ) -
S g d|2TER) | $OTER) 30U C/R)
= dt a4, = o4q; = oq, \%I



dt

2.4, - 2 -

d| < 0T (Z/R) n "iﬁT(Z/R ) iaT(Z/R ) g = _iaUP(Z/R )q
-y a4, = a4, i—1 odq; i—1 odq;

soit :

i_i - OT(Z/R )| [dT(Z/R ) 0T (/R )} o [d U.(Z/R) & U, (Z/R )}

de | & oq dt ot B dt ot
B aq;

% Zn:q.iaT(Z/R )—T(Z/R )+ U, (/R )} _ o [T(Z/R )a_tUP(Z/R )] _ aL(az‘:[/R )
A oq,

comme: T(/R)=T,+ T, +T, etd apresle théoréme d'Euler :

.92 _o1,; 36,920 1 et 320 =3q2TER o T,
= oaq; = oq; = oaq, = 2q;
et finalement :

d oL(Z/R) . dA OJOL(C/R)

— | T, —-T,+U R = — sidA(q,,t telle que =

L Te = To+Ue (/R )] = (a;. 1) q m =

alors on peut écrire T, —-T,+U, (Z/R)+A =cste VvVt c' est lI'intégrale premiere de Painlevé

* /Remarque :

)|
Si deplus oL (aZt/R ) =0 alors T,-T,+U, (/R )=cste Vt intégrale premiere de Pair#évé.



* |[Remarquel :
L'intégrale premiére de Painlevé est une combinaison linéaire des equations de Lagrange.

* [Remarque 2 :

Si toutes|es liaisons sontindépendantesdetalors T, =0, T(X/R )=T, et %{R) =0

on retrouve I'intégrale premiere de I'énergie qui est donc un cas particulier de I'intégrale premiére de Painlevé.

*[Exemple :

Par rapportau repere orthonorme, direct, fixe et galiléen R,(O;X,,V,,Z,) ou OZ, est la verticale ascendante,
on considere, dans le champ de pesanteur g, le mouvement d' une tige rectiligne (OA) homogene
d'axe OZ autour de son pointfixe O. (OA)est de masse m, de longueur 2L et de centre d'inertie G.
Un couple moteur C =C 7, impose, & toutinstant, une précessiony =wt a la tige (OA).
Les liaisons sont :
— La liaison "O point fixe":x = y = z = 0. Elle est holonome, indépendante du tempset parfaite
car Pz, =R,V (0) =0 car V" (0)=0 puisque V (O/R,)=0.
— (OA) rectiligne donc pasde rotation propre
W/



—> La liaison v =wt liaison dépendant de t;elle est parfaite puisque
Q(prec) =wZ,etQ” (prec) =0 donc P, =0

Toutes les liaisons sont parfaites et principales. Le seul effort , autre de liaison, est le poidsil est conservatif
On a donc, un seul parametres principal 8.

wt, 07, 6,00

R,(O;%X,.V,,2Z,) fixx — R,(O;0,V,Z,) - R,(O;U,W,z) liéa(0OA)

R, (O; U, w,Z)estunrepereprincipald'inertie de (OA); la matrice principaled'inertie en O de (OA)est

~ ] _
4ml 0 0
3 2
0
n©oa-=| o A4ml
3
0 0 0
Q(OA/R,)) =wZ,+60U = OlU+wsSinOW+wcosO 7

Les énergies cinétique et potentielle compatibles de (OA) parrapporta R, sont:

T(OA/R,) = %é (S/R,) 11, (). (S/R,)] =1M[ O + w?sin 9}

2 3
2 2 2
donc T, _lamb , : T,=0 etTozlﬁa)zsinze
2 3 2
U, (OA/R,))=+mg Oé.io + cste = m g a cosoO + cste
de plus aL(OA/RO):a[T(OA/RO)—uP(OA/RO)]:O A - oste

ot ot



donc on peutécrire I'intégrale premiere de Painleve : T, -T, +U,(OA/R,) = cste

14mpL” * 14ml’
2 3 2

@’ sin® @+ mg L cosd =cste

la valeur de la constanteest obtenue & I'aide des conditions initiales : 6, et 6,,soit :
_£4mL29 ; 14mlL?

0o — —

5 w’sin® @, + mg L cosd,

cste

L'éguation du mouvement corresp ondante est obtenue par derivation par rapportau temps;soit :

4”;" 60— amlb w® @sinf@cosd-mgLHsind=0 comme & =0 alors:
2 2
4”;" g AmL sin@cosd-mgLsind=0

Cette équation du mouvement peut étre retrouvee en ecrivant directement I'équation de Lagrange L.

q{l



