Une vibration mécanique d’'un systeme est
un petit mouvement de ce systeme au voisinage
de l'une de ses positions d’équilibre stables,
lorsqu’elle existe.



VIBRATIONS-CHAPITRE I:

EQUILIBRE ET STABILITE.



Soit (2)) systémea n paramétres principauxd,,........ ,q, parrapporta R.

| - EQUILIBRE.

* /[ Définition 1:
Une positiong® = (g3 ,........ ,q.) de () parrapporta R est une positiond'équilibre si, abandonné
dans cette positionsans vitesseinitiale, il y reste indéfinime nt.

* /[ Définition 2:

Les positionsd'équilibre de (2.) par rapporta R sont les solutions constantes qi = qI =0 1=1....,.n,
lorsqu'elles existent, du sy stemedes équations du mouvement de (2.) par rapporta R.

* [/ Cas particulier du systémeconservatif :

Si (X)) conservatif parrapporta R alors T(2/R) quadratique % q'i

%(LZ:/R) ) — @ — O pour i :1’ ------ N
' q;
aqi di=di=0
donc les positionsd'équlibre sont les solutions constantes du sy steme: %Z/R) =0 i=1,...... , N
q;

Les positionsd'équilibre % R d'un systémeconservatif sont donc les extremums, lorsqu'ils existent,
de son énergie potentielle % R.



TLACIHTIPYIC 4.

Dans le plan vertical fixe (O;X,Yy) associé a R(O; X, Yy, Z) orthonormé, direct ou la verticale OX est descendante,
on considére le systéemeconservatif constituéd' un pendule composé formé d'une tige (OA) rectiligne , homogéne,

de centre d'inertie G , de masse m et de longueur 2L.On pose: (OX;0A) =46
toutesles liaisons sont parfaites, indépendantes de t et prises principales de plusla seule force donnée est le poidsil dérive
d'une énergie potentielle = (OA) est conservatif

U, (OCA/R)=U,(@)=-mg OG.X + cste= —m g L cosé + cste

les positionsd'équilibre £° de (OA) dans R, extremums de U, (OA/R), sont les solutions constantesde:

dU, (OA/R )

=mgLsind=0
do

2 positionsd'équilibre: 67 =0 et O, = .

*/Exemple 2:

Dans le plan vertical fixe (O;X,Yy) associé a R(O; X, Yy, Z) orthonormé, direct ou la verticale OX est descendante,
on considére (2.) conservatif constituéd' un pendule double formé de deux tiges (OA) et (AB)identiques, rectiligne s,
homogenes , de masse m et de longueur 2L chacune. On note G, et G, les centres d'inertie respectifsdes 2 tiges qui
sont articulées parfaitement en A et on pose: (O%X;0A) = 0, et (AX;AB)=0,
toutes les liaisons sont parfaites, indépendantes de t et prises principales de plus les seule forces données

sont les poidsils dérivent d'une énergie potentielle = () est conservatif

U,(Z/R)=U,(OA/R) + U, (AB/R) =-mgOG,.x -mgOG,.X +cste

U.(Z/R)=—mgL (3cosé, +cosb,) + cste

les positionsd'équilibre (67,6, ) de (2)) dans R, extremums de U, (22 /R), sont les solutions constantes du sy stéeme:

M::gmg Lsing, =0
20,

w:mgLsingz =0
20,

4 positionsd'équilibre E'(6f,0:)=(0,0) ; E?*(6:,0;)=(0,7) ; E*(67,60;)=(x,0) et E*(6,65)=(x,x)



I1-STABILITE.
On pose:||d| = sup;_,_,|a;]
* [ Définition :

une positiond'équilibre g°de () est stablesi :

Y &> 0,37 > 0telque pour toutes conditions initiales g, et a' vérifiant G, —G°|<n et |g, |<n alors
0 0 do — 9 n do n

le mouvement ultérieur vérifie:  [q(t)-G°|<e vt

g° est stablesilégérement perturbéa partirde g°, (2.) resteau voisinage de cette position.
* [ Stabilité asymptotique :

g° est asymptotiqiement stablesi: elle est stable et si !im”ﬁ(t)-ae =0

* /Cas du systémeconservatif : Critere de LEJEUNE - DIRICHLET.
Pour toutsystemeconservatif, les minimums locaux strictsde I'énergie potentielle sont des positionsd'équilibre stables.
Ce critére constitue une condition suffisante non nécessaire de stabilité pour les systemeconservatifs. DONC:

Pour un systemeconservatif, si une positiond'équilibre corresponda un minimum local strict de I'énergie potentielle elle est stak
S'il s'agit d'un maximum ou d'un pointd'inflexion de cette énergie potentielle on ne peut pasconclure.



— Cas dessystémesald.d.l :n=1 U,(Z/R)=U,(q)

2
si d Up(élR) > 0 = (° eststable
do q=9°
2
si d UdPéE/R) < 0 = q°onnepeutpasconclure
a=q°

* [ Retour a I'exemple 1:

2
R
& UP(OzA/ ) =mgL>0 = @ =0 eststable
dé o
2
: UP;SZNR) =-mgL<0 = 6; = onnepeutpasconclure.
O=rx¢

— Cas dessystémesa 2d.d.l :n=2 U, (2X/R)=U.(q,,9,)

2
soit IH () :(6 Up (2 /R) )i, Mmatrice Hessienne de I'énergie potentielle U, (2 /R)
aqi aqj j=1,2
si TriIHQX)| >0 et detlHZ) >0 = (q{,q%) eststable
(a5 .4%) (a5 ,a%)
si Tr IH(Z)\ <0 ou detIH(Z)\ <0 = onnepeutpasconclure pourlastabilitéde (q; ,q5 )

(a5 ,a%) (a5.9%)

* [ Retour a I'exemple 2:

2 2 2
0’V (ZR) CUe(ER) _ oicosn, e CYRER) g
00, 00, 06,00,
TrIHZ) =4mgL >0 et detlHZX) =3(mgL)°>0 = E'(67,6;)=(0,0) eststable
(0,0) ((0,0)

=3mgLcosé, ;

on ne pourrapasconclure pour E?*(6,,05)=(0,7) ; E®*(6;,65)=(x,0) et E*(6;,05) = (r,x)



Cas général: Critere de stabilité de LIAPUNOV.

*/ Enoncé :

On consideére, dans IC, le polynémecaractéristique du sy stémedes équations du mouvement linéarisées
au voisinage de la positiond'équilibre G° étudiée
—> si toutes les solutions, dans IC, de ce polyndmesont a partie réelle négative alors G° est stable
—> si, au moins, une solution est a partieréelle positive alors G° est instable
—> si une solution est a partieréelle nulle :
- soit cettesolution est simpleet G° est stable

- soit cettesolution est multipleet G° est instable.
*/ Linéarisation des équations du mouvement au voisinage de G°.

Onpose : £€=0-G° =(Q9; — 03 ,ee----. A, —dn) =(&pyeennnn -

les g, (i=1,...,n)ainsi que leurs dérivées successives g, et g, sont supposésétre des infiniment petitsdu premier ordre.
Les équations du mouvement linéarisée s au voisinage de G° sont obtenues en considérant les dévelop pements limités des
fonctions qui y interviennent et en ne conservant que les termes d'ordre inférieur ou égal a 1par rap portaux infiniment petits.

Les équations du mouvement d'un systemelinéarisée s au voisinage d'une positiond'équilibre peuvent étre obtenues
directement a partir des expressions des énergies cinétique T, et potentielle U, réduites a I'ordre 2 par rap portaux infiniment
petitset des composantes de forces généralisé es Q , développées jusqu'a I'ordrel.
oT oT ouU .
)y L Mo g, i1,
dt s oe. aq;

& !




*/ Retoura I'Exemple 1:

T(Z/R)zéléf2 et  U,(X/R)=-mgLcosé+cste et Q, =0

L 'équation de Lagrange s'écrit: 160+mgLsing =0

—au V(6 =0) onpose: e=0, c=0 et =6
I'équation du mouvement linéarisée au \V/(6; = 0) est obtenue en ne conservant que les termes
d'ordre inférieur ou égal a1dans les développements limités des foncctions intervenant dans I'équation du mouvement :

puisque sind =sing ¢ ontrouve | e+mgLe=0
on peut retrouver ce résultat a partir des expressions réduites a I'ordre 2 des énergies cinétique et potentielle et Q a I'ordre:

2 .
puisquecosd = cose zl—% et T :%Ig2 U, :%mg Le®+cste etQ, =0
U .
d 8Tr)_6Tr _ Y +Q, redonne le résultat.
dt s O¢ oe

—auV(6, =) onpose: ¢ =0 -, c=0¢ete=0
2
sind =sin(e + 7) =-sing =~ —¢ et cosezcos(g+7r):—cos<9z—1+%

Tr:%Igé UPr:—%mng%cste et Q,=0

I'équation du mouvement linéarisée au voisinage de (6, = ) estdonnée, parl'une des méthodes: | e—mgLe&=0



* /[Résolution
Apreslinearisation des equations du mouvement, au voisinanage de la positiond'équilibre étudiée
on obtient un systémelinéaire de n équations différentielles d'ordre 2 chacune.,auquel on associe

2n conditions initiales : &,, et &, pour i=1,..n.

Dans IC, les solutions sont recherchées sous la forme ¢ (t)=A7 e ol Al elC et relCpouri=1,...,n

— En tenant comptede ces formes de solutions, on aboutit, puisquee™ # 0, & un systémehomogene, linéaire
de n équations algébrique s pour les n inconnues A;.(systémede Cramer )

det .
Al = r ’:‘ comme le systemeest homogene, on a detAc =0 Vi=1,...,n
e i
Pour avoir des solutions non nulles, onimpose :  det=0 .

C'est I'équation caractéristique du systeme,elle est de degré 2n.

— Dans IC, elle admet K solutions, soient :
K
r, = Re(r,)+jIm(r,) demultiplicit¢tm, k=1,...K o0 j=-1 telles que ka =2n

k=1
a chaque solution r, , de multiplicité m, , correspond une solution complexe particuliére du systémede la forme:

P.(t)e™" o0  P,(t)estunpolynémededegré =m, -1
K K _
le principede superposiion permet d'avoir la solution complexe : &/ (t) =) P (t)e™'= > P (t)e W elm!
P =

et donc finalement : g (t) =Re [gf(t)] pouri=1,....,n.



* [/ Démonstration :

Pour chaque solution r, du polynomecaractéristique correspond une solution particulieredu sy stéme
des équations linéarisées de la forme :

P (t)eRettglmtd t  telle que d°P, =m-1 et ‘Pk(t)e Re(i)t g 1M t‘ = ‘Pk(t)e Re(i)t ‘ puisque ‘e Hmr t ‘zl

—sivk=1,.K Re(r,)<0 !iﬁr?oPk(t)eRe“k)t =0 et limg()=0 g® est stable
—>si Jktelque  Re(r,)>0 lim P (t)eRFW' =0 et lime; () =  §°estinstable
— sidk telque Re(r,) =0 alors: -

-sir, est une solutionsimplealors d°P, =0, |P,(t) |estfini et §° eststable

-sir, estune solution multiplealors d°P, =1, limP, (t)e ROt — oo et G° estinstable

*/ Retour a I'exemple 1:
— au V(6 =0):

I'équation linéarisée est : | £+m gLe=0
s mgL
en posant ¢ = A®e" ,(A%,r) elC? avec A° =0 son polynomecaractéristiqueest : r 2, M9-_ ¢

il admet deux solutionsdans IC: rn=+]j, mIgL et r,=—]j ngL

Re(r,) =Re(r,) =0 r, et r, sontdessolutionssimples — on retrouve la stabilité de &7 = 0.
— au V(65 = rx)

I'équation linéarisée est : 1 e—mgLe=0
Lo s mgL
en posant s = A°e" ,(A°,r) elIC® avec A® =0 son polynomecaractéristiqueest : r Z—Tg =0
. . mgL mgL
il admet deux solutionsdans IC: 1, =+ 9 et r,=— mg-

I |
Re(r;) >0 = @, = restinstable..



* [Remarques :

1- Soit dans IC, un polynomeR(z) & coefficientsréels; siz est une racine de R(z) = z est aussi racine de R(z).

2 - Au voisinage d'une positiond'équilibre stable d'un systéme,pour chaque solution r, du polynomecaractéristique
correspond une solution particuliéredu sy stémedes équations linéarisées de la forme :
P (t)eRWtelmt o Re(r,)<0

Rt représentel'amortissement et e /'™« * correspond a la partie oscillatoire de la solution

la partie e

= Pour un systémeconservatif, pasd'amortissement donc les solutions de I'équation caractéristique sont
imaginaire s pures conjuguées 2a 2.



