VIBRATIONS — CHAPITRE 1.

VIBRATIONS DES SYSTEMES A DEUX D.D.L.
COUPLAGE.

Soit un systéme(Z)a 2ddlg = (q,,q,) parrapporta R et soit §° = (q;,q5 ) une positiond'équilibre
stablede (%), donc:

TriH)|

Au voisinage de G°,on introduit 6¢ = (&, 1) ou € et x sont des infiniment petitsdu premier ordre définis par:

>0 et detlHZ)| >0
(

a5 .95) a7 ,a5)

£=0,-0y, é:ql’é:dl et u=d,-0;, /.lquz et /.L":dz
q{l



I-VIBRATIONS LIBRES NON AMORTIES : SYSTEMES CONSERVATIFS.

1 - Equations des vibrations :

() conservatif donc T (G /R) quadratique par rapportaux qi donc de la forme générale :

2 2

TC/R) = % a(q,.9,)q, + % b(g,.9,)q9,+c(q,.9,)d,d, donca l'ordre 2 parrapportaux infiniment petits

2 2

1 e e ’ 1 e e ' e e )
Trédune(Z/R)=§a(q1,q2)8 +§b(q1,q2)u +c(q7,d5) & i«

onpose: a(g;.dq3)=a , b(g;.q3)=b et c(q;.q3)=c

2 2

d'ou Tréduite(z/R)=%a p +%b i+ C &

UP(Z/R) :UP(qlqu)

2 2|| 2|'
u a P e e a P e e
L] ’ -
2 292 (a; q2)+w—8q28q1 (a:.92) +

=]

e e a e e 2 azu e e
(@%,9%) + == (qs,q3) + = P (@g,q%) +

ou
— U e’ e 4+
p(Q1.Q2) + & P oq, 2 oq?

1

comme aq" (;,q3) = aal(; P (9;,95,.) = 0 puisque(q;,q$) est une positiond'équilibre, donc a I'ordre 2 :
1 2
£2 22U w2 82U 82U
Usb caui /R) =U $,95) + 2 (as.q3) + ——>(g7.95) + s« ——F—(q;5,49;3
Predmte(z ) P(ql q2) 2 aqlz (ql q2) 2 aqzz (ql q2) ‘cﬂ‘Ll 6q28q1 (ql qz)
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Les équations des vibrations s'écrivent :

. 02U . .
L,) a<9++azp(q1’CI2)3+Cﬂ+{

1

0°U,
aqza%
o0°U,

aqzéql

(qi,QZ)} p =0

o0°U,
oq;

L)  but+ +—=2(a5.05) u +cé+{ (qi,qi)}e=0
Systéme d'équations linéarisées auquel on associe 4 conditions initiales : &, , 1, , &, €t 4, .
La solution &(t) déepend de x(t) et inversement; les équations sont coup lées.

Les coefficientsde couplage sont les mémes dans les deux équations :

— cest le coefficient de coup lage parinertie

2
oY, (0;.05) est le coefficien t de couplage par elasticité.
anaql “‘E-'I



1 0°U , 1 0°U

en posant: Q2 = P , et Q P ,
p 1 aaql(1q) > baqz(lqz)
on obtient :
- c - 1 62U ]
L + +Q% e += u+| =—L(qs, =0
) & 1 € a 22 a 29,00, (a; Q2)_ 2
: c - _1 02U |
L) p+ +QF u tf T bm( 1,Qz)_ =0

Q, et Q, sont les pulsationsfondamentales du sy stémes.Ce sont,respectivement, les pulsatiosdes
oscillateurs ¢ et 2 obtenus en I'absence de coup lage.

2 - Résolution : M odespropresde vibration.

* /Définition :
Un mode proprede vibration est une solution particuliére des équations des vibrations ou ¢ et 42 ont méme pulsation,
méme phaseet des amp litudes proportiomelles.

(2) adeux d.d.l donc son polynomecaractéristique est de degré 4, dans IC il admet 4 racines.

comme (2.) est conservatif, pasd'amortissement, donc ces racines sont comp lexes imaginaire s purs

conjugués 2a2soient: r,,=*jo, etr,, =*jow,

&G = Re [AC elnt 4 AS e-iat 4 A elot 4 AC e ot by AS,AS A et AS sont des vecteurs de IC
AD AP

N = [BOJ cos(ot +¢,) + (B(z)JCOS(a}Zt+§02)

<« model — <« modell —

La solution est donc la superposition de deux modes propresde vibration.



On cherche des solutions particuliéeres ayant méme pulsation w et méme phaseg:

e(t) = Acos(wt + @) et u(t) =B cos(wt + @)

en reportantdans les équations = pour chaque @ , on obtient un systemealgébrique linéaire, homogéne de deux équations

a 2inconnues A et B pourlequel det, =det, =0.
Pour avoir des solutions non nulles il faut imposer det =0

c'est I'équation caractéristique du sy stémequi permet de déteminer les pulsationsdes modes propresw, et w,

Pour chaque o, (i =1,2) det =0, les 2 équations algébrique s sont équivalentes, en utilisant I'une d'elles on écrit la proportiomalité

des amplitudes

BY = f(w)) AY i=1.2
A(l) A(Z)
A = Ho) AD cos(ot + ;) + Hw,) A® cos(w,t + @,)
<« mode | — <~ mode Il —

A AP o et p, déterminées a I'aide des conditions initiales.

* /Remarqgue : Résolution matricielle.
Le systemedes équations linéarisées s'écrit :

: ~ ) , & A) . ,
IA6G+I1B&g=0 ou les solutions sont recherchées sous la forme &G = [ j = (Bj el =&, e'™
u

a c i . N i i e .
IA = ( b} matrice des coefficien tsd'inertie , matrice sy métriquedéfinie positrive
c

O0°Up , ¢ o o°U e e
ooz Graz) o - (6r.93)
IB= aquj aqzzuql :IH(Z/R)(QHZ) matrice des coefficien ts élastiques, sy métrique
p e ~€ P e ~e
20,00, (a:.93) o0 (9:.93)

c'est la valeur de la matrice Hessienne de I' énergie potentielle a la positiond'équilibre



Les termes non diagonaux de ces matrices sont les coefficien tsde coup lage.

& = &, €' donc 5q=-w? &, e = -
detlA=0=JIA* = -0’ +(AYIB) &§§=0= (IA*IB) & = w5 et (IAIB) &, = &,

Les solutions &G, sont les vecteurs propresde la matrice (IA™I1B) dont les valeurs propres
sont les carrés des pulsationsdes modes propres.

* [ Cas particulier : les systemesaccordeés.

— Définition :
2 2
Si a=b et —aUP(qf,qZ)=—8 UZP
od;

Le systemeest dit accordé; le changement de variables :

s()y=c()+p(t) et d(t)=e(t)- u(t)
permet de découp ler les équations et de résoudreavecs, =g, + 1, et d, =&, — 4,
£(t) = M et d(t) = M

@;5,95)



— Exemple :

Soit le systéemeaccordé décrit par:

é+928-5,u:0
) Kk ol
U+Q* u-—g=0

m

K : K . s e
Q? > —, Qpulsationfondamentale et - — est le coefficient de couplage par élasticité.
m

m

s+(Q*-—) s=0 oscillateur harmonique de pulsation proprew, = ,|Q* - — = s(t) = s, cos(ao,t + @,)
m m

&y +
SO=SmCOS(plZOT'uO
t=0: S =
: . o+
So =-S, @, Sing, = 2”0

d+ Q% + 5) d =0 oscillateur harmonique de pulsation proprew,
m

&y — Ho

d,=d,cose, = 5

' =
o~ Hy
2

do =-d_wm,sing,

donc finalement : ¢(t) =

w = S?m cos(awt + ¢,)

2

et u(t)=

s(+d() _ s

ot Hy

(&0 + 1),

Eyt U éo+ﬂ
(02 0)2+( 0)2

S et ¢, = —arctan +kz

m
@,

02 +% = d(t) = d,, cos(w,t +¢,)

o~ Hy

o — Hoy2 éo_po 2
( ) ) (&0 — M),

2 2w

d =

. +km

et ¢, = —arctan
2

m dm
7COS(C()1'[ +¢,) + 7C05(w2t +¢,)

d
— 7’“ cos(w,t + ¢,)



1I-OSCILLATIONS LIBRES AMORTIES:

— Systémedes équations linéarisées :
En un point P du systéme(2.) , on introduit une force d'amortissement visqueux de coefficient «
f =—a V(PIR)

OOP - O0OP - .
ql Q2 et \Y (P):
oq, aq,

sa puissance virtuelle est : P* = f.V"(P) = -aV(P/R).V" (P)

Comme : V(P/R) =

{aoﬁ . 0P }{aoﬁ . 00P } {aoﬁ . 0P }aoﬁ ) {aoﬁ . 0P }aoﬁ )

q 0y +——0 0 —a

69, © 6q, | oq, o, 69, = o6q, |éaq, © |éq, = o, |od,
doi O ——a aoﬁq- +aoﬁq- 0P 0 -« aoﬁq- +aoﬁq- oOP
" 6q, = oq, | aa, " 6q, = oq, |aoaq,

al'ordrelparrapportaux infiniment petits:

oop]” - [eoPooP]| - oo - [esoPooP] -
Q, =—« £+ u et Q,=-«a M+ P
qe ge qe

éa, |, | o, éa, oq, od, od,
{aoﬁ}z {aoﬁ aoﬁ}
- -
oa, |, o, od, |, _ o .
onpose: IC= ! > matrice des coefficien ts d'amortissement, IC est sy métrique
{8OP 801 {8OP}
o4 o4
| o0, aa, |, o, |, |

O0OP 60P
oq, aq,

Les termes non diagonaux — 0{ } sont les coefficients de couplage par amortissement.
ge



Le systemedes équations du mouvement linéarisées s'écrit :

IA& +1CoG+ IBsG =0 auquel on adjoint les conditions initiales :at=0 &G, :( OJ et A, = €o
Hy ,do
— Résolution :
AC
Dans IC, les solutions particuliéres sont recherchées sous la forme &G ° =[Bcje“, relC.

En reportant cette forme de solution, dans le systémedes équations linéarisées, on obtient, puisquee™ = 0,

un systémealgébrique , homogene de deux équations & deux inconnues A° et B®.

Pour avoir des solutions non nulles, on imposedet = 0. C'est I'équation caractéristique du systeme.

Pour chaque solution r, de I'équation caractéristique, det = 0 donc les deux équations du sy stémealgébrique sont équivalentes.
On utilise I'une d'elles pour établir la proportiomalité des amplitudes : A =1(r, ) B.

— Exemple :
Onsupposeque I'équation caractéristique admet 2 solutions reelles r, , r, et 2 solutions complexes conjuguées r, , = —a * j§

La positiond'équilibre etudiée étant stableonar, <0, r, <0 et « > 0. La solution s'écrit :
f(r)BY ) o [f()BP) o ([ f(R)BY)
éﬁ—( B® e + @ e + B e cos(ft+o)
c'est la superposition d'un régime apériodique et d'un régime pseudo - périodique, ol les constantes B® B B® et ¢
sont déterminées a I'aide des conditions initiales.

— Remarque :
. 0% 0% oop | [eop]
si a=b , —~(;.d3) =—5(a7,9;) et {—} {—}
oqf T gy oa, |, o9, ],
Le systemeest accorde; le changement de variables :
s()=e(®)+pu(t) et d(t)=e(t)- u(t) g

permet, la encore, de découpler et de résoudre rapidement le sy stéemedes équations.



I1I-VIBRATIONS FORCEES:

— Equations des vibrations :

En un point P du systéeme(2)), on introduit une force excitatrice sinusoidale de pulsation Q2 connue :
F= F, cosQtu ou U estun vecteur unitaire et F_ estun infiniment petitdu premier ordre

Comme : V(P/R) = oOP L+ ooP q, et V' (P)= oOP q, + oOP q;
oq, aq, aq, aq,
la puissance virtuelle de cet effortest P" = F.V"(P) =F,, cos Qt i .V"(P) =F,_ cos Qt [%OP Uqg; + (ZOP aq;
d, d.
les comp osantes de force généralisé e correspondantes sont:
Qu = ﬁ.ﬁ FncosQt et Q,, = Q.U F, cos Qt
oq, oq,
a I'ordrelau voisinage de la positiond'équilibre, elles valent :
Q. :[GOP .U} F, cosQt et Q, :[GOP .U} F,, cosQt
oq, qe aq, qe
on posera, par la suite: F, = [aop .U} F, et F, = [QG} F.,
oq, qe oq, qe
. ; ) L L. - : F, cos Qt
Le systemedes équations du mouvement linéarisées s'écrit : IASG+I1CG+ IBog = E cos Ot
2

—> Résolution :
Les solutions particulieres sont de méme pulsation Q2 que I'effort excitateur et déphasées par rapporta celui - ci

_(e@®)) ( Acos(Qat + )
= [y(t)] - [B cos(Qt + w)j

F, cos (2t F ) o
En complexes, on pose — e’
F, cos Qt F,

ot ﬁc _ gc (t) _ Aej(Qt+lp) _ Aejw eth _ Aej“’ eJ'Qt _ Ac eth
Cc (Qt+y) jv v C
2 (t) Be Be Be B

Az‘Ac‘ , @ =arg A° , Bz‘Bc‘ et y =arg B¢

%I



on obtient un systémealgébrique , non homogene de 2 équations & 2 inconnues A° et B®
P(QA°+Q(Q)B® =F

R(Q)A® +S(Q) B =F,

ou P(Q), Q(Q2), R(Q2) et S(Q2) sont des polynomesde degré inférieurs ou égal a 2en Q

puisque e* =0 :{

F Q(Q)‘
AC = detAC _ F, S(Q) _ Fls(Q)_FZ Q(®Y) dou A :‘AC‘ et go:argAC
det  P(Q) Q(Q) P(Q)S(Q)-QQ)R()
R(Q) S(Q)
‘P(Q) Fy
c _ dEth R(Q) Fz Fz P(Q)_ F1 R(Q) dou B :‘BC‘ et 0 :arch
det

PO Q@) PQ)S(Q)-QAQ)REQ)
R(Q) S(Q)
— Si une pulsationexcitatrice Q telle que det =0 A et B — oo résonance d'amplitude.

— Si Fune pulsationexcitatrice Q telle que det ,. =0 (ou det,. =0) alors A=0(ou B = 0) anti-résonance
pour A (ou pourB).

q{l



