VIBRATIONS-CHAPITRE II:

VIBRATIONS DES SYSTEMES A
1D.D.L

Soit un systéme(X) alddl g parrapporta R et soit g° une positiond'équilibre stable de (%)

U, ER)| o dUER)

> >0
dq 9=q° dq

donc :

q=q°

Au voisinage de g¢,on introduit £ =q-q°, £ =q et ¢ =q infiniment petitsdu premier ordre.

e{]



I-Systemes conservatifs: l'oscillateur harmonique.

* [ Equation des vibrations :
2

T(/R) = T(g,q) quadratique % q donc de la forme T(Z/R):% a(gq)g ou a(q)=0 Vg

oT .. d|oT C e oT 1 ., | -°
donc —=a(q)q ; Fri =a(q)qg +a(q)q et 2a-3 a(qg)q
oq oq q
et U, (>X/R) =U,(q) donc
du, o dU, o d?U, d’U, .
+ = — + +.
Olq(eq) dq(q)edqz(q) edqz(q)
a l'ordrel, I'équation de Lagrange s'écrit :
3 2
a@) &+e328 (q7)=0
dg
c'est I'équation d'un oscillateur harmonique de pulsation proprew, (de période propre T, = 2% )
20
d?uU .
> (a°)

dqg
a(q”) A

e + o =0 avec W, =




* /[ Les vibrations:

Le polynémecaractéristique est obtenu pour g(t)=Ae'" et A = 0, soit :
r’ + wf =0 donc2solutionsdansIC: r, =+j w, et r, =—j w,

eM=Afe T L Be ™ o0 (A°,B°)e ICXIC

e(t) = Rele°(t)] donc &(t) =¢,, cos (w,t+ )

£, amplitude maximale de la vibration et @ phasea I'origine des temps.

Les conditions initiales permettentde calculer les 2 constantes ¢, et ¢;en effet :

. {8(t=0)=80
at=04 . :
e(t=0) =g,

la vitesse vibratoire est é( t) =—&,, @, Sin (w,t + @)
E,Cos(p)=¢
doncat=0 ) °
— & @, SIN (@) = &,

soit finalement :

€9

£
g =l +==2 et tangp = —
Wy &g

*/ La vitesse vibratoire é( t) =—&,, @, Sin (w,t+ @)= &, @, cos (w,t+ @+ %) est en quadrature
avance par rapporta la vibration.

*/ Dans le plan de phase ( &, é) le pointreprésentatif du systemedécrit une ellipse d'équation




e |I- Vibrations amorties.

*/ Amortisseur visqueux linéaire de coefficient de frottement o
La masse de I'amortisseur sera supposée négligeable.

Les forces exercées par l'amortisseur sont,V R :
enA: T, =—a |V(AR) -V(BR) |et enB:f,=-a [V(BR) -V(AR) ]

I

—h|
W

I

ol

Si V(A/R) = V(B/R) I'amortisseur se translatesans se déformer. ; f A
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*/Equation des vibrations:

En un point P du systéme(X) précédent, on introduit une force de frottement visqueux f =- a V(P/R); « est le
coefficient de frottement; comme::

very= 9P 4 ot vrpy= 9OP 4
dq dq
dop |’
la puissance virtuelle de cet effortest P* =f. V" (P) =-a V(P/R) V' (P) = -« [d—} aq”
q
PR dOP
la composantede force généralisé e correspondanteest: Q = -« e
q
< . . S ) dOP
a l'ordrelau voisinage de la positiond'equilibre, elle vaut : Q_ = —(q )
L'équation du mouvement linéarisée s'écrit :
— 2
e dOP , . : d?U .
a(@®) e+a |—@°)| ¢ +6——(1°)=0
dq dq
soit : é+2/1<é +wl =0
dOP
ou A= 5 ( ) est le coefficient d'amortissement du systeme(2.)  telque [;t] =
a(q
Le polynomecaractéristique de cetteéquationest: r*>+2 A r +w; =0 relC

son discriminantest A =4 (A —?) W/



* [ Résolution.

—Si 4 > o, amortissement éleve; régime apériodique.

A > 0, le polynomecaractéristique a 2 solutionsréelles : 1, =—-A+ A —@; et r,=-1— A -
e(t) =A e’ sh(YA* —@f t+¢) ol A et ¢ seront déterminés a I'aide des conditions initiales.
— SI A =w, amortissement critique; régime critique.

A =0, le polynomecaractéristique a une solutiondouble : r=-4

g(t) =(At+B) e ou A et B seront déterminés a I'aide des conditions initiales.

—Si 4 < o, amortissement faible; regime pseudo- périodique.
A =4} (wf— A7), le polynomecaractéristique a 2 solutions comp lexes conjuguées

L=—A+ j\o.— 2 etr,=-A—jJoi — A

e(t) =A e’ cos (i — A t+ o) ou A et ¢ seront déterminés a I'aide des conditions initiales.
g : - 2
on définit la pseudo- pulsationpar: o = /@, — 2> et lapseudo-période T el
() q{l

Re marque: w<w, etdonc T>T,



déplacement

*Régime critique.

/\ ~ I fk Hu\p (= \ r)
N A
\/ \/ v temps 7

- -Aexp= N1

déplacement

*Régime pseudo-périodique.

————— lCll'lpS b3



* [ Etude du régime pseudo- périodique.
— Les conditions initiales permettentde définir complétement la vibration; en effet

g(t=0)=¢,=Acos (p)
at=09 | :
e(t=0)=g0=—A1Ac0s (p)—m A sin (p)

puisque: &(t) =A e*'cos(wt+¢) et et)=—AA e*'cos(wt+g)-wA e*'sin(wt+o)

g, =ACos (p)
SOIt:e oot e .
——% =—Asin
- (9)
+A +A e s .
on trouve: A= | |25 2% 1, & et go:arctan(—u) , o défini a kzprés
@ @ &,

— la décroissance de I'amplitude de la vibration du systemepeut étre caractérisée par:

. 1 : N
*son tempscaractéristique 7 = 2 :c'est le tempsau bout duquel I'amplitude de la vibration

X(t)

X(t) = A e*'est divisée pare ;eneffet :x(t +7)=Ae”*") =AeM et =222
e

-At
* le décrément logarithmique o défini par:6 =In |- In % e =AT=" K
Xt +T) Ae ) T



Ill- Vibrations forcées.

En un point P du systeme(2.) , on introduit une force excitatrice sinusoidale 2 connue :

F=F_,cosQtlu o0 U vecteur unitaire

On supposeque F est un infiniment petitdu méme ordre que &.

Comme : V(P/R) = OIO—Pq et V' (P)= doP -
dq dqg
- - * —— — X — X dOI_:S s *

la puissance virtuelle de cet effortestP = F.V (P)=FcosQtu .V (P) = d—.u F, cos Qtq

a
e _ dOP _

la comp osantede force généralisé e correspondanteest: Q = aq .U | F, cos Qt

o . . e ) dOP , .. .

a l'ordrelau voisinage de la positiond'equilibre, elle vaut : Q_ = d—(q ).u | F, cosQt

(o]

on posera, par la suite: F = [dj)—P (qe)ﬂ] F,,
q

L'équation du mouvement linéarisée s'écrit :

— 2 2
a(Q®) e+« OIC)—P(qe) & +gd UZP (g°) = F cosQt
dqg dg
. - : > F
soit : € +2 A & +tw, € =——F COosQt
a(q”)



Il s'agit d'une équation différentielle linéaired' ordre 2, a coefficien ts constants,avec second membre

Solution générale [ Solution particuliére

La solution = . . R
de I'équation comp léte

de I'équation sans second membre
e(t) = régime transitoire g, (t) + régime forcé g; (t)

* La solution transitoire g,, (t) a été déja etablie dans ce qui précéde.Dans le cas d'un sy stemeamorti ( cas réel )
ce régime transitoire disparait au bout d'un tempsplusou moins long..

* Les conditions initiales servent a déterminer complétement le régime transitoire précédemment établi..

* La solution particuliére de I'équation comp léete ( régime forcé ) est sinusoidale de méme pulsation Q
que la force excitatrice et déphasée par rapporta celle - ci; on prendra: g (t) =4, COS(QT + @).

1- Cas dessystémesconservatifs (A =0):

L'équation des vibrations s'écrit : £ +wf & = (Fe cos 2t en tenant comptede &, (t) = &, COS(Qt + ¢).
a\q
2 2
& ws - Cos @ =
g (W -Q%) cos(Qt+ @) = Fe cos Qt Vvt soit m (@0 ) ? a(q®)
a(a”) et -g.. (wf -Q%) sinp=0
F

*Si w, > QO on trouve =0 et g =
° ? ™ Ta@) (w2 -QF)

F
“mTR@) (97 —@d) Y

*Si w, <Q ontrouve @=urx et



Si Q=w, resonance d'amplitude:I'amplitude des vibrations devient infinie ( pasd'amortissement).
La solution particuliere de I'équation différentielle compléte ( régime établi) , précédemment utilisée, n'est plus valable
car elle coincide( méme pulsation) avec la solution générale de I'éguation sans second membre ( régime transitoire).

Notonsquesi Q — @,, &(t) = &,,s(t) + €0, (1) €St la superposiion de deux vibrations de pulsations voisines =
phénomeéne de battements ( voir fin de ce chapitre).

50
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*Evolutions de 'lamplitude et la phase en fonction de la pulsation réduite €2/ @,



2 - Cas des systemesamortis (A # 0) :

£+2 A & +twl & = @) cos Qt  on recherche la solution sous la forme & (t) = ¢, cos(Qt+ @)
a(q

Pour la simplicité des calculs ultérieurs, on travaille en complexes, en posant:

. F .
gS(t)=¢g,e°" | g (t)=Re [gfc(t)] et en remp lagant cosQt par ——— el

a(q”) a(q”)
puisque:
eir(t)=jQe, e’ et T ()=-Q% ¢ el
£ [a)g + ] Z/IQ—QZ]e““ e’ =Le e?' vt avec e'?' %0
a(q”)
E [a)g + j ZEQ—QZ] el? :Le
a(q’)
—enmodule: |z.z|=|7||z'| &, >0, = >0 et ‘ej“"zl
a (g
. B F
fm -
a(q®)y[wf —Q?f +427 Q7
— enargument :arg(z.z') =arg(z) +arg(z') arg(e,,) = arg( (Fe )) =0 etarg(e'”)=¢p
a{qg
@ + arctan {%}:o soit ¢ = —arctan {%} + kz
Wy — €2 wy, —Q



*/ Remarque :

Ces réultats peuvent étre retrouvés en utilisant la construction de Fresnel. Dans le plan de Fresnel Q,
toutegrandeur A cos (Q2t + ¢) sera représentée par un vecteur de norme A et d'angle polaire @.

g () =g, cos(Qt+¢) eter(t)=—Qe, siN(Qt+p)= Qs,. cos(Qt+go+%)

. Q
er(t)=—Q%s._ cos(Qt+@) =Q° &, cos(Qt+ @+ ) &

La vibration est en retard de ¢ par rapport a la force excitatrice.



* / Résonance d'amp litude :
L'amplitude de la vibration forcée :

fm = F(Q)= -
a(@®)+J[wZ —?T +417 Q
passepar un maximum si: % =0 = Q°-wZ+227=0
si wf —2 A% >0 doncsi A <% , il existe une pulsation excitatrice Q, = \/wZ — 2 A% dite pulsation

de résonance d'amp litude, pour lagquelle I'amp litude de la vibration est maximum.

F wl —2 7
danscecas; pourQ=Q_: g, = et ¢, = —arctan + ko
a(q®)2aw?—4r2 A
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Amplitude en fonction de €. Déphasage ¢ en fonction de Q.



Remarque :

L'amplitude ¢ & de la vitesse vibratoire résone pour Q = @, et ce quelque soit la valeut deA.

*/ Cas d'une excitation quelconque f(t):

On utilise la transformée de Laplace pour la résolution de I'équation des vibrations e +2 e + o) €= %
a(q
: _ . f(t) Tof(t ot
Si f estintégrable et f(t) = 0 pour t < Oalors la transformee de Lap lace de ﬁ est F(p)= j ﬁ ePdt
a(q oalg

soit L(¢) la transformée de Laplacede ¢;0ona:
L(z)(P)=pL(&)P)-5, et L(z)(P)=p*L()(P)-ps, - 50
La transformée de I'équation s'écrit : L(é Jp)+24 L(é Y(p)+ wf L(£)(p) = F(p)

F(p)+ (p+24) &, + &0
P’ +2Ap+a@;

soit: L(é )(p)= la transformée inverse permet alors de déterminer &(t).

* [Battements :

Le phénomene des battementsest observé lorsqu'on superposedeux vibrations de pulsations voisines.L'amplitude de
la vibrations résultante est modulée sinusoidalement.

On considére deux vibrations de méme amplitude A (pour la simplicité des calculs) et de pulsations voisines @, et w,
et X =Acos (ot +¢,) et Acos (w,t +¢,)tellesque o, > v, et o, ~ o,



_ (o, + o)t + (o, + ;)

en posant a+b=awmt+g 2
. f—
b a—b=ow,t+e, b:(a)l_a)z)t+(§01_¢2)
2

et en utilisant: cos (a+ b) + cos(a-b) =2cas acos b, on obtient :
(a)1+a)2)t+(§01+(02):| .COS|:(a)1_w2)t+(¢l_¢2):|

X=2A.cos[

2 2
a)m:(a)l_a)z) et w,, :(0)1+a)2)
2 2
X = 2A.COS[a)mt+(¢L2¢b)} _cos|:a)Mt+w:|
comme ! w, =rw, = o, << oy et T, = 27 >> Ty, = 27
., ),
Le terme 2 A cos [a)mt + @LZCDZ)] varie trés lentement par rapportau terme cos |:coM t+ (P —9,) ;(pZ)}

c'est I'amp litude modulée de la vibration résultante.
Remarque :Si les vibrations que I'on suprposen'ont pas la méme amp litude, on utilisera
X =Acos (ot + @,) + B cos (w,t + @,)

_(A+B A—

) [cos (ot + @,) + cos (w,t + @,) ]|+ [cos (a,t + @,) — cos (w,t + @,)]
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