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Chapitre 1

L’espace euclidien R"

1.1 L’espace vectoriel R”

1.1.1 La structure de ’espace vectoriel R"

Définition 1.1.1 Soit n € N*. L’ensemble R™ est, par définition, formé des n-uplets

(T1,...,2y), 0B x1,...,x, € R, c'est a dire :
R™ ={(z1,...,2n) : @1,...,2, € R}

Exemples 1.1.2
2
(2, V6) € R%; (?, cos1, m) € R®.

Définition 1.1.3 Soit n € N*. On munit R" de deux lois de composition, ['une interne

et Uautre externe :

7

i) La loi de composition interne est notée ” + 7, et est définie par :

(xla"'vxn)+(yl7"'7yn):(x1+y17"'7xn+yn>7 vxlv"wxn)ylv"'ayneR-

” N

i) La loi de composition externe est notée ”.” | et est définie par

a.(xy,...,x,) = (xq, ..., ax,), Yo, xq,..., 0, €R.

3



1.1. L’ESPACE VECTORIEL RY CHAPITRE 1.

Exemples 1.1.4 1) Dans R? :
(1,7) + (=3,0) = (=2,7);  2.(5,3) = (10,6).
2) Dans R? :
(0,8, —3) + (1,2, —6) = (1,10, —9); —4.(5, —1,6) = (—20, 4, —24).
Des propriétés de 'addition dans R , on déduit :
Propriétés 1.1.5 (Propriétés de ’addition) 1) L’addition est associative, ¢’est a dire :
VXY ZeR": (X+Y)+Z=X+ Y +2).
2) L’addition est commutative, c’est a dire :
VX, YeR": X+Y =Y +X.
3) Ogn = (0,...,0) est un élément neutre de R, c’est a dire :
VXeR": X+0=0+X=X.

4) St X = (x1,...,2,) € R, écrivons —X = (—=1).X = (—x1,...,—x,). Alors —X est

un opposé de X pour la loi "+, c’est a dire :
VXeR" X+ (—X)=(—X)+ X = Ogn.
Remarque 1.1.6 Souvent, on écrit O au lieu de Ogn.
Exemples 1.1.7 1) Dans R?,
[(L,5) + (—=1,7)] +(3,4) = (1,5) + [(—1,7) + (3,4)] = (3,16).
2) Dans R3,
(6,7,8,9) + (0,1,—1,5) = (0,1, —1,5) + (6,7,8,9) = (6,8, 7, 14).

Des propriétés de la multiplication et ’addition dans R, on déduit :
A. ALLA, N. BOUDI 4 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 1. 1.1. L’ESPACE VECTORIEL RY

Propriétés 1.1.8 (Propriétés de la loi externe) 1) Pour tout X € R", 1.X = X.
2) Pour tous o, B € R, pour tout X € R" : (a4 §).X = a. X + 5.X.

3) Pour tout o € R, pour tous X, Y e R" : a.(X +Y) =a.X +a.Y.

4) Pour tous a, € R, pour tout X € R" : (af).X = a.(5.X).

Exemples 1.1.9 1) (2 x3).(=2,0,1) = 2.[3.(=2,0,1)] = (-12,0,6).
2) 3.[(1,5) + (=1,7)] = [3.(1,5)] + [3.(=1,7)] = (0, 36).

L’ensemble R™, muni des lois "+, ." est appelé espace vectoriel, et est noté (R™, +,.). Ses

éléments sont appelés vecteurs. Les éléments de R sont appelés scalaires.

Souvent, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, la loi externe "." est notée par juxta-

position, c’est a dire, on écrit X au lieu de a..X, pour tout a € R et pour tout X dans
R™.

La notion d’espace vectoriel, dans le cadre général, sera étudiée plus tard (Algebre II).

Pour ce semestre, nous allons juste énoncer la définition.

Définition 1.1.10 Soit E un ensemble muni de deux lois de composition "+" et "."; ou
"+ est interne et "." est externe définie de R x E vers R. On dit que (E,+,.) est un
espace vectoriel sur R si de plus, on a les propriétés :

1) L’addition est associative, ¢’est & dire :
VX,)Y,ZeE: (X+Y)+Z=X+ (Y +2).
2) L’addition est commutative, c’est & dire :
VX,)YeE: X+Y =Y +X.
3) L’addition admet un élément neutre "U", c¢’est 4 dire :
JU € E vérifiant VX eE: X+U=U+X =X.

Cet élément neutre est noté Og ou 0 sl n’y a pas de risque de confusion.

4) Tout élément de E admet un opposé pour +, c’est & dire :
VXeE, Y e Evérifiant X+Y =Y +X =U.

Lopposé de X est noté —X.
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1.1. L’ESPACE VECTORIEL RY CHAPITRE 1.

5) Pour tout X € E, 1.X = X.

6) Pour tous o, B € R, pour tout X € E : (a+ ). X =a. X + 5.X.

7) Pour tout o € R, pour tous X, Y €E : a.(X +Y) =a. X +a.Y.

8) Pour tous «, 5 € R, pour tout X € E : (af). X = a.(.X).

Les éléments de espace vectoriel (E,+,.) sont appelés vecteurs. Les éléments de R sont

appelés scalaires.

1.1.2 Familles libres et bases de R"

Définition 1.1.11 Soient r,n € N*. On dit qu’une famille de vecteurs {X1,...,X,} de

R™ est linéairement indépendante (ou libre) si
aXi+...0. X, =0=2>a0;=...=a, =0, Vay,...,a, €R.

Si la famille {X,..., X} n'est pas libre, on dit qu’elle est liée, ou linéairement dépen-

dante.
Remarque 1.1.12 Avec les notations de la définition ci-dessus, {Xi,...,X,} est lide si
I (ag,...,a.) #0 tel que an Xy +...0,. X, =0.

Exemples 1.1.13 1) Dans R?, la famille {(0,2),(3,0)} est libre, en effet :
Soient o, f € R.
a(0,2)+ (3,00 = 0
= (306,2q)

= [f=a=0.

0

2) La famille {(2,—1,4), (1,—1,2)} nest pas libre car
1

(2,—1,4) =2 (1, —5,2).

Lemme 1.1.14 Dans R", le vecteur Orn ne peut pas appartenir a une famille libre.

Preuve. Soient uy, . .., u, € R" et considérons la famille {Ogn, u1, ..., u,}. Soit & un scalaire

quelconque non nul. Alors
aOgn +0u +...+0u, =0,

par contre («,0,...,0) # 0.
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CHAPITRE 1. 1.1. IL’ESPACE VECTORIEL RY

Lemme 1.1.15 Soient X, Xy deuz vecteurs de R%. Alors {X1, Xo} est libre si, et seule-

ment si, les vecteurs X1 et X9 ne sont pas colinéaires, c¢’est a dire
VaeR, Xo#aX; et Xi#aX,.
Preuve. =) Supposons que { X7, X5} est libre. Alors pour tout o € R, (1, —a) # 0 et donc
X —aXs#0et Xo —aX; #0.

<) Réciproquement, supposons que les vecteurs X; et X5 ne sont pas colinéaires. Suppo-
sons de plus qu'il existe (a, 8) # 0 tel que aX + 8Y = 0.
On a a # 0 ou 8 # 0. Supposons par exemple que « # 0, alors

X + éY =0, c’est a dire X = —éY,
« !

ce qui contredit I’hypothese.

Propriétés 1.1.16 1) Pour tout X € R", ot X # 0, la famille formée d’un seul vecteur
{X} est libre.

2) Soit {X1,...,X,} une famille libre de R". Alors toute famille extraite de { Xy, ..., X,}
est libre.

3) Soit {X1,...,X,} une famille liée de R™. Alors toute famille contenant {X,..., X, }

est liée.

Preuve. 1) Soit X € R™ tel que X # 0. Alors pour tout scalaire v # 0, X # 0. D’otu
{X} est libre.
2) Supposons qu’on a extrait une famille C de B = {X3,..., X, }. Quitte & changer les
indices, on peut supposer que la famille extraite est C = {X3,..., Xi}, ou k& < r. Soient
ai,...,qr € R tels que

a;p X1+ ... X =0.

Alors

ap X1+ ..o X +0 X1 +...0X, =0.
Comme B est libre, alors (o, ..., a,0,...,0) =0. D’ou, (aq,...,q,) =0, et par suite C
est libre.
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1.1. L’ESPACE VECTORIEL RY CHAPITRE 1.

3)Soit D ={Xy,..., X,, X;41,... X;} une famille de vecteurs de R” tel que B = {X;,..., X, }

est liée. Soient des scalaires ayq, . .., «a, vérifiant
aXi+...+aX, =0 et (a,...,q,) #0.
Alors
ap X1 +...0, X, 40X, +...0X, =0 et (aq,...,0,,0,...,0) #0.
Définition 1.1.17 Dans R", une famille libre ayant n éléments est appelée base de R™.

Rappelons que si E est un ensemble fini, le nombre d’éléments de E est appelé cardinal
de E et est noté card E.

Exemples 1.1.18 1) La famille B = {(1,0),(0,1)} est une base de R?. En effet, il est
clair que (1,0) et (0,1) ne sont pas colinéaires. Donc B est libre. Le cardinal de B est égal
a2, donc B est une base de R%. B est appelée base "canonique” de R2.

2) La famille C = {(1,1,0),(0,2,2),(3,1,1)} est une base de R3. En effet, card C = 3,
donc il suffit de montrer que C est libre. Soient o, 8,7 € R tels que

a(1,1,0) + B(0,2,2) ++(3,1,1) = 0.

Done (a+3v,a+28+7,264+v) = (0,0,0). On en déduit que o = f =~ = 0 et par suile
C est libre.

Lemme 1.1.19 DansR"™, considérons la famille B = {e1,...,e,} oue; = (1,0,...,0),e5 =
(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Alors B est une base de R", elle est appelée base ca-

nonique de R™.

Preuve. Soient aq, ..., a, € R. Supposons que
are; + ages + ...+ ape, = 0.

Alors (aq,...,a,) = 0. D’ou , B est libre. Or, B contient n éléments. D’ot , B est une
base de R"
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CHAPITRE 1. 1.1. IL’ESPACE VECTORIEL RY

1.1.3 Coordonnées d’un vecteur de R"” dans une base

Soit X = (z1,...,x,) un vecteur de R™. Soit B = {ey,...,e,} la base canonique de

R™. Remarquons que

n
X =mxe1+...+xpe, = E T;€;.
i=1

Remarquons aussi que cette écriture est unique, c’est a dire que si

/ /
X =xie1+ ...+t xpe, =261 + ...+ 2,60,

alors (zq,...,2,) = (2, ..., 2)).

Lemme 1.1.20 Soit C = {uy,...,u,} une base de R™. Supposons que pour un vecteur X
de R, il existe yr, ..., Yn, Ui, -, ys € R tel que X =370 yiwy = > o yiu,. Alors y; =y,
pour tout 1 <1 < n.

Preuve.

X = gu=) yu = Y (yi—y)u;=0
=1 =1 i=1

= y—y. =0, V1l <i<n.

Nous admettrons le Théoréme suivant :

Théoréme 1.1.21 Soit C = {uy,...,u,} une base de R™. Alors pour tout vecteur X
de R™, il existe y1,...,yn € R tel que X = D" y;u;. De plus, la famille de scalaires

Y1, - - -, Yn VETifiant égalité ci-dessus est unique.

Définition 1.1.22 Soient B = {uy,...,u,} une base de R™ et X un vecteur de R™. Soient
Y, Y € R tel que X =37 yyu,. Alors le n-uplet (yi,...,y,) est appelé coordonnées

de X dans la base B, le scalaire y; est associé a u;.

Exemples 1.1.23 1) Soit X = (x1,...,2,) € R™. Alors (x1,...,x,) représente les coor-

données de X dans la base canonique B de R".
2) Donnons les coordonnées (a, 8) de (5,7) dans la base C = {(5,0),(0,14)} de R?.

(5,7) = a(5,0)+3(0,14) =
5,7) = (5a,l14 ) =
a=1 ; f=

—_

5.
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1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (R¥,+,.,(.,.)) CHAPITRE 1.

Etant donné une base B = {uy,...,u,} de R" et un vecteur X € R™, pour trouver
Y1, .., Y, dans R tel que X ="  yu;, on résoud le systéme correspondant, aprés avoir

remplacé X et les u; par leurs valeurs.

Vocabulaire. 1) Soit {uy,...,u,} une famille de R™ et soit X € R". S’il existe des

scalaires ay, ..., a, tel que X = >""_ o,u;, alors on dit que X s’écrit comme combinaison
linéaire de uy, ..., u,.

2) Si tout vecteur de R™ g’écrit comme combinaison linéaire de uy, ..., u,, on dit que
la famille {uq,...,u,} est une famille génératrice de 'espace vectoriel R" (ou engendre

I'espace vectoriel R™).

Remarque 1.1.24 Remarquons que toute base de R"™ engendre ['espace vectoriel R™.

Notation. Soient uq, ..., u, des vecteurs quelconques de R", ou r € N. On note
T
Vec{uy,...,u} = {Z a;u;, ol ag, ..., € R}
i=1

Ainsi, Vec{uy, ..., u,} est 'ensemble des combinaisons linéaires de uy, ..., u,.

Exemples 1.1.25 1) {(1,—1),(0,1)} est une base de R?, donc c’est une famille généra-
trice de R?, c’est a dire

Vec{(1,-1),(0,1)} = R%

2) Vec{Ogn} = {Orn }.
3) Dans R3, Vec{(1,1,-1)} = {(a,a, —) : a € R}.

1.2 La structure de l’espace euclidien (R",+,.,(.,.))

1.2.1 Produit scalaire, Norme et distance dans R”

Définition 1.2.1 Soient X = (z1,...,2,) et Y = (y1,...,yn) deuz vecteurs de R".
1) Le produit scalaire de X et'Y est la quantitée notée (X,Y) et définie par

i=1
0

A. ALLA, N. BOUDI 1 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 1. 1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (RY,+, ., (.,.))

2) La norme de X est la quantité notée || X|| et définie par :
1 X1 = V(X X).
3) La distance entre X et'Y est la quantité notée d(X,Y) et est définie par
d(X,Y)=|X-Y].

4) L’ensemble R™ muni des opérations +, ., et du produit scalaire (.,.) est appelé espace

euclidien.

Exemples 1.2.2 Dans [’espace euclidien R?,

Propriétés 1.2.3 (Propriétés du produit scalaire) Pour tous éléments X,Y,Z de
R™ et pour tout o« € R, on a :

1) (X,Y) = (¥, X)

2)(X+Y,2)=(X,2)+ (Y, Z).

INX,)Y +2) = (X, Y)Y+ (X, Z).

DleX,Y) = (X,a.Y) = afX,Y)

5) | X||*> = (X, X) >0, on dit que le produit scalaire est positif.

6) | X]?=(X,X)=0=X=0.

Preuve. Posons X = (z1,...,2,), Y = (y1,-..,Yn) €t Z = (21,...,2,). Alors
= Zl’iyi = Zyixi = (Y, X)
i=1 i=1

<X+KZ>:Z:U2+?/1 Zq Z%ZH‘Z%%— <Y,Z>
=1

La troisiéme assertion découle des deux premiéres.

n

(@ X,Y) = (az)y; = a(X,Y).

i=1

=3 a2 = x|

i=1
A. ALLA, N. BOUDI 11 A. HAJJI, H. MAHZOULI



1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (R¥,+,.,(.,.)) CHAPITRE 1.

D’ou , si || X|| = 0 alors || X]|> = 0 et par suite z; = 0 pour tout 1 < i < n, c’est a dire
X =0.

Les propriétés ci-dessus nous permettent d’établir les égalités suivantes :
Proposition 1.2.4 Pour tous X,Y € R", on a :
DX+ Y[ =1 X[° +2(X,Y) + Y]
2) | X =Y|? = [[X]* = 2(X, Y) + [Y]*.
)X +Y, X -Y) = [X]? =Y
1) XY)=2(|X+Y|? = | X = Y|J?) (identité de polarisation,).

Preuve.

IX+Y|*? = (X+Y,X+Y)
= (X+YV, X)+(X+Y)Y)
= (X, X))+, X) +(X,Y)+ (YY)
= [ XIP+2(X,Y) + Y]~

IX-Y|* = X+ (V)|
= [IXI?+2(X, -Y) + || - Y*
= XI* = 20X, 7) + |IY]*.

(X+Y, X-Y) = (X, X)+¥,X)+(X,-Y)+(Y,-Y)
= (X, X)+({,X)—(X)Y) - (\,Y)
= IXIP =Y.

La quatriéme identité découle de 1) et 2).

Exemple 1.2.5 Calculons ((2,3,0),(1,1,5)) de deuzx maniéres différentes :
1) Directement : ((2,3,0),(1,1,5)) =2+34+0=15.

2) En utilisant identité de polarisation :
1(2,3,0) + (L, 1,5)[I* = [[(3,4,5)* = 50, [|(2,3,0) — (L, L, 5)||* = ||(1, 2, =5)|* = 30,

1
par suite ((2,3,0),(1,1,5)) = 1(50 —30) = 5.
A. ALLA, N. BOUDI 12 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 1. 1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (R™ +,.,(.,.))

Définition 1.2.6 Un vecteur v de R" est dit unitaire si sa norme ||v|| est égale a 1.

Remarque 1.2.7 Siv est un vecteur quelconque non nul de R™, alors ﬁ est un vecteur

unitaire de R™. On dit qu’on a normalisé le vecteur v.

Théoréme 1.2.8 (Inégalité de Cauchy Schwartz) Pour tous X,Y € R", on a :
(XY < (I XY
L’égalité est vérifice si et seulement st X et'Y sont colinéaires.

Preuve. Soient X et Y deux vecteurs fixés de R™. Pour tout t € R, on a, || X +tY[|? > 0.
Donc
| X2 +2t(X,Y) + ||Y|* > 0,¥t € R. D’ou
A= (X,Y) —[IX]* |Y]* < 0.
C’est a dire, (X,Y)2 < [|X]|? ||Y]|*>. D’ou 'inégalité souhaitée.
Remarque 1.2.9 On utilise aussi la forme suivante de [’Inégalité de Cauchy Schwarz :
Pour tous X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,yn) ER", on a :

<zy> < (3 ) <leyf>-

=1
1.2.2 Orthogonalité dans R”

Soient X et Y deux vecteurs non nuls de 'espace vectoriel R™ muni du produit scalaire
usuel. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
(X,Y)
1< ———<1.
XY
Il existe donc un unique réel § dans I'intervalle [0, 7], tel que :

XY

XY

0 est appelé mesure de l’angle non orienté des vecteurs X et Y, ou écart angulaire entre
X et Y. On déduit la célébre formule :

(X, Y) = [IX[[[Y]| cos .
A. ALLA, N. BOUDI 13 A. HAJJI, H. MAHZOULI



1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (R¥,+,.,(.,.)) CHAPITRE 1.

Exemple 1.2.10 Dans R?, l’angle non orienté des vecteurs u = (2,2) et v = (0,1) est
0= 7. En effet, d’apres la formule ci-dessus, on a :

(u,v) 2 1 V2

cosf = —_—

lulllol]l ~ VBV V2 2

D’ou :9:%

Définition 1.2.11 On dit que deux vecteurs X et Y de R™ sont orthogonauz si leur

produit scalaire est nul, et on écrit X LY.
Remarque 1.2.12 Pour tout X € R" on a X L 0.

Exemples 1.2.13 Dans R? : ((1,—1),(1,1)) = 0. Donc les vecteurs (1,—1) et (1,1) sont
orthogonaux.
Dans R? : ((—1,0,1),(0,1,0)) = 0. Donc les vecteurs (—1,0,1) et (0,1,0) sont orthogo-

naux.

Proposition 1.2.14 1) L’angle formé par deuzx vecteurs non nuls orthogonaur X et'Y
est égal a 7.

2) Deux vecteurs X et Y sont orthogonauz si, et seulement si,
IX +Y|?= || X|?>+ ||V (théoréme de Pythagore).

Preuve. 1) Soient X et Y deux vecteurs non nuls vérifiant (X,Y) = 0. Si 6 est I'angle

formé entre X et Y, alors cos = 0, et par suite, 6 = 7.

2) Soient X et Y deux vecteurs quelconques de R™ orthogonaux. Alors d’aprés la Propo-

sition 1.2.4- 1) , on a l'identité souhaitée.

La notion d’orthogonalité se généralise a une famille quelconque de vecteurs de R™ :

Définition 1.2.15 Une famille de vecteurs {uy,...,u,} est dite orthogonale si et seule-

ment si (u;,uj) = 0 pour tout i # j.

Exemple 1.2.16 La famille de vecteurs {uy,us,us} ot u; = (1,0,0,2), us = (—1,0,0, %),
uz = (0,1,1,0) est une famille orthogonale de R*. En effet :

<U1,U2> = <U1,U3> = <U2,U3> = 0.
A. ALLA, N. BOUDI 14 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 1. 1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (R™ +,.,(.,.))

Proposition 1.2.17 Soit n € N*. Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls
de R™ est libre.

Preuve. Soit {uy, ..., u,} une famille orthogonale de R™. Supposons que pour des scalaires

r
E a;U; = 0.
=1

Alors (37, ayuy,ur) = 0= ag(ug,ug). Do, g =0 et ', a;u; = 0. De méme,

Q1,...,Q ON &

(Z g, ug) = 0 = ao(ug, us).

=2

Par suite, ap, = 0. En itérant le procédé, on déduit que a3 = ... = o, = 0.

1.2.3 Bases orthonormées de R"

Nous avons la définition suivante :

Définition 1.2.18 Soit B = {uy,...,u,} une base de R™.
. B est appelée base orthogonale si {uy,...,u,} est une famille orthogonale.

. B est appelée base orthonormale si B est orthogonale et ||u;|| = 1 pour touti=1,... n.

Exemples 1.2.19 1) {(1,0),(0,1)} est une base orthonormale de R?. En effet, elle est
orthogonale et

I, 0)[l = 1[(0, D = 1.

2) Plus généralement, la base canonique de R™ est une base orthonormale.

L’importance des bases orthonormales provient du fait que ’expression du produit scalaire
dans ces bases (en fonction des coordonnées) devient simple. Soit B = {ej,...,e,} une
base orthonormale :

oSi X =xe1+...+xe, et Y =yreg + ...+ ype,, alors :

n

2
E ;.
i=1

e Si X =me; + ...+ xue,, alors (X, e;) = x; pour tout i = 1,...,n. On a donc :
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v X = zn:<X,€Z> €;.
i=1

VXY= (X e) (Ye).

i=1
n

XN = DX e

i=1

Remarque 1.2.20 Etant donné une famille orthogonale {uy, ... ,u,} de R™, on peut fa-
il

cilement construire une famille orthonormale en normalisant les vecteurs w; : u, =

Ainsi, la famille {u}, ... ul} est orthonormale.

Exemple 1.2.21 La famille de vecteurs B = {uy, us, ug} ot
1
Uy = (17072)7 Uz = <_1707 5)7 Uz = <O7 170)

est une base orthogonale de R®. En effet, elle est orthogonale puisque
(ur,ug) = (uy, uz) = (ug, uz) =0,
et son cardinal est égal a 3. Mais B n’est pas orthonormale puisque

luall = 11(1,0,2)] = V5 # 1.

On peut déduire de B une base orthonormale, il suffit de diviser chacun des vecteurs par

sa norme. Done, la famille de vecteurs {u},ub,us}, ot

1 4 1
uy = —=(1,0,2), uy = 1/ =(—1,0,=), uy = us,

V5 ) 2

est une base orthonormale de R3.

Lemme 1.2.22 Soient n,r € N*. Soient v, uq,...,u, € N. Supposons que v1u; pour tout

1=1,...,r. Alors pour toute combinaison linéaire u de uq,...,u,, on a v_Lu.

Preuve. Soient ay, ..., € R.
(oaquy + ... + apuy, v) = Zaz(ui, v) =0.
i=1
Définition 1.2.23 Soient M et N deuz parties de R™, ot n € N* . On dit que M et N

sont orthogonales et on note M 1N si pour tout X € M et pour toutY € N, on a X LY.
A. ALLA, N. BOUDI 16 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 1. 1.2. LA STRUCTURE DE L’ESPACE EUCLIDIEN (RY,+, ., (.,.))

1.2.4 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 1.2.24 Soient n,r € N*. Soit {vy,...,v,.} une famille libre de R™. Alors il

existe une unique famille {uy, ..., u,} vérifiant :

1) Vect{uy,...,u;} = Vect{vy,...,v;} pour touti € {1,...,r}.

2) {uy,...,u.} est une famille orthonormale.

3) (vi,u;) > 0 pour tout i € {1,...,r}.

La famille {uq,...,u,} est appelée orthonormalisée de Gram-Schmidt de {vy,...,v,}.

Preuve (résumée). Le procédé suivant donne la famille orthonormale que I'on veut obtenir

(on peut faire une preuve rigoureuse par récurrence).

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Soit {vy,...,v,} une famille libre de
R"™.
Etape 1 : Posons
U1
Uy = .
[l

Alors le vecteur uy est unitaire. De plus, il est clair que u; est I'unique vecteur unitaire
vérifiant
(v1,ur) > 0 et Vect{u;} = Vect{v,}.

Etape 2 ('si r > 2) : Posons ul, = vy — (v, ug)uy. Alors
(ug, ur) = 0 et (va,up) = (v2 — (v2, ur)ur, up) = (uy, up) > 0.
Ensuite posons
u/
- 2
[

Alors la famille {u;,us} est orthonormale, de plus (vg, us) > 0. Vérifions que

U2

Vect{uy,us} = Vect{vy, v2}.

Vect{uy,us} = {au; + Pus: o, € R}
= {dv + fuy:d,f e R}
= {dv; + ' (va — (vo,ur)uy) : o/, f € R}
= {yv1 +dvy: 7,0 € R}

= Vect{vl,vg}.
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Pour 'unicité, remarquons que I'unique réel v vérifiant (vo+auy, uy) = 0est @ = —(uy, vg).
D’autre part, (aui,u;) # 0 pour tout o # 0. D’o, les éléments de Vect{vy,vo} qui sont
orthogonaux & u; sont de la forme auj. Pour qu’on ait (vq, aub) > 0, il faut avoir a > 0.

Et enfin, uy doit étre unitaire, d’ou 'unicité de son choix.
Etape 3 (si r > 3) : Posons
uy = v3 — (v3, ug)up — (v3, ug)usg, alors (uy,uy) = (ug,uy) = 0.
De plus,
(vg, uz) = (v3 — (v, ur)uy — (vs, ug)us, uy) = (us, us) > 0.

Ensuite posons

u/
p— _3 .

[ u]|

La famille {uy, us, u3z} devient orthonormale. De plus, (vs, uz) > 0 et on vérifie que

Uus

Vect{uy, uz, us} = Vect{vy, va, v3}.

Pour 'unicité, on procéde comme ci-dessus, en étudiant d’abord les éléments de la forme

auy + Pug + v3 qui sont orthogonaux a uy et us.

Etape ¢ (si » > 4 ) : La famille {uj,...,u;—1} est orthonormale. Posons u, = v; —
' (g, g )y, alors (uf,u,) = 0 pour tout ¢ € {1,...,i— 1}. On vérifie que
i—1
(vi, up) = (v = ) (v, upuw, wg) = (ug, uz) > 0.
k=1

’

||Z§||. Alors la famille {uy,...,u;} est orthonormale. De plus,

Ensuite, posons u; =
(v, u;) >0, et Vect{uy,...,u;} = Vect{vy,...,v;}.

Exemples 1.2.25 1) Dans R?, orthonormalisons la base B = {(1,1),(2,0)}.

Posons 11 .
( Y ) — _(17 1).

Posons

1
u/2 = (270) - §<(270)7 (L 1)>(17 1) = (270) - (17 1) = (1’ _1)'
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/

Soit ug = sz” = \%(1, —1).

Ainsi, {(\/LE, %), (\%, \_/—%)} est l’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base B.

2) Dans R?, orthonormalisons la base B = {(1,0,1),(0,1,-1),(0,1,1)}. Soit

(1,0,1) 1
Uy = =—(1,0,1).
11,0, D] v2
Posons
L (0,1, —1) — S ((1,0,1), (0,1, = 1))(1,0,1) = (0,1, = 1) + (2,0, 1) = (2,1, =)
U’2_77 277777 y Yy ) T M 2772_2772‘
Soit
: 2.1 . -1
up— e V21, 21
lugl] V3727 2
Posons
2,1 -1 1 -1 1
s=(0,1,1) — ={(=,1, — L1)(=,1,—)— =((1,0,1 1,1))(1,0,1).
= (0,1,1) = (5,1, 5 (0L 1)(5, 1,5 = 5((1,0,1), (0,1, D)(1,0, 1)
Alors /3
, 2 uy 3
= 2(=1.1.1) et us = =—(-1,1,1).
Us 3( ) )6 U3 ||ué|| 3( ) )
Donc lorthonormalisée de Gram-Schmidt de la base B est la famille
1 2.1 -1 3
o 2E 12 By,
V2 V32 2 3

Finalement, résumons le procédééd’orthonormalisation de Gram-Schmidt :

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit {vy, ..., v} une famille libre de R".

Etape 1 : Posons
U1

ol

Etape 2 : ( si r > 2) : Posons u}, = vy — (vy, u1)uy. Ensuite posons

Uy

Uy

U = .
[

Etape 3 (si 7 > 3) : Calculons

Ué = U3 — <U3,U1>U1 - <U3,U2>U27
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. u
ensuite calculons ug = ol
3
. . i—1 : u;
Etape i (si r > ¢ ) : Posons u} = v; — Y, _, (v, ug)uy, ensuite posons u; = T
K2

Etape r : On itére le procédé jusqu’a I'ordre r.

La famille obtenue {uy, ..., u,} est appelée orthonormalisée de Gram-Schmidt de {vy, . ..

)

Remarque 1.2.26 Si on change Uordre de la famille {vy,... v}, il est clair que l'or-

thonormalisée de Gram-Schmidt change aussi.
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Chapitre 2

Nombres complexes.

2.1 Introduction

Dans R, I'ensemble des nombres réels, tous les nombres positifs ont une racine carrée.
Par contre, aucun réel négatif n’a pas de racine carrée (réel). Les nombres complexes

offrent la possibilité de pallier a cette insuffisance .

Définition 2.1.1 (Le nombre i)
— Le nombre i est un nombre dont le carré vaut —1. Ainsi,
i? = —1.
— De plus, son opposé —i a aussi pour carré —1. En effet : (—1)? =i* = —1.

— Les deux racines de —1 sont les deux nombres irréels i el —1.

Un peu d’histoire : La notation ¢ fut introduite par Euler en 1777, puis reprise par
Gauss au début du X7X°" siécle. Cependant, le premier & parler de nombre imaginaire
fut Descartes en 1637.

Définition 2.1.2 (Nombres complexes) Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble
des nombres complexes qui possede les propriélés suivantes :

— C contient l’ensemble des nombres réels R.
21



2.2. FORMES ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE CHAPITRE 2.

— C contient le nombre irréel i (tel que 1> = —1)
— L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres com-
plexes et les regles de calcul restent les mémes.

— Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique z = a+1b avec a et b deux réels.

2.2 Formes algébrique d’un nombre complexe

Définition 2.2.1 (Forme algébrique) Soit z un nombre complexe. L’écriture z = a+ib
avec a et b sont des réels est appelé forme algébrique de z.

e a est la partie réelle de z, notée Re(z), b est la partie imaginaire de z notée Im(z).

e Sib =0, le nombre z est un réel. Sia = 0, le nombre z est dit imaginaire pur. L’ensemble

des nombres complexes imaginaires purs est noté iR.
Exemple 2.2.2 Re(1+2i) =1 et Im(1+2i) =2.

Les calculs avec les nombres complexes se font comme avec les nombres réels avec la

convention 2 = —1.
Exemple 2.2.3 (1+2:)(5—3i) =5 — 3i + 107 — 6i*> = 11 + T7i.
Le résultat suivant justifie 'unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe.

Proposition 2.2.4 (Egalité de deux complexes) Soient x,y,x’ ety’ des nombres réels.
Alors,

r+iy=a+iy cr=2"ey=1y.
En particulier, x 4+ 1y = 0 équivaut ¢ x =y = 0.
Preuve. Supposons que = + iy = ' + 13/. Alors, z — 2/ = i(y — ¢/). Ainsi, (z — 2/)? =
i*(y —y')?* = —(y — /)% Par suite,
(x —2)*+ (y — y')? = 0. Par conséquent, z — 2’ =y — 3 = 0. Le sens inverse et clair.
Remarques 2.2.5 Dans l’ensemble C,

1. il n’y a plus la notion d’ordre usuelle (On ne pourra pas comparer un nombre com-
plexe a un autre ou dire s’il est positif ou négatif etc. ...excepté pour les imaginaires

purs ot L'on peut définir l'ordre naturel comme pour les réels).
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2. on évitera l'usage abusif du symbole radical Na qui reste réservé aux réels positifs.

Définition 2.2.6 (Représentation géométrique des nombres complexes) Munissons
le plan P d’un repére orthonormé (O, é1, €3) direct.

A tout nombre compleze z = a+bi (avec a et b réels), on peut associer le point M (a;b).
- Le point M(a;b) s’appelle l'image du nombre complexe z = a + bi.
- Le nombre complexe z = a + bi s’appelle Uaffize du point M (a;b). ("Affize” est un nom
féminin)
- On note souvent z = af fixe(M) ou z = af f(M).
- L’axe des abscisses est dénommé aze des réels (puisqu’il ne contient que les points dont
les affizes sont des réels).
-L’aze des ordonnées est dénommé aze des imaginaires purs (puisqu’il ne contient que les

points dont les affizes sont des imaginaires purs).

L'affixe est souvent

Axe des imaginaires purs .
notée entre
parenthéses derriére le

point ou le vecteur.

Axe des réels

Sizy = wy + iy, est Paffixe du point A et zg = xp + iyp est laffixe du point B, on
peut associer au vecteur 1@ le nombre complexe zp — 24 = (v — x4) + i(yp — ya), dit
affixe du vecteur ﬁ, et on note

af f(AB) = af f(B) — af f(A) = 25 — 24

Cela permet de traduire des problémes de géométrie en relations entre nombres com-

plexes. Par exemple, on utilisera souvent que deux vecteurs sont égaux si, et seulement si,
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ils ont mémes affixes. Ou encore, on utilisera que I'affixe d’'une somme de deux vecteurs

est la somme des affixes de ces vecteurs :

af f(i+ ) = af f(@) + af f(7)

Exemple 2.2.7 Soient A(2,—1) et B(—1,3). Donc, aff(A) =2—ietaff(B)=—1+3i.
En plus,
af f(AB) = 25 — 24 = (—1+ 3i) — (2— 1) = —3 + 4i

Si on considére les points I(1,0) et J(0,1) alors e] = OF et e = 0J. Done, aff(e]) =
@ff(Oﬁ) =zr—20=1 et de méme aff(e_g) =1.

2.3 Conjugué d’un nombre complexe. Inverse d’un nombre

complexe non nul

Définition 2.3.1 (Conjugué d’un nombre complexe) Soient a et b deuzr nombres

réels. Le nombre complexe conjugué de z = a + bi est le nombre complexre z = a — bi.

Remarque 2.3.2 1. 11 est clair que le conjugué de Z est z. On dit alors que z et Z

sont deux nombres complexes conjugués.

2. Re(z) = Re(2) et Im(z) = —Im(2).

Les points M et M’ d’affixes respectives z et z sont symétriques par rapport a I'axe

des réels :
Axe des imaginaires purs
S S , M(7)
|
|
F 3
iy |
€
> : Axe des réels
o] = a
€ |
|
|
|
5 SNED
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Exemple 2.3.3 2-3i =243t etdt+1= -5+ 1.

Proposition 2.3.4 (Critére pour qu’un nombre complexe soit réel (resp. imaginaire pt

Soit z un nombre complexe. Alors,
2+ Z=2Re(z) ; z—Zz=2iIm(z)

En particulier,
(z est réel <= z = 2) et (z est imaginaire pur <= z = —2)

Preuve. Notons z = a + b avec a et b deux réels. Alors, z + Z = 2a et z — Z = 2ib. En
particulier,
2=Z24<b=0<% zréel

et

2 = —Z 4 a = 0 < z imaginaire pur

Proposition 2.3.5 (Inverse d’un nombre complexe) Tout nombre complexe non nul
z=a+1ib (avec a et b deux réel non touts les deux nuls) admet un inverse pour la multi-

plication, noté

1
2
dont la forme algébrique est
I a—ib
z a+ b

Preuve. Cherchons 2/ = a' + b’ tel que 22z’ = 1. On a
22 = (aad" —bV') + i(ba’ + ab’)

Donc,

a —b
"=1&ad —bb =1et bd V=0d=——c¢ctld =
2z aa et ba + a a a2—|—b2e 2
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Proposition 2.3.6 (Propriétés de la conjugaison) Pour tout nombres complezes z

et 2/, on a :

Preuve. Exercice.

2—-3t

S 2430
T et 2=

Exemple 2.3.7 Le conjugué de z =

Exercice 2.3.8 Mettre sous la forme algébrique les nombres complexes suivants :

3+ 2i <1+2¢>2 142 1-—2
= 2 = 3 =

S RREY 1— 3 -

1= 1+

2.4 Module d’'un nombre complexe

Proposition 2.4.1 Pour tout nombre compleze z = a+1b (avec a et b réels), la quantité
2 Z est un nombre réel positif :
zZ=a*+b* € R"

Preuve. 11 suffit de calculer z z.

Définition 2.4.2 Pour tout nombre complexe z = a + ib (avec a et b réels), on appelle

module de z la quantilé positive

|zl =Va?+ b2 =+vzZ

Exemple 2.4.3 |1 +2i| =12 +22 =5 et |v/3 - 2i| =3 +4=/T.

Proposition 2.4.4 (Propriétés de module) Soient z et 2’ deuxr nombres complezes.

On a:
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1Lzl =0&e2=0 , |—z=|2| , |z|=1 ,
|z + 2| < |z| +|7| (Inégalité triangulaire).

2. [z =zll'] " =[" (neN)

3. Pour z' # 0, }i, :|Zi,|‘.

z

Preuve. (1) |z] = 0 est équivaut a a® 4+ b* = 0 (avec a et b des réels tels que 2z = a +ib) ce
qui’ est équivaut & a = b= 0.
Onalz)=z2z=(-2)(—2) =| — z|% Dong, |z| =] — z|.

On a |2]? = zz =|z%. Donc, |z| = |2|.

l
I

Soient z = a 4+ ib et 2/ = a’' + il les formes algébriques de z et z/. Donc, z + 2/ =
(a+a)+i(b+10). Ainsi,

lz+2)7 = (a+d)?+ (b+V)?
= (a®+b%) + (a® + V) + 2ad’ + 20V
< (a2+b2) (a/ —I—b/2)+2\/a2 b2y a2 + b2
2
= (V@) + V(@ +17)
= (el + 1)
(2) On a
1222 = 2222 = 2227 = |22 |2 = (|2] |#])°
Donc, |z2'| = |z||7/|. La deuxiéme égalité est déduite de la premiére par une simple
récurrence.
(3) On a |z| = | 22| = |Z| |#/|. Donc, || = %

Proposition 2.4.5 (Interprétation géométrique de la notion de module) Munissons

le plan P d’un repére orthonormé (O, €1, €3).
1. Si z est Vaffize du point M alors |z| =

2. Siza et zp sont respectivement les affives des points A et B alors AB = |zp — za].
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¢ Axes des imaginaires purs Axes des imagingires purs

B(I’:BJ

—

Axe des réels
iy a o —
g el

Axe des réels

Preuve. On sait d’eja en géométrie que si M (a,b) alors OM = +/a? + b%>. Donc, OM =
la + ib|.

Aussi, si 24 = x4 + 1y et zgp = xp + iyp alors

AB = /(x5 — ) + (ys — ya)? = |25 — 2al.

Exercice 2.4.6 Soit z un nombre complexe différent de 1, M le point d’affize z et 2/ =
240

2. Déterminer F 'ensemble des points M tels que |2'| = 1.

Exercice 2.4.7 (Identité du parallélogramme) Soient z et 2’ deux nombres com-
plezes. Montrer que |z + 2'| + |z — 2']> = 2 (|z]* + |']?).

(Indication : Utiliser la relation |z|* = 2 z).

Exercice 2.4.8 Soient u et v deuxr nombres complexes distincts et de méme module.
u+v

u—v

Montrer que le nombre compleze est imaginaire pur.

2.5 Argument d’un nombre complexe

Définition 2.5.1 (Argument d’un nombre complexe) Munissons le plan P d’un re-

pere orthonormé (O, é1,€3). Soit z un nombre complexe non nul d’image M. On appelle
e

argument de z toute mesure, en radians, de l'angle orienté 0 .= (e_f,OM). On le note

0 = arg(z).
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Axe des imaginaires purs

Axe des réels

Un nombre complexe posséde une infinité d’arguments. Si 6 est un argument de z, tout
autre argument de z est de la forme 6 + 2k7 (k € Z). L’unique argument 6 appartenant
a Pintervalle | — 7; 7] s’appelle Pargument principal.

On notera par evemple arg(z) = § [27] ou arg(z) = § modulo 27 pour signifier que
arg(z) peut étre égal a m/4 mais aussi égal a nimporte lequel des nombres § + 2km ot
(k eZ).

Attention!! Le nombre complexe nul z = 0 ne posséde pas d’arguments car, dans ce cas,
I’angle <?1, O_]\>/[> ne se défini pas.

Exemples 2.5.2 arg(i) = § [2n]; arg(1) = 0 [27] ; arg(—1) = 7 [27] ; arg(1+4) = T [27].

Remarques 2.5.3 1. un réel strictement positif a un argument égal & 0[27] et un
réel strictement négatif a un argument égal 4 m [27].
On peut dire :
z€R & (2=0 ou arg(z) = 0[n]).

2. Un imaginaire pur dont la partie imaginaire est strictement positive a un argument
égal a % [27] et un imaginaire pur dont la partie imaginaire est strictement négative
a un argument égal 4 —7 [27].
On peut dire :
z€iR & (2 =0 ou arg(z) =
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2.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE CHAPITRE 2.

Méthode générale pour calculer argument principal d’un nombre complexe non

On note z = a + ib avec a et b des réels et on considére les deux cas suivants :

Axe des imaginaires purs

Axe des imaginaires purs
M(Z) figg = e g %
|
| |7]
0=
L e arg(2)
Axedes réels H, ' Axe des réels
a 0 ;
1
_OH _ a _ Re(z) ot
COM 2] |4
, HM b Im(2)
) = -~ _ Y
O = oM TR T T
Cas ou 0 € [Z;7] :
OH —a  Re(z)
cos(f) = —cos(m — 0) = oM REl - T et
, HM b Im(z)
gy = -~ _ 2 _ 1"~
) =6 = T

Dans les cas ou # est négatif, on raisonne de méme, en tenant compte du fait que

sin(—0) = —sin(f) et HM = —b.
Dans tous les cas, nous avons :
a Re(z
{ cos(f) = = "

Exemples 2.5.4 1. Argument principal 6 de z = —2+/3 4+ 2i :

On a |z|* = 12+ 4 = 16. Nous devons maintenant résoudre le systéme suivant :

{ cos(f) = —_24‘/5 = %3 ;

sin(f) = )

NS

En utilisant le cercle trigonométrique, nous concluons : 0 = %’r
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CHAPITRE 2. 2.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE

2. Argument principal 0 de z =3 — 44 :

On a |z?> = 9+ 16 = 25. Nous devons maintenant résoudre le systéme suivant :

cos(f) =

sin(f) =
Ce ne sont pas des valeurs remarquables. La calculatrice donne |0] = 0,9273 rad.
Mais sin(0) est négatif, donc 0 est négatif : 0 ~ —0,9273 rad.

I
&

Exercice 2.5.5 Donner un argument du nombre compleze z = 1\%?

De la figure suivante

Axe des imaginaires purs

N(-Z) 1 b , M(Z)

=arg(2)

0
b Axe des réels

M(Z)

on déduit le résultat suivant :

Proposition 2.5.6 Pour tout nombre complexe non nul z, on a
arg(z) = —arg(z) [27],  arg(—2) —arg(z) - w[27],  arg(—2) = 7 — arg(2) [27]

Remarques 2.5.7 Soit z un nombre complexe non nul et A un réel non nul.
1. §5i A >0, arg(Az) = arg(z) [27]

2. 81\ <0, arg(A\z) = arg(z) + m [27]
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2.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE CHAPITRE 2.

Les propriétés suivantes sur les arguments permettent de multiplier et diviser simple-

ment deux nombres complexes :

Proposition 2.5.8 Pour tous nombres complexes z et z' non nuls on a :
1. arg(z2') = arg(z) + arg(2’) [27]
2. arg (1) = —arg(z) [2n]
3. arg (%) = arg(z) — arg(2') [27]
4. arg (") = n arg(z) [27] pour tout n € Z

Preuve. (1) Soient z = a+ib et 2/ = a’+il’ les fomres algébriques de z et 2’ respectivement.
Donc, la forme algébrique de zz’ est

22" = (aad’ — bb') +i(ab’ + a'b).

Soit o un argument de zz’ et soient 0 et 6’ des arguments de z et 2’ respectivement. Donc,

aa’ — bt a a b v
cos(a) = ———

= cos(f)cos(f') — sin(0) sin(f') = cos(d + ")

IR NI
De méme on trouve sin(«a) = sin(d + 6’). Done, a = 6 + 0’ [27].

(2) On a 0 = arg(1) = arg (z.1) = arg(z) + arg (%) [27]. Donc, arg (1) = — arg(z) [2].
(3) On a arg (%) = arg (22) = arg(z) + arg (&) = arg(z) — arg(?’) [27]

(4) Le résultat est déduit sur N de (1) par une simple récurrence sur n, et il est prolongé
a Z en utilisant (2).

Remarque 2.5.9 1. On notera l'analogie entre ces relations et les propriétés de la
fonction logarithme.

2. Pour multiplier deux nombres complexes non nuls, on multiplie les modules el on

additionne les arqguments. Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise

les modules et on soustrait les arguments.

Exercice 2.5.10 Soient u=1+1 et v=—1+iV/3.
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Donner un argument de u et un argument de v.
3. Déterminer le modules et un argument des nombres complexes u, wv, v> et “
4

. En déduire les valeurs de cos (_1—52”) et sin (‘1—52”)

5. Donner explicitement le nombre compleze v3.
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2.6. FORME TRIGONOMETRIQUE, FORME EXPONENTIELLE D’'UN NOMBRE
CHAPITRE 2. COMPLEXE

2.6 Forme trigonométrique, forme exponentielle d’un

nombre complexe

Soit z = a + b un nombre complexe non nul avec a et b deux réels. On peut aussi

écrire

a b
Z:\/a2+b2( +1 )
\/a2+b2 Vaz + b2

= sin(f) ou 0 est un argument de z. Donc,

Or Va? +b? = |2|, ==z = cos(0) et

T =
= |2|(cos(f) + isin(f))

2+b

Définition 2.6.1 Soit z un nombre complexe de module r et d’un argument 6. L’ écriture

z =r(cos(#) + isin(0)) s’appelle une forme trigonométrique de z.

Proposition 2.6.2 Soit z un nombre compleze. Si
z =r(cos(0) +isin(0)) avec r > 0 alors |z| = r et arg(z) = 0 [27].

Preuve On a |z| = /72 cos(0)? + r2sin(f)2 = r. En outre, si « est un argument de z alors

cos(a) = 7’(:0;(9) = cos(0) et sin(a) = 7’52'7;(9) = sin(0)

Donc, arg(z) = 6 [27].

Définition 2.6.3 Pour tout réel 6, on note € le nombre compleze cos(6) + isin(6).
Un nombre complexe de module r et d’argument 0 sera écrit alors re. Cette écriture est

appelée une forme exponentielle de z.
Une simple transcription des propriétés vues sur les arguments donne alors :

Proposition 2.6.4 Pour tout 6 et 0 de R on a :

i0
o0 i’ — i(0+6") % ) (ei(e))” — ¢ pour toutn € 7
e

Proposition 2.6.5 (Formule de Moivre) Pour tout 8 € R et tout n € Z
(cos(0) + isin(f))" = cos(nb) + isin(nd)

(cos(f) — isin(f))" = cos(nb) — isin(nh)
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2.6. FORME TRIGONOMETRIQUE, FORME EXPONENTIELLE D'UN NOMBRE
COMPLEXE CHAPITRE 2.

Preuve. Utilisons les formes exponentielles :

(cos(f) +isin(h))" = ()" = €™ = cos(nh) + isin(nd)

D’ou la premiére formule de Moivre.
Si on remplace 6 par —#, on obtient la seconde formule.

Proposition 2.6.6 (Formule d’Euler) Pour tout § € R

0 —i6 0 —i0
COS(@) — % Sln(e) = %
2

Preuve. On a :
e 4 e =2cos(f) et e’ — e = 2isin(h)

D’ou la formule d’Euler.

Exercice 2.6.7 Soit 0 €] — m;w[. Mettre sous forme trigonométrique les nombres com-

plexes z = e + €20 et 2/ =1+ €%,

Application a la trigonométrie : Les nombres complexes sont trés utiles pour de nom-

breux calculs de trigonométrie. Par exemple, les formules d’addition :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

ne sont qu’une autre écriture des parties réelles et imaginaires de ee®.

» Linéarisation de cos™(f) et sin™(#) :

Linéariser cos™(6) et sin™(f) c’est les exprimer comme combinaisons linéaires de
cos(kf) et sin(k@). Cette opération est trés utile en particulier pour en trouver des primi-

tives.

Exemple 2.6.8 Lincarisation de sin®(0) : En utilisant les formules d’Euler, on obteint :

i —i0\ 6

e’ —e 1, & , : . A A

sin(0) = | ———) = ——= (" — 6" + 156”7 — 20 + 15¢ 7" — 6~ 4 )
2 64

On regroupe les termes en e et e=*% de maniere o faire apparaitre cos(kf) ou sin(k@) :
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2.7. RESOLUTION DANS C D’ EQUATIONS DU SECOND DEGRE A
CHAPITRE 2. COEFFICIENTS REELS

1
_6_4(

1
= 3 (cos(660) — 6 cos(46) + 15 cos(20) — 10)

sin6(0) — (661'9 + €—6i6) o 6<64i6 + 6—41’0) + 15(€2i9 + 6—21’9) o 20)

» Expression de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cos() et sin(f) :

Exemple 2.6.9 Pour exprimer cos(50) et sin(50) en fonction de cos(f) et sin(f), on

commence par écrire la formule de Moivre :
(cos(8) +isin(f))® = cos(50) + i sin(50)

puis apres avoir développé, par la formule de bindme, le premier membre de ’égalité, on
identifie les parties réelles et imaginaires de deur membre de [’égalité obtenue; ce qui

donne :

cos(50) = cos’(#) — 10 cos®(6) sin®(f) + 5 cos(f) sin* ()
sin(50) = 5cos(#)sin(f) — 10 cos?(#) sin®(0) + sin®(#)

Si on remplace sin®(6) par 1—cos?(6) dans Uezpression précédente de cos(50), on obteint :

cos(50) = 16 cos® () — 20 cos®(#) + 5 cos(h)

2.7 Résolution dans C d’ équations du second degré &

coeflicients réels

On se propose de résoudre équation (F) az? + bz + ¢ = 0 dans C avec a, b et ¢ sont
des réels et a # 0. On peut mettre 'équation (E) sous la forme a(z + 2)* + ¢ — % = 0.
Considérons le discriminant A = b — 4ac. L’équation sera de la forme (z+ )2 — 55 = 0.

En distinguant les cas suivant le signe de A, on obtient :
Proposition 2.7.1 FEtant donnés trois réels a,b et ¢ avec a # 0, considérons ’équation :
(E): az®+bz+c=0

et A = b® — dac son discriminant.
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2.8. RESOLUTION D’EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS
COMPLEXES CHAPITRE 2.
b

1. Si A =0, léquation (E) admet une solution réelle (double) égale a :

—L
2. 81 A #0, Uéquation (E) admet deuz solutions distinctes :

(a) réelles si A >0 : 21:%5 et ZQZ%E

(b) complezes conjuguées si A <0 : 2z = =HY=R o g = 004

Exemple 2.7.2 Résolution de [’équation 2> 4+ 3z + 3 = 0.
OnaA=9—12=-3. Donc, les solutions sont

_ =3+i0V3
=

_ =3-iV3

Z9 5

21

2.8 Reésolution d’équations du second degré a coeffi-

cients complexes

Démarche pour résoudre ’équation z? = z, o 2, est un complexe inconnu :

On pose 2y = a +ib=1re? et 2 = x + iy.

Si un argument 6 de zy est connu, ’équation est facile a résoudre, ses solutions sont :
Z1 = \re:z2 2o = —2q

Dans le cas contraire, on procéde analytiquement pour obtenir :

2 +yt=r,
2?2 —y? =a,
2zy = b.
et donc
ZL‘2 — 7‘-12—a’
y2 — T;a’
xYy = g

Le fait que r = va? + b* > |a| assure l'existence des x et y, et on choisit leur signe de
telle sorte que leur produit soit du signe de b (afin de satisfaire la condition 2zy = b).
— Sib >0, on prend :

r+a L Ir—a r+a o r—a
21:\/ 9 +Z\/ 9 ) 29 = —Z1 = — 5 —1 5
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2.8. RESOLUTION D’EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS

CHAPITRE 2. COMPLEXES
— Sib <0, on prend :
_\/r—ira .\/r—a _ B B rta . jr—a
Z1 = B 7 B X Z9 — —Z21 — 9 7 9
Exemples 2.8.1 Résolution de ’équation z* = i.
On a
Pmie ="t e =" oy z= "/

Résolution de léquation 2% = —7 — 24i.
On a|—T7—24i| = /7% + 242 = \/49 + 576 = /625 = 25. Si 0 est argument de —T — 24i

alors

—7 —24
cos(f) = — sin(f) = —
() 25 () 25
Ces valeurs ne sont pas connues et ne nous donne pas idée sur la valeur exacte de 0.
Alors, Uautre choiz est de travailler d’une maniére analytique.

On pose z = x + iy (la forme algébrique de z). On a :

x? 4+ y? = 25,

22 —y? = -7,

2ry = —24.
Donc,

1?2 =2=09,

y? =3 =16,

ry = —12

Donc, (z,y) = (3, —4) ou (z,y) = (—3,4). Ainsi, les solutions de ’équation sont zy = 3—4i
et zo = —3 + 4.

On se propose maintenant de résoudre I'équation (E) az?+bz+c = 0 dans C avec a, b
et ¢ sont des nombres complexe et a # 0. On peut mettre 'équation (E) sous la forme
alz+ L) +c— L =0.

Considérons le discriminant A = b* — 4ac (Attention!! ici A est un complexe). On
considére J tel que A = 6% (On a déja vu lexistence). L’équation sera de la forme
(z+2)*— (%)2 = 0. Enfin, Péquation s’écrit de la forme (z + 22) (2 + &2) = 0.

2
A. ALLA, N. BOUDI 37 A. HAJJI, H. MAHZOULI



2.9. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE CHAPITRE 2.

Proposition 2.8.2 FEtant donnés trois complexes a,b et ¢ avec a # 0, considérons l’équa-
tion :

(E): az’+bz+c=0

et A = b% — dac son discriminant.

b

1. Si A =0, léquation (E) admet une solution (double) égale a :

2. St A # 0, en appelant 6 une racine de A, Uéquation (E) admet deux solutions

distinctes :
—b+0 —-b—94
21 = ; Ry =
2a 2a

Exemple 2.8.3 Résolution de ['équation iz* + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0.
Ona:

A = (1—5i) —4i(6i —2) =1—10i — 25+ 24 + &i

= —2j =2¢ /2
(\/56—”/4)2 = <\/§ (‘/g - z?)) = (1-1i)?

Alors, les solutions de notre équation sont :

—14+5i—-141
_ 9 by — + o +Z:Z’+3

_ —1+5i+1—i _
2i ’ 2i

21 =

Remarque 2.8.4 Contrairement aux équations dont les coefficients sont des réels, ici les

compleres z1 el zo ne sont pas nécessairement conjugués.

Exercice 2.8.5 Soit I’équation (E): 23 —iz+1—1i=0.
1. Montrer que (E) admet une racine réelle.

2. Donner les solutions de (E).

2.9 Nombres complexes et Géométrie

Dans toute cette section, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, e, e_g)
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Proposition 2.9.1 (Calcul d’angles) Si A et B sont deuz points distincts du plan d’af-

fixes respectives a et b alors :
(€, AB) = arg(b — a) [2n]

Ae des imaginaines purs

B

arg{ b - a)

a

£y A o

= Axe desréels
£

—
Prouve Soit M une point tel que OM = 1@ Donc,

vy =2 —2a=0b—a, et
(&1, AB) = (e, 0M) = arg(za;) = b — a [27]

Corollaire 2.9.2 Si A, B et C sont trois points deuzr a deux distincts du plan d’affixes

respectives a, b et c alors :

En particulier :

b—rc

est réel < les point A, B et C' sont alignés

b—rc

a—=¢C

est imaginaire pur < les droites (C'A) et (C'B) sont perpendiculaires.

Preuve. On a

(CTzl, C@) = (Q,C@) — (e_1>7CT>4> = arg(b—c¢) — arg(a — ¢) = arg (%) [27]
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En particulier,

b-c est réel < (C—IZI,C@) :arg<b_c> = 0; 7 [27]

a—c a—c
< les points A, B et C sont alignés

b— b—
€ est imaginaire pur & (C_z)él, C§> = arg ) = z; s [27]
a—c a—c 2° 2

< les point A, B et C sont perpendiculaires

2.10 Nombres complexes et quelques transformations

du plan

Munissons le plan P d’un repére orthonormé (O, €1, €3). Rappelons qu’u&tx;anslation
t de P de vecteur @ est une application de P dans P avec t(M) = M' <= MM’ = 4. On
la note t;.
Donc si M(x,y) € P et d(xg, o), alors tz(M) = M'(x + xo,y + Yo)-

Proposition 2.10.1 (écriture complexe d’une translation) La translation de vec-
teur @ , d’affize a, transforme un point M(z) en un point M'(2') tel que :

2=z +a
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CHARTNRIMBRES COMPLEXES ET QUELQUES TRANSFORMATIONS DU PLAN

Axe des imaginaires purs
/ M(Z+ a)
M)
A
:’ A(a)
)
(; — - >~ Axe des réels
€

Preuve. Dire que M’ est I'image de M par la translation de vecteur u signifie que

— . .

MM’ = 1. Ce qui se traduit, en termes d’affixes, par 2’ — z = a.
Soient # un réel et 2 un point du plan. Rappelons que la rotation r de centre 2 et

d’angle 6 est la transformation r de P dans P, qui laisse (2 invariant, et si M est un point

du plan distinct de € alors

—
r(M) = M' < (W OM') =0 et QM = QM

On la note aussi rq .
Proposition 2.10.2 (écriture complexe d’une rotation) La rotation de centre Q(w)

et d’angle 0 transforme M(z) en un point M'(2') tel que :

2 —w=e%2z—w)
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Axe des imaginaires purs M'(z")
AR )
0
JM':E )‘
A Q{ m) Z =11
—3
&
5 = B Axe des réels
€

Preuve. Si M = Q, la relation 2/ —w = ¢ (2 —w) est vérifiée. Supposons désormais M # (.

Dire que M’ est I'image de M par la rotation de centre Q(w) et d’angle 6 signifie que :
g

Ce qui se traduit, en termes d’affixes, par :

e
arg (2=2) = 6 [27],

© — ¢ D’on le résultat.

On en déduit alors que z/ —

Cas particuliers :

— Si w =0, alors I'écriture complexe de la rotation devient :

— Si 6 = 7 (quart de tour de sens direct), alors I'écriture complexe de la rotation
devient :
7 —w=1i(z —w)
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— Siw =0et 6 =7, alors I'écriture complexe de la rotation devient :
/

Z =1z

Soit  un point du plan et soit k£ un réel non nul. Rappelons qu'une homothétie h de

centre €2 et de rapport k est une transformation h de P dans P tel que
— N
h(M) =M < QM' = kQM.
On la note aussi hq .

Proposition 2.10.3 (écriture complexe d’une homothétie) L’homothétie de centre
Q(w) et de rapport k € R* transforme M (z) en un point M'(2") tel que :

7 —w=k(z—-w)

Axe des imaginaires purs

Mz

{

) !"&_.Fr_f’ = km

»- Axe des réels

L]
3

|
4

Preuve. Dire que M’ est I'image de M par 'homothétie de centre Q(w) et de rapport
k € R* signifie que QM’' = kQM. Ce qui se traduit, en termes d’affixes, par 2/ — w =
k(z —w). D’ou le résultat.

Exercice 2.10.4 On considére dans 'ensemble des nombres complexes,l’équation (E) :

234222 —16 = 0.
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1. (a) Montrer que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s’écrire sous la forme

(z —2)(az® +bz+c) =0 ot a, b et c sont des réels que [’on déterminera.

(b) En déduire les solutions de (E) sous forme algébrique puis sous forme exponen-
tielle.

2. Le plan est rapporté un repére orthonormé (O, e_f, 6_2>) On considere les points A,
B et D d’affizes respectives zp = —2 — 21, zg = 2 et zp = —2 + 24.
Calculer Uaffize zo du point C' tel que ABCD soit un parallélogramme.

3. Soit E l"image du point C' par la rotation de centre B et d’angle —7, el F' l"image

du point C' par la rotation de centre D et d’angle 7.
(a) Calculer les affizes zp et zp des points E et F.
(b) Vérifier que 2(:==A = 4. En déduire la nature du triangle AEF.

ZE—RA

Soit 2 un point du plan. Rappelons que la symétrie s de centre €2 est la transformation

s de P dans P, qui laisse invariant €2, et si M est un point du plan distinct de  alors
S —
s(M) = M’ tel que Q est le milieu du segment [MM’], c’est a dire QM = —QM".

Proposition 2.10.5 (Ezpression complexe d’une symétrie centrale). La symétrie de centre

(Q,) transforme le point M (z) en un point M'(2') tel que :
2 =2w—2z.

Soit. A une droite du plan. Rappelons que la symétrie axiale sy d’axe A (ou réflexion)
est la transformation sx de P dans P, qui laisse la droite A invariante, et si M est un

point du plan extérieur & A alors sa(M) = M’ tel que A est la médiatrice du segment
[MM'].

Proposition 2.10.6 (Ezpression compleze d’une symétrie aziale d’axe A passant par
Porigine). Soit A(zo) un point du plan, tel que

2o = 10, Alors si A est la droite passant par O et A et M(z) est un point du plan.
M' = sp(M) a pour affive ' = e*%z,

Démonstration. (Vérification.) Soient M(z) et M’(2’) deux points du plan avec z = re®

2i00—0

et 2/ = ¥z Alors 2/ — z =re — re?. Donc

2 — 2= e (=0 _ =1 =0)) — 9irgin(hy — ).
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s, . oL —
Or, pour tout réel a, si w(e') et ¥(ie'®), on a (i, ) = 0. Donc MM'" L (A) D’autre part,

z —|2— z _ g<€i(29079) T 61’0) _ gewo(ei(@()f@) 4 64(9079)) = rcos(fy — 0>ei€o_
Done, le milieu B du segment [MM'] est dans la droite (A). Ainsi, la droite A est la

médiatrice du segment [M M'] et M’ est I'image de M par sa.
10.2. Similitudes.

Définition 2.10.7 Soit S de P dans P une transformation du plan, qui & chaque point
M du plan associe un point M’ et soit k € R%. On dit que S est une similitude de rapport
k si

—_— —
|M'N'|| = k||[MN||, VM, N e€P.

Exemple 2.10.8 1) Soit hay une homothétie du plan de centre le point A et de rapport
k € R*. Alors hay est une similitude de rapport |k|.

2) Soit S la transformation du plan qui & tout point M du plan d’affize z associe le point
M’ d’affize 2/ = az+b, ot a,b € C et a#0, alors S est une similitude de rapport |al.
3) Si S est la transformation du plan qui & tout point M du plan d’affize z associe le point
M’ d’affize 2/ = az+ b, 00 a,b € C et a # 0, alors S est une similitude de rapport |a|.
Faisons la vérification pour lexemple 2), l'exemple 3) se fait de la méme maniére, et les
homothéties ont la forme 2) :

Soient M(z) et N(w) deuz points du plan. Soient M' et N' leurs images par S. Alors

az + b et aw + b sont leurs affizes respectives.

e — G
IMN|| = |w = 2|, et k| M'N'|| = |a(w — z)| = |a| [ MN].

Exercice 2.10.9 Soit S une similitude de rapport k € R*.. Soit A un point quelconque
du plan. Montrer que hA% oS est une similitude de rapport 1 (c’est a dire, une isométrie).

Déduire, qu’il existe une isométrie T tel que S = hA7% oT.

Proposition 2.10.10 Soit S une similitude du plan. Alors S préserve la mesure des

angles en valeur absolue.
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Preuve. Pour tout M € P, notons S(M) = M’ et soit k le rapport de S. Soient M, N, P €
P. Alors

(M'N", M'P"y = | M'N"|||| M P'||cos(M'N", M' P)
Et on a aussi
— — 1, — — — —
MN' MP) = —S(IMN = MP = [MN|? ~ |MP?)
1, == — —
= —S (PN = [N = | MPP)
1 —
— —SK(IPN|? = | MN|? - |MP]?)

— K2(MN,MP)

— K| MN|||MP||cos(MN, MP).

D’ot1, on déduit que
— T
cos(MN, MP) = cos(M'N', M'P).

Avec un simple schéma, on peut voir que toute similitude conserve 'orientation des

angles, ou inverse l'orientation des angles. Donc on peut énoncer la définition suivante.

Définition 2.10.11 Soit S une similitude du plan.
1) Si S préserve les orientations, on dit que S est une similitude directe. 2) Si S inverse

les orientations, on dit que S est une similitude indi- recte.

Exemple 2.10.12 Soient a; b deux nombres complexes, avec a # 0. Alors :

1) Si S est la transformation du plan qui & tout point M du plan d’affize z associe le
point M' d’affize 2/ = az + b, alors S est une similitude directe de rapport |a|. En effet,
considérons le plan P muni du repére orthonormé (O, €1, €3). Soient A, M € P tel que A
a pour affize 1 et M a pour affize z, ot |z| = 1. Alors b est Uaffize de O' = S(O), a+b
est Uaffize de S(A) = A" et az + b est Uaffize de S(M) = M'.

Posons (O—1>4,O—]\>/[) = 0. M est l'image de A par une rotation de centre O et d’angle 0,
donc z = €. D’autre part, a et az = ae®® sont les affives respectives de (ﬁ et O'M'.
Donc (ﬁ,m) = 0. Do, S préserve l’orientation des angles.

2) Si S est la transformation du plan qui a tout point M du plan d’affze z associe le point
M’ d’affize 2/ = az + b, alors S est une similitude indirecte de rapport |a| (la preuve est

analogue a celle du premier exemple).
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Théoréme 2.10.13 Soit S une similitude du plan.

1) Si S est directe, alors il existe a,b € C, tel que a # 0 et S est la transformation du
plan qui a tout point M du plan d’affize z associe le point M' d’affre 2’ = az + b.

2) Si S est indirecte, alors il existe a,b € C, tel que a # 0 et S est la transformation du
plan qui a tout point M du plan d’affize z associe le point M' d’affize 2/ = az + b.

Preuve. Considérons le plan P muni du repére orthonormé (O, €1, €3). Soient A, M € P
tel que A pour affixe 1 et M a pour affixe z. Soit b I'affixe de O’ = S(O), « Daffixe de
S(A) = A’ et 2/ laffixe de S(M) = M.

Cas 1. S préserve l'orientation des angles. Soit
e s
(OA,OM) = (O'A",O'M") = 6.
Soit N le point du plan d’affxe HTLMW’ alors N est I'image de A par une rotation de centre
O et d’angle 6, donc
T
z=eY|OM]|.

De méme, comme
oA oM

) =6, alors

04| oM
Z—b g —D
= .
|O" M| |O"A'||

Or, si k est le rapport de la similitude S, alors

— —
|O'M'|| = k|OM]| et |[O'A'|| = k|| OAJ.

D’o1,
—

Y —b=0Me’(a—).
Donc on déduit que 2’ = (o — b)z + b.
Cas 2. S inverse l'orientation des angles. Soit (OA,OM) = 6, alors (O'A’,O'M") = —6.
On a toujours

P 4 L —

z = e?|OM]||, donc z = e ?||OM|.

Et on a

2 —b it a—b
—— = -
|O"M] lo" A"

On procéde comme dans le premier cas, on déduit que 2’ = (o — b)z + b.
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Exemple 2.10.14 1) Les rotations sont des similitudes directes.
2) Les symétries aziales sont des similitudes indirectes.

3) Les translations sont des similitudes directes.

Exercice 2.10.15 5@ S est une similitude du plan, et A, B et C sont 3 points alignés de

P, alors leurs images respectives par S, A", B' et C" sont alignés.

Exercice 2.10.16 Soit S une similitude directe non triviale (c’est a dire : différente de
Uidentité). Soient a,b € C tel que a # 0 et si M € P a pour affize z, S(M) = M’ a pour
affize az + b.

1) Montrer que S admet un point invariant si, et seulement si a # 1, et dans ce cas, le
point invariant est unique.

2)Veérifier que si S n’admet pas de point invariant, S est une translation.

Exercice 2.10.17 Soit S une similitude directe, d’expression complexe z — az + b, ot
a,b € C et a#0. Soient A,B, M € P. Soient A', B' et M’ leurs images respectives par
S. Montrer que

— = —

(AM, A'M') = (AB, A'B') = arg(a)[2n).
Remarque 2.10.18 Soit S une similitude directe. Si S admet un point invariant, il est

appelé centre de S. L’argument de a est appelé angle de S.

2.11 Solutions des exercices

FEzrercice 2.3.8.

L, L 342 (342)2-3)  (3+2)2+3)

2-3i  (2-30)2-3) (2-30)(2+3)
6+9i+4i+9 15+13i 15

2 + 32 3 13"

< (- () -

= =—2-2
4 4 2
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On peut bien aussi calculer les carrés des composantes de la fractions z; (numérateur et

dénominateur), et ensuite chercher la forme algébrique de 2 :

(1+%)?_ﬂ+2@?_1+@-4

Z9 =

1—i)  (1—-i2 1-2i—1
_ -3+ 4 _ (—3 + 44)i _ —4 -3 _ —2—§i
—2i (—24)i 2 2
Pour simplifier z3 on peut mettre les deux fractions de cette différence sur un méme
dénominateur :
1420 1-20 (14+2)(1+0) — (1 —2i)(1 —1)
e L —i)(1+19)
_ 14i+2i—2—14i+2i+2 :@:32,
1+1 2
Si on remarque que 1;3." = 11__3, on peut déduire que :
25 = 2ilm (1 i 2?)
1—1
Or;
1+2  (T+2)(1+d) 14i+2i—2 —1+4+3i
1—i (I—=9)(1+4) 1+1 2
Donc,

3
FEzercice 2.4.6.

Cherchons F' 'ensemble des points M (z = x + iy) tels que |Z—+" =1

Z—1
Mthodel :
ST e i = e — 1)
z—1
& (z+9)(Z2—1)=(—1)(2—-1)
& 2zt iz+l=22—2—-2+1
& —i(z—2)=—(2+42)
& —i2lm(z) = —2Re(z)
& Im(z) = —Re(2)
& r+y=0
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Ainsi, F est la droite d’équation x +y = 0.

\(F):y+><:D

Méthode2 : On considére les points A(—i) et B(1). On a alors :

z+1
z—1

=1 & |eti|=|z—1
& AM = BM

& F est la droite médiatrice du segment [AB]

Ezercice 2.4.7.

2+ 2P+ =2 = (2+2)e+2)+(z—2)(z—2)
= 2Z+ 22+ 22+ 422 — 22 — 22+ 2
= 2(zz+772)
= 2(|z* + 2]

Ezercice 2.4.8.

Soient u et v deux nombres complexes distincts et de méme module. Montrons que le
u+v

u—v

nombre complexe est imaginaire pur.

Puisuge u et v sont distincts et de méme module, ils sont tout les deux non nuls. On a
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alors,
u+v\  a+0 uwidur  |uP4ur o H+ut oD+ ub
u—v)  u—0 ut—uv |ul2—uv |2 —uv v —ud
v+ u  utvw
 v—u u—v

D’ou le résultat.

Ezercice 3.5.10.

Pour chercher un argument de z, il faut d’abord le mettre sous forme algébrique :

143 (1+a3)(V3 4D VB +i+3i -3
V3—i  (V3—-i)(V3+1) 4

Donc, arg(i) = 7 [27].

Ezercice 2.5.10.
Soit # un argument de u = 1+ et # un argument de v = —1 + /3.

L JuVT+I=+v2et || =vVI+3=V4=2

2. Argument de v : On a

cos(f) = ; sin(f) =

Sl
Sl

Donc, 0 = 7 [27].

Argument de v : On a

—1
cos(f) = 5 ; sin(6') =

| %

Donc, 0 = 2% [2n].

3. Ona |a] = |u| = v2; |uv| = [ul[o] = 2v/2; [0*] = |v]® = 8 et |4 = 14 = L2 = 5.
Pour les arguments on a :
arg () = — arg(u) = —7 [27]
arg(uv) = arg(u) + arg(v) = T +

arg(v?) = 3arg( ) = 3% =21 = 0[27]

) = i

arg (%) = arg(u) — arg(v) =
A. ALLA, N. BOUDI 51 A. HAJJI, H. MAHZOULI



2.11. SOLUTIONS DES EXERCICES CHAPITRE 2.

4. On a
u  1+i A+ (-1-iV3  —1—iV/3—i+V3
v ~1+iv3  (=1+iV3)(=1—iV3) 1+3
-1+v3 V3+1
= —1
4 4
Donc,
(—57r> s 143 .<—57r> =5 13
cos =—0 = ; sin =— =
12 NG 2v/2 12 = 22

5. On a |v?| = 8 et arg(v®) = 0 [27].
Donc, v* = 8(cos(0) 4 isin(0)) = 8.

FEzxercice 2.6.7.

Dans ce genre d’exercices, on factorise souvent par la moyenne des deux arguments :
5 = 610 + 6220 — 6319/2 (6—10/2 + 619/2) — 9 cos (9/2) 63Z9/2

= 2cos(0/2) (cos (30/2) + isin (cos(360/2))

o= 14 el = 02 (e—i9/2 _|_€i9/2>

= 2cos(6/2)e?? = 2cos (8/2) (cos (0/2) + isin (0/2))

Comme 0 €] —m;7[, /2 €] —7/2; w/2[, et par conséquent cos(f/2) > 0. Donc, 2 cos(0/2)

est bien le module de z et 2.

FErercice 2.8.5.

1. Soit z une racine réelle de (E). Alors, 2° —iz+1—1 = 0. Ainsi, (z3+1)—i(z+1) = 0.

Par suite, 2 +1 =0 et o + 1 = 0. Par conséquent, x = —1.

3

2. On divise z° — iz + 1 — i par z + 1 pour obtenir

P —iz+l—i=(2+1)(2*—2+1—1).
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Cherchons les solutions de I'équation (E') : 22 —z+1—1i = 0.
OnaA=1-41—-1i) =1+4i—4 =1+ 2(2)+ (20)* = (1 + 2:)% Donc, les

solutions de (E’) sont :

1—-1—-2: , 1+142 .
leT:_l ) ZQZTzl‘I—Z

Enfin, les solutions de (E) sont —1, z; et zs.

Ezercice 2.10.4.
1. (a) On a 23 +2.2?2 — 16 = 0. Donc, 2 est une solution de (E).

a=1, _q

b—2a=2 ’

24222 —16= (2 —2)(az? + bz +c) & == & b=4,
c—2b=0,

c=8.
—2c¢ = —16.

Don 2% + 222 — 16 = (2 — 2)(2* + 82 + 4).
(b) A =16 —4.8 = —16 = (4i)*. Donc, les racince de 2z + 8z + 4 sont

21:_4+4Z:—2+2@—2\/_<_£+ £>:2\/§ei3w/4

2
=T =—2—2=2V2 (—£ — z§> = 2V/2e7/4
Les solutions de (F) sont 2, z; et zs.
2.
ABCD est un parallélogramme < 1@ = ﬁ
<~ ZB — 2A=Zc — XD
S zo=z2pt+zip—za=2+4
3. r=rp- z) et r = =T(D;1)
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(a)

E=r(C) & zp—zp=ce '2(2¢c — 2p)
& zp—zp = —i(zc — zB)

& zp=—i(z2¢ —2B)+25=06

F=1(0C) & zp—2zp=¢e2(zc—2p)
& zp—zp =i(zc — zp)

& zp=i(z¢ —2p)+2p=—4+6i

op—za  —A+6i+2+2  —2+8i  i(2i+8)

25 — 24 6+2+2i  8+2  8+2i

On a alors,
AF T 2A =l|i|=1< AF = AFE < AFFE est isocéle en A
ZE — ZA

Et aussi,

arg ( F A) = arg(i) = B 27] < (AF) L (AE)

<  AFE est rectangle en A

FEzercice 2.10.9.
Soient M, N € P. Posons
S(M)=M'S(N)=N" et ha (M) =M", hy1(N') = N". Alors

k

X

\ 1 5
M'N" = M"A + AN" = Z(M'A+ AN') = =M'N

| =

D’on,

IMINT]| = S MN'| = [|M N
Ainsi, hA% oS est une isométrie. Posons 1" = hA,% oS.
Alors S = hapoT.

A. ALLA, N. BOUDI 54 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 2. 2.11. SOLUTIONS DES EXERCICES

Ezercice 2.10.15.

Clairement, on peut supposer que les points A, B et C' sont distincts deux a deux. Dési-
gnons par zi, 22 et z3 leurs affixes respectives et par 21, 2 et 24 les affixes respectives de
leurs images respectives A, B’ et C’. La famille {E, 1@} est lice. Donc il existe A € R
tel que 2o — 21 = (23 — 21).

Supposons d’abord que S est directe. Donc il existe a,b € C, ou a # 0 tel que si M(z)
est un point du plan, M’ = S(M) a pour affixe az + b. Considérons les affixes respectifs
a(zg — z1) et a(zz — z1) des vecteurs {1@, ,W} Alors a(zy — z1) = Aa(z3 — 21). Ainsi la
famille {A’B’, A’/C"} est liée.

Le cas des similitudes indirectes est traité de maniere analogue.

Ezercice 2.10.16.

Si a # 1, 'équation z = az + b admet une unique solution. Donc si a # 1, S admet un
unique point invariant.

Sia =1, comme S n’est pas 'identité, b # 0. D’oll S est une translation, et n’a pas de

point invariant.

Exercice 2.10.17.

Désignons par z1, 2o et z les affixes respectives de A, B et M. Alors z — 21 et 25 — 21 sont
—

les affixes respectives de AM et E Et par suite

(AM, AM") = arg(a)[2].

—
De méme pour (E, A'B).
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Chapitre 3

Polynoémes et Fractions Rationnelles.

Dans ce chapitre K désigne soit C soit R. Les éléments de K seront appelés les scalaires.

3.1 Définitions et opérations

Définition 3.1.1 i) On appelle polynome P a une indéterminée X et a coefficients dans
K toute suite (ag)gen nulle a partir d’un certain rang (c-a-d il existe n € N tel que

Vk >n, ap =0). On écrit P sous la forme
P:=P(X)=ap+a; X +aX*+ ...+ a, X" =X7_,a, X"

Les scalaires ayg, ..., a, sont appelés les coefficients de P et X est l'indéterminée.

On note K[X] l’ensemble des polynomes & une indéterminée et a coefficients dans K .
i1) Le polynome nul 0 est le polynome dont tous les coefficients sont nuls.

iii) On dit que deuzx polynémes sont égauz si et seulement si les suites consituées de leurs

coefficients sont égales.

Définition 3.1.2 (Fonctions polynomiales). Si P = X_ar X* € K[X], on appelle

fonction polynomiale associée, Uapplication :
P K—K
XY ap X

k=0
37
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Remarque 3.1.3 Sl n’y a pas d’ambiguité, on identifie le polynome avec la fonction

polynomiale associée.

Définition 3.1.4 (Somme de deux polynomes). La somme des polynomes P = X1_ ap X*
et Q = XM b X" est le polynome :

P+Q =X (ay, + by) X*

N. B : Les coefficients qui ne s’affichent pas dans lécriture de P et () jusqu’a 'ordre n+m

seront remplacés par des zéros.

Remarquons que I'addition (la loi +) est une loi de composition interne surK[X].

Proposition 3.1.5 (Propriétés de +). La loi (+) sur K[X]| vérifie les propriétés sui-
vantes :

Associativité : VP,Q,R € K[X], P+ (Q+ R)=(P+Q) + R.

Existence d’un élément neutre : Le polynéme nul est [’élément neutre pour la loi (+),
c’est a dire, P+ 0 =0+ P = P pour tout P € K[X].

Existence d’un symétrique : —P est l’élément symétrique de P, c’est a dire, P +
(=P) =P — P =0 pour tout P € K[X].

Commutativité : VP,Q € K[X], P+ Q =Q + P.

Autrement dit, (K[X],+) est un groupe commutatif

Démonstration. C’est une conséquence des résultats analogues sur les suites.

Définition 3.1.6 (Multiplication par un scalaire). Soient A € K et P = X7_jap X" €
K[X]. La multiplication de P par \ est l’élément de K|[X| défini par :

AP =7 dap X"

Proposition 3.1.7 VA, pn e K et P,Q € K[X], on a :
(1) A+ p).P=A\P+pu.P.

(2) M(P+Q)=AP+ Q.

(3) (Aw).P = A(p.P).

(4) 1.P=P.

(5) 0.P =
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Remarques 3.1.8 (1) La multiplication des polynémes par les scalaires est une loi de
composition externe.
(2) (K[X],+,.) est un K-espace vectoriel.

La multiplication entre polynomes est définie par analogie avec la multiplication entre

fonctions polynomiales.

Définition 3.1.9 (Multiplication de deuzx polynémes). Le produit des polynoémes P =
Ezzoaka et Q = EZ‘:Oka’“ est le polynome :

P x Q = ZZ:gLCka, ou Vk Cr = Zfzoaibk_i = Ziﬂ-:kaibj
S’il n’y a pas d’ambiguité, le produit des polynomes P et () est aussi noté PQ.

Proposition 3.1.10 (Propriétés de (x)). La loi (x) sur K[X]| vérifie les propriétés sui-
vantes :

Associativité : VP,Q,R € K[X], Px (Q x R)= (P x Q) x R.

Existence d’un élément neutre : Le polynome P =1 est I’élément neutre pour la loi
(x), c’est a dire P x 1 =1x P = P pour tout P € K[X].

Commutativité : VP, Q € K[X], PQ = QP.

Distributivité sur + : VP,Q,R € K[X],P(Q + R) = PQ + PR.

Démonstration. Exercice.

3.2 Degré d’un polynéme

Définition 3.2.1 Soit P = X7_,a;, X* € K[X]. On définit le degré de P, noté degP,
par :

- 81 P =0, on pose degP = —o0.

- Si P #0, alors degP = max{k € N/a; # 0}.

Remarques 3.2.2 Soit P € K[X].
(1) Si P = Sp_qar X* , on ne peut affirmer que le fail que degP < n. Il faut préciser

an, # 0 pour avoir degP = n.
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(2) Les polynomes de la forme a, X* s’appellent "monémes”.
(3) Si P € K[X] est de degré n € N (c-a-d,a,, # 0), on dit que a, est le coefficient
dominant (ou coefficient de plus haut degré) de P et que a, X" est le terme dominant.

(4) Lorsque le coefficient dominant de P est 1, on dit que P est unitaire.

Proposition 3.2.3 Soient P,Q € K[X] non nuls et A € K*. Alors,

(1) deg(P+Q) < max(degP, degQ). L’inégalité est stricte si et seulement si degP = degQ
et si les coefficients dominants de P et () sont opposés.

(2) deg(AP) = degP.

(3) deg(PQ) = degP + degQ. De plus le coefficient dominant de PQ est le produit des
coefficents dominants de P et ().

Démonstration. On pose P = X7_a; X* et Q = X 0, X* avec degP = n et degQ = m
(donc a,, # 0 et b, # 0).

(1) Si n = m, il est clair que P + Q = X7_,(ay, + b)) X* . Donc, deg(P + Q) < n avec
égalité si a, + b, # 0.

Sin>m,ona:

PH+Q=a, X"+ ...+ ap 1 X™ + 57 (ap + bp) X"

Ainsi, deg(P + Q) = n = maz{n, m}. De méme, si m > n,
deg(P + Q) = m = maz{n, m}.
(2) Le coefficient dominant de AP est Aa,, # 0. Alors, deg(AP) = n.
(3) On a :
PQ =110 e, X, ot Vk ¢ = BF aibr = Sipj—gaib;

Alors, ¢pim = anby # 0 est le coefficient dominant de PQ). Ainsi, deg(PQ) = degP+degQ.

Corollaire 3.2.4 Soient P,Q € K[X]. Alors,
(1) 81 PQ =0 alors P =0 ou @ = 0.
(2) Si PQ =1 alors P,Q € K

Démonstration. (1) On raisonne par contraposée. Supposons que P # 0 et @ # 0. Alors
deg(PQ) = degP + deg@ € N. Donc, PQ # 0. Absurde.

(2) On a degP + deg@ = deg(PQ) = 0. Donc, degP = deg@) = 0.
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3.3 Division euclidienne

Définition 3.3.1 Soient P,Q € K[X] non nuls. On dit que Q) divise P (ou que P est un
multiple de Q) s’il existe T € K[X] tel que P = QT. On note alors Q|P.

Exemples 3.3.2 (1) Le polynome (X — 1)(X — 2) divise le plynome

(X —1)*(X —2)(X2+ X +1).

(2) Le polynome O est divisible par tous les polynoémes mais il ne divise que lui méme.
(3) Si Q|P avec P non nul, alors degP > degQ, car on a P =TQ avec T # 0, et donc
degP = degT + deg(Q > degQ.

(4) Si A € K, alors \ divise tout polyndome non nul de K[X].

......

(1)VP € K[X] non nul, P|P.

(2)VP,Q € K[X] non nuls, P|Q et Q|P = 3\ € K" P = A\Q, (on dit qu’ils sont des
polynomes associés).

(3)VP,Q, R € K[X] non nuls, P|Q et QR = P|R.

Démonstration. Exercice.

Théoréme 3.3.4 (Division euclidienne) . Soient A, B € K[X] avec B # 0. Alors, il
existe un unique couple (Q, R) de polynomes dans K[X], tel que

A=BQ+ R etdegR < degB
Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. Existence : Si degA < degB, Q) = 0 et R = A conviennent.

On pose degA = n et degB = m. Montrons l'existence de cette division par récurrence
pour tout n > m. On pose d’abord A = X7_ ap X* et B = X7 by X*

Sin=m,Q =7y et R=A—§=B convient car deg(R) < degB.

Supposons la propriété (existence) vraie pour tout polynéme A de degré < n et montrons
la pour un polynome A de degré n + 1.

Le polynome A = A — = X" B est de degré < n.

Dong, il existe un couple (@1, R1) de polyndomes de K[X] tel que Ay = Q1B + Ry et
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degRy < degB.
Alors,

A:Al+Z_"Xn+1—mB:QlB+Rl+Z_an+1—m:(Q1+Z_an+1—m>B+R1

On pose Q = Q1 + g—;X”H_m et R = R;. On a bien le résultat.

Unicitée : Supposons lexistence de deux couples (Q1, R1) et (Q2, R2) qui satisfont a
la conclusion de ce théoréme avec Q1 # (Qs.
Donc, deg(Ry; — Ry) < max{degR;,degRs} < derB.
En outre, deg(Ry — Ry) = deg(B(Q1 — Q2)) = degB + deg(Q1 — Q2) > degB.
Ce qui est absurde.

Exemple 3.3.5 On a X° +2X3 —2X —2=(X?+ X)(X?+1) - 3X —2

Remarque 3.3.6 B|A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B

est nul.

Proposition 3.3.7 Soient P € K[X] et a € K. Alors le reste de la division euclidienne
de P par X — a est P(a).

Démonstration. Soit P = Q(X —a)+ A avec A € K la division euclidienne de P par X —a.
Alors, P(a) = A

Exercice 3.3.8 Soit P € R[X], tel que P(0) = P(2) = 1 et P(1) = 2. Déterminer le
—1)(X —2).

reste de la division euclidienne de P par X (X

Le résultat suivant est la base de I'algorithme d’Euclide, qui permet de déterminer le plus

grand diviseur commun de deux polynémes :

Proposition 3.3.9 (Algorithme d Euclide). Soient A et B deuz polynomes de K[X]
avec B # 0.
Si Q) et R sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de A par

B, alors les diviseurs communs a A et B sont les mémes que les diviseurs communs a B

et R.
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Démonstration. C’est une conséquence des égalités A = BQ) + R et R = A — BQ.

Théoréme 3.3.10 Soient A et B deux polynomes de K[X]. Il existe un unique polynome
nul ou unitaire D de K[X| dont les diviseurs sont les diviseurs communs de A et B ; ¢’est-

a-dire tel que l'on ait :

VP € K[X], (P|A et P|B) < P|D).
De plus, il existe deux polynomes U et V tels que AU + BV = D.

Le polynome D est appelé le plus grand commun diviseur de A et B et noté
D :=pgcd(A,B) ot D :== AN B.

Démonstration. Existence : démontrons par réccurence sur n que si degB < n alors pour
tout polynome A, il existe un polynome D dont les diviseurs sont les diviseurs communs
de A et B, ainsi que U et V tels que AU + BV = D.
» Sin =0, alors B =0, il suffit de prendre D = A, U=1et V =0.
» Supposons le résultat vrai pour n. Soient B de degré < n + 1 et A quelconque.
Si degB < n, 'hypothése de réccurence donne immédiatement le résultat. Sinon, B est
non nul ; soient respectivement () et R le quotient et le reste de la division euclidienne de
A par B. Comme degR < degB, on a degR < n et I'hypothése de réccurence nous donne
I'existence d’un polyndéme D dont les diviseurs sont les diviseurs de R etB, ainsi que U,
et Vi tels que

(x) BU; + RV; = D.

D’aprés la Proposition 3.9, les diviseurs communs de A et B sont les mémes que ceux
communs de B et R, et donc sont les diviseurs de D. D’autres part, la relation (x) donne
D = BU, + (A — BQ)V1.

Alors, D = AV} + B(U; — QVY).

Donc, U = Vi et V = U; — QV; convient.

Pour 'unicité, il suffit de remarquer que s’il y a deux polynoémes nuls ou unitaires D et
D’ qui satisfont cette propriété alors D|D’ et D'|D. Alors D = D’

Remarque 3.3.11 Comme pour le cas des entiers, le calcul du pged est basé sur ’algo-
rithme d’Fuclide.

Appliquons cette méthode aux deux exemples suivants :
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Exemple 3.3.12 Calculons le pged de P = X3 +2X?2 — X —2 et Q = X? +4X + 3.
On a
X342X?2 - X —2= (X2 44X +3)(X —2) +4X + 4, et
3

1
X2 44X +3= (X +4)(7X + 7).

Donc,
pgcd(P, Q) = pged(Q,4X +4) = X + 1.

Exemple 3.3.13 Trouvons PAQ, ot P =2X3 —4X? — X + 2,
Q= X3_3X24+3X —2.

Posons
ROIQ. P:Q1R0+R1, 0’11@1:2, R1:2X2—7X—|—6
P/\ROIR(]/\Rl.
1 1 7 7
R0:Q2R1+RQ, 0ﬂQ2:§X+Z_L’ RQZZX_§
RU/\Rlle/\RQZRl/\(X—Q)
Rleg(X—2)+0, 0UQ3:2X—3
Donc

PANQ=X-2.

Remarque 3.3.14 Remarquons que comme pour les entiers, le pgdc est le dernier reste

non nul.

Définition 3.3.15 Deux polynomes sont dits premiers entre eux si leur pged est 1 (c-a-d ;

les seuls diviseurs communs de A et B sont les constantes).

Exemple 3.3.16 (1) Soient a et b deux éléments distincts de K. Si p et q sont deux
entiers naturels, les polynomes A = (X — a)? et B = (X — b)? sont premiers entre euz
puisque les diviseurs unitaires de A sont les polynomes

(X —a)¥, avec k < p, et que parmi eux, seul 1 divise B.

(2) A =0, alors A et B sont premier entre eux si et seulement si le polynome B est

constant non nul.
A. ALLA, N. BOUDI 64 A. HAJJI, H. MAHZOULI



CHAPITRE 3. 3.4. RACINES, RACINES MULTIPLES

Proposition 3.3.17 (Identité de Bézout) Les polynomes A et B de K[X] sont pre-
miers entre eux si et seulement si il existent U et V de K[X] tels que AU + BV = 1.

Démonstration. Si A et B sont premiers entre eux, alors d’aprés Théoréme de pged, il
existe U et V' de K[X] tels que AU + BV = 1.

Si il existe deux polynomes U et V tels que AU + BV = 1, alors tout diviseur de A et
B divise AU + BV = 1. Donc, de degré 0. On en déduit que A et B sont premier entre

ceux.

3.4 Racines, Racines multiples

Définition 3.4.1 Soit P € K[X] et A € K. On dit que \ est racine de P alors que
P(\) =0.

Proposition 3.4.2 Soit P € K[X] et A € K. Alors, A est racine de P si et seulement si
(X=XN)|P

Démonstration. D’aprés Proposition 3.7, la division euclidienne de P par (X — \) est de
la forme P = (X — A\)@ + P(\). Donc, A est racine de P si et seulement si (X — \) | P.

Exercice 3.4.3 Soit P un polynome de K[X].
p

(1) Montrer que si ay,as, .., a, sont p racines disctinctes de P, alors H(X —a;) divise P.
(2) En déduire que tout polynome de degré n de K[X| ademt au plus n racines distinctes.

Cela nous conduit a la définition des racines multiples.

Définition 3.4.4 Soit P € K[X] et A € K. On dit que X est racine d’ordre de multiplicité
k (k € N*) de P lorsque (X — \)* divise P mais pas (X — \)*L.

Remarque 3.4.5 — St Dordre de multiplicité est 1, on parle de racine simple.

— 8i (X = Nk | P, alors Uordre de multiplicité est au moins k.

Si on définit la dérivation des polynéomes d’une maniére analogue a celle des fonctions
polynomiales associées, la dérivation sur les polynémes conserve les mémes propriétés que

sur les fonctions. Et on a le résultat suivant :
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Proposition 3.4.6 Soit P € K[X] et A\ € K. Alors, \ est racine d’ordre multiplicité au
moins k (k € N*) de P si et seulement si

PA) =P\ =..=P*D\) =0

Démonstration.

Supposons que A est racine d’ordre multiplicité au moins k de P.
Done, (X — \)¥ | P. Par suite, il existe Q € K[X] tel que

P = (X —)\)*Q. Donc, P(\) =0 et

P'=(X-N"Q+ (X - NQ =X -N"Q+ (X -N).

Ainsi, P/(A\) =0 et (X — N 1| P

En répétant la procédure par dérivation successive de P, on obtient le résultat.
Montrons par réurrence que si

P(\) = P'(\) = ... = PED(X\) =0 alors (X — \)* | P.

Si P(A) =0 il es clair que (X — A) | P. Alors l'assertion est vraie pour k = 1. Supposons

qu’elle reste vraie pour k.

Soit P tel que P(\) = P'(\) = ... = P*¥(\) = 0. Puisque P(A\) =0, on a (X —\) | P.

Ainsi, il existe Q € K[X] tel que P = (X —A\)Q. Eton a P’ = Q+ (X —\)Q'. On a alors,

Q=P — (X -\ Donc,

Alors, Q\) = Q' (\) = ... = Q¥ ()\) = 0.
Donc, (X — A\)¥ | Q et par suite (X — N1 | P.

Proposition 3.4.7 Soit P € K[X] tel que degP < n avec n € N. Si P admet n + 1

racines distinctes alors P = 0.

Démonstration.

Supposons P # 0 et notons Ay, Ag, ..., A\,y1 € K les racines distinctes de P.
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On a (X — \y) | P implique lexistence d’un polynéme P; tel que P = (X — ;) P;. Donc,
Pi(N\;) =0pouri=2,..,n+1 (en effet \y — \; # pour tout ¢ # 1). De méme, il existe Py
tel que P = (X —X\o) Py et Py(\;) = 0 pouri = 3,..,n+1. Donc, P = (X —A\)(X —A\2) Ps.
Par récurrence, on aura un polynéme P, tel que

P=(X- )X —=X)...(X = \y1)Pus1-

Donc, deg P > n + 1. Ce qui est absurde.

3.5 Factorisation d’un polynéme

Définition 3.5.1 Un polynome de K[X] est dit irréductible si
— o degP > 1,
— o les seuls diviseurs de P sont les constantes non nulles et les polynémes associés
de P.
C’est-a-dire tel que P soit non constant et que pour tout A, B € K[X], on ait :

P=AB = (degA=0 ou degB =0).

Remarques 3.5.2 1. Lirréductibilité dépend de l’ensemble K dans lequel on se place.
Par exemple P = X? + 1 est irréductible dans R[X]. Par contre P est réductible
dans C[X]. En effet (X +1) | P.

2. Tout polynéme de degré 1 est irréductible, puisque le produit de deuz polynémes non
consatants est au moins de degré 2 (c-a-d, si P = AB alors 1 = deg A + deg B, et
done deg A =0 ou deg B=0).

3. Un polynome irréductible dans K[ X| possédant une racine a € K est nécessairement

de degré 1. En effet, il est divisible par (X — a) qui lui est donc associé.

4. Un polynéme qui n’admet pas de racine dans K n’est pas nécessairement irréductible
dans K[X] comme le prouve l'ezemple de (X* + 1)* dans R[X].

5. En revanche un polyndome de degré 2 ou 3 qui n’a pas de racine dans K est irré-
ductible, puisqu’une décomposition non triviale d’un tel polynome utilise nécessai-
rement un polynome de degré 1 (c-a-d P = AB implique 2,3 = deg A + deg B.
Alors, deg A =1 ou deg B =1 et donc P admet une racine. Absurde.)

6. Un polynome de R[X] de degré 2 est irréductible dans R[X] si et seulement si son

discriminant est négatif.
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Le théoréme suivant est admis :

Théoréme 3.5.3 (Théoréme D’Alembert-Gauss) Tout polynome dans C[X| admet

une racine.

Le théoréme de D’Alembert-Gauss permet de montrer que les irréductibles de C[X]

sont exactement les polynomes non nuls de degré au plus 1. Il en résulte que :

Proposition 3.5.4 (Théoréme de factorisation cas complexe) Si P € C[X] est de
degré n et de coefficient dominant a,,, ils existent z1, z3, .., zi, € C distincts et oy, g, .., €

N* tels que :

k
o+ oy + .. +ap,=n et P:anH(X—zi)‘”
i=1
Démonstration.
Montrons le résultat par récurrence sur n.
» Si P=aX +baveca#0, P=a(X +b/a).
» Supposons que tout polynéme de degré au plus n se factorise comme anoncé. Soit P
un polynome de degré n + 1.
D’aprés le théoréme de D’Alembert- Gauss, P a une racine complexe z;.
Notons «; son odre de multiplicité. Si a; =n + 1 alors P = a,(X — z;)".
Sinon, il existe @ € C[X] tel que P = (X — 21)*'@ et z; n’est pas une racine de Q.
On a deg P = deg@Q + a; et P et Q ont le méme coefficient dominant a,,.
Par hypothése sur @ (car deg@ = n + 1 — a; < n), ils existent 2o, .., 2, € C distincts et

différent de z; (car z; n’est pas une racine de Q) et g, .., ap € N* tels que :

k
s+ ... +ap =deg) et QzanH(X—Zi)ai

i=2
Donc,

k
agtas+ ... +ap=a+deg@Q =degP et P=(X—2)"Q = anH(X—zi)a"

i=1
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Exercice 3.5.5 Factoriser dans C[X| les polynomes P = X*+1 et Q = X* + X? + 1.

Exercice 3.5.6 Soit P = iziXi € C[X] et r € N. On pose P = iz_lXZ Montrer
que - i=0 i=0
1. Pour a € C, P(a) =0 <= P(a) = 0.
2. Pour a € C, « est une racine de P d’ordre r si et seulement si & est une racine
de P d’ordre r.

3. Montrer que si les coefficient de P sont réels alors les racines complexes de P sont

deux & deux conjuguées et de méme ordre de multiplicité.

Proposition 3.5.7 (Théoréme de factorisation dans R[X] ) Si P € R[X] est de

degré n et de coefficient dominant a,,, Alors P s’écrit de maniére unique sous la forme :

p q
P=a, [J(X = M) [[(X? = 5;X + 1)
1 j=1

ot Ai, ..., \p sont les racines réelles de P avec multiplicité o, ..., et fj € N et s5,t; € R

2
avec s; — 4t; <0

Démonstration.
Existence : On écrit la factorisation dans C, on isole les racines réelles. Les racines restantes

sont conjuguées deux a deux et de méme ordre de multiplicité. On les regroupe :
(X = 2)7(X = 7)" = (X* = 2(Re(2) X + [2*)7.

Ces polynoémes de degré 2 sont de discriminant strictement négatif, car sans racine réelle.
Unicité : deux décompositions différentes fournissent deux décompositions différentes

dans C, ce qui est impossible.

Remarque 3.5.8 — Dans cette factorisation comme dans la factorisation dans C[X],
il ne faut pas oublier le coefficient dominant.

— Il est clair aussi que les irréductibles de R[X| sont exactement les polynomes non

nuls de degré au plus 1 et les polyndomes non nuls de degré 2 de discriminant

strictement négatif.
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Exemple 3.5.9 Pour factoriser dans R[X], il y a essentiellement 3 méthodes. Fzpliquons

les sur Uexemple de X* + 1.
1. Coefficients indéterminés : (la plus systématique) On pose a,b,c,d € R tels que :

X'+ 1=(X?*+aX +b0)(X?+cX +d)

On développe et on identifie les coefficients. On trouve :

a+c =0
d+b+ac =0
ad + be =1
bd =1

On en déduit a = —c =2 etb=d = 1. Donec,
X441 =(X2+V2X + 1)(X2=V2X +1)

On vérifie alors que ces deux polyndmes sont de discriminant négatif.

2. Factorisation directe (la plus astucieuse) On remarque que
X411 = (X' 42X241)—2X% = (X2+41)—2X% = (X2 +1-V2X) (X2 +1+V2X)

3. Passer par C : On r’esoud dans C léquation (X*)? +1 = 0 (comme vue dans

le chapitre des nombre complexe). On obtient les 4 racine {E(l + i),ﬁ(l -

(—1+1)}.0n regroupe chaque racine et sa conjugué, pour avoir

i)vﬁ(_l_i)vﬁ
4 _ _ i 7 _ i - i 7 L — 1
X' +1=[X \/5(1 +1))(X \/5(1 )X+ \/5(1 +i)(X + \/5(1 )]

XP41=(X2=V2X +1)(X2+V2X +1)

Exercice 3.5.10 Décomposer les polyndomes sutvants :
L X*+X%+1
2. X84+ X1+1
5. X0+1

en produits de polynomes irréductibles sur R[X]
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3.6 Fractions rationnelles

Définition 3.6.1 Une fraction rationnelle de K[X] est le quotient de deux polynomes A
A
et B de K[X] avec B # 0. Cette fraction est noteé F := 5 On note K(X) l'ensemble

des fractions rationnelles des polynomes de K[ X].

On dit que deux fractions rationnelles B et D sont égales si AD = BC' (comme dans Q)

A
On dit que la fraction — est irréductible si les deux polynomes A et B sont premiers entre
euz (pgcd(A, B) =1).
P
Tout polynome de K[ X]| est identifié a la fraction rationelle T

Remarque 3.6.2 (Opérations sur les fractions rationnelles) Les opérations sur les

fractions rationnelles sont analogues a celles dans Q.

Proposition 3.6.3 Toute fraction rationnelle F' € K(X) admet une représentation irré-
ductible (c-a-d, ils existent P,Q € K[X] avec Q # 0 tels que P et Q sont premiers entre

P
eur et F' = —
Q)

Démonstration.
Soit 7 Une fraction rationnelle. On pose D = pged(A, B). Donc, ils existent P, Q € K[X]

A P
tels que A = DP et B = D(@. On a AQ) = BP. Donc, 5= 6 Si R est un diviseur

commun de P et () alors RD est un diviseur commun de A et B, et donc divise D. Alors,

R est une constante. Par suite P et () sont premiers entre eux.

Définition 3.6.4 (Racines, poles) Soit I une fraction rationnelle de forme irréductible
P

6.
— On appelle racine de F toute racine de P.
— On appelle pole de F toute racine de ().
— Si a est une racine (respectivement un pole) de F # 0, Uordre de multiplicité de a

est 'ordre de multiplicité de a en tant que racine du polyndéme P (respectivement

Q).

Attention /1!
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— Un élément de K ne peut pas étre a la fois racine et pole d’une fraction rationnelle.

- ) ) ) ) v . R
Les racines et les poles d’une fraction rationnelle ne peuvent étre obtenus qu a
3

n’admet 1 ni comme
X2+ X +1
X+1

partir d’'une forme irréductible. Par exemple, F' = 71

racine ni comme pole, car pged(X?—1,X?—1) = X —1. Et donc, F =

A
Définition 3.6.5 (Partie entiére) Soient F' = 5 € K(X) une fraction rationnelle et
A = BQ+ R la division euclidienne de A par B (Q, R € K[X]| et deg R < deg B). Alors,

Q) est appelé la partie entiére de F et on a

R
F=Q+~—
Q+B

On admet la proposition suivante.

A
Proposition 3.6.6 (Partie polaire) Soient F' = 5 € K(X) une fraction rationnelle et

a € K un pole d’ordre de multiplicité n. Alors F s’écrit de maniére unique de la forme

an &%) Qp
F— T IR -
X—a  X—ap T xZap T

0l oy, g, ..., ap, € K el a n'est pas un péle de Fy. En plus, les poles de Iy sont les péles
de F sauf a, avec les mémes ordres de multiplicité.

La quantité :
n

Z Qi _ . + @2 +...+L
iZl(X—a)ai_X—a (X —a)? (X —a)"

s’appelle la partie polaire de F relative au pole a.

Meéthode pratique.

A A
1. Si l'ordre de a est 1, on peut écrire — = ——— ou () est un polynoéme n’ad-
p B (X—a)0 Q poly
mettant pas a pour racine. On cherche le scaliare « tel que :
A Q A

B X_a B

En multipliant cette égalité par X — a on obtient :

A N (X —a)A

— = -

Q B’
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Ala) _

ce qui, en substituant a & X, donne

Q(a)
Au lieu de perdre le temps a factoriser B par X — a, on peut remarquer que si
A
B = (X —a)Q alors B'=Q + (X —a)Q'. Donc, B'(a) = Q(a). Donc, a = B’<(a))'
a

A A

B (X -a)Q

n’admettant pas a pour racine. On cherche les scalaires « et § tels que :
A « B A

EZ(X—a)2+X—a+§

2. Si ordre de a est 2, on peut écrire oll () est un polynome

En multipliant cette égalité par (X — a)? on obtient :

A (X —a)?A
g X — At kel
0 a+ B( a) + Il
A
ce qui, en substituant a 4 X, donne (a) =
Q(a)
On a
A a  A-aQ B A
B (X—-a?> B  X-a P

En plus, A(a) — aQ(a) = 0. Alors X — a divise A — aQ. Soit A; tel que A —a@ =
(X —a)A;. On cherche f tel que
Ay o] A

+ —. Cela nous rameéne au premier cas.

X-a)Q X-a B’
2A(a)

Comme dans le premier cas, on peut montrer que o = ———*
B®(a)

X% +1

Exemple 3.6.7 Soit F = m

. Les poles de F' sont 0 el 1.

o
1. La parite polaire relative a 0 est X aveca =1/1=1

2. La partie polaire relative a 1 est on_ ] + X —1) avec
g=2/1=2.
Comme :
P 2 XXX X -1
(X —1)2 (X —1X

On en déduit o« = 3/1 = 3.
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A
Théoréme 3.6.8 (Décomposition en éléments simple dans C(X)) Soit F' = — €
C(X) et soient ay,as, ...,a, les poles distincts de cette fraction d’ordres de multiplicité

respectifs r1,7r9, ...,y . Alors, F s’écrit de maniére unique sous la forme :

n T4 )\

j k
F=E _TwE
(L)

i=1 k=1
ot E est la partie entiére de I et les \; i, sont des complezes.
Démonstration.

L’unicité de la partie entiére provient de 'unicité de la division euclidienne. En plus, pour

1<j<n,ona:

i /\k: & )\zk:
F= — " 4 F avec Fji=FE+ —_
£ (X —ay)F T ! %;(k(X—mﬁ>

—_

r

(&

Aik

———— est la partie
(X —a;)t

I est clair que la fraction Fj n’admet pas a; pour pole. Donc,

k=1
polaire relative au pole a;. D’ou l'unicité de Aj1, Aja2, ...; Ajps-

On montre 'existence par récurrence sur n le nombre des poles.

» Si F' admet un seul pole a d’ordre r. Alors, par Proposition 6.6

S B S
X —a (X —a)? (X —a)" B

/
oit A1, Ag, ..., Ay € C et — irréductible et n’admet aucun pole. Donc, B est un polynome

de C[X] qui n’admet aucune racine. Alors, c¢’est une constante non nulle. Donc, E :=

A/ >\1 )\2 /\T

— € C|X]. Al A=1HB cvr+———)+BFE. Or, (X —a)"
€ C[X]. Alors, (x) (X—a+(X—a)2+ +(X—a)7“)+ r, ( a)

. A1 Ao Ar

d B. D =B e

ivise onc, R <X—a+(X—a)2+ +(X—a)’“>

Alors,

(x) est la division euclidienne de A par B. Ainsi, F est la partie entiére de F.

€ C[X] et deg R < deg B.

» Supposons la propriété (existence) vraie pour les fraction de n poles distincts et soit F

de n + 1 poéles distincts aq, as, .., a1 d’ordre 71,75, .., 7,41 respectivement. Donc,

AL Al2 ALy Al

F = ’ J e (Rt L —
X—a " X—ar T X o) B
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/
ol A1, 12,..., 1 € Cet o irréductible et ses poles sont as, .., a, 1 d’ordre 79, .., 711
/

respectivement. Alors, par hypothése de récurrence, s’écrit de maniére unique sous la

B

5 S Tt

/
ou FE est la partie entiére de o et les \; ;, sont des complexes.

Alors,

A A (as gy IS VA
ALk i
== -+ E+ E | =E+) o

k=1 =1

forme :

<
=

n+1 T
Ai
Or, (X —a;)" divise B pouri =1,..,n+ 1. Donc, R = B ( Z ( Zm ) > €

i=1 \ k=1
C[X] et deg R < deg B. En outre, A = BE + R. Alors, par unicité de la division eucli-

dienne de A par B, F est la partie entiére de F.

X° +

Exemple 3.6.9 (1) La partie entiére de F = X(X =12

est X?4+2X +3. Exemple 5.6.7,

nous donne donc :

1 2 3
F=X?4+2X+3+— .
+2X + +X+(X_1)2+X_1

(2) Soit F = 1 Les poles de F sont 1,e27/5 47/5 e6m/5 o87/5 L partie polaire
] . f4@dk)
relative au pole wy = (™5 (avec k = 0,1,2,3,4) est il ) =
P = ( ) 1 ,4) es X o 0l B/(wr) avec
A=1etB=X°—1. Done, oy, = 5l = % Alors, puisque la partie entiére est nulle,
Wi

on a .

4
= EE: 5 )( a%

k=0

Meéthode pratique pour décomposer une fraction rationnelle dans C[X].
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P
Soit F = — une fraction rationnelle a coefficients complexes dont les podles sont

ai, as, ..., a, d’ordre respectifs r1,ry,..,7,. Sa décomposition est de la forme :

n ri )\l
e (St )

i=1 \ k=1
Les coefficients ), ,, se calculent immédiatement

a 'aide des formules :
P(CLZ) T1|P(CLZ)

N = B~ Q0 (ag)

avec Q = (X — ;)" Q;.

Si tous les poles sont simples, on a ainsi la décomposition en éléments simples. Sinon,
_i’r;' - et on recommence. Mais, il est souvent bea-
coups plus rapide de déterminer les derniei“s coeflicient en utilisant les méthodes suivantes :

on retranche & F' chaque fraction

Si la fraction est a coefficients réels.. Si a est un pole non réel de F d’ordre r,

alors @ est aussi pole d’ordre r et les coefficients des parties polaires associés a a

et @ sont conjugués deux a deux.

Si la fraction est paire ou impaire.. Si une fraction rationnelle est paire ou im-

paire, sa décomposition doit refléter cette propriété. On en déduit alors des rela-

tions sur les coefficients (le nombres d’inconnues diminue environ de moitié).

Utilisation de la méthode lim xF(z).. Supposons que deg P < deg Q.
T—00

Si la fonction z — xF(x) a une limite finie en l'infini, on peut ainsi trouver des

relations entre les coefficients des termes en de la décomposition de F.

S’il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer.. Lorsqu’il ne reste plus qu'un

ou deux coefficients & calculer, on peut substituer & X une ou deux valeurs simples.

Exemple 3.6.10 La fraction F = se décompose en éléments simple sous la

(X217
forme :
po_ . b L c n d
X -1 X+1 (X-1)2 (X +1)2
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On a
a b c d —a —b c
F(X)=F(-X)= = —
M) =FX) =ty e ey s X1 X1 e X
4
Donc, a = —b et ¢ = d. En outre, c = ——— = 1. Donc, ¢ = d = 1. En plus,
(1+1)?

4=F0)=—-a+b+c+d=—a+b+2. Alors, b—a=2. Ainsi, b=1 et a = —1. Par

suite,
1 1 1 1

F=—
X—1+X+1+(X—1)2+(X+1)2

On admet le théoréme suivant :

A
Théoréme 3.6.11 (Décomposition en éléments simple dans R(X)) Soit 5 € R(X)
une fmction irréductible. On pose

q
=b, H — a;) H (X% — 5; X + tj)ﬁf ol ai, ...,a, sont les racines réelles de B avec

7j=1
multzplzczte r1,....,7p et B; € N et s5,t; € R avec s? —4t; <0, la décomposition de B en

élément irréductible dans R[X]. Alors, 5 s’écrit de maniére unique sous la fomre :
q B; Qi+ B X
=B (Bt ) S (Sweiin

A
ou E est la partie entiére de 5 et les Ni g, ok, Bk sont des réels.

Exercice 3.6.12 Décomposer en éléments simple dans C[X] et dans R[X] les fractions

suantes :
3
P 10X
(X2 +1)(X2%2—4)
AUX —
g po2X-2)
X7+ 17

3.7 Supplément de cours

Définition 3.7.1 Soit n € N. On note K,,[X]| l'ensemble des polynémes de degré au plus
n;

K,[X] :={P € K[X] / degP < n}
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Remarque 3.7.2 (K, [X],+,.) est un sous espace vectoriel de (K[X],+,.)

Proposition 3.7.3 ((Identité de Bézout)) Les polynomes A et B de K[X] sont pre-
miers entre eux si et seulement si il existe U et V de K[X] tel que AU + BV = 1.

Démonstration. Si A et B sont premiers entre eux, alors d’aprés Théoréme 3.10, il existe
U et V de K[X] tels que AU + BV = 1.

S’il existe deux polynomes U et V tels que AU + BV = 1, alors tout diviseur D de A et
B divise AU + BV = 1. Donc, D est de degré 0. On en déduit que A et B sont premiers

entre eux.

Théoréme 3.7.4 ((Formule de Taylor pour les polynémes)) Soient P € K[X] un

polynome de degré n et soit a € K. Alors

Démonstration. Par un procédé de récurrence, on vérifie d’abord que si A € K, n, ke N*,

alors

(X =) =

Ecrivons maintenant

Alors

P(X) =) a(X —a+a) a; ( ' > (X — a)fai™*
=0 =0 k=0

Ainsi, il existe Ag, ..., A\, K, tel que

Trouvons ces coefficients \; en dérivant successivement P. On a

PO(X) = STA[X-)]®.
i=k
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Donc

D’o1,

PR () = k).
Et on déduit 'égalité désirée.

Proposition 3.7.5 Soient A, B € K[X] deuz polynomes non nuls. Alors il existe un
et un seul polynome unitaire M de plus petit degré vérifiant A/M et B/M. De plus, si
M, € K[X] et A/My et B/My, alors M /M.

Notation. Avec les notations de la proposition ci-dessus, M est noté ppcm(A, B) ou
AV B.
Démonstration. Pour simplifier, supposons que A et B sont unitaires. Donc le produit AB
est aussi unitaire.
Supposons d’abord que A A B = 1. Alors il existe U, V € K[X] tel que UA + BV = 1.
Montrons que AV B = AB. On a A/AB et B/AB. Si M, est un multiple commun de A
et B, alors My = UAMy + V BM,. Par suite AB/M,.
Supposons maintenant que A A B = D € K[X]. Ecrivons A = DAy et B = DB, oi
Ay, By € K[X].
Alors Ay V By = Ay By, puisque Ag A By = 1.
Montrons que AV B = DAyB,.
On a A/DAyBy et B/DAgBy. De plus, si My est un multiple de A et B, alors D /M.
Ecrivons My = DM" ou M" € K[X]. Alors M" est un multiple commun de A et By, par
suite AgBy/M". D’ot, DAgBy/M,.

Exemple 3.7.6 Soient A = X+1 et B =X -3 dans K[X]. Alors AVB = (X+1)(X-3).

3.8 Solutions des exercices

Ezercice 3.8 . Soient Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X (X —1)(X —2). Donc,

P=XX-1DX-2)Q+R et degR<2
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Alors, R(0) = P(0) = let R(2) = P(2) = let R(1) = P(1) = 2. On pose R = aX?+bX +c
avec a, b, c € R. 1l est clair que ¢ = 1 car R(0) = 1. En outre,

R(2) =1 da+20+1 =1 a —=-1
< <
R(1) =2 a+b+1 2 b 2
Par suite, R = — X2+ 2X + 1.

Ezercice 4.3 . (1) La démonstration sera par récurrence sur p (le nombre des racine).
» Sip =1, le résultat découle de Proposition 4.2.

» Supposons la propriété vraie pour p, et démontrons le pour p + 1. Soient ay, ag, ..., @pi1
p

des racines distinctes d'un polynéme A. D’aprés 'hypothése de réccurence, H(X — a;)

i=1
divise A. Alors, il existe B € K[X] tel que

p
A=B][(X - a)
i=1
Comme a4 est racine de A, on a
p
0= B(ap+1) H(%H — a;)
i=1

ce qui prouve que B(ay,+1) = 0. Alors, (X — ap41) | B. Donc, il existe C' € K[X] tel que

B=(X ~ a,01)C

Alors,
p p p+1
A=B][(X - a) =CX - ap1) [[(X —a)) = CT[(X — @)
=1 =1 =1

(2) Soit P un polynome de degré n. Supposons que P admet n + 1 racines distinctes
n+1
ai, ag, .., any1. Alors, d’aprés (1), H(X —a;) divise P. Cest-a-dire qu’il existe @ € K[X]
i=1
tel que
n+1

P:QH(X—CLZ-)

=1
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D’ot, deg P = deg Q +n + 1 > n. Absurde.

Ezercice 5.5 . (1) Factorisation de P = X* 4+ 1 dans C[X] : On pose z = ¢ avec
6 € [0, 2.

k
+ 5 avec k e {0,1,2,3}

x4+1:O<:)64i9:em<:>0:% 5

Donc, les racines de P sont

(e 2

21 = et = — —

! 2 2

Z9 = € 4 :—7—1—@7:—21
23—64:—7—7,7:22:—21
24 =€ 4 = — —1— =21
\ 2 2

Donc,
P=(X—-2)X-2)X+2)(X+7)

(1) Factorisation de Q@ = X* + X? + 1 : 1l suffir de chercher les solutions dans C de

Iéquation 224+x+1 = 0 et déduire celles de I'équation 2*+2%+1 = 0, et ainsi factoriser Q.

Ezercice 5.6. (1) Si « est une racine de P alors Zzio/ = 0. Donc, Z zia! = 0. Ainsi,

=0 1=0
n

g zZ;a' = 0. Par suite, P(@) = 0.
i=0 o
Inversement, si @ est une racine de P, alors par ce que précéde @ = « est une racine de

P=Pr.

(2) 11 est clair que pour tout polynome A = Z a;X'=0€ C[X],on a:
=0

n
(A) => ia X" =A
i=1
Soit a € C. Le complexe « est une racine de P d’ordre r si et seulement si

PN =P\ =..=P* DN =0 et PN #0
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C’est-a-dire en conjuguant :

PA) =P\ =..=PEDX)=0 et PFX) #0

Ce qui est equivaut & :

PO =@M =..=(P)*FIN) =0 et (P)FR)#£0

C-a-dire que @ est une racine de P d’ordre r

(3) Si les coefficients de P sont réels et a une racine complexe (non réel) de P, alors
par (1), @ est une racine de P. Or, P = P. Donc, @ est aussi une racine de P. Donc, les
racines de P sont deux a deux conjuguées. Si « est une racine multiple d’orde r, alors par

(2), @, est aussi une racine multiple de P = P de méme ordre.

Frercice 5.10.

1. Factorisation de X4+ X2 +1

X'+ X241 = X' 42X 41— X2
= (X?+1)7-X?
= (X’-X+1D)X*+X+1)

2. Factorisation de X8 + X%+ 1

X X'+l = X®42xt 41— x*
_ (X4—|—1)2—X4
(X' = X2+ D)X+ X2+ 1)
= (X*42X2+1-3XH (X' + X34 1)
(X2 = VBX + D)X+ VX + D)X - X+ 1D)(X2+ X +1)
3. Factorisation de X% 41

X0+l = (XP+D(X*—-X2+1)

= (X244 1)(X2—VBX +1)(X2+V3X +1)
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Frercice 6.12.

10X3
(1) Décomposer en éléments simple dans C[X] et dans R[X] la fractions F' =

(X2+1)(X2—-4)°
La partie entiére est nulle et les poles sont i, —i,2, —2. Alors, F est écrit sous la forme :

o a n b N c n d
X —i X+i X—-2 X +2
avec
( 1073 —102
a4 = ———- = - =1
(1419)(i?—4 —10¢
b=a=1
B 10(2)3 _ 4
4+1)(2+2)
10(—2)3
d= =4,
L 4+1)(—-2-2)
Donc,
1 1 4 4
= + + +

X—1 X411 X-2 X+2
La décomposition dans R[X] est :

> S
X241 X -2 X +2
. s . . 2(X —2)
(2) Décomposer en éléments simple dans C[X | et dans R[X] la fractions F' = xT)e :

La partie entiére est nulle, et les poles sont i et —i d’ordre 2 (tous les deux). La décom-

position est alors de la forme :

o a n b n c N d
(X =2 X—i (X+1i)?2 X+i
20—2) 2—i 241
avec @ = 2 = etc=a= 5
On donne a X la valeur 0, on obtient —4 = —a — ¢ + bi — di. Donc, 2i = b — d. De
méme on donne & X la valeur 2, on obtient 0 = b+ d. Alors, b = i et d = —1. Par suite,
o 2—1 1 241 —1

X =i X =i aXti) Xt
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