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Exercice 1. I) Considérons dans I’espace vectoriel R? les vecteurs
u=(2,-3,6), v=(18,-27,25), w=(,9,08), a,p€R.

1) Les vecteurs u et v sont ils colinéaires? Déduire si la famille {u, v}
est libre.

2) A quelles conditions sur « et 3 la famille {u, w} est libre?

3) Posons a = 0.

i) Pouvez vous construire w en utilisant u, v et les opérations "+ et ”.”
dans I'espace vectoriel R*? Déduire que la famille {u,v,w} est libre.
ii) Existe t’il 8 € R pour lequel la famille {u,u + v, w} soit libre?

Exercice 2. 1) Dans chacun des cas suivants, voir si les vecteurs
donnés forment une famille libre:

a) Dans R3: v; = (3,—1,0),v2 = (2,1, —-1),v3 = (—2,0,1).

b) Dans R?: w; = (1,2, —3),wy = (8,1,6), w3 = (7,2, 3).

c¢) Dans R%: uy = (1,2,0,4),us = (0,5,9,0),uz = (1,2, —1,0).

2) Soit {ey, ez, e3} la base canonique de R3. Posons w = (2,1, —1).
Trouver toutes les valeurs de a pour lesquelles {eq, ez, €3 + aw} est
libre.

Exercice 3. Considérons les vecteurs suivants dans R?
up = (1,2,-3), uy=(-2,-1,4), v=(1,-1,0).

1) Vérifier que les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires. Ensuite,
compléter la famille {uy,us} par un élément uz de la base canonique
de R? de sorte que B = {uy, us, u3} soit une base de R3.

2) Donner les coordonnées du vecteur v dans la base B.

3) Donner la forme de tous les élements de Vec{u;,us} et donner des
exemples.

4) Vérifier que les familles

B' = {—2uy, 3ug, —u3} et B” = {uj + ug, ug, us}
sont des bases de R? et déduire les coordonnées de v dans les bases B’
et B”.

Exercice 4. Dans R*, considérons E = {(z,y, z,t) € R*: 243z = y}.
1) Trouver des vecteurs uy, us, u3 de R* de sorte que E = Vec {uy, us, uz}.

2) Donnez 4 vecteurs vy, ..., v, de R?, tous non nuls et distincts deux
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a deux de sorte que E = Vec{vy,...,v4}.
3) Maintenant considérons la structure euclidienne de R*, posons

v=(-1,1,2,3),w = (2,1,—1,0).

i) Calculer d(v,2w), (v, w).
ii) Trouver les éléments de R* orthogonaux & v. Déduire la forme des
éléments de F orthogonaux a v.

Exercice 5. Dans R?  considérons les vecteurs u; = (1,3, —2) et
Uy = (—2,4,5).

1) Trouver un vecteur w € R? tel que d(w,u;) = 1.

2) Trouver tous les vecteurs unitaires w € R?® qui soient orthogonaux a
(751 et Ug.

3) Choisissez un vecteur uz orthogonal & uy, us et posons B = {uy, us, us}.
Montrer que B est une base orthogonale de R? qui n’est pas orthonor-
male.

4) Donner B’ = {vy, vy, v3}, orthonormalisée de Gram-Schmidt de B.
5) Dans R?, soit v = (6, —9,5). Donner les coordonnées de v dans la
base B’. Ensuite, déduire les coordonnées de v dans la base B.

Exercice 6. 1) Dans R?, soit le vecteur u; = (—2,0,0).

1) Trouver un vecteur w de R? pour lequel 'écart angulaire entre u; et
w soit égal a /3.

2) Trouver deux vecteurs us, uz de R* de sorte que {uy, us, uz} soit une
base orthogonale.

IT) Utiliser I'inégalité de Cauchy Schwartz et montrer les deux inégalités
suivantes:

i) Pour tous z1,...,z, dans R,

) < (> ad).

Dans quel cas a t’on ’égalité?
ii) Pour tout n € N*,

— k 2 ko

Exercice 7. I) Considérons le vecteur u = (55, 35, %) dans R?. Don-
ner un vecteur unitaire colinéaire a u.

ITI) En appliquant le procédé de Gram- Schmidt, orthonormaliser la
base donnée dans R? dans chacun des cas suivants:

1) Bl = {Ul,UQ,Ug}, ou Uy = (1, 1,0), Uy = (1,0, —1), Uz = (—1, —1, 1)
2) Facultatif: On réordonne les éléments de la base B, B} = {us, u, us}.
3) B2 = {wl,wg, U)g} ou w1, = (-17 —1, 1), Wo = (3, 0, 2), W3 = (5, —]_, 4)
4) B3 = {’U17U2,’U3}, ol V1 = (1, —272), Vg = (1,0, —1), U3 = (5,3, ].)
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