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Soit ny € N et P(n) une proposition dépendante de n, ot n € N. Si
@ P(ny) et P(ny+ 1) sont vraies,

@ Pour tout entier n > ng, P(n) et P(n+ 1) sont vraies implique P(n+2)
est vraie,

alors Pour tout entier n > ny, P(n) est vraie.
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Démonstration.
Posons Q(n) = P(n) A P(n+1). Puisque P(ng) et P(ny + 1) sont vraies,
Q(no) est vraie.
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Posons Q(n) = P(n) A P(n+1). Puisque P(ng) et P(ny + 1) sont vraies,
Q(no) est vraie. Soit n > ny. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, P(n) et
P(n+1) sont vraies d’ou P(n+2) est vraie ainsi Q(n+ 1) est vraie
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Posons Q(n) = P(n) A P(n+1). Puisque P(ng) et P(ny + 1) sont vraies,
Q(no) est vraie. Soit n > ny. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, P(n) et
P(n+1) sont vraies d’ol P(n+2) est vraie ainsi Q(n+ 1) est vraie et
donc, d’'aprés le Principe de 'induction mathématique, pour tout entier n > no,
Q(n) est vraie,
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Démonstration.

Posons Q(n) = P(n) A P(n+1). Puisque P(ng) et P(ny + 1) sont vraies,
Q(no) est vraie. Soit n > ny. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, P(n) et
P(n+1) sont vraies d’ol P(n+2) est vraie ainsi Q(n+ 1) est vraie et
donc, d’'aprés le Principe de 'induction mathématique, pour tout entier n > no,
Q(n) est vraie, alors pour tout entier n > ng, P(n) est vraie. O

v

Arithmétique dans Z 8/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

P

Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier
n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3":

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

P

Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier
n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

P
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier
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Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

Supposons que P(n) et P(n+ 1) sont vraies & un rang n € N.

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

Supposons que P(n) et P(n+1) sont vraies aunrangn € N. On a
Upt2 = SUpy1 — 6Up,

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

Supposons que P(n) et P(n+1) sont vraies aunrangn € N. On a
Uni2 = SUni1 —6uUp, alors upip =5(2™" +3"1) —6(2"+3") car
Unpq =21 43" ety, =2"+3",

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

Supposons que P(n) et P(n+1) sont vraies aunrangn € N. On a
Uni2 = SUni1 —6uUp, alors upip =5(2™" +3"1) —6(2"+3") car
Upiq = 2" 131 et u, = 2" +3". Ainsi,

Upip =5.2"M1 4531 _gont! _pgntl —

‘ v

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,

Supposons que P(n) et P(n+1) sont vraies aunrangn € N. On a
Uni2 = SUni1 —6uUp, alors upip =5(2™" +3"1) —6(2"+3") car
Upiq = 2" 131 et u, = 2" +3". Ainsi,

Unip = 5.2MF1 1 5.3m1 _ g on+l _ o 3n+l _ o2 4 gn+2

‘ v

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier
n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".
On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,
Supposons que P(n) et P(n+1) sont vraies aunrangn € N. On a
Uni2 = SUni1 —6uUp, alors upip =5(2™" +3"1) —6(2"+3") car
Upiq = 2" 131 et u, = 2" +3". Ainsi,
Upip =5.2"M1 4 531 g ontl 2 gntl — pn+2 4 3M2 gonc
‘P(n +2) est vraie.

I 0/73



Ensemble des entiers naturels

Raisonnement par récurrence

7
Exemple 1.6

Soit (up) la suite réelle définie par uy = 2, uy =5 et pour tout entier

n >0, Upy2 = Supt+1 — 6Up. Montrons par récurrence a deux pas que
Vne N,u,=2"+3": PourneN, onnote P(n) : u, =2"+3".

On a P(0) est vraie car ug =2 et2° +3° = 2. Aussi, P(1) est vraie car
uy=5et2'+3' =5,
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Soit ny € N et P(n) une proposition dépendante de n, ot n € N. Si
@ P(ny) est vraie,

@ Pour tout entier n > ny, si pour tout entier k tel que ny < k < n, P(k) est
vraie implique P(n+1) est vraie,
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@ P(no) est vraie,
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Théoreme 1.7 (Récurrence forte)
Soit ny € N et P(n) une proposition dépendante de n, ot n € N. Si
@ P(no) est vraie,

@ Pour tout entier n > ny, si pour tout entier k tel que ny < k < n, P(k) est
vraie implique P(n+1) est vraie,

alors Pour tout entier n > ny, P(n) est vraie.

Démonstration.

Comme pour la démonstration du théoreme précédent, il suffit de considérer
Q(n) = P(mo) A ... A P(n) et appliquer le Principe de I'induction mathématique
a Q(n). O

v
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Exemple 1.8

Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 2X(2m+1) :
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Exemple 1.8

Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).
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Exemple 1.8

Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
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Exemple 1.8

Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 estimpair,
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Exemple 1.8

Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu'il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).
On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 estimpair, alors il existe m e N tel que n+1=2m+ 1
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=25(2m+1).
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=25(2m+1).

Sin+1 est pair,
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = M € N*
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 estpair, alors g= "' € N* etona1<q<n
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est

vraie,
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est

vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1)
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est
vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1) d'ou

n+1=
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est
vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1) d'ou
n+1=2q9=
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est
vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1) d'ou
n+1=2q=22@2m+1)
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est
vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1) d'ou
n+1=2q=22(2m+1) etainsiilexiste k = k' +1,m € N tels que
n4+1=2K2m+1).
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Soit n un entier naturel non nul. Montrons par récurrence forte qu’il
existe k,m € N tels que n = 25(2m+1) : pour tout n € N*, on note
P(n) la proposition : il existe (k,m) € N? tel que n=2K(2m+1).

On a P(1) est vraie car il existe k =0,m =0 € N tels que
1=2K2m+1).

Soit n € N* fixé. On suppose que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies.
Montrons que P(n+ 1) est vraie :

Sin+1 est impair, alors il existe m € N tel que n+1=2m+1 ainsi il
existe k = 0,m € N tels que n+1=2%(2m+1).

Sin+1 est pair, alors g = % eN* etonat1<qg<n ainsi P(q) est
vraie, i.e., il existe (k',m) € N2 tel que g = 2K (2m+1) d'ou
n+1=2q=22(2m+1) etainsiilexiste k = k' +1,m € N tels que
n+1=2%(2m+1). Alors, Vn € N*, il existe (k,m) € N? tel que
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Théoreme de la division euclidienne

Théoreme 2.1 (Théoreme de la division euclidienne dans 7Z)
Y(a,b) € Z x Z*,
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Théoreme 2.1 (Théoreme de la division euclidienne dans 7Z)
V(a,b) € Z x Z*,3\(q,r) € Z? tel que a= bq+r, avec 0 < r < |b|.

o =2
Arithmétique dans Z




Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.1 (Théoreme de la division euclidienne dans Z)

V(a,b) € Z x Z*,3\(q,r) € Z? tel que a= bq+r, avec 0 < r < |b|.
g est appelé quotient de la division euclidienne de a par b et r est le reste.
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Démonstration.
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0: onconsidére A= {a— xb/x € Zeta— xb > 0}.
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Démonstration.
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|b > |4
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Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=
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Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
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Démonstration.
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|alb>a+|a >0 doua—xbecA

Arithmétique dans Z 13/73



Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N
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Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r.
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Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r€ A,r=a—gb,ouqgecZ.
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.
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Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b,
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Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussir < b, en effet : supposons que b < r.
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(qg+1)b=
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=
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Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(q+1)b=(a—gb)—b=r—b
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Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0
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Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
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Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (g+1)b=
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Divisibilité dans Z
Théoréme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A possede un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant,a— (q+1)b=r—b<r
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Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A.
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Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A. Ainsi, on a montré qu'il existe (q,r) € Z2 tel que
a=bqg+ravec0<r<b=|b|
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Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A. Ainsi, on a montré qu'il existe (q,r) € Z2 tel que
a=bqg+ravec0<r<b=|b|

@ Sib<O0:
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Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidere A= {a— xb/x € Zeta—xb>0}. Ona A+#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A. Ainsi, on a montré qu'il existe (q,r) € Z2 tel que
a=bqg+ravec0<r<b=|b|

@ Sib<0: ona—b>0.
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Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidére A={a—xb/x € Zeta—xb>0}. OnaA#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A. Ainsi, on a montré qu’il existe (q,r) € Z2 tel que
a=bg+ravec0<r<b=]lb|.

@ Sib<0: ona—b>0. Alors, en appliquant le cas précédent, il existe
(q',r') € Z? tel que a= (—b)q +r' avec0 < r' < —b




Divisibilité dans Z
Théoréeme de la division euclidienne
Démonstration.

Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0: onconsidére A={a—xb/x € Zeta—xb>0}. OnaA#0,
en effet, puisque b > 1, |a|lb > |a| ainsi, en prenant x = —|al, on a
a—xb=a—(—|a))b=a+|ab>a+|a| >0 doua—xbec A Alors, A
est une partie non vide de N et donc A posséde un plus petit élément
qu’on note r. Puisque r € A, r=a—qgb, ou g € Z. Aussi, puisque
reA r>0.

On a aussi r < b, en effet : supposons que b < r. Alors,
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0 dota—(g+1)b€EA.
Cependant, a— (q+1)b=r—b < r ce qui contredit le fait que r est le
plus petit élément de A. Ainsi, on a montré qu’il existe (q,r) € Z2 tel que
a=bqg+ravec0<r<b=|b|

@ Sib<0: ona—b>0. Alors, en appliquant le cas précédent, il existe
(q',r') € Z? tel que a= (—b)q +r avec 0 < r' < —b et donc il exsite

ﬁ:—ﬁ’ir:r’eZtelsque a=bg+ravec0<r<—b=|bl.
13/73




Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.
Unicité :
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.
Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0o<r <|b|.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q —q)
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q —q) dou|r—r'|=Ibllg—ql|.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|b| < —=r' <o,
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|b| < —=r'<0, —|b|<r—r"<|b|
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|b| < —r' <0, —|b|<r—r"<|b| ainsi|r—r'| <|b|
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
Alors, | —q| =0
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
Alors, | —q| =0 ainsig—q' =0
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
Alors, | —q| =0 ainsig—q =0 doncq =gq.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
Alors, | —q| =0 ainsig—q =0 donc g =q. Comme
Ir—r'|=1bllg'—qgletg=4, ]
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Démonstration.

Unicité : Soit (a,b) € Z x Z*. Supposons qu'il existe (g, r),(q,r') € Z? tels
quea=bq+r=bq +r' avec0<r<|blet0<r" <|bl. Alors,
r—r'=b(q"—q) dou|r—r|=|b||g—q|- Comme0<r< |b|et

—|bl| < —r' <0, —|b|<r—r <|b| ainsi|r—r'|<|b| dou|b||d —q|<|b|
Alors, |’ —qg| =0 ainsig—q =0 donc g =g. Comme
r—r|=|bllg—qletg=¢q, r'=r. O

v
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Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
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Arithmétique dans Z




Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b. J
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.
Soit (a,b) € N x N*.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.
Sia<bp,
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.
Soit (a,b) € N x N*.
Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.
Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.
Sia>b.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.

Sia>b. D’aprés le théeréme de la division euclidienne dans Z, il existe un,
etunseul, (g,r) € Z? telque a= bg+ravecavec 0 < r < |b|=b
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.

Sia>b. D’aprés le théeréme de la division euclidienne dans Z, il existe un,

etun seul, (g,r) € Z? tel que a= bqg+r avec avec 0 < r < |b| = b ainsi
reN.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.

Sia>b. D’aprés le théeréme de la division euclidienne dans Z, il existe un,

etun seul, (g,r) € Z? tel que a= bqg+r avec avec 0 < r < |b| = b ainsi
r e N. Aussi,onaa>rcarb>r,
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Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.

Sia>b. D’aprés le théeréme de la division euclidienne dans Z, il existe un,

etun seul, (g,r) € Z? tel que a= bqg+r avec avec 0 < r < |b| = b ainsi
reN. Aussi,onaa>rcarb>r, doncbg=a—r>0

Arithmétique dans Z 15/73
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Théoreme de la division euclidienne

Théoréme 2.2 (Théoréme de la division euclidienne dans N)
V(a,b) € Nx N*, 3l(q,r) e Nx N telquea=bg+r, avec0 <r < b.

Démonstration.

Soit (a,b) € N x N*.

Sia<b, onag=0etr=acara=0xb+aavec0<r<hb.

Sia>b. D’aprés le théeréme de la division euclidienne dans Z, il existe un,
etunseul, (g,r) € Z? tel que a= bg+ravecavec 0 < r < |b| = b ainsi
reN. Aussi,onaa>rcarb>r, doncbg=a—r >0 etpuisque b N*,
onaqgéeN. O

v
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Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
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Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>o0.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avecO0<r<b dou2=qg+javec0< ;<1
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<g<qg+
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncqg=E(2)
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.
@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g,r) € Z2 tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

Q@ Sib<O.
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r<—>b
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r<—b dol —2 =(—q)+(—4)avec0< —; <1
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r< —b dol —% =(—q)+(—p)avec0<—; <1 ainsi
0<—-7+qg<1,
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r< —b dol —% =(—q)+(—p)avec0<—; <1 ainsi
0 =Zarg< 1, Lo, =< =2 < =g/ 1
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r< —b dol —% =(—q)+(—p)avec0<—; <1 ainsi
0<-2+g<1, ie, —.g<—-2<—g+1 etdoncg=—E(-2)
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Remarque 2.3
Soit (a,b) € Z x Z*.

@ Sib>0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bq+r
avec0<r<b dou2=g+javec0< ;<1 ainsio<2—g<1,
ie,g<2<qg+1 etdoncg=E(2) etr=a—b.E(2).

@ Sib<0. Alors, il existe un unique couple (g, r) € Z? tel que a= bg+r
avec0<r< —b dol —% =(—q)+(—p)avec0<—; <1 ainsi
0<-2+g<1, ie, .g<—-2<—g+1 etdoncg=—E(—2) et
r=a+b.E(-32).

Arithmétique dans Z 16/73



Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

@ Poura=2015etb=15,
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

Q@ Poura=2015etb=15, onaq=E({) =134
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

Q@ Poura=2015etb=15 onaq=E({) =134 etr=a—bq=5.

Arithmétique dans Z 17/73



Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

Q@ Poura=2015etb=15 onaq=E({) =134 etr=a—bq=5.
@ Poura=2016 etb= —67,

W
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

Q@ Poura=2015etb=15 onaq=E({) =134 etr=a—bq=5.
Q Poura=2016 etb= —67, onaq= —[-2] = —30

W
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Divisibilité dans Z

Théoreme de la division euclidienne

Exemples 2.4

Q@ Poura=2015etb=15 onaq=E({) =134 etr=a—bq=5.
Q Poura=2016 etb=—67, onaq=—[-%5] = —30 et
r=a—bqg=16.

W
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5
Soit a,b € 7Z.

=] =2 = E A
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5
Soit a,b € Z. On dit que a divise b s'il existe ¢ € Z tel que b = ac.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5

Soit a,b € Z. On dit que a divise b s'il existe ¢ € Z tel que b = ac. Lorsque a
divise b, on écrit a | b.

Arithmétique dans Z 18/73



Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5

Soit a,b € Z. On dit que a divise b s'il existe ¢ € Z tel que b = ac. Lorsque a
divise b, on écrit a | b.

Remarque 2.6

Soit a,b € Z. Si adivise b, on dit que a est un diviseur de b
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5

Soit a,b € Z. On dit que a divise b s'il existe ¢ € Z tel que b = ac. Lorsque a
divise b, on écrit a | b.

Remarque 2.6

Soit a,b € Z. Si adivise b, on dit que a est un diviseur de b ou b est un
multiple de a
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Définition 2.5

Soit a,b € Z. On dit que a divise b s'il existe ¢ € Z tel que b = ac. Lorsque a
divise b, on écrit a | b.

Remarque 2.6

Soit a,b € Z. Si adivise b, on dit que a est un diviseur de b ou b est un
multiple de a ou b est divisible par a.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7
Soit a, b, c et d des entiers.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7
Soit a, b, c et d des entiers.
@ a|Oetsi0|b alorsb=0.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.

@ a|Oetsi0|b alorsb=0.

Q@ a1 si etseulementsi,a=+1.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.

@ a|Oetsi0|b alorsb=0.

Q@ a1 si etseulementsi,a=+1.

Q al|betb]|asi etseulement si,a= +b.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.

b, alors b= 0.

a|1 si, et seulement si, a= +1.

a|0etsi0

a|betb| asi, et seulement si, a= +b.
Sia|betc|d,alors ac | bd.

© 6066
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.

b, alors b= 0.

a|1 si, et seulement si, a= +1.

alOetsiO

a|betb| asi, et seulement si, a= +b.
Sia|betc|d,alors ac | bd.
Sia|betb|c, alors alc.

©©6 0066
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.

b, alors b= 0.

a|1 si, et seulement si, a= +1.

alOetsiO

a|betb| asi, et seulement si, a= +b.
Sia|betc|d,alors ac | bd.
Sia|betb|c, alors alc.
Sia|betb+#0, alors |a| < |b|.

©0 666066
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Propriétés 2.7

Soit a, b, c et d des entiers.
al|0etsiO|b, alorsb=0.

a|1 si, et seulement si, a= +1.

© e

a|betb| asi, et seulement si, a= +b.
Sia|betc|d,alors ac | bd.

Sia|betb|c, alors alc.

Sia|betb+#0, alors |a| < |b|.

Sia|betalc;alors pourtout (x,y) € Z, a| bx+cy.

©©0 060
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Divisibilité dans Z
Relation de Divisibilité

Démonstration.
Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.
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Divisibilité dans Z
Relation de Divisibilité

Démonstration.
Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.
@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a| 1.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka

Arithmétique dans Z 20/73



Divisibilité dans Z
Relation de Divisibilité
Démonstration.
Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.
@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.

Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dot 1 = |k||q]
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Divisibilité dans Z
Relation de Divisibilité
Démonstration.
Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.
@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.

Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dou 1 = |k||a| ainsi|a] <1;
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Divisibilité dans Z
Relation de Divisibilité
Démonstration.
Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.
@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.

Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon, |a] > 1
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
kllal > k| > 1.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a| 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b|a.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb | a.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et

b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b.

Arithmétique dans Z 20/73



Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et

b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a# 0.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors

b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta=kb
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors

b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a| =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que

b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a=+tb.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a==b.

@ Montrons 6) : Soit (a,b) € Z x Z* tels que a| b.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a==b.

@ Montrons 6) : Soit (a,b) € Z x Z* tels que a| b. Alors, il existe h € Z tel
que b= ha
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a] =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a==b.

@ Montrons 6) : Soit (a,b) € Z x Z* tels que a| b. Alors, il existe h € Z tel
que b= ha dou h#0
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a| =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a==b.

@ Montrons 6) : Soit (a,b) € Z x Z* tels que a| b. Alors, il existe h € Z tel
que b=ha dou h#0 donc |b| = |h||a|l > |a| car |h| > 1.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

Les propriétés 1), 4) et 5) sont évidentes.

@ Montrons 2) : Soit a € Z. Il est évident que sia= +1, alors a| 1.
Réciproquement, supposons que a | 1. Alors, il existe k € Z : 1 = ka
dol 1 = |k||a| ainsi|a] <1; sinon,|al >1 et par suite
|k||a| > |k| > 1. Alors, |a| =1;

@ Montrons 3) : Soit a,b € Z. |l est évident que si a= +b, alors a | b et
b | a. Réciproquement, supposons que a|betb|a. Sia=0, alors
b=0cara|b. Supposonsque a## 0. Alors, il existe h, k € Z tels que
b= haeta= kb dou a= kha ainsi hk =1 donc h= +1 et par suite
a==b.

@ Montrons 6) : Soit (a,b) € Z x Z* tels que a| b. Alors, il existe h € Z tel
que b=ha dou h#0 donc |b| = |h||a|l > |a| car |h| > 1.

O

v
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Relation de Divisibilité

Démonstration.
@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 telque a| bet a| c.
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.

@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 tel que a| bet a| c. Alors, il existe
h,k € Z tels que b= haet c = ka
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.
@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 tel que a| bet a| c. Alors, il existe
h,k € Z tels que b= haet c = ka ainsiVx,y € Z,
bx+cy =
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.
@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 tel que a| bet a| c. Alors, il existe
h,k € Z tels que b= haet c = ka ainsiVx,y € Z,
bx 4 cy = xha+ yka=
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.
@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 tel que a| bet a| c. Alors, il existe
h,k € Z tels que b= haet c = ka ainsiVx,y € Z,
bx + cy = xha+ yka= (xh+ yk)a

Arithmétique dans Z 21/73



Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Démonstration.
@ Montrons 7) : Soit (a,b,¢) € Z3 tel que a| bet a| c. Alors, il existe
h,k € Z tels que b= haet c = ka ainsiVx,y € Z,
bx + cy = xha+ yka= (xh+ yk)a etdonc a| bx+ cy.
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Relation de Divisibilité

Remarque 2.8
La relation de divisibilité dans Z est réflexive
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Relation de Divisibilité

Remarque 2.8
La relation de divisibilité dans Z est réflexive et transitive
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Divisibilité dans Z

Relation de Divisibilité

Remarque 2.8

La relation de divisibilité dans Z est réflexive et transitive mais n’est pas
antisymétrique.
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Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9
Soit (a, b) € Z? —{(0,0)}.

Arithmétique dans Z
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Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9

Soit (a,b) € Z? — {(0,0)}. Il existe un unique entier positif d tel que
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Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9

Soit (a,b) € Z? — {(0,0)}. Il existe un unique entier positif d tel que
@ d|aetd]|b,
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Divisibilité dans Z

Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9

Soit (a,b) € Z? — {(0,0)}. Il existe un unique entier positif d tel que
@ d|aetd]|b,

@ Sic estun entier tel que c divise a et ¢ divise b, alors ¢ < d.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9

Soit (a,b) € Z? — {(0,0)}. Il existe un unique entier positif d tel que
@ d|aetd]|b,
@ Sic estun entier tel que c divise a et ¢ divise b, alors ¢ < d.

Lentier naturel d est appelé le plus grand commun diviseur de a et b.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Théoréme et définition 2.9

Soit (a,b) € Z? — {(0,0)}. Il existe un unique entier positif d tel que
@ d|aetd]|b,

@ Sic estun entier tel que c divise a et ¢ divise b, alors ¢ < d.

Lentier naturel d est appelé le plus grand commun diviseur de a et b. d est
noté a/\ b ou d = pgcd(a, b).

v
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble
A= {ax+by/(x,y) € Z®etax + by > 0}.
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble
A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme

sib#0),
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

la| >0
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A# 0.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A possede un plus petit élément qu’on note d.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés :
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Onad | a,
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|d=d.
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Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—qlau+bv) =
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd= a—q(au+bv) = a(1—qu)+b(—qv),
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque
r=a—qd=a—q(au+bv)=a(1—qu)+b(—qv), r=0;
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z?:d=au+bv > 0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1—qu)+b(—qv), r=0; sinon,rc A
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A.
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A# 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A={ax+by/(x,y) € Z?etax+ by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |al =ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A# 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd etdoncd ] a.
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Pgcd et Ppcm
Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A= {ax+by/(x,y) € Z2etax+by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |a|=ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd etdoncd|a. Delaméme fagon, on vérifie que d | b.
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A= {ax+by/(x,y) € Z2etax+by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |a|=ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd etdoncd|a. Delaméme fagon, on vérifie que d | b.

Soit ¢ un entier tel que c divise a et ¢ divise b. Montrons que ¢ < d :




Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A= {ax+by/(x,y) € Z2etax+by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |a|=ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A# 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd etdoncd|a. Delaméme fagon, on vérifie que d | b.

Soit ¢ un entier tel que ¢ divise a et c divise b. Montrons que ¢ < d : Puisque
claetc|b,clau+bv=d
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Démonstration.

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On considére I'ensemble

A= {ax+by/(x,y) € Z2etax+by > 0}. Supposons que a # 0 (de méme
sib#0), alors |a|=ax+b.0avecx=1sia>0etx=—1sia<0,et

|a| >0 donc|al € A etainsi A= 0. Comme A est une partie de N non vide,
A posséde un plus petit élément qu’on note d. Ainsi, il existe

(u,v) €Z2:d=au+bv>0.

Montrons que d vérifie les deux propriétés : Ona d | a, en effet : d’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z? : a= qd + r avec
0<r<|dl=d. Puisque

r=a—qd=a—q(au+bv) = a(1 —qu)+b(—qv), r=0; sinon,r € A et
r < d ce qui contredit le fait que d est le plus petit élément de A. Puisque
r=0,a=qd etdoncd|a. Delaméme fagon, on vérifie que d | b.

Soit ¢ un entier tel que ¢ divise a et c divise b. Montrons que ¢ < d : Puisque
claetc|b,clau+bv=d dou|c| <d etparsuite c < d. O
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Démonstration.

Unicité : Soit d,d’ € N tels que d et d’ vérifient les deux propriétés :

o =2
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Démonstration.

Unicité : Soit d,d’ € N tels que d et d’ vérifient les deux propriétés : On a
d |aetd | b (car d vérifie 1))
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Démonstration.

Unicité : Soit d,d’ € N tels que d et d’ vérifient les deux propriétés : On a
d |aetd | b (car d vérifie 1)) dou d’ < d (car d vérifie 2)).

Arithmétique dans Z 25/73



Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Démonstration.

Unicité : Soit d,d’ € N tels que d et d’ vérifient les deux propriétés : On a

d |aetd | b (car d vérifie 1)) dou d’ < d (car d vérifie 2)). de la méme
fagon, on montre que d < d’ et ainsi d’' = d. O
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Remarque 2.10

=] =2 = E A
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Remarque 2.10

Q Si(a,b) € Z?—{(0,0)}, alors il existe (x,y) € Z?: aAb= ax + by.

o =2
Arithmétique dans Z
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Remarque 2.10

@ Si(a,b) € Z?—{(0,0)}, alors il existe (x,y) € Z? : aAb = ax + by.
@ Si(a,b) € Z?—{(0,0)}, alors aA b= |a| A |b].
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Remarque 2.10

@ Si(a,b) € Z?—{(0,0)}, alors il existe (x,y) € Z? : aAb = ax + by.

@ Si(a,b) € Z?—{(0,0)}, alors aA b= |a| A |b].

© On vérifie que si a, b et ¢ sont des entiers non nuls, alors
(aAnb)Ac=aNn(bAc)
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Remarque 2.10

@ Si(a,b) € Z2—{(0,0)}, alors il existe (x,y) € Z? : aAb= ax+ by.

@ Si(a,b) € Z2—{(0,0)}, alors aAb= |a| A|b].

© On vérifie que si a, b et ¢ sont des entiers non nuls, alors
(aAnb)Ac=aAN(bAc) etainsion peut généraliser, par récurrence, a
un nombre fini quelconque d’entiers non nuls, i.e.,
aiA---Nap=(aiAN---Nap—1) A an.
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Théoréme 2.11
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
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Théoréeme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
@ d|aetd]|b,

o =2
Arithmétique dans Z




Divisibilité dans Z

Pgcd et Ppcm

Théoréme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.
Soit (a,b) € Z—{(0,0)} etd € N.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciproquement, supposons que d vérifie 1) et 2).
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciprogquement, supposons que d vérifie 1) et2). Onad|aetd|b.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciproquement, supposons que d vérifie 1) et2). Onad|aetd|b. Soit
cc€Ztelquec|aetc|b.
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciproquement, supposons que d vérifie 1) et2). Onad|aetd|b. Soit
ce€Ztelquec|aetc|b. Alors, c|d car d vérifie 2)
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciproquement, supposons que d vérifie 1) et2). Onad|aetd|b. Soit
ce€Ztelquec|aetc|b. Alors, c|dcard vérifie 2) etainsi|c| <|d|=d
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Théoreme 2.11

Soit (a,b) € Z? —{(0,0)} etd € N. d = aA b si, et seulement si,
Q d|aetd|b,
Q@ Sicestunentiertelquec|aetc|b,alorsc|d.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)} et d € N. Supposons que d = aA b. Alors, par
définition, d | aet d | b. Soit ¢ un entier tel que ¢ | a et ¢ | b. Puisque
d=aAb,ilexiste u,v € Z:d=au-+bv. Puisque c | aet c| b,
clau+bv=ad.

Réciproquement, supposons que d vérifie 1) et2). Onad|aetd|b. Soit
ce€Ztelquec|aetc|b. Alors, c|dcard vérifie 2) etainsi|c| <|d|=d
douc<detdoncd=aAb. O

v
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Définition 2.12

Soit (a,b) € Z2 —{(0,0)}. On dit que a et b sont premiers entre eux si
anb=1.
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Soit (a,b) € Z— {(0,0)}.

=] =2 = E A
Arithmétique dans Z
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.
Soit (a,b) € Z—{(0,0)}.
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1,alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax + by.
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1,alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax + by.
Réciproguement, supposons qu'il existe x, y € Z tels que 1 = ax + by.
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1, alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax+ by.

Réciproguement, supposons qu'il existe x, y € Z tels que 1 = ax + by.
Posons d = aAb.
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

Démonstration.
Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1,alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax + by.

Réciproguement, supposons qu'il existe x, y € Z tels que 1 = ax + by.
Posons d = aAb. Alors,d|aetd|b
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1, alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax+ by.

Réciproguement, supposons qu'il existe x, y € Z tels que 1 = ax + by.
Posons d = aAb. Alors,d|aetd|b ainsid|ax+by =1
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Théoreme 2.13 (Théoréme de Bézout)

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il
existe x,y € 7 tels que 1 = ax + by.

v

Démonstration.

Soit (a,b) € Z—{(0,0)}. Supposons que a et b sont premiers entre eux, i.e.,
aAb=1, alors il existe x,y € Z tels que 1 = ax+ by.

Réciproguement, supposons qu'il existe x, y € Z tels que 1 = ax + by.
Posons d = a/Ab. Alors,d|aetd|b ainsid|ax+by=1 etdoncd=1
car d € N*. O

v
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.
Soit (a,b) € Z>—{(0,0)} :aAb=d.

i
9
¢
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z*—{(0,0)} : aAb=d. Alors, (2,5) € 72— {(0,0)}.
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z*—{(0,0)} : aAb=d. Alors, (2,%) € Z?—{(0,0)}. Puisque
aNb=d,
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z* - {(0,0)} : aAb=d. Alors, (2,%) € Z?—{(0,0)}. Puisque
anb=d, ilexiste (u,v) € Z? tel que d = au+ bv
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z*—{(0,0)} : aAb=d. Alors, (2,%) € Z?—{(0,0)}. Puisque
anb=d, ilexiste (u,v) € Z?telque d = au+bv ainsi1=2.u+5v
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Corollaire 2.14
Soit (a,b) € Z? —{(0,0)}. Sianb=d, alors & N 5 =1.

Démonstration.

Soit (a,b) € Z*—{(0,0)} : aAb=d. Alors, (2,%) € Z?—{(0,0)}. Puisque
anb=d, ilexiste (u,v) € Z?telque d = au+bv ainsi1=2.u+5v et
donc 2A5 =1. O

v
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Corollaire 2.15

Soita,b,c € Z telsque a|cetb]|c.

=] =2 = E A
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Corollaire 2.15
Soita,b,c € Z telsquea|cetb|c. Sianb=1, alorsab | c. J
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.
Soita,b,c € Ztelsque alc,b|cetanb=1.
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.
Soit a,b,c € Ztelsque a|c,b|cetaAb=1. Puisque aAb=1,
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+ bv = 1
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z? tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au) + c(bv).
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c douil existe h,k € Z tel que ¢ = haet c = kb
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c douil existe h,k € Z tel que ¢ = haet c = kb ainsi

¢ = c(au)+c(bv)
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c douil existe h,k € Z tel que ¢ = haet c = kb ainsi

¢ = c(au) + c(bv) = kb(au) + ha(bv)
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c douil existe h,k € Z tel que ¢ = haet c = kb ainsi

¢ = c(au) + c(bv) = kb(au) + ha(bv) = ab(ku + hv)
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Corollaire 2.15
Soita,b,c€ Z telsquea|cetb|c. SiaAb=1, alorsab]| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Ztelsque a| c,b|cetanb=1. Puisque aAb=1, il existe
(u,v) € Z2 tel que au+bv =1 d'ou ¢ = c(au)+ c(bv). Ona aussi a| c et
b|c douil existe h,k € Z tel que ¢ = haet c = kb ainsi

¢ = c(au) + c(bv) = kb(au) + ha(bv) = ab(ku+ hv) etdonc ab | c. O

v

Arithmétique dans Z 31/73



Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € 7Z tels que a | be.

=] =2 = E A
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c. J
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c.

Démonstration.
Soit a,b, ¢ € Z tels que a | be.

u]
]
I
w
i
<
¢
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c.

Démonstration.
Soit a,b,c € Z tels que a| bc. Supposons que aAb = 1.
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Z tels que a | bc. Supposons que aAb=1. Alors, il existe
(u,v) € Z? tel que au+ bv = 1
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c.

Démonstration.

Soit a,b,c € Z tels que a | bc. Supposons que aAb=1. Alors, il existe
(u,v) € Z? tel que au+bv =1 dou ¢ = (ac)u+ (bc)v.
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Théoréme 2.16 (Lemme de Gauss)
Soita,b,c € Z telsque a| bc. SiaNb=1, alors a| c.

Démonstration.

Soit a,b, ¢ € Z tels que a | bc. Supposons que aAb=1. Alors, il existe
(u,v) € Z? tel que au+bv =1 d'ou ¢ = (ac)u+ (bc)v. Comme a| ac et
al bc, a| (ac)u+(bc)v =c. O

v
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Lemme 2.17

Soitae Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r € Z,

=] =2 = E A
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr. J
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.
Soita€e Z,b € Z* telsque a=gb+r,0u q,r € Z.
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.
Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
d2 =bAr.
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.
Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque di |aetd; | b,
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.
Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque di |aetd;|b, di|a—gb=r
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.

Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque d; |aetd; |b, di|a—gb=r doud |d,card|bet
d1 ‘ r.
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.

Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque d; |aetd; |b, di|a—gb=r doud |d,card|bet
di | r. Aussi, Puisque d> | betds | r,

Arithmétique dans Z 33/73



Divisibilité dans Z
Pgcd et Ppcm

Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.

Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque d; |aetd; |b, di|a—gb=r doud |d,card|bet
di | r. Aussi, Puisque db |betas|r, da|gb+r=a
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.

Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque d; |aetd; |b, di|a—gb=r doud |d,card|bet
di | r. Aussi, Puisque db |betds|r, do|gb+r=a dolad,|dcards|aet
| b

v
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Lemme 2.17
Soitace Z,beZ*. Sia=qb+r,ouq,r €Z, alorsaNb=bAr.

Démonstration.

Soitac€ Z,be€ Z* telsque a= gb+r, ol q,r € Z. Posons d; = a/Ab et
db=bAr. Puisque d; |aetd; |b, di|a—gb=r doud |d,card|bet
di | r. Aussi, Puisque db |betds|r, do|gb+r=a dolad,|dcards|aet
db | b etdonc dy = ds. O

v
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)
Soitac Z.,b € 7Z*.
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)
Soita€ Z,b € Z*. On peut supposer que 0 < b < a.
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<nr <b.
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<rp<b. Sirp=0,alorsaNb=b.
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,

avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<rn<n.
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<rn<n. Sin=0,alorsaANb=bAr =n.

Arithmétique dans Z 34/73



Divisibilité dans Z

Pgcd et Ppcm

Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<r<n. Sirn=0,alorsaAb=bAr=r. Sirn#0,

a=bg+nr,aec0<r<b
b=qori+r,avec0<rn<n
rn=qr+rm,aecd<rn<n
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<r<n. Sirn=0,alorsaAb=bAr=r. Sirn#0,

a=bg+nr,aec0<r<b
b=qori+r,avec0<rn<n
rn=qr+rm,aecd<rn<n

Puisqueb>ry >r.>...>0etqueb,r,rn,... €N,
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<r<n. Sirn=0,alorsaAb=bAr=r. Sirn#0,

a=bg+nr,aec0<r<b
b=qori+r,avec0<rn<n
rn=qr+rm,aecd<rn<n

Puisqueb>ry >rn >...>0etqueb,r,rn,... €N, ilexiste n e N tel que
In—2 = Qnfp—1 +ry, avec0 < r, < rp—1 et rh—1 = Qnt1/n-
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Algorithme 2.18 (Algorithme d’Euclide)

Soita€ Z,b € Z*. On peut supposerque0 < b<a. Onaa=qib+n,
avec0<r <b. Sin=0,alorsaAb=b. Siry#0, b= qor; + 2, avec
0<r<n. Sirn=0,alorsaAb=bAr=r. Sirn#0,

a=bg+nr,aec0<r<b
b=qori+r,avec0<rn<n
rn=qr+rm,aecd<rn<n

Puisqueb>ry >rn >...>0etqueb,r,rn,... €N, ilexiste n e N tel que
In—2 = Qnfp—1 +ry, avec0 < r, < rp_1 et rp—1 = Qny1rn. Ainsi, on a
aNb=bAn=nANrn=---=r_1N\h=rn.
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Exemple 2.19

En utilisant I'algorithme d’Euclide pour calculer 1008 A 360, on obtient :
1008 = 2.360 + 288, }

.
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Exemple 2.19

En utilisant I'algorithme d’Euclide pour calculer 1008 A 360, on obtient :
1008 = 2.360 + 288, 360 = 288.1 172, , }

.
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Exemple 2.19

En utilisant I'algorithme d’Euclide pour calculer 1008 A 360, on obtient :
1008 = 2.360 + 288, 360 =288.1472,, 288 =72.4, }

.
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Exemple 2.19
En utilisant I'algorithme d’Euclide pour calculer 1008 A 360, on obtient :
1008 = 2.360 4288, 360 =288.1+72,, 288 =72.4, ainsi

‘1 008 A 360 = 72.
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

=] =2 = E A
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)
Soit a et b deux entiers etd = aAb. ,
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers et d = aA b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouveru,v € Z.: d = au+bv :
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d=r="r2—qnlh1,
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,="rn_2—Qnlh—1 , PUIS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
ly n—3 s
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,="rn_2—Qnlh—1 , PUIS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rh—3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
o,
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,="rn_2—Qnlh—1 , PUIS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rh—3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
ry , etainsi on obtient d sous la forme d = au+ bv.
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,=rn_2—Qnlh—1 , PUIiS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rn_3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
ry , etainsi on obtient d sous la forme d = au+ bv.

Exemple 2.21
Ona1008 A\360 =72,
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,=rn_2—Qnlh—1 , PUIiS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rn_3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
ry , etainsi on obtient d sous la forme d = au+ bv.

Exemple 2.21

Ona1008 A\360 =72, et 1008 = 2.360 + 288, 360 = 288.1 + 72,
288 =72.4.

o
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,=rn_2—Qnlh—1 , PUIiS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rn_3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
ry , etainsi on obtient d sous la forme d = au+ bv.

Exemple 2.21

Ona1008 A\360 =72, et 1008 = 2.360 + 288, 360 = 288.1 + 72,
288 =72.4. Alors, 72 = 360 — 288.1 = 360 — (1008 — 2.360)

o

36/73
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Algorithme 2.20 (Algorithme d’Euclide étendu)

Soit a et b deux entiers etd = a/A b. , Lalgorithme suivant permet d’écrire d
comme combinaison de a et b, i.e., trouver u,v € Z : d = au+ bv : on part de
d="r,=rn_2—Qnlh—1 , PUIiS 0N exprime d comme combinaison de r,_o et
rn_3 , eten remontant de bas en haut, on écrit d comme combinaison de b et
ry , etainsi on obtient d sous la forme d = au+ bv.

Exemple 2.21

Ona1008 360 =72, et 1008 = 2.360 + 288, 360 = 288.1+ 72,
288 = 72.4. Alors, 72 = 360 —288.1 = 360 — (1008 —2.360) ainsi
72 = (—1).1008 + 3.360.

n
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Corollaire 2.22

Si k est un entier non nul, alors pgcd(ka, kb) = |k|pgcd(a, b). J
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Corollaire 2.22

Si k est un entier non nul, alors pgcd(ka, kb) = |k|pgcd(a, b).

Démonstration.

Pusique pgcd(ka, kb) = pged(|kal, |kb|) = pged(|k||al, |k||b
supposer que k,a, b € N*.

), on peut
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Corollaire 2.22

Si k est un entier non nul, alors pgcd(ka, kb) = |k|pgcd(a, b).

Démonstration.

Pusique pgcd(ka, kb) = pgcd(|kal, |kb|) = pged(|k||al, |k|[b]), on peut
supposer que k,a,b € N*. Posons pgcd(a, b) = r, obtenu a I'aide de
I'algorithme d’Euclide :

a=bg+nr,avec0<rn<b
b=qori+r,avec0<rn <rn
rn=qr+nmr,aecd<rn<n

I'n—o = Qnfh—1+ravec0 < ry, < rp_q
I'n—1 = Qn+1ln
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Démonstration.
Alors,

ka = kbq + kry, avec 0 < kry < kb
kb = qokry + kra, avec 0 < Kro < kry
kry = qskro + kr3, avec 0 < kr3 < kro

krn_2 = Qnkrn—1 + kr, avec 0 < kry, < Kkrp_1
Krn—y = Qn—Hkrn
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Démonstration.
Alors,

ka = kbq + kry, avec 0 < kry < kb
kb = qokry + kra, avec 0 < Kro < kry
kry = qskro + kr3, avec 0 < kr3 < kro

krn_2 = Qnkrn—1 + kr, avec 0 < kry, < Kkrp_1
Krn—y = qn+1krn

et ainsi on obteint I'algorithme d’Euclide appliqué aux entiers ak et bk et
pgcd(ak, bk) est le dernier reste non nul, i.e., kr, = k.pgcd(a, b).
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Théoréme et définition 2.23

Soit a,b € Z*. Il existe un unique entier positif m tel que

o =2
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Théoréme et définition 2.23

Soit a,b € Z*. Il existe un unique entier positif m tel que
Q a|metb|m,
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Théoréme et définition 2.23

Soit a,b € Z*. Il existe un unique entier positif m tel que
Q a|metb|m,

@ Sic estun entier tel que a divise ¢ et b divise ¢, alors m divise c.
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Théoreme et définition 2.23

Soit a,b € 7*. Il existe un unique entier positif m tel que

Q a|metb|m,

@ Sic estun entier tel que a divise ¢ et b divise ¢, alors m divise c.

Lentier naturel m est appelé le plus petit commun multiple de a et b.
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Théoreme et définition 2.23

Soit a,b € 7*. Il existe un unique entier positif m tel que

Q a|metb|m,

@ Sic estun entier tel que a divise ¢ et b divise ¢, alors m divise c.

Lentier naturel m est appelé le plus petit commun multiple de a et b. m est
noté aV b ou m = ppcm(a, b).
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Démonstration.

Existence :On considere A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b.
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Démonstration.

Existence :On considere A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N
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Démonstration.

Existence :On considere A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise c.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z2: c=mq+r,avec 0 < r < m.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z2: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta|m, a]|r.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z2: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi, puisque b|cetb|m, b]|r.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb| x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z2: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi,puisque b|cetb|m, b|r. Alors, r=0,
sinon, r € A et r < m, contradiction, et donc m | c.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de aet b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z2: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi,puisque b|cetb|m, b|r. Alors, r=0,
sinon, r € A et r < m, contradiction, et donc m | c.

Unicité :Supposons que m; et my, sont des ppcm de a et b.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z?: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi,puisque b|cetb|m, b|r. Alors, r=0,
sinon, r € A et r < m, contradiction, et donc m | c.

Unicité :Supposons que my et m, sont des ppcm de aet b. Ona a| m; et
b | my d'ot mp | my car my est un ppcm de a et b.
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z?: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi,puisque b|cetb|m, b|r. Alors, r=0,
sinon, r € A et r < m, contradiction, et donc m | c.

Unicité :Supposons que my et m, sont des ppcm de aet b. Ona a| m; et
b | my d'ot mp | my car my estun ppcm de aet b. Aussi,onaa|mpetb| ms
d’ol my | my car my est un ppcm de de aet b
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Démonstration.

Existence :0On considére A= {x € N*/a| xetb | x}, i.e., 'ensemble des
multiples communs positifs de a et b. On a A est une partie de N et A est
non vide car |ab| € A d’ou A posséde un plus petit élément qu’on note m.
Alors, me N*, a| metb| m.

Soit ¢ un entier tel que a divise c et b divise ¢. En effectuant la division
euclidienne de ¢ par m, il existe (q,r) € Z?: c=mq+r,avec 0 < r < m.
Puisque a|ceta| m, a|r. Aussi,puisque b|cetb|m, b|r. Alors, r=0,
sinon, r € A et r < m, contradiction, et donc m | c.

Unicité :Supposons que my et m, sont des ppcm de aet b. Ona a| m; et

b | my d'ot mp | my car my estun ppcm de aet b. Aussi,onaa|mpetb| ms
d’oli my | my car my est un ppcm de de a et b et ainsi puisque my | my,

my | mpetmy,my € N, my = mo. O

v
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Remarques 2.24

@ On vérifie facilement que ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|).

o =2
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Remarques 2.24
@ On vérifie facilement que ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|).

@ On vérifie que si a, b et ¢ sont des entiers non nuls, alors
(avb)Vec=aV(bVc)
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Remarques 2.24
@ On vérifie facilement que ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b)).
@ On vérifie que si a, b et ¢ sont des entiers non nuls, alors
(avb)Vec=aV(bVc) etainsion peut généraliser, par récurrence, a
un nombre fini quelconque d’entiers non nuls, i.e.,
aiV---Vap=(a1V---Vap1)Vap
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et
ppcm(a, b) = ppcm(|al,|bl), on peut supposer que a,b € N —{0}.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et
ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons
d = pgcd(a, b) et montrons que %b = ppcm(a,b) :
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons
d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que

puisque d | a, est un entier.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons
d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que

puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec d,b' € Z.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’Gf’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ:a\cetb\c.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’Gf’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ:a\cetb\c. Alors, ¢ = ah et ¢ = bk, ou h,k € Z.
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.
Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons
d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,

ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.
SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque
d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z : d = au+ bv
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

= pgcd(a,b), il existe u,v € Z : d = au+ bv ainsi

m\%.lo Q
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi
cd __
o=

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi
cd _ clautbv)
ab ab

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi
cd _ c(autbv) _ cau 4 obv cbv _
ab ab ~ ab -

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al,|b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 a _ poecm(a, b) : D'abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi

cd _ clautbv) _ cau | cbv _ ¢ c,,
ab — ab =% T —pUtaV=

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 = ppcm(a, b) : D’abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi

cd _ clautbv) _ cau | cbv _ ¢ @y — 51
A==+ =futiv=hkuthveZdou

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 = ppcm(a, b) : D’abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi

cd __ c(au+bv) cau | cbv _ ¢ [P iy @t
= =2 O = futSv=kuthveZdou 2 |c

m\%.lo
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Théoreme 2.25
Soita,b € 7. — {0}. Alors, pgcd(a, b)ppcm(a, b) = |ab.

Démonstration.

Soit a,b € Z —{0}. Puisque pgcd(a,b) = pgcd(|al,|b|) et

ppcm(a, b) = ppcm(|al, |b|), on peut supposer que a,b € N—{0}. Posons

d = pgcd(a, b) et montrons que 27 = ppcm(a, b) : D’abord, il est évident que
puisque d | a, est un entier. On aa=dd etb=db avec &, € Z. Alors,
ab =db= b’a dou "’;’ est un multiple commun positif de a et b.

SoitceZ :alcetb|c. Alors, c=ahetc=bk,ouh,k € Z. Puisque

d = pgcd(a,b), il existe u,v € Z: d = au+ bv ainsi

@ = Z—Z — dlautby) _ cau ey _ ¢y oy — fythv e Z dol 2 |c et
donc = ppcm(a, b). O

Arithmétique dans Z 42/73



Divisibilité dans Z

Nombres premiers

Définition 2.26

Soit p > 1 un entier.

=] =2 = E A
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Nombres premiers

Définition 2.26
Soit p > 1 un entier. On dit que p est premier
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Nombres premiers

Définition 2.26

Soit p > 1 un entier. On dit que p est premier si les seuls diviseurs positifs
de psont 1 et p.
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Nombres premiers

Définition 2.26

Soit p > 1 un entier. On dit que p est premier si les seuls diviseurs positifs
de psont 1 et p. Un entier > 1 qui n'est pas premier est dit composé.
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Théoréeme 2.27

Soit a,b € 7 et p un nombre premier.

=] =2 = E A
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Nombres premiers

Théoreme 2.27
Soit a,b € Z et p un nombre premier. Sip | ab, alorsp|aoup|b. J
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Nombres premiers

Théoréeme 2.27

Soit a,b € Z et p un nombre premier. Sip | ab, alorsp|aoup|b.

Démonstration.
OnapAac {1,p} car pA aest un diviseur positif de p et p est premier.
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Nombres premiers

Théoréeme 2.27

Soit a,b € Z et p un nombre premier. Sip | ab, alorsp|aoup|b.

Démonstration.

OnapAac {1,p} car pA aest un diviseur positif de p et p est premier.
SipAa=p,alorsp| a.
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Nombres premiers

Théoreme 2.27
Soit a,b € Z et p un nombre premier. Sip | ab, alorsp|aoup|b.

Démonstration.

OnapAac {1,p} car pA aest un diviseur positif de p et p est premier.
SipAa=p,alorsp| a.

SipAa=1, alors, d'aprés le lemme de Gauss, p | b. Ol
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Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitay,...,an€Z.Sip| ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que
Pl ak.
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitay,...,an€Z.Sip| ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitpy,...,pn des nombres premiers. Sip | pi ... pn, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.
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Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) :

Arithmétique dans Z 45/73



Divisibilité dans Z
Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.

@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.

@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie.
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a unrang n > 2.
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a un rang n > 2. Soit p un nombre premier tel que
plai...anant1.
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a un rang n > 2. Soit p un nombre premier tel que
plai...anant1. Alors,pl(ai...an)-antt
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a un rang n > 2. Soit p un nombre premier tel que
plai...anant1. Alors,p|(ar...ap).ant1 doup|ar...a,oup|anis
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
p| ax-
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.
D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a un rang n > 2. Soit p un nombre premier tel que
plai...anant1. Alors,p|(ar...ap).ant1 doup|ar...a,oup|anis
ainsi il existe k € {1,...,n} tel que p | ax ou p | an+1 car P(n) est vraie
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Nombres premiers
Corollaire 2.28
Soit p un nombre premier.
Q Soitai,...,an€Z.Sip|ay...ap, alors il existe k € {1,...,n} tel que
Pl ak.
@ Soitp,...,p, des nombres premiers. Sip | p1 ... pp, alors il existe
ke {1,...,n} tel que p = px.

Démonstration.
@ Montrons par récurrence 1) : Pour un entier n > 2, on note P(n) : Si
p|ai...an, alors il existe k € {1,...,n} tel que p | a.

D’apres le théoréme précédent, P(2) est vraie. Supposons que P(n) est
vraie a un rang n > 2. Soit p un nombre premier tel que
plai...anant1. Alors,p|(ar...ap).ant1 doup|ar...a,oup|anis
ainsi il existe k € {1,...,n} tel que p | ax ou p | an+1 car P(n) est vraie
et donc il existe k € {1,...,n,n+1} tel que p | a.
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Nombres premiers

Démonstration.
@ Soit p,p1,...,Ppn des nombres premiers tels que p | p1 ... pp.
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Nombres premiers

Démonstration.

@ Soit p,p1,...,pn des nombres premiers tels que p | p1 ... p,. D'aprés 1),
il existe k € {1,...,n} tel que p | p«
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Nombres premiers

Démonstration.

@ Soit p,p1,...,pn des nombres premiers tels que p | p1 ... p,. D'aprés 1),
il existe k € {1,...,n} tel que p| px d’ol p = pk car px est premier et p
est un diviseur positif différent de 1 de py.

O
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Nombres premiers

Théoreme 2.29 (Théoréme fondamental d’arithmétique)

Sin > 1 est un entier, alors n s’écrit d’'une maniere unique sous la forme
n=pj'pe...p", avec pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier et
p1 <p2<--- < pr.
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Nombres premiers
Démonstration.
Existence :
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers :
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'’il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers.

Arithmétique dans Z 48/73



Divisibilité dans Z

Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers.
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n.
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux.
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entierstelsque 1 <a<net1<b<n
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entiers telsque 1 <a<net1<b<n dou
a et b se décomposent en des produit de nombres premiers
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Nombres premiers
Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entiers telsque 1 <a<net1<b<n dou
a et b se décomposent en des produit de nombres premiers et par suite n se
décompose aussi en un produit de nombres premiers, contradiction.
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entiers telsque 1 <a<net1<b<n dou
a et b se décomposent en des produit de nombres premiers et par suite n se
décompose aussi en un produit de nombres premiers, contradiction.

Soit n un entier > 1. Plusieurs des nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de n en produit de nombres premiers peuvent étre égaux.
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Nombres premiers
Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entiers telsque 1 <a<net1<b<n dou
a et b se décomposent en des produit de nombres premiers et par suite n se
décompose aussi en un produit de nombres premiers, contradiction.

Soit n un entier > 1. Plusieurs des nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de n en produit de nombres premiers peuvent étre égaux.
Dans ce cas, on remplace les produit de ces nombres premiers égaux (a p)
par p*
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Nombres premiers

Démonstration.

Existence : Montrons d’abord que tout entier n > 1 se décompose en un
produit de nombres premiers : Procédons par absurde et supposons qu'il
existe un entier > 1 qui n’est pas un produit de nombre premiers. On
considére 'ensemble A des entiers > 1 qui ne sont pas des produits de
nombres premiers. Alors, A est un partie non vide de N d’ou A possede un
plus petit élément n. On a n est composé, sinon n = n se décompose en
produit de nombres premiers et donc n ¢ A, ce qui est faux. Puisque n est
composé, n = ab, avec a,b des entiers telsque 1 <a<net1<b<n dou
a et b se décomposent en des produit de nombres premiers et par suite n se
décompose aussi en un produit de nombres premiers, contradiction.

Soit n un entier > 1. Plusieurs des nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de n en produit de nombres premiers peuvent étre égaux.
Dans ce cas, on remplace les produit de ces nombres premiers égaux (a p)

par p* et ainsi n= pf‘pfz .. .pf’, avec pour tout i =1,...,r, ki € N*, p; est
premieret p; < p2 < -+ < pr. O
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité :
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n = p! ple. L pl = qh1 qr. ..q, avec
pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s h; eN*, g; est premier g1 < g2 < --+ < Qs.
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec
pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onap;=gqy:
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec

pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.
Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g1 (de méme si gy < py).
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec

pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8 p <q
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec

pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,p110q
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtout i =1,...,r, ki € N*, p; est premier, p1 < po < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(q’“ 2”2 gl =n,
contradiction.

Arithmétique dans Z 49/73



Divisibilité dans Z

Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(q’“ 2”2 gl =n,
contradiction.

Onak; =hy:
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(q’“ 2”2 gl =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky).
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(qh‘ 2”2 gl =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky). Alors,

K hi—ky _h. h,
pr=qy gk gl
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec

pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(qf‘qz”z...qgs =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky). Alors,

K MKy _h 5 et Ciea K
"=q; 'q,?...qs° ainsiqg; = p; divise p;?...p;
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(qh‘ 2”2 gl =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky). Alors,
ple...pf =g Mqle...q ainsiqy = p; divise ple...pf" dou il existe
i€{2,...,r} tel que p; = pj, contradiction car pi < p;,Vi € {2,...,r}.
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= pi'p/e...pl" = q{" g ... gL, avec

pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(qf‘qz”z...qgs =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky). Alors,
ple...pf =g Mqle...q ainsiqy = p; divise ple...pf" dou il existe
i€{2,...,r} tel que p; = pj, contradiction car p < p;,Vi € {2,...,r}.
Puisque p; = g1 et ky = hy, ple...pf = gl=...qe.
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Nombres premiers

Démonstration.

Unicité : Soit nun entier > 1 tel que n= p1 p2 pr qh1 q”2 .qgs, avec
pourtouti=1,...,r, ki € N*, p; est premier, p; < p» < --- < p, et pour tout
i=1,...,s, hi € N*, g; est premier g; < go < -+ < Qs.

Onapy =q; : en effet, supposons que p; < g; (de méme si g; < py). Alors,
Vi=1,...,8,p1 <q; douVi=1,...,s,pi1q; etainsip; J(qh‘ 2”2 gl =n,
contradiction.

On a ky = hy : en effet, supposons que ki < hy (de méme si hy < ky). Alors,
ple...pf =g Mqle...q ainsiqy = p; divise ple...pf" dou il existe
i€{2,...,r} tel que p1 = pj, contradiction carpi < pi,Vie{2,...,r}.
Puisque p; = g1 et k1 = hy, p p, = q ..qgs. En procédant de la méme
facon que précédement, on montre que po = Qo,ho = ko, ...,pr = qr, hr = k;

etr=s. [

v
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoreme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoreme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.

Supposons qu’on a un nombre fini de nombres premiers et notons ps, ..., pn
ces nombres permiers.
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoreme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.

Supposons qu’on a un nombre fini de nombres premiers et notons ps, ..., pn
ces nombres permiers. On considére I'entier N =pips...p,+1.
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoreme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.

Supposons qu’on a un nombre fini de nombres premiers et notons ps, ..., pn
ces nombres permiers. On considére I'entier N=pips...pp,+1. Ona N > 1
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoreme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.

Supposons qu’on a un nombre fini de nombres premiers et notons ps, ..., pn
ces nombres permiers. On considére I'entier N=pips...pp,+1. Ona N > 1
d’ou, d’apres le théoréme précédent, il existe p; € {p1,...,pPn} : pi | N.
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Nombres premiers

Théoreme 2.30 (Théoréme d’Euclide)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration.

Supposons qu’on a un nombre fini de nombres premiers et notons p1,..., P,
ces nombres permiers. On considére I'entier N=pips...pp,+1. Ona N > 1
d’ou, d’apres le théoréme précédent, il existe p; € {p1,...,pPn} : pi | N.
Comme p; | Netp; | p1p2...pn, pi | 1, contradiction. O

v
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Congruences

Définition 2.31

Soit n € N. On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n et on
note a= b (mod n) si n divise a— b.
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Divisibilité dans Z

Congruences

Définition 2.31

Soit n € N. On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n et on
note a= b (mod n) si ndivise a— b. Larelation a= b (mod n) est appelée
congruence modulo n.
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Congruences

Remarque 2.32
Sin=0,larelation a= b (mod n) n'est autre que a = b.
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Congruences

Remarque 2.32

Sin=0, larelation a= b (mod n) n'est autre que a=b. Sin=1, la relation
a=b (mod n) est vraie pour tout (a, b) € Z2.

Arithmétique dans Z 52/73



Divisibilité dans Z

Congruences

Remarque 2.32

Sin=0, larelation a= b (mod n) n'est autre que a=b. Sin=1, la relation
a=b (mod n) est vraie pour tout (a, b) € Z2.

Dans la suite de cette section, on suppose que n > 2.
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Congruences

Théoréme 2.33

Soit n > 2 un entier. La relation a= b (mod n) définie sur Z est une relation
d’équivalence.
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Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n— 1},
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlacxtelqueac {0,1...,n—1}.
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlacxtelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit x € Z/nZ.
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z? : x =qn+ravec0<r<n-—1
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n)
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n) ainsi il existe
a=re{0,1...,n—1}:a€X.
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a 'ensemble {0,1...,n—1}, i.e., six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n) ainsi il existe
a=re{0,1...,n—1}:a€Xx. Supposons maintenant qu'il existe
a,d €{0,1....n—1}:a,d ex.
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a 'ensemble {0,1...,n—1}, i.e., six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n) ainsi il existe
a=re{0,1...,n—1}:a€Xx. Supposons maintenant qu'il existe
a,d €{0,1...,.n—1}:a,d €x. Alors,x=a (mod n)etx=4
(mod n)
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n) ainsi il existe
a=re{0,1...,n—1}:a€Xx. Supposons maintenant qu'il existe
a,d €{0,1....n—1}:a,d €x. Alors,x=a (mod n)etx =4
(mod n) doux=gqgn+aetx=qgn+4d,avecq,qd €Z
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Congruences

Remarques 2.34

@ Lensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ ou Zp,.

@ Dans chaque classe de congruence modulo n, il existe un, et un seul,
entier appartenant a I'ensemble {0,1...,n—1}, i.e,six € Z/nZ,
Jlaextelque ac {0,1...,n—1}. En effet, soit X € Z/nZ. Alors, il
existe (q,r) €Z?: x =qgn+ravec0<r<n—1 douil existe
a=re{0,1....,n—1}:x=a (mod n) ainsi il existe
a=re{0,1...,n—1}:a€Xx. Supposons maintenant qu'il existe
a,d €{0,1....n—1}:a,d €x. Alors,x=a (mod n)etx =4
(mod n) dolx =qgn+aetx=qg'n+4d,avecq,q €Z etdonc, par
unicité du reste dans la division euclidienne, a= 4.
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Lanneau (Z/nZ,+,.)
Théoréme 2.35

Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.

=] =2
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Lanneau (Z/nZ,+,.)
Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n)
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Théoréeme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
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Théoréeme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).

@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)

Démonstration.
Soit n > 2 un entier, ay, as, by et bo des entiers relatifs.
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)

Démonstration.
Soit n > 2 un entier, ay, as, by et bo des entiers relatifs.
@ Supposons que a; = by (mod n) et a, = b (mod n).
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)

Démonstration.
Soit n > 2 un entier, ay, as, by et bo des entiers relatifs.

@ Supposons que a; = by (mod n) et a, = bo (mod n). Alors, n| ai — by
etn|a—bo
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia;=b; (mod n) eta, = bo (mod n), alors aja = bib, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)

Démonstration.
Soit n > 2 un entier, ay, as, by et bo des entiers relatifs.
@ Supposons que a; = by (mod n) et a, = bo (mod n). Alors, n| ai — by
etnla,—by doun|(a—bi)+(a—b2) = (a1 +a)— (b1 +b2)
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Théoreme 2.35
Soit n > 2 un entier, a1, a», by et bo des entiers relatifs.
@ Sia;=by (mod n) eta; = by (mod n), alors a; + a = by + bo
(mod n) (Compatibilité de la congruence mod n avec I'addition
dans 7.).
@ Sia; =b; (mod n) eta, = b, (mod n), alors ajap = byb, (mod n)
(Compatibilité de la congruence mod n avec la multiplication dans
Z)

Démonstration.
Soit n > 2 un entier, ay, as, by et bo des entiers relatifs.
@ Supposons que a; = by (mod n) et a, = bo (mod n). Alors, n| ai — by

etn|a—by, doun|(a—bi)+(az—b2)=(ar+a)— (b1 +b2) et
donc a; + a> = by + bo (mod n).
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Démonstration.
@ Supposons que a; = by (mod n) et ap = b, (mod n).
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Démonstration.

@ Supposons que a; = by (mod n) eta, = b, (mod n). Ona
aia — biby =

o =2
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Démonstration.

@ Supposons que a; = by (mod n) eta, = b, (mod n). Ona
aia — bibo = ajaz — biax + braz — b1 =
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Démonstration.

@ Supposons que a; = by (mod n) eta, = b, (mod n). Ona
aiap — biby = ajap — biaz + biag — bibp = (a1 — by)az + (a2 — b2) by
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Démonstration.

@ Supposons que a; = by (mod n) eta, = b, (mod n). Ona
aiap — biby = ajap — biaz + biag — bibp = (a1 — by)az + (a2 — b2) by
doln|aja—bibycarn|a;— by etn|a— bo.
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Démonstration.

@ Supposons que a; = by (mod n) eta, = b, (mod n). Ona
ajap — biby = ajap — byaz + byap — bibo = (a1 — by)az + (a2 — ba2) by
doln|aja—bibycarn|a;—byetn|a—b.. Donc ajax = bibe
(mod n).
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Proposition 2.36

Les correspondances suivantes + : Z/nZ x 7./ nZ — Z./nZ, (X,y) — x + y et
< ZINLxZ/nZ — Z/nZ, (X,y) — X -y sont des applications et ainsi + et -
sont des lois de composition internes définies dans Z/nZ.

Démonstration.
e Soit (x1,y71), (%2,¥2) € (Z/nZ)? tels que (x1,y7) = (X2,¥2). Alors,
XX = X . [ x1=x (mod n)
_ _—~ dou ainsi x1 +y1 = xo +
o = Yy { y1 =y2 (mod n) R 2T )

(mod n) etdonc X1 + y1 = X2 + yo.

e Soit (x1,¥7),(%2,¥2) € (Z/nZ)? tels que (x1,y7) = (X2,¥2). Alors,
X1 = X2 . . { x; = x2 (mod n)
i= y1 =y> (mod n)
etdonc X1 - y1 = X2 - yo.

ainsi x1 - y; = x2- yo (mod n)
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Théoréme 2.37

L'addition et la multiplication dans 7./ nZ munissent cet ensemble d’'une

structure d’anneau commutatif non trivial. Cet anneau admet 0 pour élément
nul et 1 pour unité.
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Théoréme 2.38
La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n— 1 sont deux & deux distincts
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

Arithmétique dans Z 59/73



Divisibilité dans Z
Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

Démonstration.
Il est évident que f est une application bien définie.
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

.
Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective :

Arithmétique dans Z 59/73



Divisibilité dans Z
Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

.
Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/nZ.
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

.
Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1}:a=X,
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac{0,1,...,n—1}:f(a) =Xx.
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac€{0,1,...,n—1}:f(a) =X. On aaussi f est injective :
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac{0,1,...,n—1}:f(a) =X. On aaussif estinjective : en effet, Soit
a,a €{0,1,...,n—1} tels que f(a) = f(d).
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac{0,1,...,n—1}:f(a) =X. On aaussif estinjective : en effet, Soit

a,d €{0,1,...,n—1} tels que f(a) = f(&'). Alors,a=&
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac{0,1,...,n—1}:f(a) =X. On aaussif estinjective : en effet, Soit
a,d €{0,1,...,n—1} tels que f(a) = f(a'). Alors,a=4a doud € aet
ainsi il existe a,& € {0,1,...,n—1}:a,d €a
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Théoréme 2.38

La correspondance f : {0,1,...,n—1} — Z/nZ, x — X et une bijection et
ainsi0,1,...,n—1 sont deux a deux distincts etZ/nZ ={0,1,...,n—1}.

v

Démonstration.

Il est évident que f est une application bien définie. Montrons que f est
surjective : Soit X € Z/n’Z. Alors, il existe a€ {0,1,...,n—1} telque a€ x
dou il existe a€ {0,1,...,n—1} :a=X, ie., il existe
ac{0,1,...,n—1}:f(a) =X. On aaussif estinjective : en effet, Soit

a,d €{0,1,...,n—1} tels que f(a) = f(a'). Alors,a=4a doud € aet
ainsi il existe a,& € {0,1,...,n—1}:a,d €a donca=4. O

V.
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Théoréeme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier. J
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Divisibilité dans Z
Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréeme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.
Supposons que Z/nZ est un corps.

Arithmétique dans Z 60/73



Divisibilité dans Z
Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréeme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n.
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Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0
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Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.39
Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1
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Théoréme 2.39
Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 — dk = hn, avec h € Z,
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Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite

1 = hn+ dk.
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Théoréme 2.39

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n, d|1
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Théoréme 2.39
Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciproquement, supposons que n est premier.
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Théoréme 2.39
Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*.
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Lanneau (Z/nZ,+,.)

Théoréme 2.39
Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*. Puisque
ntd et nestpremier, nAd =1
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Théoréme 2.39
7./ n7Z est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*. Puisque
n{d et nestpremier,nAd =1 dou il existe (u,v) € Z?: un+vd =1
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Théoréme 2.39
7./ n7Z est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*. Puisque
n{d et nestpremier, nAd=1 douil existe (u,v) € Z*: un+vd =1 ainsi
vd =1
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Théoréme 2.39
7./ n7Z est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*. Puisque
n{d et nestpremier,nAd =1 douil existe (u,v) € Z?: un+vd =1 ainsi
vd =1 et par suite d est inversible
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Théoréme 2.39
7./ n7Z est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Supposons que Z/nZ est un corps. Soit d un diviseur positif de n différent de
n. Alors, d est inversible dans Z/nZ car Z/nZ est un corps et d # 0 d’ou il
existe k € Z/nZ : dk =1 ainsi 1 —dk = hn, avec h € Z, et par suite
1=hn+dk. Commed|detd|n d|1 etdoncd=1.

Réciprogquement, supposons que n est premier. Soit d € (Z/nZ)*. Puisque
n{d et nestpremier,nAd =1 douil existe (u,v) € Z?: un+vd =1 ainsi
vd =1 et par suite d est inversible donc Z/nZ est un corps. O

v
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Petit théoréme de Fermat

Théoreme 2.40 (Petit théoréme de Fermat)

Soit a € Z et p un nombre premier.
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Petit théoréme de Fermat

Théoreme 2.40 (Petit théoréme de Fermat)

Soit a € Z et p un nombre premier. Sip ne divise pas a, alors a°~' =1
(mod p).
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Démonstration.
Soit a € Z tel que p ne divise pas a.
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Petit théoréme de Fermat

Démonstration.
Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble

X=1{a2a,...,(p—1)a}.
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Petit théoréme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0,
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Petit théoréme de Fermat
Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{l,...,(p—1)}:ka=0
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Petit théoréme de Fermat
Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{l,...,(p—1)}:ka=0 doup]|ka
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Petit théoréme de Fermat
Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{l,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k
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Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe

ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car
1< k<p.
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Divisibilité dans Z

Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe

ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car
1< k<p. Alors, X C (Z/pZ)*.
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Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts :
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Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{l,....(p—1)}
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Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka= (h—k)a
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Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble

X = {E,Za,...,(p— 1)a}. OnaVx € X,X #0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 < k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p—1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka= (h—k)a doup|h—k
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Divisibilité dans Z
Petit théoreme de Fermat

Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka= (h—k)a doup|h—k ainsi
ol lh—K.
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

lh—k| <p, |h—k|=0
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| <p,|h—k| =0 donc h= k.
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X=1{3a,2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts,
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p— 1)a sont
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X=1{3a,2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts, X = (Z/pZ)*.
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe

ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car
.,(p—1)asont

1 <k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a, .
deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou

hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka= (h—k)a doup|h—k ainsi

p||h—k|. Puisque 1 < h k <p,|h—k|<p.Commep||h—
|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

k| et

X=1{a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux a deux
T

distincts, X = (Z/pZ)*. Doncaz2a...(p—1)a=12...(p—

1)
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X={3a2a,...,(p—1)a}. OnaVxe X,x#0, sinon il existe
ke{1,...,(p—1)} :ka=0 doup|ka doncp|k cequiestfaux car

1 < k < p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments 3,2a,...,(p—1)a sont

deux a deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ou
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et
|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X=1{a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux a deux
T

distincts, X = (Z/pZ)*. Donca.2a...(p—1)a=
(p—1)laP~" = (p—1)!,

2...(p—1) ainsi
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X=1{32a,...,(p—1)a}. OnaVx e X,x#0, sinon il existe
ke{l,....(p—1)}:ka=0 doup|ka doncp|k ce quiestfaux car
1<k <p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments a,2a,...,(p— 1)a sont
deux & deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ol
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X={a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts, X =(Z/pZ)*. Donca.2a...(p—1)a=1.2...(p—1) ainsi
(p—1)1@ = (p— 1)\, ie. ((p—1))&" = ((p—1)!) (mod p)
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X=1{32a,...,(p—1)a}. OnaVx e X,x#0, sinon il existe
ke{l,....(p—1)}:ka=0 doup|ka doncp|k ce quiestfaux car
1<k <p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments a,2a,...,(p— 1)a sont
deux & deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ol
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X={a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts, X =(Z/pZ)*. Donca.2a...(p—1)a=1.2...(p—1) ainsi
(p—1)laP 1= (p—1)!, ie, ((p—1)Na "' =((p—1)!) (mod p) dou
pl(p—1)i(@" —1).
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X=1{32a,...,(p—1)a}. OnaVx e X,x#0, sinon il existe
ke{l,....(p—1)}:ka=0 doup|ka doncp|k ce quiestfaux car
1<k <p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments a,2a,...,(p— 1)a sont
deux & deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ol
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X={a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts, X =(Z/pZ)*. Donca.2a...(p—1)a=1.2...(p—1) ainsi
(p—1)laP 1= (p—1)!, ie, ((p—1)Na "' =((p—1)!) (mod p) dou
pl(p—1)(a~"—1). Comme pnedivise pas (p—1)!,p| (a1 —1),
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Démonstration.

Soit a € Z tel que p ne divise pas a. On considere I'ensemble
X=1{32a,...,(p—1)a}. OnaVx e X,x#0, sinon il existe
ke{l,....(p—1)}:ka=0 doup|ka doncp|k ce quiestfaux car
1<k <p. Alors, X C (Z/pZ)*. Aussi, les éléments a,2a,...,(p— 1)a sont
deux & deux distincts : en effet, supposons que ha = ka, ol
hke{1,....,(p—1)}. Alors, p| ha—ka=(h—k)a doup|h—k ainsi
p||h—k|. Puisque 1 < h,k < p,|h— k| <p.Comme p||h— k| et

|h—k| < p, |h—k| =0 donc h= k. Puisque

X={a2a,...,(p—1)a} C (Z/pZ)* et a,2a,...,(p— 1)asont deux & deux
distincts, X =(Z/pZ)*. Donca.2a...(p—1)a=1.2...(p—1) ainsi
(p—1)laP 1= (p—1)!, ie, ((p—1)Na "' =((p—1)!) (mod p) dou
p|(p—1)(a"—1). Comme pne divise pas (p—1)!,p| (&' —1), ie,
a'=1 (mod p).

O
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Corollaire 2.41
Si p est un nombre premier, alors pour tout a € Z, a® = a (mod p).

Démonstration.

Soitae Z.

Sip|a alorsa=0 (mod p) etainsi a® = a (mod p).

Sip1 a, alors, d’aprés le théoréme précédent, @' =1 (mod p) dou & = a
(mod p). O

v
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Définition 2.42

Pour tout entier n > 1, on note @(n) le nombre des entiers k € {0,1,...,n—1}
telsque kAn=1,ie., ¢(n)=card{k € {0,1,...,n—1}/kAn=1}.
Lapplication @ est appelée la fonction indicatrice d’Euler ou I'indicateur
d’Euler et @(n) est dit indicateur d’Euler de n.

Remarque 2.43
Soit n€ N*.Ona @(n) = card{k € {1,...,n}/kAn=1}.
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Exemple 2.44

‘Ona(p(1)=1,(P(2)=1»(P(10):4- J
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Théoréme 2.45

Si p est un nombre premier et k > 0 est un entier, alors ¢(p*) = pk — pk=1.

Démonstration.

Ona @(pX) = card{me {1,2,...,p¥}/mAp* = 1}. Au lieu de compter les
entiers me {1,2,... ,pk} tels que mA p* = 1, nous allons compter les entiers
me{1,2,...,p5} tels que mApX # 1. Soit me {1,2,...,p¥}.On a

mA pK # 1 si, et seulement si, p | m, i.e., si, et seulement si, m est un multiple
de p. Ainsi, mA pX # 1 si, et seulement si, m€ {1.p,2.p,...,p" 'p} dou le
nombre des entiers m € {1,2,...,p*} tels que mA p* # 1 est p~' et donc
o(p*) =pf —p". O

o
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Lemme 2.46
Soita,b,c € N. aA bc =1 si, et seulement si, aAb=1etaNc=1.

Démonstration.

Supposons que aA bc = 1. Posons d = aAb. Alors, d | bd’'ou d | be. Puisque
d|aetd]|bc, d|(aAbc)ainsid|1donc d= 1. De la méme fagon, on
montre que aAc = 1.

Réciproquement, supposons que aAb=1 et aAc= 1. Alors, il existe
u,veZ:ua+vb=1etilexiste s,t € Z:sa+tc=1dou

usa® + utac + vsab+ vtbc = 1 ,i.e., (usa+ utc + vsb)a+ (vt)bc = 1 et donc,
d’aprés le lemme de Bézout, aA bc = 1. Ol

v

Arithmétique dans Z 67/73



Divisibilité dans Z

Fonction indicatrice d’Euler

Théoréeme 2.47

Soit m,n € N—{0,1}. Si m et n sont premiers entre eux, alors
©(mn) = @(m)e(n).

=] =2
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Démonstration.
On écrit les entiers de 1 a mn sous la forme du tableau suivant avec n lignes et
m colonnes :
1 2 . r
m+1 m+2 m+r
2m—+1 2m+2 2m—+r

(n—1)m+A1 (n—1:)m+2 (n—1:)m+r

m
2m
3m

nm
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Démonstration.

On écrit les entiers de 1 a mn sous la forme du tableau suivant avec n lignes et
m colonnes :

1 2 r m

m+1 m+2 m-+r 2m

2m-+1 2m+-2 2m—+r 3m

(n—1)m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+r nm
On sait que @(mn) est le nombre des entiers k € {1,..., mn} tels que

kA mn=1,i.e., ¢(mn) est le nombre des éléments de ce tableau qui sont
premiers avec mn
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Démonstration.

On écrit les entiers de 1 a mn sous la forme du tableau suivant avec n lignes et
m colonnes :

1 2 r ... m

m+1 m+2 m-+r 2m

2m—+-1 2m+-2 2m—+r 3m

(n—1)m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+r nm
On sait que @(mn) est le nombre des entiers k € {1,..., mn} tels que

kA mn=1,i.e., ¢(mn) est le nombre des éléments de ce tableau qui sont
premiers avec mn et donc, d’aprés le lemme précédent, @(mn) est le nombre
des éléments de ce tableau qui sont premiers a la fois avec m et avec n.

O

v
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Démonstration.
On considére un élément de la r iéme colonne.
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm+r
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Démonstration.

On considére un élément de la r ieme colonne. Cet élément est de la forme

gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux.
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Démonstration.

On considére un élément de la r ieme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m
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Démonstration.

On considére un élément de la r ieme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a

exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chagque élément est premiers avec m.
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chagque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n :
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet :
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet : si
hm+r=km+r (mod n),avec0 < hk < n—1,




Divisibilité dans Z
Fonction indicatrice d’Euler

Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet : si
hm+r=km+r (mod n),avec 0 < hk < n—1, alors hm= km (mod n)
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet : si
hm+r=km+r (mod n),avec 0 < hk < n—1, alors hm= km (mod n)
doun|(h—k)m
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet : si
hm+r=km+r (mod n),avec 0 < hk < n—1, alors hm= km (mod n)
do'un|(h—k)m ainsin| h—kcarnAm=1etparsuite n| |h—k| <n
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Démonstration.

On considére un élément de la r iéme colonne. Cet élément est de la forme
gm-+r etpuisque (gm+r) Am=rAm,onagm-+r et msont premiers
entre eux si, et seulement si, r et m sont premiers entre eux. Alors, on a
exactement @(m) colonnes contenant des entiers premiers avec m et dans
une telle colonne, chaque élément est premiers avec m.

Montrons que dans chaque colonne de ces @(m) colonnes, il y a exactement
¢(n) éléments qui sont premiers avec n : Supposons que rAm=1.danslar
ieme colonne, on a exactement n entiers qui sont
rym+r.2m+r...,(n—1)m+r.

Aussi, ces entiers sont deux a deux non congrus modulo n, en effet : si
hm+r=km+r (mod n),avec 0 < hk < n—1, alors hm= km (mod n)
do'un|(h—k)m ainsin| h—kcarnAm=1etparsuite n| |h—k| <n et
donc |h—k| =0, i.e., h=k.

O
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Démonstration.

Puisque les nentiers r,m+r,2m+r...,(n—1)m+r sont deux & deux non
congrus modulo n, ces n entiers de la r ieme colonne sont, dans un certain
ordre, congrus modulo na 0,1,2,...,n—1
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Démonstration.

Puisque les nentiers r,m+r,2m+r...,(n—1)m+r sont deux & deux non
congrus modulo n, ces n entiers de la r ieme colonne sont, dans un certain
ordre, congrus modulo na 0,1,2,...,n—1 etdonc la r ieme colonne et
{0,1,...,n—1} contient le méme nombre d’entiers qui sont premiers avec n
(carsis=t (mod n), alors sAn=1 si, et seulement si, tAn=1)
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Démonstration.

Puisque les nentiers r,m+r,2m+r...,(n—1)m+r sont deux & deux non
congrus modulo n, ces n entiers de la r ieme colonne sont, dans un certain
ordre, congrus modulo na 0,1,2,...,n—1 etdonc la r ieme colonne et
{0,1,...,n—1} contient le méme nombre d’entiers qui sont premiers avec n
(carsis=t (mod n), alors sAn=1si, et seulement si, tAn=1) etdonc
on a ¢(n) éléments qui sont premiers avec n dans la r iéme colonne.
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Démonstration.

Puisque les n entiers r,m+r,2m+r...,(n—1)m+r sont deux a deux non
congrus modulo n, ces n entiers de la r ieme colonne sont, dans un certain
ordre, congrus modulo na 0,1,2,...,n—1 etdonc la r ieme colonne et
{0,1,...,n—1} contient le méme nombre d’entiers qui sont premiers avec n
(carsis=t (mod n), alors sAn=1si, et seulement si, tAn=1) etdonc
on a ¢(n) éléments qui sont premiers avec n dans la r iéme colonne.

Alors, le nombre total des éléments de ce tableau qui sont premiers avec mn
est o(m)o(n)
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Démonstration.

Puisque les nentiers r,m+r,2m+r...,(n—1)m+r sont deux & deux non
congrus modulo n, ces n entiers de la r ieme colonne sont, dans un certain
ordre, congrus modulo na 0,1,2,...,n—1 etdonc la r ieme colonne et
{0,1,...,n—1} contient le méme nombre d’entiers qui sont premiers avec n
(carsis=t (mod n), alors sAn=1si, et seulement si, tAn=1) etdonc
on a ¢(n) éléments qui sont premiers avec n dans la r iéme colonne.

Alors, le nombre total des éléments de ce tableau qui sont premiers avec mn
est @(m)@(n) et donc @(mn) = @(m)@(n). O

v
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Théoréme 2.48
Soitn > 1 un entier et n = pf‘ .. .pﬁ", avec pi, ..., p, des nombres premiers
deux a deux distincts et kq, . .., k. des entiers > 0, alors

o(n) = (P —pl' ") .. (Pl —pf ") = n(1 —5)..0=1).

1

Démonstration.

Utilisons une récurrence sur r :

On a déja vu que si r =1, le résultat est vrai.

Supposons que le résultat est vrai aunrang r > 1.

Soit pf‘ ...pf’pf’j{, avec py, ..., Pr+1 des nombres premiers deux a deux
distincts et kq, ..., k.11 des entiers > 0. Puisque (pf1 ...pf’) /\pk’+1 =1,

r+1 —
o(p} .. .pffp,::;) O((P" . )Py 1) = (Pl .. P )@(pf'7) ainsi
K Kr Kr
o(pi'---pr'pr)

(p(pf1 ...pf’).(pfj:{ —pfjjf1 et donc, d’'aprés I'hypothése
de récurrence,
QP ... pF i) = (Pl — P 1) (BF — P ) (ol — Py Alors, le




Divisibilité dans Z

Fonction indicatrice d’Euler

Exemple 2.49

On a 1800 = 233252, Alors,
©(1800) = 22(2—1).3(3—1).5(5— 1) = 480.
W
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