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Chapitre Préliminaire

Dans le contexte de la statistique, les données observées sont souvent sous forme de
mesures quantitatives représentées dans des matrices. Par suite, et sauf mention
contraire, les matrices considérées sont des matrices réelles (i.e. a coefficients
dans R) non nulles. On adopte la notation A pour la transposée d’une matrice
A. La taille de cette derniére est notée (m,n) indiquant que A a m lignes et n
colonnes. Le cas ou m = n, A est une matrice carrée et est dite simplement de
taille n. On note M,, ,, (R) I'espace vectoriel des matrices réelles de taille (m,n).
On identifiera R" a M,,; (R); ainsi, lors du calcul matriciel les vecteurs sont des

vecteurs colonnes.

Les résultats non démontrés dans ce document sont standards et peuvent étre
trouvés dans les ouvrages de 1’algebre linéaire et de I’analyse matricielle; voir par

exemple [I], 3].

0.1 Produit matriciel

Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux matrices de taille (m,n) et (n,p) respec-
tivement. Le produit des matrices A et B est la matrice de taille (m,p) définie
par:

n
AB = (¢;5) avec ¢ij = Y aibr; , 1 <i<m, 1 <j<p.
k=1

Les matrices A et B sont dites dans ce cas compatibles pour la multiplication.

1



Chapitre Préliminaire 2

0.1.1 Cas particuliers:

1. Produit tensoriel de deux vecteurs colonnes x = * (21, ...,x,) ety = " (y1, ..., Yn):

TRy : =xY
Iy
= |l
_xm
T1Yyr - T1Yn
= : Co| = (T 1<i<m -
1<j<n
[ TmY1 - TmYn

Le résultat étant, pour deux vecteurs non nuls, une matrice de taille (m,n)
et de rang égal a 1.

2. Produit scalaire (canonique) sur R” :
Pour x = ' (x1,...,2,) et y = "(y1,...,yn), le produit scalaire de x et y est le
scalaire:

n
(w,y) = "zy =3 2y
i=1

Remarque 0.1 1. Le produit tensoriel est défini pour n’importe quels deux vecteurs
colonnes, alors que le produit scalaire n’est défini que pour deux vecteurs
colonnes de méme taille.

2. Contratrement au produit tensoriel, le produit scalaire sur R" est symétrique,
1.€.,

(z,y) = (y,x) , z,y € R".
3. Pour z,y € R", on a la relation
tr(z®@y) =tr(z'y) = (z.y).
La notation trA désigne la trace de la matrice A.

Plus de détails sur le produit scalaire seront présentés dans le chapitre qui suit.
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0.1.2 Différentes expressions du produit matriciel:

Dans toute la suite, on adoptera pour une matrice A de taille (m,p) I'écriture

suivante

t
A1«

A = |:a/*1 o« . e a*p:| =
Amx

ou l'on a exprimé A par concaténation de vecteurs colonnes a,; € R et de vecteurs
tbl*

lignes ‘a;., a;x € RP. Si B = {b*l b*n] = | ¢ | est de taille (p,n), Alors le
tbp*

produit matriciel des deux matrices A et B peut étre exprimé

1. via le produit scalaire:

AB=| : {5*1 b*n] —

2. via le produit tensoriel:
p
AB = |a, --- a*p] : = . Asi @ bie

tbp*

i=1

chaque terme a,; ® b;, étant une matrice de taille (m,n).

3. Par concaténation de vecteurs colonnes (resp. lignes):

(a)
AB=Alby o by|=[Abs - b

chaque Ab,; étant un vecteur colonne de taille m.
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(b)
tal* tal*B
AB = : B =

t t
o B

chaque ‘a;, B étant un vecteur ligne de taille n.

0.2 DMatrices par blocs

Soit A = [a*l .-+ a,,| une matrice de taille (m,n). Remarquons que A peut
étre vue comme une matrice par blocs a,; qui sont des matrices de taille (m, 1).
Similairement, A peut étre vue comme une matrice par blocs de matrices de taille
(1,m) (concaténation de vecteurs lignes). On peut aussi faire un partitionnement
de taille (2,2) (deux partitions des lignes et deux partitions des colonnes) de A en

la matrice par blocs:

Ay A
Qo | A ’ (0.1)
Ao Ag

avec Ajp est une matrice de taille (mq,ny), Ao est de taille (mq,n9), Ag est de

taille (mg, n1) et Agg est de taille (mg, ny) . On a donc m = my +ms et 1 = ny +no.

Proposition 0.2 Soit A une matrice de taille (m,n) partitionnée en une matrice

par blocs de la forme (0.1)) . Alors la transposée de A est donné par

t t
All AZI
t t
A12 A22

tA

(en faisant la transposée de chacun des quatre blocs et en permutant les positions

des matrices sur l’anti-diagonale).

On dit que deux matrices par blocs A et B sont conformément partitionnées

pour l'addition si leurs blocs correspondants sont des matrices de méme taille.
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L A An B B , e
Ainsi, si A = et B = sont conformément partitionnées

A A By Ba
pour 'addition, alors pour a, 5 € R on a

aAy + BB oAy + BBy

aA+ BB = .
aAo + BBy aAay + BBa

Aussi, les deux matrices A et B peuvent étre conformément partitionnées pour
la multiplication. Dans ce cas, si A prend la forme ((0.1)) alors B est de taille (n, p)
telle que By; est de taille (n1, p1), Bio est de taille (nq, p2), Boy est de taille (ns, pr)
et Bay est de taille (ng, pa) et p1 +po = p. Ainsi, les produits A By, , i, 7,k = 1,2,
sont bien définis et le produit AB se préte a la définition du produit matriciel

ordinaire:
An App| |Bu B
_A21 Ag| |Ba1 B

AnBi 4+ A19Bor A1 Bia + A2 By
_A21B11 + Ay By A9 Big + A Bao

Plus généralement, si une matrice par blocs a la forme

ou A est de taille (m,n), chaque matrice A;; est de taille (m;,n;), 1 < i < r,

r C
1 <j<c avec ¥ m; =met > n; =n, alors la transposée de A est donné par
=1 i=1

1= =

tAll tAQl tArl

4 — t412 t422 t4r2 .

_tAlc tAQc tArc_
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L’addition et le produit de deux matrices par blocs, lorsque celles-ci sont con-
formément partitionnées pour ces deux opérations, sont obtenues par une maniere

analogue a celle du cas du partitionnement de taille (2,2) en une matrice par blocs.

0.2.1 Déterminant d’une matrice par blocs

Rappelons que, pour un ensemble non vide fini £, une permutation o de E est une
bijection de E vers lui méme. L’ensemble S(FE) des permutations de F muni de la
loi de composition o des applications de E vers lui méme est un groupe. Dans le cas
particulier £ = {1,2,....n}, S(E) est noté simplement S,,. Une transposition 7 ;,
{i,j} € {1,2,...,n}, est une permutation de S, laissant invariant tout élément
de {1,2,...,n}\{i,j} telle que 7, (i) = j et 7,;(j) = i. Toute permutation o
de S, peut étre décomposée en un produit (pour la loi de composition o) de
transpositions. Si p est le nombre de transpositions dans ce dernier produit, alors
le nombre € (o) = (—1)” ne dépend pas d’une décomposition particuliere de o.

C’est donc par définition la signature de la permutation o.

Définition 0.3 Le déterminant d’une matrice carrée A = (aij),; j<,,» M0t€ [A]

(ou parfois det A), est le scalaire

|A‘ - Z € (0) A10(1)A20(2)-+-Ano(n)-
ogES,
Rappelons que le déterminant d’'une matrice carrée A satisfait les propriétés

suivantes:

1. laissant fixe toute les autres colonnes (resp. lignes) de A, |A| est linéaire par
rapport a chaque colonne (resp. ligne) de A.

2. si au moins une des colonnes (resp. lignes) de A est une combinaison linéaire
des autres, alors |A| = 0 (en particulier, c¢’est le cas lorsqu’au moins une des
colonnes (resp. lignes) de A est nulle ou au moins deux colonnes (resp. lignes)

de A sont identiques).
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3. |A| =|tA|.
4. |AB| = |A| |B|, B étant carrée de taille n.

5. A est inversible si et seulement si |A| # 0, et si A est inversible alors [A™!| =
1

Théoreme 0.4 Soient A une matrice carrée de taille m, B une matrice de

taille (m,n) et D une matrice carrée de taille n. Alors

A B
= |A||D].
0 D
. A B
Preuve. Soient A = (aij)1gi,jgm . D = (dij)lgz‘,jgn et P = 5 — (pij)1gz',jgm+n-
On a
‘P| - Z 5(0) P1o(1)P20(2) -+ -Pmo(m)Pm+10(m~+1)---Pm+no(m-+n) - (02)

ogc SnH—n

Assertion 1 Les termes non nuls de s’écrivent
e (0) e (7) a16(1)@20(2) -+ Wmb(m)d1(1)d2(2) -+ Dy ()
ou 0 €5, v €S, sont définies par
O(i)=0c(i), i€{l,2,....m} ety(i)=c(m+i)—m, i € {1,2,...,n}.

Il s’ensuit que

Pl = 2 e(0)€ () aro)a200)-—Gmaem) s d2: 2)-+na o)
YESH
= > €(0)a161)a20(2)--amo(m) Y- € (V) diy(1)d2r(2) Ay (n)
0€S,, YESn
= |A|[D].
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Exercice 1 Montrer ’assertion [1.

Exercice 2 Soient A une matrice carrée de taille m, C' une matrice de taille

(n,m) et D une matrice carrée de taille n. Montrer que

A0

= [AlD].
C D

Théoréme 0.5 (Déterminant d’une matrice par blocs) Soient A une mjpu-
trice carrée de taille m, B une matrice de taille (m,n) , C' une matrice de taille
(n,m) et D une matrice carrée de taille n. Alors

A B| | |A||ID—CA™'B| siA est inversible;

C D |D||A — BD™IC| si D est inversible.

Preuve. Traitons le cas ou A est inversible. On a

A B I, 0]]A B

C D cA™' 1| lo0 D—cA'B|’

Il s’ensuit que

= = |A||D - CA7'B|.
C D CA™Y I,]|0 D-CA'B
L’autre cas est traité d’une facon similaire. ]

Une situation bien particuliere est celle du déterminant des matrices dites bor-
dées que 'on retrouve dans le contexte statistique avec ’actualisation d’'un tableau
de données statistiques. Une matrice bordée est obtenue en augmentant la taille

d’une matrice carrée A par une ligne et une colonne, obtenant ainsi une matrice



Chapitre Préliminaire 9

A u
sous la forme , ou u et v sont deux vecteurs colonnes et o est un scalaire.

t
v o«
Lorsque A est inversible, le déterminant d’une telle matrice est donné par

;4 Y= Al (o — TwA ).
(Ve
Ce résultat trouve son intérét dans les modeles de régression linéaire ou 1’on a
besoin d’une actualisation de I'inverse ( 'X X)~! dans le but d’actualiser ’équation
normale (Chapitre 1), et ce lorsque la matrice de données statistiques X est ac-
tualisée par I'ajout d’une ligne (i.e. 'observation sur un nouveau individu). Dans

ce cas la matrice X X est actualisée par ajout d’une matrice de rang 1 (on parle

X

d’actualisations de rang 1). En effet, X est actualisée en la matrice X, = et

ty

on a donc

(X, X, = ‘XX +v .

Théoréeme 0.6 (Actualisations de rang 1 et formule de Sherman—Morrison)

Soient A une matrice carrée inversible de taille n et u,v deux vecteurs colonne

de taille (n,1). Alors
’A +u tv‘ = Al (1 + "wA ),

et donc A+ u 'v est inversible si et seulement si 1+ v A~ u #£ 0.

Si 1+ A lu #£ 0, Uinverse de A + u 'v est obtenu par la correction de

celui de A comme suit:

At o) =471
( )
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Preuve. Le résultat sur le déterminant est une conséquence immédiate du
A u

Théoreme (0.5 appliqué a la matrice . . La formule de I'inverse est obtenue
— v 1

facilement en vérifiant que

B 1 3 B B 1 _ _
(A+u'v)(A 1—1+ th—luA WA = (A 1—1+ th—luA WA (Adulv) = 1.
O
Exercice 3 Soit la matrice
1+ 1 .1
1 1+ A
A= ? ,
1
I B W

les réels \; étant non nuls. Calculer det A (ind. exprimer A comme actualisation

de rang 1 d’une matrice).

Exercice 4 (Contrdle continu, automne 2018) Calculer les inverses des ma-
I, 0| |In, Y
X L, |0 I,|
1. Soit R une matrice carrée partitionnée selon une matrice par blocs R =
A B
C D

resp. Définissons le complément de Schur de A, lorsque celle-ci est inversible,

trices par blocs

telles que A et D sont des matrices carrées de tailles ny est ns

comme étant F = D—CA 'B. Supposons que A et son complément de Schur

sont inversibles. Donner la décomposition LDU par blocs de R :

L, 0||D, 0||L, Y

1

R= .
X I,/ |0 D||0 I,
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2. En déduire que [’inverse de R est donné par:

At + ATIBFTICATY —ATIBF!
—FlcA™! F

R'=

3. Supposons que D est inversible et définissons de méme le complément de
Schur de D comme étant G = A — BD'C.
(a) Ecrire le déterminant de R de deux fagons différentes et en déduire que
G est inversible.

(b) Montrer que

G1 —~G'BD!
—-D'CcG™' D'+ D 'CG'BD!

R!'=

4. En déduire la formule Sherman-Woodbury-Morrison:

(A-BD7'C) ' = A 4+ A'B(D-CA'B) ' cA

0.3 Systemes linéaires

L’un des fameux problémes dans les sciences mathématiques consiste a résoudre

simultanément m équations algébriques a n inconnues:
anxy+ ...+ apx, =bi, i =1,2,....m, (0.3)

les inconnues étant x4, ..., z, et les a;; , b; étant des constantes réelles données. Ce

probleme est reformulé matriciellement en I’équation Az = b, ot A = (ayj);<;,,
1<j<n
est la matrice des coefficients du systeme (0.3), x = ' (x1,...,2,) est le vecteur
des inconnues et b = (by,...,b,) est le vecteur du second membre. La solution

du systeme ({0.3)) ne sort de I'un des trois cas suivant:

1. solution unique;

2. un nombre infini de solutions (I’ensemble de solutions est dans ce cas convexe);



Chapitre Préliminaire 12

3. pas de solution.

Dans les deux premiers cas, le systeme ((0.3)) est dit consistent. Si non, il est dit
inconsistent. Dans ce dernier cas, le systeme peut étre résolu dans un autre sens

via la méthode des moindres carrés (Chapitre 1, Paragraphe 1.8).

0.3.1 Meéthode d’élimination de Gauss

Résoudre le systeme (0.3) a I'aide de la méthode d’élimination de Gauss consiste
a transformer le systéme a un autre systéme linéaire équivalent (i.e. ayant méme
ensemble de solutions) qui prend une forme échelonnée, et ce en appliquant aux

lignes du systeme ((0.3) les opérations élémentaires:

1. Type I: intérchanger deux lignes du systeme ([0.3]) .
2. Type II: multiplier une ligne par un scalaire non nul.
3. Type III: remplacer une ligne par la somme de cette derniere et une autre

ligne multipliée par un scalaire.

La forme échelonnée ciblée pour le systeme équivalent est définie par les deux

conditions suivantes:

1. si une ligne est nulle alors toutes les lignes en dessous le sont;

2. si dans une ligne non nulle L;, le premier coefficient non nul figure dans la
jieme position, alors dans les colonnes C1, ..., C; tous les coefficients en dessous
de la ligne L; sont nuls.

Un exemple illustratif d’une forme échelonnée est le suivant:

® o« + 6+
0
0
0
0

@****
0
0
0

o o o O
o o o O
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La solution du systeme ((0.3]) sous I'une de ses formes échelonnées devient simple
en procédant par une substitution a l'envers. Dans une forme échelonnée d’un

systeme linéaire:

1. les premiers coefficients non nuls des lignes non nulles (les coefficients entourés
dans 'exemple précédent) sont dits les pivots de ce systeme.

2. les colonnes contenant ces pivots sont dites colonnes basiques.

Le nombre de pivots d’un systeme linéaire ne dépend pas de la forme échelonnée
obtenue par le processus d’élimination de Gauss. Il est donc par définition le rang

de ce systeme.

Si dans le systeme (0.3), b = 0 alors ce systeme est dit homogene. Les sys-
temes linéaires homogenes sont toujours consistents du fait qu’ils ont x = 0 comme
solution triviale. L’ensemble de solutions d’un systeme linéaire homogene a n in-
connues est un sous espace vectoriel de R" engendré par n—r solutions particulieres

linéairement indépendantes, le nombre r étant le rang de ce systeme linéaire.

Il est a noter que le rang d’un systeme linéaire est égal au rang de la matrice

de ses coefficients. La section suivante porte sur la notion du rang d’une matrice.

Exercice 5 En résolvant un systeme linéaire, trouver les coefficients dans [’équation

de la parabole y = o + Sx + ya® qui passe par les points (1,1), (2,2) et (3,0).

Exercice 6 Soit A une matrice de taille (m,n) .

1. Supposons que n > m. Montrer que le systéme homogene Ax = 0 a une
solution mon triviale.
2. Supposons que n = m. Montrer que le systeme Ax = 0 n’a pas de solutions

non triviales si et seulement si A est inversible.
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Exercice 7 Soit la matrice de Vandermonde

1 a2 . ap!
1 z9 2 a1
2 cee 2
A= :
2 n—1
1 oz, oz, .oz

les z;, i=1,...,n (n>1), étant distincts deux a deux.

1. Montrer que le systéeme homogene Ax = 0 n’a pas de solutions non triviales.
2. Soit N le nuage de points (x;,y;) résultat de n observations x; et y;, i =
1,2,....,n, de deux variables statistiques quantitatives X et'Y respectivement,
telles que les réels x; sont distincts deux a deux. Montrer qu’il existe un seul
polynome P de degré n — 1 intérpolant le nuage de points N, i.e., P (x;) = y;

pour tout 1 =1,...,n.

0.4 Rang d’une matrice

Pour deux espaces vectoriels E et F, la notation £ ~ F' signifie que E et F' sont
isomorphe. Notons que M,, ,, (R) ~ L (R", R™) 'espace vectoriel des applications
linéaires de R" dans R™, via I'application qui a A € M,,,, (R) associe I’application

linéaire x — Ax de R™ dans R". De ce fait, on a la définition suivante.

Définition 0.7 Le rang d’une matrice A de taille (m,n), noté rg(A), est la di-

mension du sous espace vectoriel image de A :

rg (A) := dim ImA = dim{Az : x € R"}.

Notons que 'on a toujours rg(A) < min (m,n).
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Théoréeme 0.8 (Théoréme du rang) Soit A une matrice de taille (m,n) .
Alors

rg (A) + dim KerA = n,

ou KerA est le sous espace vectoriel noyau de A :

KerA :={z € R": Az =0} .

Corollaire 0.9 Une matrice carrée A de taille n est inversible si et seulement si

rg(A) = n.

Exercice 8 Soient A une matrice de taille (m,n) et G un supplémentaire de Ker A
dans R".

1. Montrer que G ~ImA.

2. En déduire le théoréeme du rang.

Exercice 9 Soit A une matrice de taille (m,n) .

1. Montrer que Ker( "AA) =KerA.
2. En déduire que

rg (A) = rg( 'A) = rg( 'AA) = rg(A'A).

Exercice 10 Deux matrice A et B de méme taille (m,n) sont dites équivalentes

s’il existe deux matrices inversibles P et () de tailles m et n respectivement, telles
que A = P71BQ.

1. Montrer que pour une matrice A de taille (m,n), rgA =r si et seulement si
I, 0

0 0

2. En déduire que deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement

A est équivalente a J, =

st elles ont méme rang.
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Définition 0.10 Une matrice A de taille (m,n) est dite de rang plein si rg(A) =

n.

D’apres le théoreme du rang, une matrice A est de rang plein si et seulement
si KerA = {0}, i.e.
Ar=0= 2 =0.

Proposition 0.11 Soit A une matrice de taille (m,n). Alors

A est de rang plein < 'AA est inversible.

Preuve. Comme rg(A) =rg( "AA), alors A est de rang plein si et seulement si

rg( tAA) = n, ie., "AA est inversible. O

Les matrices sous la forme ‘AA jouent un role primordial dans certaines ap-
plications statistiques. En particulier, de telles matrices sont d’une utilité par-
ticuliere dans 1’étude des modeles de régression linéaire. Ces matrices jouissent
d’un certain nombre de propriétés intéressantes, qui sont entre autres: les pro-
priétés bien connues des matrices réelles symétriques, positivité semi-définie, les
valeurs singulieres de A sont (par définition) les racines carrées des valeurs propres

strictement positives de “AA (Chapitre 2).

Exercice 11 Soient A et B deux matrices de taille (m,n) et (n,p) respectivement.

1. Montrer que Im(AB) CImA et qu’il y a égalité si B est une matrice carrée
inversible.
2. Montrer que KerB CKer(AB) et qu’il y a égalité si A est une matrice carrée

inversible.

Exercice 12 Soient A et B deux matrices de taille (n,p) et de rang plein telles

que ImA =ImB. Montrer qu’il existe une matrice carrée C de taille p inversible
telle que AC' = B.
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0.5 Trace d’une matrice

Définition 0.12 Soit A = (a;;) une matrice carrée de taille n. La trace de A,

notée trA, est la somme de ses coefficients diagonaux:

n
trA = Z ;-
i=1
Il s’agit d’une forme linéaire sur 'espace vectoriel M,, (R) des matrices carrées

de taille n invariante au passage a la transposée. Elle s’applique énormément en

statistique, notamment en analyse multivariée.

Proposition 0.13 (Propriété cyclique de la trace) Soient A et B deuz ma-

trices de tailles (m,n) et (n,m) respectivement. Alors

tr (AB) =tr (BA).

Plus généralement, la trace est invariante par permutations cycliques. Par ez-
emple,

tr (ABC) =tr (BCA) =tr (CAB),
ot les produits sous la trace donnent bien des matrices carrées.

Exercice 13 1. Montrer que pour z,y € R", tr(z 'y) = 'z y.

2. Soient A et B deux matrices de tailles (m,n) et (n,m) respectivement.

t
a1

(a) Montrer que tr (AB) = > tag, b, ou lon a éorit A = : et

1=1

B = {b*l b*m]
(b) En déduire que tr (AB) = tr (BA).

Exercice 14 Montrer que l'application tr est la seule forme linéaire sur M, (R)
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vérifiant:

Exercice 15 Montrer que 'application (A, B) — (A, B) := tr( "AB) définit un
produit scalaire sur M, , (R).

Une expression équivalente de la trace d’une matrice carrée A de taille n est

=1

ou les \; sont les n valeurs propres de A (répétition permise). Cela peut étre vu
via la trigonalisation de A (toujours possible dans C) par une matrice complexe

inversible U de taille n:

A=UTU !,

T étant une matrice complexe triangulaire supérieure de taille n dont les coeffi-

cients diagonaux sont Aq,..., A,. Il s’ensuit que

trA=tr(UTU Y =tr(TUU) = trT = 3 \i.

1=1

Exercice 16 1. Montrer que pour tout f € M, (R)" (le dual algébrique de
M, (R)) il existe A € M,, (R) telle que

f(X)=AX, X € M, (R).

2. En déduire que M,, (R)" ~ M,, (R) .

0.6 Projecteurs

Soient F' et GG deux sous espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel

FE de dimension finie (on écrit £ = F' @ G) de telle fagon que tout élément x € £
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a une représentation unique sous la forme:
r=y+z yeFetzed.

- Le vecteur y est appelé la projection de z sur F' parallelement a G.

- Le vecteur z est appelé la projection de x sur GG parallelement a F.

Définition 0.14 Soit R" = E & F. Une matrice carrée P de taille n est dite
matrice de projection sur E parallelement a F, si pour tout x € R", Px est la
projection de x sur E parallelement a F. Une matrice carrée P de taille n est dite
un projecteur s’elle est une matrice de projection sur un sous espace vectoriel de

R"™ parallelement a un supplémentaire.

Les projecteurs jouissent des propriétés suivantes:

Théoréme 0.15 Pour une matrice carrée P de taille n, les assertions suiv-

antes sont équivalentes:

1. P est un projecteur;

2. P est une matrice idempotente, i.e. P> = P;

3. R" = ImP®KerP et P est la matrice de projection sur ImP parallelement
a KerP.

Exercice 17 Montrer qu’une matrice carrée P de taille n est un projecteur si et
seulement si I, — P [’est aussi. Le cas ou P est un projecteur, I, — P est un
projecteur sur quel sous espace vectoriel de R"™ parallélement a quel sous espace

vectoriel de R"?

Exercice 18 (Somme de projecteurs) Soient P et () deux projecteurs de taille

n.
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1. Montrer que

P+ @ est un projecteur < ImP C Ker@ et ImQ) C KerP
& PQ=QP=0.

2. Supposons que P+ Q) est un projecteur. Montrer que rg(P + Q) =rgP+rgQ
et en déduire que P + @ est le projecteur sur ImP®Im() parallelement a
Ker PNKer@.

3. Que seront-t-ils les résultats si ['on remplace la somme de P et QQ par leur
différence?



Chapitre 1

Espaces euclidiens et orthogonalité

1.1 Produit scalaire d’un espace euclidien

Dans toute la suite £ désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1. La

notation Vect (X) désignera le sous espace vectoriel engendré par un sous ensemble
X de E.

Définition 1.1 Un produit scalaire sur E est une application (.,.) : Ex E — R

satisfaisant les trois propriétés suivantes:

1. (z,y) = (y,x) (symétrie).
2. {ax + Py, z) = alx,z) + B (y, z) (linéarité).
3.

(x,z) >0 et (xr,x) =0 si et seulement si x = 0.

En d’autres termes, un produit scalaire sur F est une forme bilinéaire symétrique
définie positive sur E. L’espace vectoriel £ muni du produit scalaire (., .) est dit un
espace euclidien. L’application |.|| : £ — R*, ||z|| = (x,x)é définie une norme
sur F dite la norme issue du produit scalaire de . L’espace vectoriel E/ peut étre
muni de n’importe quel autre norme qui est en général donner par la définition

suivante:

Définition 1.2 Une norme sur E est une application ||.|| : E — R satisfaisant

les trois propriétés suivantes:

21
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1. ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.
2|zl = [A[ ]l A e R.
3. x4yl < |zl + |yl (inégalité triangulaire).

Exemple 1.3 Sur R" : les p-normes ||z|, = (f)l z:P)?, p > 1, la norme |zl =
1=

max? ; |z;|, avec x = (x1, ..., ;) .

Du point de vue topologique, comme E est de dimension finie, toutes les normes
de F sont équivalentes dans le sens ou elles définissent la méme topologie sur E.
L’espace euclidien E est un espace métrique; la distance d (ou métrique) sur F

étant celle induite par la norme issue du produit scalaire de F :

N|—=

d(z,y) =z —yl| =(r —y,z —y)

Un exemple essentiel d'un produit scalaire est celui du produit scalaire canon-

ique (ou euclidien) sur R™:

Définition 1.4 (Produit scalaire canonique) Le produit scalaire canon-
ique sur R est défini pour x = ' (x1,...,x,), y = (Y1, ..., Yn) par

" n

(z,y) =" 2.y =3 ziys.
i=1
La norme issue de ce produit scalaire est la norme euclidienne donnée par:
zf] = ( X7 )2
i=1

La distance sur R" induite par la norme euclidienne est aussi dite distance

euclidienne et est donnée par:

N[

d(z,y) = ( (%-%)2) ‘

n

i=1
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On a besoin dans certains cas, pour des raisons statistiques, de munir R” d’une

variante du produit scalaire canonique:

Définition 1.5 (M-produit scalaire) Le M -produit scalaire sur R™ est défini

par

<SU7 y>M = tZUMy,

ot M est une matrice carrée de taille n symétrique définie positive (Chapitre 2)
générant ce produit scalaire. La norme issue de ce produit scalaire est dite la

M-norme et est donnée par:

Comme la matrice M peut s’écrire M = 'NN, N étant une matrice inversible
de taille n (Théoreme [2.17)), alors la M-norme est donnée par:

[l = ("2 'NNz )2 = [|[Nz]||.

Notons que dans les problemes utilisant la fameuse méthode des moindres car-
rés, la norme qui reste toujours utile est celle euclidienne ou, dans certains cas, sa
variante la M-norme. Pour cela, dans tout ce qui suit, et sauf mention contraire,
R™ sera muni de son produit scalaire canonique et sa norme euclidienne notée ||.|| .
Cette méme notation est utilisée pour désigner la norme issue du produit scalaire
d’un espace euclidien abstrait E qui sera, et sauf mention contraire, normé de

cette maniere standard.

Théoreme 1.6 (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit E un espace eucli-

dien. Pour x,y € E on a

[z, ] < =]l - lyll-
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. Il y a éqgalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants. |

Une généralisation du produit scalaire canonique sur R" est le produit scalaire
canonique sur l'espace vectoriel M,,, (R) des matrices réelles de taille (m,n)
que 'on dérive naturellement du premier produit scalaire via la vectorisation des

matrices. En effet, une matrice A = (a;;) € My, ., (R) s’écrit

t
a1«

A: [a*ly---;a*n] - E 9

t
Amx

ou les a,; € R™ et les a; € R". 1l s’ensuit que M,,,, (R) s’identifie a R™ via
I'isomorphisme qui & A associe le vecteur vec(A) obtenu par la concaténation

verticale des vecteurs colonnes a1, ..., Gy (TESP. G1gy ...y s )

vec (A) == [ lau, ..., taw] (vesp. [ lars, ..., ‘ams)).

On a donc la défintion naturelle suivante:

Définition 1.7 (Produit scalaire matriciel canonique) Le produit scalaife

canonique sur My, , (R) est défini par:

(A, B) := (vec (A),vec(B)) =Y aijbi; =Y Tawbyj =Y Tapbi. = tr( 'AB),
]

J )

ot l'on a écrit B = (b;;) de la méme maniére par concaténation de ses vecteurs

colonnes (resp. lignes).

1.2 Normes matricielles
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Définition 1.8 (Norme de Frobenius) La norme de Frobenius (ou norme
matricielle standard) est la norme issue du produit scalaire canonique sur

Mn (R), d.e., la norme donnée par

I1AI° = X af = X lagll® = 3 llawll” = tr( *A4).
1,) J 7

Comme la trace d’une matrice carrée est la somme de ses valeurs propres, alors la

norme de Frobenius de A se réduit a
IA|l = (0 + ... + 02)2,

ot les 02 (0; > 0) sont les n valeurs propres positives de la matrice semi-définie
positive ‘AA (Chapitre 2). La norme de Frobenius d’une matrice non nulle A se
réduit encore a

|All = (o7 + .. + 07)2,

les o; étant les valeurs singulieres de A et r =rg(A) (voir Exercice [41)). Si la

matrice A est de plus symétrique, alors
1
IA] = (AT + .+ A%)2,

les \; étant les valeurs propres de A.

La norme matricielle précédente, en tant qu’application sur I’ensemble de toutes
les matrices (de n'importe quelle taille), satisfait une quatrieme propriété pérti-
nente qui est ’équivalent de 'inégalité triangulaire pour le produit matriciel; la

propriété de sous-multiplicativité:
|AB|| < ||Al| || B]] si A et B sont compatibles pour la multiplication.

Proposition 1.9 1. la norme de Frobenius est compatible avec la norme (vec-
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torielle) euclidienne dans le sens ot l’on a l'inégalité
[Az]| < [|A|l[|z]|, A€ Mmn(R), z€R"
2. la norme de Frobenius est sous-multiplicative.

Preuve.

1. Comme Ax = [tayz, ..., ‘an.a], alors grace a I'inégalité de Cauchy Schwarz

on a

2 2 2 2 2 2
1Az|® = 30| "asa]” < 3 a2 = [1AI [|=[1°
2 ]

2. En écrivant A et B par concaténation de vecteurs colonnes et en remarquant

que (AB),; = Ab,j, on a

2
IABI* = S[(AB)" = X 1Aby " < A% (o517
J J J

= [lAI" X 1byl* = I1AI° 1B
J

[]

Certains auteurs ajoutent aux trois axiomes de la définition d’une norme la
propriété de sous multiplicativité pour adopter une définition non standard d’une
norme matricielle en tant qu’application sur ’ensemble de toutes les matrices.
L’addition et la multiplication des matrices sont donc restreintes aux matrices

compatibles pour ces opérations.

Notons que I'espace vectoriel M,,, , (R) peut étre normé par la norme d’opérateur
en identifiant M., ,, (R) a £ (R",R™), et ce en se fixant une norme quelconque du
méme type ||.|| (on note abusivement différente norme par ce méme symbole uni-
versel) sur R” et R™ munis de leurs bases canoniques. Ainsi, on a la définition

suivante:
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Définition 1.10 La norme d’opérateur d’une matrice A € M, ,, (R) est don-

née par

A
Y T L T R—
220 ||x|| | <1 lz[|=1

Dans ce cas, la norme d’opérateur sur M, ,, (R) est dite induite par la norme

vectorielle.

On utilisera par la suite la notation [.|[,, 1 < p < oo, pour dénoter la norme
d’opérateur induite par la norme vectorielle [|.[|, sur R". Une norme d’opérateur
est donc toujours compatible avec la norme vectorielle qu’elle I'induit. La norme
matricielle ||.||, est reconnue souvent pour la norme spectrale et est donnée par

(voir Exercice 39):
[Ally = o1,

ou o est la plus grande valeur singuliere de A. Le cas ou A est symétrique, sa

norme spectrale n’est autre que son rayon spectral:

|All, = p (A) := max {|\;] : A\ est une valeur propre de A} .

L’une des préocupations en analyse matricielle consiste a I’étude de I'invariance

d’une norme matricielle par passage a certaines opérations matricielles.

Proposition 1.11 Soit A une matrice de taille (m,n). Alors les deux normes de

Frobenius et spectrale sont

1. invariantes par passage d la transposée, i.e. ||A|| =] 'A]| .
2. orthogonalement invariantes, i.e., ||A|| =|| UAV ||, U,V étant deux matrices

de tailles m et n respectivement telles que U 'U = I, et 'VV = 1I,,.

La norme d’opérateur ne satisfait pas en général les deux propriétés d’invariances
précédentes; e.g. |||, , p = 1,00 pour I'invariance par passage a la transposée

(Exercice 20)).
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Exercice 19 Montrer Proposition [1.11]]

Exercice 20 Soit A = (ai;) une matrice de taille (m,n). Montrer que

1. |A|l; = max; X |a;;| (la plus grande 1-norme de ses vecteurs colonnes).
(3
2. ||All, = max; ¥ |a;;| (la plus grande 1-norme de ses vecteurs lignes).

j
3. En déduire que || 'A ||= || All; -

1.3 Orthogonalité dans un espace euclidien

Notons que, méme si 'on présentera certaines propriétés géométriques et al-
gébriques dans le cadre d'un espace euclidien abstrait (E, (.,.)), on ne s’intéressera
dans le contexte de la statistique qu’aux espaces euclidien R" et M,, ,, (R) munis
dans la plupart des cas de leurs produits scalaires et normes canoniques. Notons
aussi que, puisque tout espace euclidien (F, (., .)) de dimension n > 1 admet une
base orthonormale B (Paragraphe 1.5), alors E est isomorphe a R"” muni de son
produit scalaire canonique, et ce via l'isomorphisme qui a © € E associe z € R”

le vecteur des coordonnées de u dans la base B.

Définition 1.12 Soit (E,(.,.)) un espace euclidien.

1. L’angle entre deux vecteurs non nuls x,y € E est défini par

A
(x,y) = arccos (. 9)

[l Il

2. Deux vecteurs x,y € E sont dits orthogonauz, et on note x L y, si {(x,y) =0
A
(i.e. (x,y) =75 six ety sont non nuls).
8. Une famille de vecteurs X = (x;);c; est dite orthogonale si ses vecteurs x;
sont deux a deuzx orthogonauzr. Si de plus, les vecteurs x; sont unitaires, i.e.
|z;|| = 1 pour tout i, alors X est dite orthonormale. On a donc dans ce cas

(wi,xj) = dij, ou 0;j; =0 sii# j et 0;; =1 sii=j (le delta de Kronecker).

Exemple 1.13 La base canonique (eq, ..., e,) de R™ est une famille orthonormale.
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Le vecteur e; étant le vecteur ayant sa '“"¢ coordonnée égale a 1 et des zéros

atlleurs.

Théoréme 1.14 (Identité de Pythagore) Soit E un espace euclidien. Pouj

deuz vecteurs orthogonauzr x,y € E, on a

2 2 2
lz +ylI™ = [zl + llylI”-

Plus généralement, si (x1, 2, ...,xp) est une famille orthogonale de E, alors

2

p
>
=1

L 2
=2 =™
i=1

Proposition 1.15 Toute famille orthogonale (x1, %2, ..., x,) de vecteurs non nuls
d’un espace euclidien E est libre. Il en est de méme, en particulier, pour toute

famille orthonormale de E.

P
Preuve. Soient oy, 1 = 1,...,p des scalaires tels que . a;z; = 0. Fixons un
i=1
je{l,...,p}. Alors

P P
< Zj, Z QT >= Z a; < X, >= o5 < xj,r; >=0.
i=1 i=1
D’ou, comme z; # 0, o; = 0. L'indice j étant arbitraire, la famille (21, ..., z))

est alors libre. ]

1.4 Projection orthogonale sur une droite vectorielle

Soit (z1,x2,...,x,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E tel que
dimF = n. Pour z € E, calculons p (z) la projection de = sur Vect (1) parallele-

ment a Vect (x9, 3, ..., T,) . Soit v, ..., v, € R tels que x = ax1+ ... + apz,. D’onl
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<IL',.’L'1'>

<l’,$1>

(x,r1) = aq (r1,71) et donc a = oy Similairement, on a «; = Goay bour tout
. Par suite on trouve que
T, T,
r = (7, 71) m1+...+Mxn.
<ZC1,331> <xnaxn>
Il s’ensuit que p () = %xl. Le vecteur p () est dit la projection orthogonale

de x sur z7 et on le note dorénavant proj,, (). Dans le cas E = R", la matrice
de projection sur Vect (x1) parallelement a Vect (xo, x3, ..., ;) est dite matrice de

projection orthogonale sur x;.

Proposition 1.16 Soit a € R" un vecteur non nul. Alors

1. La matrice de projection orthogonle sur a est donnée par

p=21 (1.1)

ta.a

2. P, est idempotente, symétrique et de rang égal a 1.

Preuve.

1. Pour x € R", on a

, T,a) ta.x L, 1 ; a‘ta
projq (v) = a=i;—a=; (a.x)a:t—a(a.x):t—x:Pax.
(a,a) a.a a.a a.a a.a
Lp2 1 to ot _ _‘taa t, —
2. Idempotence: P7 = ooy @00 7@ =z a’a= F,.
Apia tP — trafay _ 1 tot \t, __ a'a _
Symétrie: ‘P, = (&%) = - '('a) 'a = &2 = P,.

Le rang: rg(P,) =rg(a ‘a) =rg(a) = 1.
]

Exemple 1.17 Déterminons la projection orthogonale du vecteur b = *(1,1,1)

sur la droite vectorielle engendrée par a = *(1,2,2) :
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La matrice de projection orthogonale sur a est:

) 122
1(1,2,2)(1,2,2) = = |2 4 4].
2 4 4

p-2a_1

ta.a - 9 9

Dot proj, (b) = Pob= " (3,4, ).

La projection orthogonale sur n’importe quel sous espace vectoriel de R" sera

traitée dans Paragraphe 1.8.

1.5 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Partant d’'une famille libre de vecteurs d’un espace euclidien F, on peut obtenir une

famille orthonormale de E via 'algorithme de Gram-Schmidt, et ce sans modifier

le sous espace vectoriel engendré par la famille initiale:

et (e1,ea,...,e,) construites comme suit:

une famille libre d’un espace euclidien E. Alors les deux familles (y1, ya, ..., Yp)

Y1
Y1 = T1, €1 = 37
1]
. Y2
Y2 = T2 — Projy, (502) 3 E2— M,
p_l y
Yy = Tp— me]yi (%)3 €p = L
iz [

sont respectivement une famille orthogonale et une famille orthonormale sat-

Théoréme 1.18 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt) Soit (21, z2, ..., ;)




Espaces euclidiens et orthogonalité 32

isfaisant

Vect (21,29, ...,xp) = Vect (y1, Y2, ..., yp) = Vect (e1,€a, ..., €p) .

Exemple 1.19 21 = (1,2,3); 20 = (3,7,10); z3 = (0,1,0) :

U1

t
Y1 = T1; €1 = — (17273)7
[yl V14
t
Y172 L, Y2 1,
Yo = T — 1= — (=5,4,—1); ex= = —5,4,—-1);
? Pty T 14 ( )i e y2ll V42 ( )
t t
Y1-23 Y2.73 1 t Ys ¢
Ys = XT3 — Y1 — Yo = = (1,1,—1), €3 — 77— — (1,1,—1)
fyran GRT 3 lysll - /3

La famille (*(1,2,3), '(=5,4,—1), *(1,1,—1) ) est une orthogonalisation de

la famille (x1,x9,x3) et (e1,e2,€e3) en est une orthonormalisation.

Si ’on se donne un espace euclidien F, en considérant une base (1, s, ..., z,,) de
E, celui-ci admet une base orthonormale (eq, e, ..., €,) en appliquant le procédé de
Gram-Schmidt a la famille (x1, xo, ..., x,) . Aussi, partant d’une famille orthonor-
male (ej, es, ...,e,) de E, on peut la compléter en une base (ey, €, ..., €p, Yp+1, ---Yn)
de FE, et en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a celle-ci, on obtient une
base orthonormale (eq, es, ..., €y, €541, ...€,) de E. Les vecteurs ey, ey, ..., e, n’étant
pas afféctés par le procédé de Gram-Schmidt car la famille (e, e, ..., ;) est déja
orthonormale. Notons que les coordonnées d’un vecteur x € E dans une base
orthonormale B = (e, e, ..., €,) sont simplement les produits scalaires de z et les

éléments de la base B, i.e.,
n
=Y (z,e)e.
i=1

Cette derniere écriture est dite développement de Fourier de x et les coordonnées
de x dans la base B sont dites ses coefficients de Fourier. Géométriquement, chaque
composante (x,e;)e; du développement de Fourier de x représente sa projection

orthogonale sur 'axe e;.

En développant (x, z), x € E étant remplacé par son développement de Fourier,
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on obtient 'identité suivante reconnue pour l'identité de Parseval:

n

|zl = 3 (x,e)”.

1=1

L’identité de Parseval montre que la norme euclidienne du vecteur des coeffi-

cients de Fourier de z € FE est invariante au choix de la base orthonormale utilisée.

Théoréme 1.20 Soit (F,(.,.)) un espace euclidien (de dimension n > 1).
Alors

1. E admet une base orthonormale (ey, e, ..., €,) .

2. Tout vecteur x € E s’ecrit

z:: (x,e;) e

Cette derniere écriture étant le développement de Fourier de x et les
scalaires (x,e;) sont ses coefficients de Fourier.

3. La norme de x € E est donnée par ["identité de Parseval:

2 " 9
]| =2|<$:€z’>| :
1=

4. Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base or-

thonormale de E.

1.6 Projection orthogonale sur un sous espace vectoriel

Définition 1.21 Soit X un sous ensemble non vide d’un espace euclidien E.

L’ensemble orthogonal de X, noté X, est défini par

L={yecFE:{yz)=0Vrec X}.
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Proposition 1.22 Soit X etY deux sous ensembles non vides d’un espace eucli-

dien E. Alors

XCcY=Y*-cXx*

Xt =Veet (X)".

X+ est un sous espace vectoriel de E.

Vect (X) = X1+ = (XL)l. En particulier, X+ = X si et seulement si X

est un sous espace vectoriel de E.

BSENCIEE

Preuve.
1. Facile.
2. D’apres 1. il suffit de voir X+ C Vect (X)L. Soient y € X+, 21,29, ...,z, € X
et aq, o, ...,a, € R. Alors

p p
<y, > x> =Y a; (y,x;) = 0.
i=1 i=1

Dot y € Vect (X)*.
3. Clairement 0 € X+. Soient z,y € X+, u € X et a € R. Alors

(z +ay,u) = (z,u) + a(y,u) = 0.

Dott z +ay € X*.
4. T1 suffit de voir Vect (X) C X*++. Soit x € Vect (X). Pour tout y € X+ on a
(r,y) =0 et donc x € (XL)L.

lorthogonal F* en est un supplémentaire, i.e.,

E=F¢F"-.

Théoréme 1.23 Pour tout sous espace vectoriel F' d’un espace euclidien (F, (.|.
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Preuve. Remarquons que FNFL = {0} . En effet, si z € FNF* alors (z,z) = 0
i.e. = 0. Montrons que £ = F + F+. Considérons une base orthonormale
(e1,e€2,...,e,) de F' et complétons la en une base orthonormale (ey, es, ..., e,) de E.

Soit maintenant x € E. Alors x s’écrit

p n

r=> (r,e;)e;+ >, (x,¢€)e.

=1 1=p+1

p
Comme Y (z,¢;)e; € F, il suffit de montrer que 5 (z,e;)e; € F+. Remar-
i=1 i=p+1

p
quons que pour tout s € {p+1,...,n} e; € F-. En effet, si u = > a;e; € F alors
=1

1=

pour k € {p+1,...n}, (ex,u) = _fjl a; (eg,e;) = 0 (car la famille (eq, es, ..., €,) est

orthonormale). Maintenant, comme F- est un sous espace vectoriel de E alors
n

> ({x,e)e; € FL. O
1=p+1

Définition 1.24 (Projection orthogonale) Soit F' un sous espace vecto-
riel de E. La projection orthogonale d’un vecteur x € R" sur F est la projec-

tion de x sur F parallélement a F*. Si E = R"™, la matrice de cette projection

est dite matrice de projection orthogonale sur F.

Géométriquement, la projection orthogonale p (x) = projr (z) de x € E sur F
est le point de F' le plus proche de x pour la distance d induite par la norme issue
du produit scalaire de F, i.e.

d(z,p(x)) = mind (z,u).

uel

| Théoreme 1.25 Soient F un sous espace vectoriel de R" et x € R". La
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projection orthogonale de x sur F est l'unique vecteur p (z) de F qui réalise

lz = p (2)|| = min [z — ]

Preuve. Soient z € E et u € F. Comme x —p(z) € F*, v —p(z) L p(z) — u.
D’ou d’apres l'identité de Pythagore, on a

lz —ull® = llz = p(@)+p(2) —ul*
= |lz = p@)[" + llp () —ul

> |z —p(@)]*.

2

Clairement, ce dernier minimum n’est atteint que pour u = p(x). D’ou le

résultat. ]

Exercice 21 Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs d’un espace euclidien E.
On appelle matrice de Gram associée a (1, ...,2T,) la matrice G (x1,...,T,) =
({4, xj))lgi,jgn .

1. Soit B une base orthonormale de l’espace vectoriel ' engendré par la famille
(21, ...y k) et M la matrice de cette famille dans B. Montrer que G (xy, ..., T,) =
EMM et en déduire que det G (z1, ..., ) est toujours positif.

2. En déduire que G (x4, ..., x,) et (x1, ..., x,) ont le méme rang et que G (x4, ..., z,)
est inversible si et seulement si (x1,...,x,) est libre.

3. Supposons que (z1,...,x,) est libre. Montrer que pour x € E,

det G (z,x1, ..., Ty)
det G (:L‘l, ,:Un) .

d(:U,F>:\l
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1.7 Les quatre sous espaces vectoriels fondamentaux d’une

matrice

Soit A une matrice de taille (m,n) et de rang r. Les quatre sous espaces vectoriels
fondamentaux associés a la matrice A sont les images et noyaux de A et de sa

transposée:

- ImA un sous espace vectoriel de R™ de dimension r.
- KerA un sous espace vectoriel de R" de dimension n — r.
- Im *A un sous espace vectoriel de R" de dimension r.

- Ker 'A un sous espace vectoriel de R™ de dimension m — r.

1.7.1 Détermination des bases des quatre sous espaces vectoriels fon-

damentaux

Dans cette sous-section, pour une matrice A de taille (m,n), G désigne la matrice
produit des matrices élémentaires représentant les opérations élémentaires rendant

A sous sa forme échelonnée R. On a donc R = GA et (G est une matrice inversible.

Proposition 1.26 Soit A une matrice de taille (m,n) et de rang r. Alors

1. Im 'A =Im 'R et donc les r vecteurs lignes pivots de R forment une base de
Im *A.
2. KerA =KerR et donc n — r solutions particulieres et linéairement indépen-

dantes du systeme homogéne Rx = 0 forment une base de KerA.

Preuve. Appliquer Exercice [11] [

Une base de ImA est determinée a 1’aide de la proposition suivante:

Proposition 1.27 Soient A et B deux matrices ayant le méme nombre de colonnes.
Alors
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1. st KerA =KerB, alors une famille de vecteurs colonnes de A est libre si et
seulement si la famille de vecteurs colonnes de B dans les positions corre-
spondantes est libre;

2. une famille de vecteurs colonnes de A est libre si et seulement si la famille de
vecteurs colonnes de R dans les positions correspondantes est libre. Donc, les
vecteurs colonnes pivots de A, i.e., les vecteurs colonnes occupant les positions

correspondantes aux vecteurs colonnes de R contenant les pivots, forment une
base de ImA.

Preuve.

1. Soient A = [ay, ..., a,] et B = [by, ..., b,] . Il suffit de montrer que si (ail, s aip)
est une famille libre de vecteurs colonnes de A alors la famille (bil, - bip) est

libre. Pour ce faire, supposons que (ail, - aip) est libre et soient ..., q;, €

R tels que a; by, + ... + ;)b = 0. Si @ = (z1,...,x,) avec z, = «, si
k=1i,etx,=0sik¢{i,.. i}, alors Bx = 0. Par hypothese Az = 0, i.e.
@, a;, + ... +a;a;, = 0. Dot o, = o, = ... = o, = 0 et la famille (bil, e bz-p)

est libre.
2. Comme R = G A et G est inversible, alors Ax = 0< Rx = 0, i.e., KerA =KerR.

Le résultat s’ensuit donc de 1.

[

Il est clair qu’a l'instar du cas du noyau de A, on peut résoudre le systeme
homogene ‘Az = 0 pour aboutir & une base de Ker ‘A. Cependant, les vecteurs
formant la base de Ker ‘A apparaissent dans la matrice G. En effet, on a la
proposition suivante:

Gy

Proposition 1.28 Ecrivons G = . avec Gy est de taille (r,m) (et donc Gso
2

est de taille (m —r,m)). Alors, Ker A =Im 'G5 et donc les m —r vecteurs lignes

de Gy forment une base de Ker 'A.
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Ry

0
GoA = 0. Soit y €lm "Gy, ie., y = 'Gox. Dot 'Ay = A 'Gyx = (GoA)x = 0,

i.e., y €Ker 'A. Pour I'autre inclusion, écrivons G~! = {Fl, FQ} avec F est de

taille (m,r). De GG™! = G™1G = I,,, on tire aisement

Preuve. Comme R = avec R; est de taille (r,n), alors de R = GA on a

G1F1 = Ir et F1G1 = Im — FQGQ.

Soit maintenant y €Ker ‘A, i.e.,

"Ay = (G 'Ry = "(F\R)y = 'R, "Fiy = 0.

Comme 'Ry est de rang plein (égal & r) alors de 'Ry "Fiy = 0 on tire ' Fiy = 0.
D’ou!(F1Gy)y = 'G1'Fiy = 0. On en déduit que *(1,,,— F2Go)y = y— Gy 'Fyy = 0,

i.e., y €lm 'Gy. En conclusion, Ker 'A =Im 'G5 comme souhaité. O

Exemple 1.29 Trouvons les bases des 4 sous espaces vectoriels fondamentaux de

la matrice: ]
2 -2 =5 -3 -1

2
2 -1 -3 2 3 2
4 -1 —4 10 11 4|
01 2 5 4 0

L’élimination de Gauss donne la matrice échelonnée de A :

2 -2 -5 —3 —1 2
01 2 5 4 0
00 0 1 1 o
00 0 0 00

Une base de Im 'A est constituée des trois (rgA = 3) premiéres lignes pivots de
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R, ie.,

(*(2,-2,-5,-3,-1,2), (0,1,2,5,4,0), '(0,0,0,1,1,0)).

Les colonnes pivots de R étant la premiere, la deuxieme et la quatrieme colonne,

une base de ImA est donc

(1(2,2,4,0), "(=2,-1,-1,1), "(-3,2,10,5)).

La solution dy systéme homogéne Rx = 0 donne les trois (6—rgA) solutions

particulieres:

1
t(§7 _27 17 07 Oa 0)7 ! (07 17 07 _17 17 0) 9 t (_17 07 07 07 07 1) 9

qui sont bien linéairement indépendantes et forment donc une base de KerA.

La determination d’une base de Ker ' A nécessite la determination de la matrice

G. Pour ce faire, on part de l’identité

1000[[2 -2 -5 -3 -1
0100[|2-1-3 2 3
0010/[4 -1 -4 10 11
000 1[0 1 2 5 4

O NN

L’étape 1 du processus d’élimination de Gauss consiste a annuler les coefficients
sous le pivot de la premiere colonne de A, et ce en effectuant les opérations élé-
mentaires Foy (—1) (i.e. remplacer la ligne 2 de A par " ligne 2+ (—1) xligne 1")

et Fs1(—2). Cela se traduit par la pré-multiplication de A par la matrice

(1 00 0
~110 0
2010
0 00 1]
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en remplacant dans la matrice identité Iy = (0;5), 021 par —1 (relativement a

Fy (1)) et 031 par —2 (relativement a Es1 (—2)). Le résultat est donc

2 —2 -5 -3 —1 2
01 2 5 4 0
0 3 6 16 13 0|
01 2 5 40

R =G A=

L’étape 2 de l’élimination de Gauss est d’annuler les coefficients sous le pivot de
la deuzieme colonne de Ry, et ce en effectuant les opérations élémentaires Esg (—3)

et By (—1). Cela se traduit par la pré-multiplication de Ry par la matrice

1 0 0 0
01 00
Gy = .
0 =310
0 -1 0 1]

Le résultat donne donc la matrice échelonnée de A :

GoG1A = R.

Il s’ensuit que la matrice de pré-multiplication d’élimination de Gauss est don-

née par
1 0 00
-1 1 00
G = GG = :
1 =310
1 -1 01

Par suite, la derniére ligne (4—rgA) de G, i.e. '(1,—1,0,1), constitue une base
de Ker 'A.
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1.7.2 Le théoreme fondamental de I’algebre linéaire

Théoréme 1.30 Soit A une matrice de taille (m,n) et de rang r. Alors

1. (ImA)" = Ker 'A et on a R™ = ImA & Ker " A;
2. (Ker)™ =Im A et on a R" =KerA & Im *A.

Preuve. Notons que la seconde partie de chaque question est Théoreme [1.23].

1. Montrons que (ImA)" =Ker A. On a

ye (Imd)" & (y,Az) =0 Yz eR"
& lgpltAy =0 Vo eR"
& TAy=0
&y e Ker'A.

Dot (ImA)" =Ker *A.
2. On a d’apres 1.
(KerA)" = (Im 'A)** = Im ‘A.

]

Figure 1.1 illustre I'apport du théoréme fondamental de I’algebre linéaire quant
a l'action de la matrice A sur un vecteur x € R". En effet, celui-ci se décompose
en une somme de z, sa projection orthogonale sur Im ‘A et xz, sa projection
orthogonale sur KerA. Il s’ensuit que tout vecteur Ax de ImA est obtenu par
I'mage par A d’un vecteur z, de Im ‘A. Plus que cela, ce dernier vecteur z, est
unique!; s’il y en a un autre z/. €lm 'A vérifiant Az, = Ax. alors x, — 2. €Ker AN
Im ‘A = {0}, ie. =z, = z/. Ce fait montre que A cache une matrice carrée
inversible de taille r (égale a dimIm ‘A = dimImA) représentant l'isomorphisme
de Im 'A vers ImA. L’inverse de cette matrice donne naissance a une matrice de
taille (n, m) qui applique isomorphiquement ImA & Im ‘A, notée A* et reconnue

pour le pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice A. Cet inverse donne une
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ImA

Im‘tA = /

dim: r N

Figure 1.1: L’action de A sur un vecteur x € R"”

solution au sens des moindres carrés du systeme linéaire Az = b lorsque A n’est
pas nécessairement de rang plein (on se limitera au cas A est de rang plein qui

sera traité dans le paragraphe qui suit).

Exercice 22 (Alternative de Fredholm) Soient A une matrice de taille (m,n)

et b € R™. Montrer qu’ezactement un des deux problemes suivants a une solution:

I Ax=1b , z € R
2.1 A=0,ye€R"™ avec'y.b # 0.

1.8 Projection orthogonale et I’equation normale

Il est fréquemment commode dans le contexte de la statistique de faire la projection
orthogonale sur I’espace image ImA d’une matrice A de rang plein. En effet, si ’on
projete orthogonalement sur un sous espace vectoriel ' de R", quite a considérer
une base (aj,as,...,a,) de F, la matrice A est donnée par A = [ay,as,...,a,].
Dorénavant, la matrice d'une telle projection orthogonale sera simplement notée

P4. Soient maintenant b € R" et p = P4b sa projection orthogonale sur F' =ImA.
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Le vecteur p est donné par les conditions:
p= A% , TER et b—p L ImA = Vect (a,as,...,a,) .

. . /\ . \ . / . \ /7 . .
Cela signifie que = est solution du systeme linéaire a r équations suivant:

taq (b — A@) =0
tao (b — A%) =0

ta, (b — A:%) = 0.
Le dernier systeme s’écrit matriciellement:
‘Ab—Az) =0

soit
tAAY = tAb.

La derniere équation est reconnue pour 1’équation normale associée au systeme
linéaire Az = b, qui a une solution unique méme si le systeéme linéaire Ax = b est
inconsistent. En effet, comme A est de rang plein, 'AA est inversible et ’équation

normale a pour solution

o= ('AA)"" 1 Ab.

Az —b|| = ||AZ — b||. Elle est donc dite

la solution au sens des moindres carrés du systeme linéaire Ax = b. Ainsi, la

. /\ / . . .
La solution x réalise bien min,cgr

projection orthogonale de b sur ImA est donnée par
p=A% = A(TAA)! L Ab.
On en déduit que la matrice de projection orthogonale sur ImA est donnée par

Py=A('AA)1 A, (1.2)
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Les propriétés de la matrice Py, a U'instar de celles de P, de Proposition [I.16]

sont laissées a titre d’exercice:

Exercice 23 Soit A une matrice de taille (n,r) et de rang plein. Vérifier que

1. P4 est une matrice idempotente, symétrique et de rang égal a 7.
2. Pxb=1>0sibelmA et Pab=0 sib € (ImA)L .

En résumé, on a les deux théorémes suivants:

plein. Alors

7 ER est l'unique solution de [’équation dite équation normale:
tAAT = 'Ab.
2. La solution & réalise
Az — b|| = || Az - b

min
reR"

consistent en général) Ax = b.

Théoreme et définition 1 Soit A une matrice de taille (n,r) et de rang

1. La projection orthogonale de b € R" sur ImA est donnée par A% ou

et est dite solution au sens des moindres carrés du systéme linéaire (in-

Théoréme 1.31 Soit A une matrice de taille (n,r) et de rang plein. Alors

1. La matrice de projection orthogonale sur ImA est donnée par

Py = A(tAA)! A

2. Py est une matrice idempotente, symétrique et de rang éqgal a r.
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Remarque 1.32 57 l'on projéte sur une droite vectoriel, la matrice A est dans ce

cas réduite a un vecteur colonne a, et on retrouve bien l'expression (1.1) de P,.

Exemple 1.33 Déterminons la projection orthogonale projg (b) :

b= '(6,0,0) , F=Vect('(1,1,1), '(0,1,2)).

10
On projéte sur ImA avec A = |1 1| est une matrice de rang plein. On a'AA =
1 2
33 6 L .
et tAb = . L’équation normale s’écrit:
35 0
3 3| |z| |6
3 5| x| |0
. A 5 \ . A t
et sa solution est r = . D’ot projp (b) = Az = "(5,2,—1).

La matrice de projection orthogonale ne dépend pas de la base choisie pour le
sous espace vectoriel sur lequel on projete. En effet, la formule matricielle (1.2))
est invariante au choix de la matrice A, ce que 'on démontre dans la proposition

suivante:

Proposition 1.34 Soient A et B deur matrices de taille (n,r) et de rang plein

telles que ImA =ImB. Alors Py = Pg.

Preuve. Comme ImA =ImB, d’apres Exercice [12] il existe une matrice carrée
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inversible C' de taille r telle que AC' = B. D’ou l'on a

P = B('BB)™''B
= AC('CtAAC) iIC A
= ACCTHTAA)I('C) M ICTA ('C est aussi inversible)
= A('AA)V'A =Py

]

Exercice 24 (Controle final, automne 2017) 1. Soient A et B deuz matri-
ces de tailles (m,p) et (m,q) respectivement. Montrer que ImA 1 ImB si et
seulement si ("fA)B =0 et ('B) A = 0.

2. Supposons que la matrice C' = [A, B] est de rang plein. Montrer que Po =
Py + Pp.

Exercice 25 (Formule matricielle d’un projecteur) Soient R" = F®G, (aq, ..., a;,)
une base de F' (r < n) et (by,...,b,—) une base de G. Soient les matrices A =
la1,...,a,;], B =[b1,....;b,_], S = [A, B] et P est la matrice de projection sur F
paralléelement a G.
1. Calculer PS et en déduire que P = AC ou C est une matrice a déterminer.
2. Soient (vy,...,v,) une base de G+ et V = [vy,...,v,].
(a) Montrer que 'V = 'V AC.
(b) En déduire que Im( 'V A) =Im( V) et que 'V A est inversible.

3. En déduire que la matrice P est donnée par la formule:
P=A('VA) V.

4. Commenter ce résultat.

Exercice 26 (Controle final, automne 2018) Soient A une matrice réelle de
taille (m,n) (m > n) et de rang plein, Ax = b un systéme linéaire surdéterminé

A . . , . .
et x sa solution au sens des moindres carrés. On actualise le systéme Ax = b par
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l'ajout de k équations représentées par le systeme linéaire Vo = c ou V est une
matrice de taille (k,n) et c € R*. Montrer que la solution actualisée au sens des

moindres carrés est donnée par
A A
T, = v+ K(c—Vz)

ou K = B Y "W (I + VB~ 'V)7! (la matrice I, + VB~ 'V étant inversible) et
B = "AA (ind. utiliserla formule de Sherman-Woodbury-Morrison; Ezercice...).

1.8.1 Application: ajustement affine par la méthode des moindres car-

Id

res

Soit N un nuage de points (z;, y;) résultat de n observations z; et y;, i = 1,2, ..., n,
de deux variables statistiques quantitatives X et Y respectivement, telles que les
réels x; ne sont pas tous égaux. On suppose qu’on peut faire un ajustement affine
(& des fins de prédiction par exemple) de la variable Y en fonction de la variable
X. On cherche donc a trouver la droite D ajustant le mieux possible le nuage de
points N. La méthode des moindres carrés consiste a trouver la droite D, dite
droite des moindres carrés, parmi les droites d’équation Y = a + bX ou a, b sont
des constantes réelles, telle que D minimise la somme des carrés des résidus (ou
erreurs) e = i§1 (yi — (a4 bx))* = |le||”, ot e = (1, ..., en), & = yi — (a—+bx;)

est le vecteur des résidus.

Il s’agit donc de résoudre au sens des moindres carrés le systeme linéaire

d’inconnues a et b :

a+bxry =
a+ bry = o
a+ bx, =y,

qui s’écrit matriciellement

Axr =y
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5 xl_
\ a t 1 aj? . .
ouxr = ol y="(y1,Y2, ., yn) et A= | est une matrice de rang plein.

1z,
D’aprés Théoreme [1.25] la somme des carrés des résidus e = ||y — Az|® est

minimum lorsque Az est la projection orthogonale de y sur ImA, i.e., lorsque

A oA . . s . . .
xr = r ou x est la solution unique de lI’équation normale associée au systeme

linéaire Az = y.

Y

s
19
,—ip:A:%

ImA

Projection orthogonale de ’équation Az = y sur ImA

1 T 3

Figure 1.2: Droite des moindres carrées et projection orthogonale

n r n 7]
On a donc A4 = | , i=1 | et A = | =1 . D’ou1 I’équation normale

> X XX > XY

o =1 =1 = ]

s’écrit: i i
n n

n > Ti| |a 2 Yi
1=1 — | =
n n 2 n 9
=1 =1 i=1 7
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et sa solution déterminant la droite des moindres carrés D est donnée par

(£0) (84) - () (50
1=1 1=1 1=1 =1
2

a
n . .%’22 - (Z xz)
i=1 i=1
po— nigl Tilli <z§1 xl) (zgl y’)
o n n 2
ny x?— (Z SIZZ>
=1 i=1

Exercice 27 (Contréle continu, automne 2017) Soit le nuage de points (z;, y;)
résultat de n observations x; et y;, 1 = 1,2,....,n, de deux variables statistiques

quantitatives X et Y respectivement, telles que les réels x; ne sont pas tous égaux.

Posons x =" (w1, 29, ...,x,) et y =" (y1, Y2, ..., Yn) -

1. (a) Donner les écritures matricielles, en fonction de = et d’un vecteur colonne
e a déterminer, de la moyenne arithmétique X et de la variance V (X)
des z;, 1 =1,2,...,n.

(b) Donner I’écriture matricielle, en fonction de x et y, de la covariance
Cov (X,Y) des deux variables X et Y.

2. On suppose qu’on peut faire un ajustement affine de la variable Y en fonc-
tion de la variable X. Soit D la droite des moindres carrés d’équation ¥ =
a+ bX, ol a,b sont des constantes réelles. Ecrire le systéme linéaire Au = v,
d’inconnue u, a résoudre au sens des moindres carrés, ou A et u sont respec-
tivement une matrice et un vecteur colonne a déterminer.

3. Soit € (u) = y—Au le vecteur des résidus et posons e (u) =" (g1 (u), &2 (u) , ..., (u)).
Montrer que f) i (ﬁ) = 0, ou U est I'unique solution de ’équation normale
(E) associée 2;11 systeme linéaire Au = y.

4. Ecrire la matrice A a 'aide des deux vecteurs colonnes e et x et montrer que
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I’équation normale (F) s’écrit:

na+ (fe.x)b="ey
(fe.x)a+ (fz.x)b="zy

5. En déduire que la droite D a pour équation:

~ Cov(X)Y)

V() (X -X)+VY.

Y

Exercice 28 (Méthode des moindres carrés - approche différentielle) Soient

A = (a;;) une matrice carrée de taille n et f:R" — R, définie par

f(z) = (Ax,z) = '2Ax.

1. Donner f(x) en fonction des x; et a;;, ot x = "(x1,..,2,). En déduire

[’expression de la dérivée partielle ng, p=1,2,..n.
p

2. Soit Vf le gradient de f défini par Vf (x) = , x € R™. Montrer que

Vf(x)=(A+ "A) x, ze€R"
3. Soient B une matrice de taille (m,n), x € R" et b € R™. Montrer que
|Bx —b||* = 'x 'BBx —2'x'Bb+ ‘bb.

4. En déduire que si |Bx — b||* est minimum alors x est solution de I’équation

normale associée au systeme linéaire Bx = b.
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1.9 Matrices orthogonales et décomposition Q)R

Soit (g;);—, une famille orthonormale de R™. Considérons la matrice de taille (m, n)

Q= [q,..-,qn] . Alors, on a

tCh

'QQ = ¢ |l = (tql"qﬂ')1gi,j§n = (0ij)1<i j<n = In-
‘00
Si de plus @ est une matrice carrée alors elle est inversible et Q! = Q. On a

donc la proposition suivante:

Proposition 1.35 Pour une matrice carrée () de taille n, les assertions suivantes

sont équivalentes:

1. les vecteurs colonne de () forment une famille orthonormale de R™.

2. 1QQ=Q1'Q=1,, ie., Q est inversible et Q7' = Q.

Définition 1.36 Une matrice carrée A de taille n est dite matrice orthogonale

s’elle vérifie l'une des deux assertions de la proposition précédente.

Exemple 1.37 1. Matrices de rotation dans R? :

cosf) —sin6
R(0) =
sinf cosf
OnaR(0)' = 'R(0) = R(—0).
2. Matrice de permutation:
010
Q=100 1].
100
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001 x Y
Ona@Q'=1'"Q=11 0 0|. Notons que Q |y| = |z
010 z x

Les matrices orthogonales de taille n sont des transformations vectorielles de R"
conservant le produit scalaire et donc la norme, généralisant ainsi a une dimension

quelconque les isométries vectorielles de R? et R? (e.g. rotations, réflexions...):

Proposition 1.38 Pour une matrice orthogonale () de taille n, on a

1. {Qz,Qy) = (x,y) , v,y € RY;
2. en particulier, ||Qz| = ||z| , = € R™.

1.9.1 Décomposition ()R d’une matrice de rang plein

Soit A = [ay,...,a,] une matrice de taille (n,p) et de rang plein. Appliquons

I’algorithme de Gram-Schmidt aux colonnes de A :

b1
b = ai; @1 = )
101
. by
bzzarmmmmﬁ;%zwm
p—1 ' by
by = a,— Y proj, (ap); @ = 77
Fae 10

Pour k =1,2,...,p, on a (qx, bx) = (qx, ar) = ||bx|| et par suite by = {qx, ax) -qx-

D’ou 'on obtient

ay = <Qh a1> -q1
as = {(qu,a2).q1 + (g2, a2) .q

ap = {(qu,ap).q1 + (g2, ap) .q2 + ... (@, Op) -Gp.
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Cela s’écrit matriciellement A = QR, ou Q = [q1, ..., ¢] (1a matrice obtenue par

I'orthonormalisation des colonnes de A) et

g a) (q,a2) . {q1,a)
R— 0 (q2,a2) ... (q2,ap)
. 0 _
0 0 <Qp7 ap>_

est une matrice triangulaire suppérieure dont les éléments diagonaux sont tous

strictement positifs ((gx, ax) = ||bg|| > 0 pour tout k).

Théoréme 1.39 (Décomposition QR) Soit A une matrice de taille (n,p)
et de rang plein. Alors A admet une factorisation A = QR avec () est une
matrice de taille (n,p) dont les vecteurs colonne forment une base orthonor-

male de ImA et R est une matrice triangulaire suppérieure de taille p dont les

éléments diagonauzx sont tous strictement positifs.

-1 1
Exemple 1.40 Soit la matrice A= | 2 1| = a1, as]. L’algorithme d’orthogonalisation
2 4
de Gram-Schmidt donne:
by 1
bl = ai; QIzizit(_17272);
[ou] 3
. b
. 1
by = az —proj, (a2) = [-1|5 @2 = =5 (2.-1,2)
1b2f] 3
-1 2 5 3
D’OQZQ:% 2 —1|.DeA=QR on tire R= '"QA = 0 3 . La décompo-

2 2
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sition QR de A s’écrit donc

12 3 3
3 0 3|
2 2

La dite décomposition ()R est particulierement utile dans la résolution au sens
des moindres carrés d’un systeme linéaire Ar = y. En effet, A étant une matrice
de taille (n, p) et de rang plein, elle admet une décomposition A = Q R comme est

décrit dans le théoreme précédent. L’équation normale s’écrit donc

'R'QQR.x= '"R'Q.y ie. 'RRx= '"R'Q.y.

Comme ‘R est inversible, alors la derniere équation devient R.x = ‘Q.y. Cette
équation est un systeme linéaire triangulaire qui se résout facilement par une

substitution a 'envers.

Exercice 29 (Unicité de la décomposition QR) 1. Montrer que pour toute
matrice R triangulaire suppérieure dont les éléments diagonaux sont tous
strictement positifs, si 'RR = I alors R = 1.

2. En déduire que la décomposition QR du Théoreme est unique.

Exercice 30 (Décomposition QR- autre version) Soit A une matrice de taille

(n,p) et de rang plein. Soit A = Q1R la décomposition du Théoréme[1.59,

1. MATLAB est programmé pour donner une décomposition A = QR telle que

Q = [Q1, Qo] est une matrice orthogonale de taillen et R = Ol est une ma-

trice de taille (n,p), Ry étant une matrice triangulaire suppérieure inversible
de taille p. Montrer qu’une telle décomposition existe.

2. Quel sous espace véctoriel parmi les quatre sous espaces véctoriels fondamen-
taux de A les vecteurs colonnes de Qo en forment une base?

3. La décomposition A = QR est-elle unique?



Espaces euclidiens et orthogonalité 56

Exercice 31 (Rattrapage, automne 2018) Soient A une matrice de taille (n,m)

et de rang plein et y € R". Soit la décomposition A = QR de ’exercice précédent.

C1
Posons 'Qy = ,c1 €ER™ et ¢y € RV,
C2

1. Montrer que pour tout x € R™, on a
ly — Az||* = [ler = Razl|* + Jlea)*

2. En déduire que la solution au sens des moindres carrées du systeme linéaire
Axr = y est donnée par T = Ry'c; et la somme des carrés des résidus

ly — AZ||* est égale & ||ea|” .

Exercice 32 (Inégalité de Hadamard) Montrer que pour une matrice carrée
A=lay,...,a,), on a

|det A| < H1 ] -

Etudier [’égalité.



Chapitre 2

Décompositions spectrale et en valeurs singulieres

2.1 Préliminaire

Définition 2.1 Soit A une matrice (réelle) carrée de taille n. Un scalaire A € C
est dit une valeur propre de A s’il existe x € C"\ {0} solution de l’équation Ax =

Ax. Le vecteur x est dit un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Notons que si une valeur propre A de A est réelle, alors il existe toujours un
vecteur propre réel de A associé a A, qui est une solution du systeme linéaire
(A—Al)x = 0 d’inconnue x et a coefficients réels. Deux types essentiels de
matrices (réelles) ayant toutes ses valeurs propres réelles sont les matrices trian-
gulaires et les matrices symétriques. Le sous espace vectoriel Ker(A — AI,,) de C"
est dit le sous espace propre de A associé a A. La dimension de Ker(A — Al},) est
dite la multiplicité géométrique de la valeur propre A et est notée mga (\). Le

polynome
Xa(z)=|zl,—Al=(z=X)(z=X)...(z—=X\,), z€C

est dit le polyndme caractéristique de A. Les \; étant les n racines (éventuellement
complexes) de y4 qui sont aussi les n valeurs propres de A (répétition permise).
Comme les coefficients de y 4 sont réels, alors les valeurs propres complexes non

réelles de A, si elles existent, doivent étre des paires A\, A avec A € C\R.

57
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Exercice 33 Soient A et B deux matrices de tailles (m,n) et (n,m) respective-

ment.

I, zA
1. Montrer que 2" xpa (z) = 2"xap (2), z € C (ind. calculer om 2 ,2#0).

z1,
2. En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.

Le caractere spécifique du corps C en tant que corps algébriquement clos (i.e.
tout polyndéme non constant a coefficient dans C admet au moins une racine)
justifie la considération des valeurs complexes dans la définition d’une valeur pro-
pre. De ce fait, on aura besoin dans cette section de considérer ’espace hermitien

canonique C”, i.e. munir le C-espace vectoriel C" de son produit scalaire canon-

ique:

Définition 2.2 Le produit scalaire (ou produit hermitien) canonique sur le

C-espace vectoriel C" est défini par
n
(z,y) =y'x = Z i T

ot pour x = (x1,...,x,) € C",

dénote le vecteur adjoint de x. La morme issue de ce produit scalaire est

donnée par

N

lz]| = (z"z)

- <z zl)3

ot |z;| dénote le module du complexe x;.

n

. 2
Notons ici que z*z = 3 |z
1=

général). Le produit scalaire canonique de C" difféere de celui de R™ du fait qu’il

est toujours un réel (alors que ‘z.z ne lest pas en

s’agit d’une forme hermitienne définie positive
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Définition 2.3 Une application (.,.) : E x E — C, E étant un espace vectoriel
complexe, est dite une forme hermitienne définie positive si elle satisfait les trois

propriétés suivantes:

1. {z,y) = (y,x) (symétrie hermitienne).
2. {ax + Py, z) = alx,z) + 6y, z) (linéarité a gauche).
3

A{z,x) >0 et (x,x) =0 si et seulement si x = 0.

Il s’ensuit des deux premieres propriétés d’un produit hermitien que celui-ci est

linéaire par conjugaison a droite, i.e.
(v, ay+ B2) = a (,y) + B (x,2).

Le calcul matriciel nécessite de définir a I'instar de ’adjoint d’un vecteur I’adjoint

d’une matrice A a coefficents dans C qui est la matrice

A=A
ou I'on dénote par B la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux

de B. Comme dans le contexte statistique les matrices sont réelles, alors leurs

matrices adjointes ne sont autres que leurs transposées.

Le nombre de fois que se répete une valeur propre A en tant que racine du
polynome caractéristique de A est dit la multiplicité algébrique de A et est notée
may (A). On a toujours 1 < mgy (A) < may (). Si cette derniere inégalité est

une égalité, la valeur propre A est dite réguliere.

Définition 2.4 Une matrice carrée A de taille n est dite diagonalisable si elle
est semblable a une matrice diagonale D de taille n a coefficients dans C via une

matrice inversible P de taille n a coefficients dans C, i.e., A= PDP~!.

Exercice 34 Montrer qu’une matrice A de taille n non nulle et nilpotente n’est

pas diagonalisable.
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Théoreme 2.5 Soit A une matrice carrée de taille n. Alors, les assertions

sutvantes sont équivalentes:

1. A est diagonalisable;
2. toute valeur propre de A est régquliére;
3. st 0 (A) = {1, Aa, ..., \i} est U'ensemble des valeurs propres de A dis-

tinctes deux a deuz, alors

C" =Ker (A — M1, @ Ker(A— X1, D ... & Ker (A — M\e1pp);

4. il existe une base (1, ...,x,) de C" constituée de vecteurs propres de A.

2.1.1 Décomposition spectrale des matrices réelles symétriques

Les matrices réelles symétriques sont d’une importance particuliere dans la statis-
tique. Les matrices de covariance en sont un exemple fréquent. Ce type de matrices

admet un certain nombre de propriétés que ’on ne retrouve pour d’autres.

Proposition 2.6 Soit A une matrice réelle symétrique de taille n. Alors

1. les valeurs propres de A sont réelles;

2. deux vecteurs propres réels de A associés a deux valeurs propres distinctes

sont orthogonauz.

Preuve.

1. Soit = un vecteur propre de A associé a une valeur propre A. Alors comme

x*Axr = \x*x, passant a ’adjoint dans cette égalité, et comme A* = A, on a
AT T = (2" Ax)" = 2" Az = \a*z.

Comme x # 0 alors z*x > 0. D’ou A= A, i.e. X est réelle.



Décompositions spectrale et en valeurs singuliéres 61

2. Soient x1, r9 deux vecteurs propres réels de A associés respectivement a deux
valeurs propres distinctes A;, As. On a donc Axy = Az et Axy = Aows.
Dol ‘xs Az = A\ 'woxy et toy Azy = Ao ‘x129. Comme A est symétrique, alors
trgAxy = 'myAxy. 11 Sensuit que (A — A2) 'w129 = 0, et donc ‘zyzy = 0, i.e.
T 1 9.

]

La propriété fondamentale des matrices réelles symétriques consiste a leur diag-

onalisabilité via une matrice orthogonale de changement de base.

Théoréme 2.7 (Le théoréme spectral) Soit A une matrice réelle symétriq
de taille n. Alors, il existe une base orthonormale (p1,...,p,) de R" formée de
vecteurs propres de A associés respectivement a ses valeurs propres Ay, ..., \y.

Les équations
Api = Aipi (2.1)

s’écrivent matriciellement

AP = PD soit A= PD'P (2.2)

ot P = [p1, ..., pn] est la matrice orthogonale de taille n dite matrice de change-

ment de bases, et D = diag (A1, ..., A\n) -

Géométriquement, le théoreme spectral fournit une nouvelle base orthonormale
B de R" (ou nouveau systeme orthonormale de coordonnées) constituée de vecteurs
propres de A figurant comme vecteurs colonnes de la matrice de changement de
bases P. La matrice de la transformation vectorielle A : R" — R", z — Ax
relativement a la base B est diagonale. Cela veut dire que si X,Y € R" sont

respectivement les vecteurs des coordonnées de x et Ax dans B, alors x et Ax
s’écrivent x = PX et Az = PY. D’ou APX = PY, soit

Y = 'PAPX = DX = diag (A, ..., \n) X.



Décompositions spectrale et en valeurs singuliéres 62

La transformation vectorielle A : R” — R" se comprend mieux dans le nou-
veau systeme de coordonnées comme étant un simple opérateur de multiplication
des coordonnées de X par des scalaires qui ne sont autres que les valeurs propres
de A. Les vecteurs propres de A constituant la base B servent de directions des
axes du nouveau systéme de coordonnées. Une rotation dans R? ou R? étant un ex-
emple de matrice orthogonale, un exemple illustratif de changement de bases dans
ces deux derniers espaces consiste a appliquer une rotation au systeme initial de

coordonnées (la base canonique) pour obtenir le nouveau systeme de coordonnées.

Exercice 35 Soit dans R? l'ellipse (E) d’équation cartésienne 5x*+8xy—+5y* = 1.

1. Donner une matrice symétrique A qui permet l'écriture matricielle 'uAu = 1,

T
u = , de l’équation de (F).

Yy
2. Donner une décomposition spéctrale de A.

3. En déduire deux vecteurs directeurs des deux azes de (E) et sa nouvelle équa-

tion relativement au systeme de coordonnées constitué de ces deux axes.

2.2 Le quotient de Rayleigh

Pour une matrice carrée A de taille n et z € R™\ {0}, on consideére le probleme de
minimisation:

arg min | Az — ax||. (2.3)

La solution «a de ce probléeme nous donne une "estimation d’une valeur propre
de A" dans le sens ou si  est proche (pour la norme) d’un vecteur propre de A

associé a une valeur propre )\, alors oy donne une "estimation" de \.

Proposition 2.8 La solution du probléme (2.3)) est donné par le quotient

trAx
Ry (x) = o
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, Le quotient Ra (x), z € R™\ {0}, est appelé le quotient de Rayleigh.

Preuve. Résoudre le probleme (2.3) revient a résoudre au sens des moindres

carrés le systéme linéaire d’inconnue « :

ro = Ax.

La matrice coéfficient de ce systeme étant le vecteur z. L’équation normale

s’écrit donc
tr Ax

toxa = 'xAx soit a = -
Tx

]

Notons que si x est un vecteur propre de A alors Ry () est exactement sa valeur
propre associée. Le théoréme suivant est fréquement utilisé dans le contexte de la

statistique, notamment dans 1’analyse en composantes principales.

Théoréme 2.9 (Extremums du quotient de Rayleigh) Soit A une ma-
trice réelle symétrique de taille n. Alors le quotient de Rayleigh satisfait:

Az
trx

1. max;+g = A\, A étant la plus grande valeur propre de A et le mazx-

imum est atteint en tout x1 vecteur propre de A associé a \q.

trxAzx
trx

2. ming = A\, A\, €tant la plus petite valeur propre de A et le mini-

mum est atteint en tout x,, vecteur propre de A associé a \,,.

Preuve. Soit A = PD 'P la décomposition spectrale de A telle que D =

diag (A1, ..., A\n) €t Ay > ... > ), sont les valeurs propres de A. On a donc pour
r € R"\ {0},

‘vAr = 'xPD'Px = 'yDy
= Ay + v + Ay
< M2+ ) =M gy
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ou l'on a effectué le changement de variable y = ‘Px = ' (y1,¥2...,y,) . Comme P

trAx

tory —
est orthogonale, 'yy = “zx et donc —£

< )\;. Clairement, cette derniere inégalité
devient une égalité si x est un vecteur propre associé a A\;. On démontre 2. par la

meéme démarche. ]

Exercice 36 (Extremums du quotient de Rayleigh - approche analytique)

Soient A une matrice carrée de taille n et f : R" — R définie par f (x) = ‘zAx.

1. Montrer que f admet un maximum et un minimum sur la sphére S = {x € R" : ||z|| =1
2. En déduire que le quotient de Rayleigh R4 (z), x € R"\ {0}, admet un maxi-

mum A1 atteint en x1 et un minimum N, atteint en x,,.
3. Supposons que A est symétrique. Calculer VR4 (x), pour x € R"\ {0}, et

en déduire que A\ et N\, sont respectivement la plus grande et la plus petite

valeur propre de A et que x1 et x,, en sont respectivement des vecteurs propres

aSSOCIES.

2.3 Matrices (semi) définies positives

Définition 2.10 Soit A une matrice symétrique de taille n.

1. A est dite semi-définie positive si 'z Ax > 0 pour tout x € R".
2. A est dite définie positive si ‘xAx > 0 pour tout z € R™\ {0}.

11 I
Exemple 2.11 1. A= D pour x = cR? ona
11 )
T+
trAr = [11, 29) ! 2l = (r1 + x2)2 > 0.
X1+ X9

Donc A est semi-définie positive sans étre définie positive.

2. A= 1, : pour tout x € R"\ {0} on a

‘vl = vz = ||z| > 0.
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D’ou I,, est définie positive.

Sur S,, (R) I'espace vectoriel des matrices réelles symétrique de taille n, ’ensemble

des matrices semi-définies positives, noté S} (R), définit un coéne (convexe), i.e.

1. si A est semi-définie positive et A > 0 alors AA l'est;
2. si A et B sont semi-définies positives alors A + B l'est;

3. si A et —A sont semi-définies positives alors A = 0.

Définition 2.12 (Ordre de Léwner) L'ordre de Lowner sur l'espace vectoriel
Sn (R) est la relation d’ordre partiel (notée abusivement par >) induite par le cone
S (R), i.e.,

A> B si A— B est semi-définie positive.

Les éléments positifs pour cet ordre sont donc exactement les matrices semi-
définies positives. Cet ordre rend S, (R) un espace vectoriel ordonné, i.e., I'ordre

> est compatible avec sa structure vectorielle:

1.siA>Balors A+ C > B+ ('
2.s1A>0et A\ >0 alors AMA > 0.

Cet ordre est reconnue dans la litérature pour 'ordre de Lowner (le mathé-
maticien qui I'introduisait en 1934). Il est a noter qu’en général I'espace vectoriel
Mn (R) peut étre ordonné autrement via le cone des matrices a coefficients posi-
tifs (order standard sur I'espace vectoriel des opérateurs linéaires entre espaces
vectoriels ordonnés). Cependant, 1'ordre de Lowner demeure le plus naturel et
pertinent en analyse matricielle du fait qu’il permet ’extension de 1’étude des
fonctions réelles aux fonctions de matrices (puissance d’une matrice, exponentielle

d’une matrice,...).

Pour les matrices diagonales, on a aisément la proposition suivante:

Proposition 2.13 Soit la matrice diagonale D = diag (dy, ..., d,) . Alors

1. D est semi-définie positive si et seulement si d; > 0 pour tout 1.
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2. D est définie positive si et seulement si d; > 0 pour tout i.

Théoréme 2.14 Soit A une matrice symétrique de taille n.

1. A est semi-définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres \;
de A sont positives.

2. A est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres \; de

A sont strictement positives.

Preuve.

1. Soit A = PD 'P, P étant une matrice orthogonale de taille n et D =
diag (A1, ..., A\n) . Si A; > 0 pour tout 7, alors pour x € R" on a

'vArx = 'wPD '"Px = '"yDy = My} >0,
i=1

ouy= "Pr= "(y1,....,yn) . D'ott A est semi-définie positive. Inversement,

si A est semi-définie positive alors pour une valeur propre A de A, soit v un

., t
vecteur propre de A associé. On a donc A = m‘;‘ > 0.

2. Par des arguments similaires.

Corollaire 2.15 Soit A une matrice symétrique de taille n. Alors
1. si A est définie positive alors |A| > 0 (et donc A est inversible) et A™' est
aussi définie positive.

2. si A est semi-définie positive et inversible alors A est définie positive.

Preuve.

L. |A| = i A; > 0. Etant les inverses des valeurs propres de A, les valeurs
i=1
propres de A~ sont de méme strictement positives. D’ou A~! est définie

positive.
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2. De |A| = ﬁ A; il résulte que toutes les valeurs propres A; de A sont non
i=1
nulles, donc strictement positives (elles sont déja positives). Par suite, A est

définie positive.
[

L’exemple typique des matrices semi-définies positives est celui des matrices
sous la forme 'AA (A étant de taille (m,n)) intervenant dans les modeles de

régression linéaire.

Proposition 2.16 Pour toute matrice A de taille (m,n) on a

1. 'AA est semi-définie positive;

2. si A est de rang plein alors 'AA est définie positive.

Preuve.

1. Pour x € R"”, on a
fr tAAx = 1 (Az) Az = || Az > 0.

2. Comme A est de rang plein alors ‘AA est inversible et donc définie positive.

[]

Théoréme 2.17 Soit A une matrice symétrique de taille n. Alors

1. A est semi-définie positive si et seulement s’il existe une matrice carrée
B de taille n telle que A = 'BB;

2. A est définie positive si et seulement s’il existe une matrice carrée in-
versible B de taille n telle que A = 'BB.
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Preuve.

1. Soit A = PD 'P, P étant une matrice orthogonale de taille n et D =
diag (A1, ..., \), les \; étant les valeurs propres positives de A. Considérons

la matrice D2 = diag ()\%, e )\é) . On a donc
A=PD:D2'P= 'BB,

ot B = D2 P est la matrice voulue.
2. Si A est définie positive, A\; > 0 pour tout 7 et donc D2 est inversible. La
matrice B = D2 'P est inversible étant le produit de deux matrices qui le

sont. Les sens inverse étant déja traités.

[]

Exercice 37 Soient A une matrice symétrique de taille n et P une matrice de

taille (n,m). Montrer que

1. si A est semi-définie positive alors 'PAP 1’est aussi.

2. Si A est définie positive et P est de rang plein, alors'PAP est définie positive.

Exercice 38 Soit A une matrice symétrique semi-définie positive de taille n.

Montrer que pour toute matrice X de taille (n,m) on a
AX =0 si et seulement si ' XAX = 0.

Exercice 39 Soit A une matrice de taille (m,n). Considérons le probléme

mazimiser f (x) = ||Az|*, z € R" (2.4)

sous la contrainte g (x) = ‘xx = 1.

1. Soit la fonction h(x,\) = f(x) — Ag(x), ou A est le multiplicateur de La-
grange. Calculer 2h (x, ) le gradient de la fonction x — h(z, ).
2. En déduire que la solution du probléme (2.4)) est la plus grande valeur propre
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0?2 (00 >0) detAA, et que
[A[ly = 1.

3. Montrer que si A est symétrique, alors
|Alls =7 (A) :=max{|\| : Ny € 0 (4)}.

4. Montrer que si A est une matrice carrée inversible, alors

1
|47, = -

On

o 02 (o, > 0) est la plus petite valeur propre de 'AA.

2.4 Décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice

L’objectif de cette scetion est de démontrer que toute matrice A de taille (m,n)

et de rang r > 1 admet une décomposition
A=Ux", (2.5)

U,V étant deux matrices orthogonales de tailles m et n respectivement, et > est
une matrice " presque diagonale " de taille (m,n) donnée par
> 0

Y= , 2 = diag (oq, ..., 0.)
0 0

ou o1 > ... > o, > 0 sont dits les valeurs singulieres de A.

Pour ce faire, on considére la matrice semi-définie positive AA. Sa décompo-
sition spectrale donne une matrice orthogonale V' = [vy, ..., v,] telle que "AA =
VD'V avec D =diag(\y, ..., \n) , les \; étant les valeurs propres positives de fAA,
et pour tout 7, v; est un vecteur propre de ‘AA associé & \; tels que (vy,...,v,)
est une base orthonormale de R". Comme rg(A) =rg( 'AA) =rg(D) = r, 'AA a

exactement r valeurs propres strictement positives. Sans perdre de généralité, on
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peut supposer que A\ > A > ... > A\ > A\ug = ... =)\, =0.
On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1 1. La famille (vq,...,v,) est une base orthonormale de Im tA;
2. la famille (vy41,...,v,) est une base orthonormale de KerA.

Preuve.

1. Comme ‘AAv; = \jv; et \; # 0 pour tout i = 1,...,r alors vy, ...,v, €lm‘AA CImA.
Etant orthonormale, la famille (vy, ..., v,.) est libre dans Im *A. Comme dimIm A =rg A
r, alors (vy, ..., v,) est une base orthonormale de Im A.

2. Comme la famille (vy, ...,v,) est orthonormale, alors
Vect (Vpg, ... v) C (Vect (vr, ..., v,))" = (Im *A)* = KerA.

Comme dimKerA = n—r et la famille (v, 41, ..., v,) est libre, alors (v,41, ..., Uy)

est une base orthonormale de KerA.

Maintenant, pour tout ¢, 7 on a

t(AUj) A’Ui = t’Uj tAA”UZ' = )\z tUjUZ‘ = /\1(5”

En particulier, pour tout i = 1,2,...,r, ||Av;|| = vAi > 0. Soient donc, pour

Avi R ] s . .
TAv] et 0, = v/A;. On a donc les équations:

1=1,2,...,7r, u; =
Av; = oyu; (ou son alternative ‘Au; = oyv;), i =1,2,...,r (2.6)

qui s’écrivent matriciellement
AV, =U.%, (2.7)

ou V, = [vy,...,u,] est la trancature de la matrice V' jusqu’a l'order r, U, =
[uy, ..., u,] et 3, =diag(oq,...,0,). A ce stade, on a donc abouti pour la matrice

réctangulaire A a une situation que ’on peut comparer au théoreme spectral pour
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les matrices réelles symétriques, ou les équations (2.1)) et (2.2) sont remplacées

par (2.6)) et (2.7)) respectivement. L’insuffisance ici est que les vecteurs colonnes
des deux matrices U, et V, forment respectivement des bases orthonormales de
ImA et Im 'A seulement. Pour compléter la tache, on doit fournir des bases
orthonormales des espaces entiers R"” et R™. Il ne reste donc qu’a compléter la
famille orthonormale (u;);_; en une base orthonormale (u;);", de R™. D’ot, si 'on

considere la matrice U = [uq, ..., U], on a

AV = [Avy, ..., Av,, Avpyq, ..., Avy

= [0'1ul, cory OpUp, 0, ceey O]

01 0
— U Or,n—r
0 oy
i Om—m“ Om—r,n—r_
= UX
\ er O . . /7 . / . .
ou X = . Il s’ensuit qu’on a factorisé la matrice A selon la décomposition
0 0

23).
Notons que, par les mémes arguments de la preuve du Lemme [T} on a

1. la famille (uq, ..., u,) est une base orthonormale de ImA;

2. la famille (w41, ..., un) est une base orthonormale de Ker *A.

On a donc établi le résultat suivant:

Théoréeme 2.18 (Décomposition en valeurs singuliéres) Toute matrice

A de taille (m,n) et de rang r > 1 admet une décomposition A = UX 'V, dite

décomposition en valeurs singulieres, ot U = [uy, ..., up],V = [v1, ..., v,] sont
¥ 0

deux matrices orthogonales de tailles m et n respectivement, > = 0 o est
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une matrice de taille (m,n), et ¥, = diag (01, ...,0.), 01 > 09 > ... > 0, > 0
sont les racines carrées des r valeurs propres strictement positives de 'AA et

sont dites les valeurs singulieres de A.

Les vecteurs vy, ..., v, sont dits des vecteurs singuliers a droite de A et les
vecteurs uy, ..., u,, sont dits des vecteurs singuliers a gauche de A, et sont

reliés par les équations
A’UZ’ = o;u; , tAui = 0,0y, 1= 1,2, 0009 I

De plus, on a

- les r premiers vecteurs vy, ..., v, forment une base orthonormale de Im 'A.

- les n —r derniers vecteurs v,,1, ..., v, forment une base orthonormale de
KerA.

- les r premiers vecteurs uy, ..., u, forment une base orthonormale de ImA.

- les m — r derniers vecteurs wyi1, ..., Uy, forment une base orthonormale
de Ker 'A.

Géométriquement, la DVS réalise pour une matrice réctangulaire ce que la dé-
composition spectral le fait pour une matrice réelle symétrique. Plus précisement,
si ’on considere la transformation vectorielle A : R” — R™, x — Ax, alors la DVS
fournit des bases orthonormales By = (vy,...,v,) et By = (ug, ..., up,) de R™ et R™
respectivement, telles que la matrice de A : R” — R™ relativement a ces deux

!

bases soit la matrice " presque diagonale " . Ainsi, si I'on exprime les vecteurs
dans By et By ,ie,siz=VX et Axr =UY, X et Y étant les deux vecteurs des

coordonnées, alors
Y = "WAVX =X = "(01Xy,...,0.X,,0,...,0)

ou X = “(Xy,...,X,). Le vecteur des coordonnées de 'image Ax est obtenu donc
par une simple multiplication des r premiers coordonnées de x par des scalaires

qui sont les valeurs singulieres de A. Les coordonnées restantes de Ax dans la base



Décompositions spectrale et en valeurs singuliéres 73

B, étant toutes nulles car (u,1, ..., Uy, ) est une base de Ker ‘A = (ImA)*.

1 1
Exemple 2.19 A= (/3 0 |:
0 V3
2 V3 V3
et ATA= (/3 3 0 |. De plus,
V3 0 3

4 1
On atAA =
1 4

X a4 (X) = (X =4’ =1 = (X = 5) (X —3).

D’ot les valeurs propres de tAA sont 5, 3. La solution des deux systémes linéaires

4-X 1
14—

X

0
, Ae{5,3}

Y

donne deux vecteurs propres unitaires de 'AA qui sont deux vecteurs singuliers
a droite de A :

1 [ .
v = — =
1 \/517 )
11
= , A=3
VA

Deuzx vecteurs singuliers a gauche de A sont donc donnés par:

2
A’U1 1
Uy = = 31,
! [Avi]| — /10 V3
\/3
0
A’UQ 1
U = 1

[Avall V2
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Un troisieme vecteur singuliers a gauche de A est un vecteur propre unitaire
de la matrice A 'A associé da sa troisiéme valeur propre qui est 0 (notons que ses
deux autres valeurs propres sont les mémes que celles de YAA; Exercice . De

tel vecteur usg est donné par la résolution du systeme linéaire:

2 V3 V3| |z 0
V3 3 01|yl =0,
V3 0 31|z 0

S
I
l—‘Hé‘

soit usg . Une DVS de A est donc

" Sl
OO&
O&O
- S

G-
S 5l

S
S5

2.4.1 Remarques sur la DVS d’une matrice

1. Si pour les matrices U,V de la DVS (2.5), on pose U = [Uy,Us], V =
Vi, Vo], avec Uy = [uq,...,u,], Us = [tps1, ooy tt], VI = [01,...,0,], et Vo =
[Vri1, - U], alors la DVS ([2.5)) s’écrit

2, 0| | 'V
A = US'V =0, U '
ol | s
01 tvl
= U5 Wi = [ua, o] f
o | v,

a t
= ) o v
i=1
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Cela montre qu'une DVS de la matrice A est une somme de r matrices de
rang 1 obtenues par le produit tensoriel de chacun des r premiers vecteurs
singuliers a gauche de A et du vecteur singulier a droite de A du méme ordre.
2. D’apres ce qui précéde, dans une DVS de A, les vecteurs singuliers a droite
de A sont des vecteurs propres de 'AA formant une base orthonormale de
R™. Montrons de méme que les vecteurs singuliers a gauche de A sont des

vecteurs propres de A A formant une base orthonormale de R™ : on a
ATA=US'VV'S'U=US'S'U=UA"U, (2.8)

ou l’'on a la matrice diagonale de taille m :

_a%

2 2
Aowiymo |2 Y or

0_

Il s’ensuit que est une décomposition spectrale de A YA et les vecteurs
singuliers & gauche de A, uq, ..., u,,, sont bien des vecteurs propres de A ‘A
associés aux valeurs propres Aq, ..., A, 0, ..., 0.

3. La décomposition en valeurs singulieres d'une matrice fournit des bases or-
thonormales de ses quatre sous espaces vectoriels fondamentaux. Il s’agit
donc d’un raffinement du théoreme fondamental de I'algebre linéaire.

4. Le cas particulier ou A est une matrice carrée: alors les matrices U, V dans la
DVS sont de méme taille n et la matrice 3 = diag (o4, ..., 0,0, ...,0) est
diagonale de taille n. La DVS est donc une alternative de la décomposition
spectrale pour les matrices carrées non nécesserement symétriques.

Le cas ou A est symétrique est traité dans I'exercice suivant:
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Exercice 40 Soient A une matrice symétrique de taille n et de rangr > 1, A =
PD 'P une décomposition spectrale avec P est une matrice orthogonale de taille
n et D = diag (A1, ..., \n), les \; étant les valeurs propres de A arrangées de telle

facon que | M| > Ao > . > [N > ANpi=... =X, =0.

1. Donner une décomposition en valeurs singulieres A = UX 'V, ot l'on déter-
minera les matrices U, V en fonction de P et d’'une matrice A a déterminer,
et X en fonction des \;. (ind. comme les valeurs singulieres de A sont stricte-
ment positives, on multipliera D par une matrice convenable A pour avoir
Y).

2. En déduire les valeurs singulieres de A en fonction des );.

3. Sous quelle condition supplémentaire sur A, ses deux décompositions spéctrale

et en valeurs singulieres ci-dessus sont les mémes?

Exercice 41 Montrer que la norme d’une matrice A (non nulle) de taille (m,n)

est donnée par

N

|A| = (o7 + ... +072)

ot les o; sont les valeurs singuliéres de A et r =rgA.

Exercice 42 (Rattrapage, automne 2017) Soit A = UX 'V une décompo-
sition en valeurs singuliéres d’une matrice A de taille (m,n) telles que U =
(1, U, ooy ] €tV = [1, 02, ..., v,]. Montrer que la famille F = (w'v;) i 1<j<p

est une base orthonormale de M, ,, (R).

Exercice 43 (Rattrapage, automne 2017) Soit A une matrice de taille (n,m)

(m < n). Montrer que le quotient I\;SCIII\ZIXZII’ r € R"\ {0} et y € R™\ {0}, admet un

maximum et déterminer deux vecteurs x ety pour lesquels ce maximum est atteint.

Exercice 44 (Rattrapage, automne 2018) On se propose dans cet exercice de

montrer le résultat de minimisation suivant, utile en analyse factorielle: pour deux
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matrices réelles A et B de taille (n,p), on a

min |A — BX|* = ||A - BX.|’
XeO,

ot O, est l’ensemble des matrices orthogonales de taille p et X, = U 'V, U et V

étant obtenues de la décomposition en valeurs singuliéres 'BA = UX V.

1. Montrer que pour tout X € O,, on a
|A — BX||* = tr(A'A) +tr(B 'B) — 2tr(X ( 'BA)).

2. Montrer que pour tout X € O, tr(X '( 'BA)) < tr (X) et conclure (ind. les

coefficients d’une matrice orthogonale sont majorés par 1).
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