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Chapitre 1

Formes linéaires et dualité

Dans tout ce cours, K est un corps commutatif et si £ et F' sont deux
espaces vectoriels sur K, nous désignons par L(E, F') 'ensemble des applica-
tions linéaires définies de E dans F. Si n,m € N*, M, ,,(K) désigne I'espace
vectoriel formé des matrices rectangulaires définies sur K et M, (K) désigne
I’algebre des matrices carrées d’ordre n sur K.

Dans tout ce chapitre, F est un espace vectoriel sur K.

1.1 Dual et bidual d’un espace vectoriel

Définition 1.1.1. Une forme linéaire sur E est une application linéaire
f i+ E — K. L’ensemble L(F,K) des formes linéaires sur E est appelé dual
de E et est noté E*.

Exemples 1.1.2. 1) Les applications suivantes sont des formes linéaires :
f RS R, (r,y)—z+y; K=R

tr: M,(K) - K, A tr(A)

2) Soit [a,b] un compact de R. Supposons que K = R ou C. Désignons par
C([a,b],K) 'ensemble des applications continues définies de [a,b] dans K.
Alors I'application

h:Cla, b, K) - K, f|—>/ (@) da

est une forme linéaire sur C([a, b], K).



L’exemple abstrait suivant est fondamental :

Exemple 1.1.3. Supposons que E est de dimension finie et soit B = {ey, ..., e,}
une base de E. Pour tout j, désignons par €} I'application linéaire définie par

ei(e;) = 0ij, ou d;; désigne le symbole de Kronecker (0;; = 0 si i # j et
;i = 1). Alors €} est une forme linéaire. Remarquons que e} dépend de la
base B. Donc §’il y’a un risque d’ambiguité, on peut noter e; = e 5. Re-
tenons aussi que pour tout x € E, x = Z?Zl ej(w)e;. Les applications e}

correspondent donc aux coordonnées dans la base B.

Théoreme 1.1.4. Supposons que E est de dimension finie et soit B =
{e1,...,en} une base de E. Alors la famille B* = {ej,...,e}} est une base
de E*.

Idées pour la preuve : Rappelons que si F et F' sont deux espaces vec-
toriels sur K de dimension finie, alors dim £(E, F') = dim £ dim F. Donc
dim E* = dim E et il suffit de montrer que B* est libre. Par suite, le reste de
la preuve est automatique. (]

Notations et Vocabulaire. 1) Soit f : £ — K une forme linéaire. Alors
on note f(x) = (f,z) pour tout z € E.

2) L’espace dual de E* est noté E** et est appelé bidual de E.

3) Si dim £ < oo et B est une base de E alors la base B* est appelée base
duale de B.

Théoreme 1.1.5. Supposons que E est de dimension finie. Pour tout x € F,
désignons par & ’élément de E** défini par z(f) = f(x) pour tout f € E.
Alors L’application J : E — E** définie par x — T est un isomorphisme.

Idées pour la preuve : 1l est clair que J est bien définie et est linéaire.
Comme F et E** sont de méme dimension, il suffit de montrer I'injectivité
ou la surjectivité de J. Soit x € E et supposons que £ = (. Supposons que
x # 0. Posons = = e; et complétons e; en une base B = {ej,...,e,} de E.
Alors ef(ey) = 1, c’est une contradiction. O

Remarques 1.1.6. Supposons que dim £ < 0o.

1) Soient x € E et f € E*, alors J(z)(f) = f(z).

2) Soient B = {ey,...,e,} une base de E' et B* = {e}*,..., e} la base duale
de B*. Alors pour tout z =) . \e; € E, ou \; € K, ona J(z) =) . \el™*.
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Définition 1.1.7. Supposons que E est de dimension finie et soit B une
base de E*. Supposons qu’il existe une base B de E tel que B’ = B*. Alors
B est appelée base antéduale de B’.

Théoreme 1.1.8. Supposons que E est de dimension finie. Alors toute base
de E* admet une base antéduale.

Idées pour la preuve : Soit D = {f,..., f,} une base de E*. Posons B =
{e1,...,e,}, ol e; = J_l(ff). Alors on vérifie que B* = D. O

Exemple 1.1.9. E = R?. Soit B = {e;, s} la base canonique de R?. Posons
f=2ei+e5et g=—e —e;. On vérifie que D = {f, g} est une base de E*.
On calcule sa base antéduale B’, on trouve

B/ = {61 — €9,€61 — 262}.

1.2 Orthogonalité et Equations d’un sous es-
pace vectoriel en dimension finie

Définition 1.2.1. Soient f € E* et x € E. On dit que x et f sont orthogo-
nauz si (f,x) =0. Si AC E et B C E*, on définit A+ l'orthogonal de A et
B° ["orthogonal de B par

At ={feE" :{(fix)=0, Vo€ A}, B>={z € E:(f,x)=0, Vf € B}

Proposition 1.2.2. Soient A C E et B C E*. Alors A+ est un sous espace
vectoriel de E* et B° est un sous espace vectoriel de E. De plus, on a les
propriétés suivantes :

(i) Si A CE et AC A alors A"t C AL
(i) Si B C E* et B C B’ alors B C B°.
(iii) At = (VecA)* et B° = (VecB)°.

Démonstration. La preuve est automatique. O]

Théoreme 1.2.3. Supposons que E est de dimension finie et sotent F' un
sous espace vectoriel de E et G un sous espace vectoriel de E*. Alors

(i) dim F + dim F+ = dim E et F° = F.
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(ii) dim G + dim G° = dim F et G°+ = G.

Idées pour la preuve : (i) Soit B’ = {ey,...,e,} une base de F'. Complétons
B’ enune base B = {ey, ..., e,} de E. On vérifie que F'+ = Vec{e}, ..., e }.
D’autre part, d’apres la proposition précédente, F*° = {er 1, - ep}° eton

déduit I'égalité désirée.
(ii) La preuve est analogue en utilisant le fait que la base antéduale d'une
base de E* existe toujours. ]

Définition 1.2.4. Soit H un sous espace vectoriel de E. On dit que H est
un hyperplan de E si dim(E/H) = 1.

Rappelons que si H est un sous espace vectoriel de F, la codimension de H
est codimH = dim(E/H).

Théoreme 1.2.5. Soit H un sous espace vectoriel de E. Alors H est un
hyperplan de E si, et seulement si il existe f € E* tel que f # 0 et Kerf = H.

Idées pour la preuve : Supposons que H est un hyperplan et soit © € E
tel que x & H. Alors H ® Kz = E. Soit f définie sur E par f(u+ \x) = A
pour tous u € H et A € K. Alors f € E* et Kerf = H. Réciproquement, si
f e E* et f#0.Soit x € E tel que f(x) # 0. Alors pour tout y € E, Il existe
a € Ktel que f(y) = af(z). Donc y—ax € Kerf. Par suite, £ = K z+Kerf.
D’autre part, il est facile de vérifier que la derniere somme est directe. D’ou
la conclusion désirée. ]

Théoreme 1.2.6. Supposons que E est de dimension finie n et soit F' C
E. Alors F est un sous espace vectoriel de E de dimension n — r si, et
seulement si il existe {f1,..., fr} C E* linéairement indépendente tel que
F= ﬂgleerfi.

Idées pour la preuve : Supposons qu’il existe By = {fi,..., f.} C E*,
libre tel que F' = Ni_,Kerf;. Complétons B; en une base B = {fi,..., fu}
de E* et soit B = {ey,...,e,} la base antéduale de B’. Alors on vérifie que
F = Vec{e 11, ..., e,}. Réciproquement, supposons que F' est un sous espace
vectoriel de E de dimension n — r et soit By = {ey,..., e, ,} une base de
F. Complétons B; en une base B = {ej,...,e,} de E. Alors on vérifie que

F=n,_. . Kere;. [



Théoreme 1.2.7. Supposons que dim E' < oo et soient Ay et Ay deuzr sous
espaces vectoriels de E et C et Cy deux sous espaces vectoriels de E*. Alors

J(CF) = Ct,
(A + A)t = AT N Ay, (AN At = A7 + Ay
(C1+Cy)°=0C7NCy, (CiNCy)°=Cy+C5
Preuve. TD. ]

1.3 Applications transposées

Dans toute cette section, F' est un espace vectoriel sur K.

Définition 1.3.1. Soit ¢ : E — F une application linéaire. La transposée
de ¢ est lapplication définie par

tgp:F*—)E*, g goyp

Proposition 1.3.2. L’application ‘¢ est bien définie, elle est linéaire et
Ker(*o) = (Im ¢)*. De plus, si dimE < oo alors rang (p) = rang (‘¢)
et Im 'o = (Kerp)™.

Idées pour la preuve : La premiere partie de la preuve (Cas général) est
automatique. Supposons que dim £ < oo. On applique Théoreme 1.2.3 pour
le calcul des dimensions et on vérifie facilement que Im ‘p C (Kerp)t. [

Théoreme 1.3.3. Supposons que E et F sont de dimensions finies et soit
¢ : B — F une application linéaire. Soient B une base de E et B’ une base
de F. Alors la matrice de '@ dans les bases B et B* est

M('p, B*,B") = (M(¢, B, B))"
Idées pour la preuve : Automatique. O

Corollaire 1.3.4. Supposons que dim E < oo et soient By et By deuz bases
de E. Désignons par P = Pg, , la matrice de passage de By a By. Alors la
matrice de passage de B a By est Pgrps = (P')™".

Idées pour la preuve : Rappelons que P = M(id, By, By). Donc on ap-
plique le théoreme précédent a ’application identité et on obtient 1’égalité
désirée. O



Proposition 1.3.5. Soit G un espace vectoriel sur K et soient p € L(E, F),¢ €
L(F,G). Alors *(1 o o) =" p o' 1h. De plus, si ¢ est un isomorphisme, alors

t —1 t —1

o = (")

Preuve. Exercice. O]



Chapitre 2

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif et £ est un espace
vectoriel sur K.

2.1 Formes bilinéaires

Définition 2.1.1. Une forme bilinéaire sur E est une application
f:ExE — K qui est linéaire pour chaque variable, c’est a dire pour tous
r,y,z€ EetacK, ona

flx+y,2) = f(z,2) + fy,2), flx,y+2)=f(x,y) + f(x,2)
flax,y) = f(z,ay) = af(z,y)

L’ensemble des applications bilinéaires définies sur E sera noté Lo(E).
Exemples 2.1.2. 1) Les applications suivantes sont des formes bilinéaires :
fRxR—=R, (z,y)—zy, K=R
M,(K) x M,(K) - K, (A,B)+— tr(AB)

M,(K) x M,(K) = K, (A,B)+— tr(A) tr(B)
2) Les applications suivantes ne sont pas des formes bilinéaires :

fPRxR—=R, (z,y)—ay+2y; K=R
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f:RxR =R, (z,y)—2y> K=R

3) Plus généralement, considérons I'exemple suivant de forme bilinéaire sur
E. Soient hq, hy deux éléments fixés dans E*, 'application

h:ExE—K, (x,y) — hi(z) ha(y)
est une forme bilinéaire.

Remarque 2.1.3. Soit f € L£4(E). Alors pour tout x € E,

f(J},O) :f(O,I) =0

Proposition 2.1.4. On munit Lo(E) des opérations "+ 7 et ”.” définies de
maniére naturelle par les relations suivantes pour tous f,g € Lo F), a € K
etx,y e E

[f+9l(zy) = fz,y) + 9(z,y), [afl(z,y) = af(z,y)
Alors (Lo(E), +,.) est un espace vectoriel sur K.

Idées pour la preuve. L’ensemble F(E x E,K), des applications définies de
E x E dans K est un espace vectoriel pour les mémes relations. On peut donc
juste vérifier que Lo(FE) est un sous espace vectoriel de F(E x E,K). ]

Définition 2.1.5. Soit f : E x E — K une forme bilinéaire.

1) On dit que f est symétrique si f(x,y) = f(y,x) pour tous x,y € E.
L’ensemble des formes bilinéaires symétriques définies sur E sera noté Sy(FE).
2) On dit que f est alternée si f(x,z) = 0 pour tout v € E. L’ensemble des
formes bilinéaires alternées définies sur E sera noté As(E).

Exemples 2.1.6. 1) Soit hy € E*. Alors la forme bilinéaire
h:ExE—=K, (z,y)— hi(x)hi(y)
est symétrique.
2) fi: M,(K) x M,(K) - K, (A,B)+— tr(AB). Alors f; € Sa(F).
3) fo:C*xC*—C, ((a,b),(c,d)) — ad —be, f € Ay(C?)
Une forme bilinéaire sur £ est dite antisymétrique si

fly,x) = —f(z,y), Va,yekE
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Proposition 2.1.7. (1) S;(E) et Ay(E) sont deux sous espaces vectoriels
de Lo(E).

(2) Supposons que car K # 2 et soit f € Lo(E). Alors f est alternée si, et
seulement si elle est antisymétrique.

Idées pour la preuve. La preuve de (1) est automatique. Pour (2), si f €
As(FE), alors pour tous z,y € E, f(z+y,z+y) =0= f(z,y)+ f(y,x), dou
f est antisymétrique.

Si f est antisymétrique, pour tout x € E, f(x,z) = — f(z,x). Donc 2f(z, x) =
0. D’apres notre hypothese sur la caractéristique de K, on peut conclure. [J

Théoréme 2.1.8. Supposons que car K # 2. Alors
Ly(E) = S(E) © Ax(E)

Idées pour la preuve. Soit f € So(E)NA2(E). Soient z,y € E. Alors f(x,y) =
—f(y,x) = f(y,z). Donc f(x,y) = 0. Ainsi f = 0. D’autre part, soit f €
Lo(E). Considérons I'application g : E'x E — K définie par ¢g(z,y) = f(y, x).
Alors g € Lo(E). On vérifie que

fi=5(F+9) €SB, fo=5(f —9) € AulE), et f=fi+

D’ou la conclusion souhaitée. O

Exemple 2.1.9. Considérons la forme bilinéaire suivante

1
hC(0.1).R) x C(0.LB) B, (£.9) = £(0) [ gl
0
On vérifie que h & So(E), aussi h & Ay (FE).
Exercice. Ecrire h sous la forme h = hy + hs, ot hy € S3(E) et hy € As(E).
2.2 Formes bilinéaires en dimension finie

Supposons dans ce paragraphe que E est de dimension finie et soit B =
{e1,...,e,} une base de E. Soit f € Lo(E).

Définition 2.2.1. On appelle matrice de f dans la base B et on note M (f, B)
lélément de M, (K) défini par

M(f, B) = (f(ei,€;))i<ij<n

12



Exemples 2.2.2. 1) Soit f : R? x R? — R définie par f((z1,72), (y1,12)) =
x171. Soit B la base canonique de R?. Alors

M(f,B>=<(1) 8)

2) Soit g : Rx R — R, (z,y9) — zy. Alors g € L%(R). De plus, dans la base
canonique B = {1} de R, on a M(g, B) = (1).
Lemme 2.2.3. Soient + = Y, xe; et y = Y y;e; deux éléments of E.
Désignons par
I Y1
X = : et Y =
Tn Yn

les matrices colonnes associées respectivement a x et y dans la base B. Alors

f(z,y) = Z ziy; f(ei,e5) = X'M(f,B)Y

1<i,j<n
Preuve. Automatique. ]

Théoréme 2.2.4. L’application ¢ : Lo(E) — M, (K) définie par (f) =
M(f, B) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, on a
dim Ly(F) = n?.

Idées pour la preuve. Soit f € Lo(FE). Comme f est bilinéaire, f est déterminée
de maniere unique par les valeurs f(e;,e;) on 1 < 4,5 < n. Donc l'ap-
plication ¢ est bijective. On vérifie facilement la linéarité de 1. Pour la
derniere assertion, remarquons que comme % est un isomorphisme, alors

dim £9(F) = dim M, (K). O

Théoréme 2.2.5. Soit B’ une autre base de E et posons P = Pgp/ (la ma-
trice de passage de B a B'). Alors

M(f,B') = P'M(f, B)P

Preuve. Soient z,y deux éléments de E. Désignons par X et Y les vecteurs
colonnes qui représentent respectivement z et y dans la base B. D’autre part
soient X' et Y’ les vecteurs colonnes qui représentent respectivement = et y
dans la base B’. Alors X = PX' et Y = PY’. Donc

fla,y) = X'M(f,B)Y = X"P'M(f, B)PY' = X"M(f,B)Y’
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Donc les deux matrices M(f, B') et P'M(f, B)P déterminent f. D’apres le
théoreme ci-dessus, ces deux matrices doivent étre égales. O]

Remarque 2.2.6. Retenons de cette preuve que si M et M’ sont deux
éléments de M, (K) vérifiant X'MY = X'M'Y pour tous X,Y € M, (K)
alors M = M’'. On peut aussi démontrer ce résultat directement en donnant
des valeurs adéquates a X et Y.

Exemple 2.2.7. Soit f : R? x R? — R définie par

f(('rlv x2>7 (y17y2)) = T1Y1 + T2y

e =(g 1)

Posons B’ = {e; + eg,e2}. Alors

Alors

e (19). s sszne-(31)

Proposition 2.2.8. Soit f € Lo(E). Alors [ est symétrique si et seulement
si M(f, B) est symétrique.

Preuve. Soit g : E x E — E définie par g(z,y) = f(y,x). Alors g(e;,e;) =
f(ej,e;) donc M(g, B) = M(f,B)". Donc on peut conclure facilement. [
2.3 Formes quadratiques

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que car K # 2.

2.3.1 Cas général
Définition 2.3.1. Soit f € So(E). On lui associe une application

qg:F—=K, z— f(z,x)

q est appelée la forme quadratique associée a f, et f est appelée la forme
polaire de q. Désignons par Q(E) 'ensemble des formes quadratiques sur E.

Cette définition est tout a fait légitime grace au résultat suivant
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Lemme 2.3.2. Soient fi et fy deux éléments de Sy(E). Supposons que les
formes quadratiques associées q, et qu sont égales. Alors f1 = fs.

Preuve. Pour tous x,y € Eet j=1,2,0on a

gi(z +y) = filx +y,z +y) = q(x) + q;(y) + 2f;(z,y).
Dol fi = fo. 0

Théoreme 2.3.3. Soit ¢ : E — K une application. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) q est quadratique.

(2) Pour tous v € E et a € K, q(ax) = o?q(x) et lapplication
g: Ex E — K définie par g(x,y) = q(x +y) — q(z) — q(y) est bilinéaire
symétrique.

Preuve. Supposons que (1) est vérifié et montrons (2). Soit f la forme polaire
de g. Alors pour tous a« € K et x € F,

q(ax) = f(az, ar) = o’q(z)

D’autre part,

gz +y) —qlx) —qly) = fle +y,x+y) = f(x,2) = fly,y) = 2f(z,y)

Donc g =2f € S(E).
Pour la réciproque, supposons que (2) est vérifié. Alors g € So(E), et g(z) =

1 1
§(q(2x) —2q(x)) = gg(x, x). Donc ¢ est quadratique. O

Théoréme 2.3.4. Q(FE) est un espace vectoriel sur K et Uapplication ¢ :
S2(E) — Q(F) définie par

gO(f)(l‘):f(fL‘,l‘), feSQ(E), re F

est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K. De plus, pour tout ¢ € Q(F),
sa forme polaire f est définie par

flz,y) = %(q(ﬂc +y) —q(z) —qly)), zy€E.

Preuve. Automatique. N
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2.3.2 Cas dimension finie

Supposons dans ce paragraphe que E est de dimension finie et soit B =
{e1,...,e,} une base de E. Soit ¢ € Q(F) et soit f sa forme polaire.

Définition 2.3.5. La matrice de q dans la base B est
M(q, B) = M(f, B) = (f(ei, €;))1<ij<n-

Exemple 2.3.6. Posons £ = K". Soit (a;);; € M,(K). Considérons q : £ —
K définie par q(z1,..., %) = 32 o i<, @ijxiz;. Alors on vérifie que g est une
forme quadratique sur E. On trouve pour sa forme polaire

1 1
f(z,y) = 5( Z @ijTiY; + Z i TiY;) = B Z (aij + aji)wiy;

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

Soit B = {ey,...,e,} la base canonique de K". Alors on a

f(ek7ek) = Qkk, f(€k>€l) = %(le -+ @lk), k#1

Appliquons le résultat de I’exemple théorique précédent a ’exemple sui-
vant

Exemple 2.3.7.
q¢:R* =R, q(x1,20) = 2] — 203 + 51119

Alors si B est la base canonique de R?, on a

M(q, B) = ( 5}2 5—/22>

Proposition 2.3.8. Soit x =), x;e; un élément de E. Désignons par X le
vecteur colonne qui représente x dans la base B. Alors

gx) = X'M(q, B)X = alqle) +2 Y wiw;f(eie;)

1<i<j<n

Prewve. q(v) = f(z,x) = X'M(f, B)X = >, vz;f(ei e;). En utilisant la
symétrie de f, on déduit I'égalité désirée. n
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Lemme 2.3.9. Soient f € Lo(F) et B' une autre base de E. Alors les
matrices M(f, B) et M(f, B") ont le méme rang.

Preuve. On a M(f, B') = Php M(f, B)Pgp. Or Pgp: est inversible donc sa
transposée est aussi inversible. D’ou la conclusion. ]

Définition 2.3.10. 1) Le rang de q est rg ¢ = rg M(f, B).
2) Le discriminant de q dans la base B est la quantité notée Ag(q) et définie
par Ag(q) = det M(q, B).

Exemple 2.3.11. ¢ : R? — R avec q(x1,23) = 2125 — 223. Soit B la base
canonique de R?. Alors

M(qu):(l_/Z 162)7 AB(Q):_iv rgq=2

Remarque 2.3.12. Soit B’ une autre base de E. Alors on vérifie que A’z (¢) =

2.3.3 Orthogonalité

Dans tout ce paragraphe, ¢ € Q(F) et f est sa forme polaire.

Définition 2.3.13. (1) Soient x,y € E. On dit que x et y sont orthogonaux
et on note x Ly si f(z,y) =0.

(2) Soit By = {x1,...,x.} C E. On dit que By est orthogonale si x; L x;
pour tous © # j. On dit que By est orthonormale si f(x;,x;) = d;; pour tous
i,7.

(3) Soit x € E. On dit que x est isotrope si q(x) = 0. L’ensemble des éléments
isotropes pour q est noté C(q).

Exemples 2.3.14. E = R?. Soit f : E x E — R définie par

f((xlv $2>, (y17y2>) = Y1 — T2Y2.

On vérifie que f € So(E), que (1,2) L (2,1),(1,1) € C(q) et que {(1,2),(2,1)}
est une famille orthogonale qui n’est pas orthonormale. Observons aussi que
{(1,1),(2,2),(3,3)} est une famille orthogonale.

Lemme 2.3.15. Soit By = {x1,...,x,.} une famille orthogonale de E telle
que B1NC(q) = 0. Alors By est libre. En particulier, toute famille orthonor-
male est libre.
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Preuve. Soient aq,...,a, € K tel que ) . oyx; = 0. Alors pour tout j,
fO- iz, xj) = ajq(z;) = 0. Puisque g(z;) # 0, on déduit que a; =0. O
Définition 2.3.16. Soient A, B C E.

(1) On dit que A et B sont orthogonales et on note A L B si f(z,y) =0
pour tous x € A,y € B.

(2) L’orthogonal de A est l’'ensemble noté A+, défini par
At ={yc E: f(z,y) =0 pour tous x € A}

(3) Le noyau de q (ou de f) est 'ensemble E+, on le note aussi par N(q)
(ou N(f)).

(4) On dit que q (ou f) est non dégénérée si N'(q) = {0}. Sinon, on dit que
q (ou f) est dégénérée.

Exemple 2.3.17. £ = C?. Soit f : E x E — C définie par

f((xlwa)v <y17y2)) = T2Y2.
Alors f € 8(F). Observons que (1,0) € N(f) et que {(0,1)}+ = Vec{(1,0)}.

Proposition 2.3.18. (1) Soient A et B deux parties de E avec A C B.
Alors B+ c A+,

(2) Soit A C E. Alors At est un sous espace vectoriel de E, At = (VecA)*
et A C A

(3) N(q) € C(q).

Preuve. Automatique. O

Théoreme 2.3.19. Supposons que dim E < oo et soit B une base de E.

(1) Soit x € E et soit X le vecteur colonne qui représente x dans la base B.
Alors © € N(q) si, et seulement si M(q, B)X = 0.

(2) rg q + dim N (q) = dimE.

(3) q est non dégénérée si et seulement sirg q = dimE. Ceci est équivalent
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Preuve. (1) Soit # € E. Supposons que z € N(q). Alors pour tout y € E
on a f(z,y) = 0. Donc pour tout vecteur colonne Y € M, ;(K), on a
Y'M(f,B)X = 0. En considérant en particulier les vecteurs colonnes Y as-
sociés a la base canonique de K™, on déduit que M(f, B)X = 0. La réciproque
est évidente.

(2) Posons r = rg q. Si r = dim F, alors M (q, B) est inversible et donc
d’apres (1), N(q) = {0}. Donc on a 1'égalité (2) dans ce cas. Supposons
maintenant que r < dim £ = n. Posons B = {ey,...,e,}. Alors M(f, B) est
formée des vecteurs colonnes f(.,e;), ou

f(eh ej)
f('7 ej) = )
f(env ej)
Quitte a changer les indices, on peut supposer que la famille des vecteurs
colonnes {f(.,e1),..., f(.,e.)} est libre et pour tout [ > r+ 1, on peut écrire

Floe) =D X f(e5)

Donc on déduit que f(.,e; — Y77 Aej) = 0. Ainsi, e — 377, Nje; est un

élément de N (¢). D’autre part, observons que la famille

T

n
_ r+1 n
Bg—{€r+1— E /\j €jy.ov € — E )\jej}
j=1

Jj=1

est libre et {ey,...,e,} U By est une base de E. Donc dimN (q) > n — r.
Posons ¢; = ¢; — >_"_; Nie; pour tout [ > r + 1. Soit € N(q). Ecrivons
=3 aje;+ Y Bie). Alors

fl,z)=0= Zajf(~7€j)-

Comme {f(.,e1),...,f(.,e;)} est libre, on déduit que a; = 0 pour tout j.
Ainsi N (q) = E* est le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs e}, ol
j > r+ 1. En particulier, dim N (¢) =n —r.

(3) est une conséquence directe de (2). O
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Supposons que dim F < oo et soit B une base de . Observons qu’on peut
associer a f une application linéaire de E dans E* qui a la méme matrice
que f. Plus précisément, désignons par I'; I’application définie par

I'y: E—E*, x+ f(z,.).
Alors on vérifie facilement que I'y est linéaire et que Ker I'y = N (f). De plus,
M(Ty, B, B*) = M(f, B); en effet,

n n

Tples) =) (Tsle)))(e)e; = Z fleirej)e;

=1

Ainsi, la colonne j de M(I'y, B, B*) est

f(elvej)

f(er;a ej)

elle coincide avec la colonne j de M(f, B).

Appliquons le théoreme du rang a I'y, on obtient rg I't +dim KerI'y = dim E
et on retrouve I’égalité rg q + dim N(q) = dim E.

Si a € F, nous utiliserons souvent la notation a® au lieu de {a}*.

Théoréme 2.3.20. Supposons que dim E < oo et soit a ¢ N(q). Alors a*

est un hyperplan de E.

Preuve. Comme a ¢ N(q), alors il existe y € E tel que f(a,y) # 0.
Considérons 'application

fla,)): E—=K, z— f(a,x).

Alors f(a,.) € E* et f(a,.) # 0. D’apres le chapitre 1, Kerf(a,.) est un
hyperplan de FE. O

Théoreme 2.3.21. Supposons que dim EE < oo. Alors il existe une base
orthogonale dans E (pour q).

Preuve. Raisonnons par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, alors
tout élément non nul de E forme une base orthogonale. Supposons que le
théoreme est vrai pour dimE =k, k <n — 1.
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Pour dim E = n. Si ¢ = 0, alors f = 0 et toute base de F est orthogonale.
Supposons que ¢ # 0. Donc rg q > 1 et dimN(gq) < n — 1. Choisissons
e; € E avec e; € C(q). Alors e1 est un hyperplan de E (d’apres le résultat
précédent). Posons ¢ = ¢ |61L. Appliquons I'hypothese de récurrence donc a

q' et A ef. 1l existe une base orthogonale B’ de e;. Il est clair que B’ U {e;}
est une base orthogonale de FE. ]

Les deux résultats suivants, qui sont faciles a établir, soulignent I'impor-
tance des bases orthonormales et orthogonales.

Proposition 2.3.22. Supposons que dim E < oo et soit B une base de E.
(1) M(q, B) est diagonale si et seulement si B est orthogonale.
(2) M(q, B) = I, si et seulement si B est orthonormale.

Preuve. Remarquons que M (q, B) est diagonale si et seulement si f(e;, €;)
0 pour i # j, et M(q, B) = I, si et seulement si f(e;, e;) = ;.

O]
Théoreme 2.3.23. Supposons que dim E < oo. Alors il existe une base B
de E pour laquelle M (q, B) est diagonale. Ecrivons
B ={e1,... ey}, alors pour tout v =Y x;e; € E, on a q(x) = >, Na? o
M (q, B) = diag(A1, ..., \n).

Preuve. Automatique. O]

Exemple 2.3.24. Posons F = R?% Soit B = {ej, e} la base canonique de
R2. Posons q(z1, z2) = 2?2 + 22 — 21129 pour tous 1,z € R. Alors ¢ € Q(E)

’ M(cLB)=(_11 _11)

en particulier, f(e1,es) = —1. Trouvons o € R tel que f(eq,eq + aey) = 0.
Alors on trouve o = 1. Donc B’ = {ej, e + e} est une base orthogonale de

E. o
=450 ).

Observons que e; + e € N(q).

Définition 2.3.25. Soit H un sous espace vectoriel de E avec H # {0}.
(1) On dit que H est isotrope si H N H*+ # {0}.
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(2) On dit que H est totalement isotrope si pour tout x € H, q(z) = 0.

Remarque 2.3.26. Si H est un sous espace vectoriel totalement isotrope,
alors H C H*.

Théoreme 2.3.27. Supposons que dim E < oo et soit H un sous espace
vectoriel de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) q |g est non dégénérée.

(2)H N H* = {0}

(3) H® H- = F.

Preuve. (1) = (2) : Supposons que (1) est vérifiée. Soit y € H N H+. Alors
pour tout = € H, f(x,y)=0 donc y = 0.

(2) = (3) : Soit {uq, ..., u,} une base orthogonale de H pour ¢ | 5. Supposons
qu’il existe i tel que g(u;) = 0. Alors pour tout z = Zj aju; € H, on a

flaw) = a;fluj,w) = ag(u) =0

Donc u; € H+ N H, ce qui est absurde. Donc pour tout i, ¢(u;) # 0. Posons
a; = q(u;). Soit x € E, posons f3; = f(x,u;). Alors

Fla=Y " Biog us,ug) = fo,u) =Y Bioy  fug,uy) = fz,u;) =B qluy) = 0
i=1 =1

Posons 2/ = >7_ Bia; 'u;, alors o' € Hyx —2' € H- et 2 = 2/ + 2 — 2.

Ainsi, E=H + H*. Or HN H*+ = {0}. Donc £ = H ® H*.

Pour (3) = (1) : Posons ¢ = ¢ |g. Comme H N H+ = {0}, alors N(¢') =

{0}. O

Théoreme 2.3.28. Supposons que dim E < oo et que q est non dégénérée.

Soit H un sous espace vectoriel de E. Alors

(1) dim H + dim H* = dim E.

(2) (HY) = H.

Preuve. (1) : Pour tout x € F, désignons par f(z,.) I'élément g de E* défini

par g(y) = f(x,y) pour tout y € E. Considérons encore une fois I’application
linéaire T'=T'y : E — E* définie par Tz = f(x,.). Alors

TH ={f(x,.):x € H}.
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En particulier, observons que (TH)° = H~. Rappelons que d’apres le chapitre
1, dim(TH)° + dim TH = dim E. D’autre part, comme f est non dégénérée,
KerT = {0}. Donc dimTH = dim H. D’ou I’égalité souhaitée.

(2) : On sait que H C H*+. D’autre part,

dim H* + dim H** = dim E = dim H + dim H*.
Donc dim H = dim H*++. D’ou 'égalité. ]

Exemple 2.3.29. Posons E = Ry[X] et soit ¢ : E — R définie par ¢(P) =
P(0)P(1). Montrons que q € Q(F). Soient PR € E et o« € R. Alors

q(aP) = a*P(0)P(1) = o?q(P).

Posons
9(P,R) = q(P + R) — q(P) —q(R).
Alors g(P, R) = P(0)R(1) + R(0)P(1). En particulier g(P, R) = g(R, P). Si
R’ € E alors on vérifie que
g(aR + R, P) = ag(R, P) + g(R, P).

Donc ¢ € Q(F). Considérons la base canonique de £, B = {1, X, X?}. Alors

1 1/2 1/2
M(@,B)=|12 0 0 |,
1/2 0 0

Donnons une base orthogonale de E pour ¢. Posons u; = 1. On a f(1,X) =
1/2, donc comme ¢(1) = 1, on déduit que f(1,X — 1/2) = 0. Posons uy =
X —1/2. {uy,us} est orthogonale. Trouvons «, 8 € R tel que f(X? + au; +
Bus,u;) =0 pour j =1,2. On a f(X? u;) =1/2, donc o = —1/2. Aprés un
petit calcul, on trouve 3 = —1. Posons uz = X?—1/2— (X —-1/2) = X? - X,
alors la famille {uy, us, us} est orthogonale.

On peut aussi remarquer que la famille { X, X?} est une famille orthogonale
et compléter par un vecteur convenable.

234 CasoudmF <ooet K=CoulR

Supposons dans ce paragraphe que E est de dimension finie n. Soient ¢ €
Q(F) et soit f sa forme polaire. Dans la suite nous appliquerons les résultats
qu’on a montré, principalement le fait que E admet une base orthogonale
pour ¢, pour écrire ¢ sous une forme simple.
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Théoreme 2.3.30. Supposons que K = C et que rg q = r. Alors il existe
une base B = {ey,...,e,} de E tel que q s’écrit comme somme de r carrés

dans la base B, c’est a dire six =y xje; € E, alors q(x) = 30, 5.

Preuve. Soit By = {uy,...,u,} une base orthogonale de E. Alors M (q, B;)
est diagonale. Ecrivons M(q, By) = diag(Aq, ..., A,). Comme rg q = r , alors
il y’a exactement r valeurs de j pour lesquelles \; # 0. Quitte a permuter
les u;, on peut supposer que A\; # 0 pour 1 < j <ret A\; =0 pour j > r
(il se peut que r = n et donc un tel j n’existera pas). Soit x € E. Ecrivons
x = Zj yju;. Alors q(x) = Z;Zl )\jy]?. Pour tout 1 < j < r, soit a; € C tel
que af = A;. Comme \; # 0 alors a; # 0. On a g(x) = 377 (@jy;)?. Posons

xj; = o y;, alors
T n
Z U Z
xr = ij— + ijj
- aj
J=1

j=r+1
Posons w
ej:—], ep=ug, 1<7<r, r+1<k<n

aj

Alors il est clair que B = {ey,...e,} est une base de E' et que siz = ) . zje;,
q(x) =270, 3. ]

Corollaire 2.3.31. Supposons que K = C et que q est non dégénérée, alors
il existe une base orthonormale dans E pour q.

Preuve. Comme N (q) = {0}, alors rg q = n. Appliquons le théoréme ci-

dessus, donc il existe une base B = {ey,...,e,} de F telle que si x = Zj Tj€;
est un élément de E, q(z) = Y7, 3. Il est clair que la matrice M(q, B) = I,,.
D’ou B est orthonormale. O]

Théoreme 2.3.32. Supposons que K = R et que rg q = r. Alors il existe
une base B = {ey,...,e,} de E et un entier p tels que : 0 < p < r, si

T = Zj zje; € B, alors q(z) = ?:1 x? — Zj:p—H %2 De plus, p ne dépend
pas de la base B.

Preuve. Comme dans la preuve du théoreme 2.3.30, Soit By = {uq,...,u,}
une base orthogonale de E'; si x = 3 yuy, alors g(x) = Y20, A\jy3, ot
M(q, B) = diag(A1,...,An). Si A; < 0 pour tout 1 < j <r, posons p = 0. S'il
existe des A\; > 0, encore une fois, on peut permuter les u; pour 1 < j <r et
supposer que A; > 0 pour 1 <j <pet A\; <0pourp+1<j <r (il se peut
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que p = r et donc un tel j n’existera pas). Soient a; € R tel que a; = /A,
siAj>0eta;=+/—Xs1) <0,oul<j<r. Alors

a(@) = 3 _(esy) = Y- (ay5)”

En procédant comme dans la preuve du théoreme 2.3.30, on pose

Dans la base B = {ey,...e,}, ¢ a la forme désirée.
Montrons maintenant que p ne dépend pas de la base B. Raisonnons par

I'absurde et supposons qu'il existe une autre base B’ = {e},... e} et il
eXiTste 0<p <rtelquep #petsiz= Zj zje’; € E, alors q(v) = ?:1 2]2-—
Zj:p,ﬂ 2]2. Supposons par exemple que p’ > p. Posons G = Vec{e], ... ,e;/

et F' = Vec{epi1,...,en}. Siz € F etz # 0 alors g(z) < Oetsiz e G et
x # 0, alors ¢(x) > 0. Donc F NG = {0}, par suite dim F' + dim G < dim F.
Ordim F'=n—pet dimG = p', donc dim F +dim G > n+ 1, contradiction.
Ainsi, p =p'. ]

Vocabulaire. Avec les notations du théoreme ci-dessus, le couple (p,r — p)
est appelé signature de la forme quadratique q.

2.3.5 Méthode de Gauss pour la décomposition des
formes quadratiques

On suppose dans ce paragraphe que E est de dimension finie n. Deux
matrices carrées M; et M, dans M, (K) sont dites congruentes s’il existe
une matrice inversible P € M, (K) tel que My = P'M;P. Autrement dit,
d’apres Théoreme 2.2.5, M, et M, sont congruentes si elles représentent une
méme forme bilinéaire dans deux bases différentes. Comme a toute matrice
symétrique on associe une forme quadratique, d’apres Théoreme 2.3.21 et
Proposition 2.3.22; on peut énoncer le résultat suivant

Théoreme 2.3.33. Toute matrice symétrique est congruente a une matrice
diagonale.
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Lemme 2.3.34. Soient {hy,...,h,} C E* et soient \y,..., \., v éléments
non nuls de K. Alors la forme quadratique q définie sur E par

q(z) = Mhy(z)? + ...+ Nohe(2)?
est de rang r si et seulement si la famille {hy, ..., h.} est libre.
Preuve. Voir TD. [

Dans les exemples qui suivent, nous utiliserons la méthode de Gauss pour
décomposer les formes quadratiques. Ensuite, nous décrirons théoriquement
cette méthode. Observons qu’elle permet en particulier de décomposer une
forme quadratique sous forme de combinaison linéaire de r carrés, ou r est
exactement le rang de q.

Exemple 2.3.35. Traitons les cas R et C pour : ¢(z) = z122. Alors ¢(x) =
1
Z[(xl + x9)? — (71 — x9)?]. Donc dans C, on a :
1 9, (L 2
q(z) = (5(1’1 +12))" + (5(1’1 — 13))".

"Le raisonnement suivant permet de retrouver la base dans laquelle on a

1 ?
décomposé ¢ sous forme diagonale : Posons | = 5(351 +x9) et 2l = 5(951—952).

Alors /
(4)-Ck 22)(5)

Soit B’ la base de C? telle que

Py = Py = ( %5 _12//22 ) '

Alors M (q, B') est diagonale. B’ correspond a la base décrite dans le théoreme
2.3.30.7
Dans R, on a

a(2) = Gy +22))? — (500 = 22))"

Observons que dans les deux cas le rang de ¢ est égal a 2. Si K = R, la
signature de ¢ est donc égale a (1,1).
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Dans la suite, si ¢(x) est donnée en fonctions des coordonnées z, ..., z, de x
dans une base B, on écrira la forme finale en utilisant ces mémes coordonnées.
La méthode de Gauss garantit qu’on obtient la forme désirée avec le rang
exact de ¢. Si on utilise une autre méthode, il faut vérifier a la fin que la
décomposition obtenue a la forme ¢(x) = 22+ ...+ 2’2, oll r est bien le rang
de q.

Exemple 2.3.36. Observons encore une fois ’exemple suivant : ¢(x) = x5

dans C3.

q(r) = 1129 = 1[(951 +x9)? — 22— 23] = (i($1 +19))2 + (L:cl)2 + (L
2 RG] V2 V2

Mais on ne peut pas dédure que le rang de g est égal a 3 puisque les formes

linéaires utilisées dans la décomposition ne forment pas une famille libre.

$2>2

Exemple 2.3.37. q(z) = 22 — x12,. Alors

Exemple 2.3.38. Dans R*, soit q(x) = 22 + 2123 + 2224. Alors

1 1
q(x) = (zo + §x4)2 - Zmi + 7173

Donc, comme dans le premier exemple
2 1, 2 2
q(x) = (xg + —x4)* — 7% + —[(z1 + x3)* — (21 — x3)7]

Enfin, on conclut que

@) = (22 + 522 — (goa) + (51 +2)) — (501 — )
Observons les trois exemples ci-dessus, nous pouvons remarquer ce qui suit :
Une forme quadratique est donnée par sa forme dans une base initiale B,
les coordonnées de x sont xq,...,x,. En appliquant la procédure de Gauss,
on écrit ¢ comme combinaison linéaire de carrés 22, ..., z/2. Ecrivons x} =
hi(z1,...,x,), alors h; € E* et on a {hy,...,h,} est libre.

Réduction de Gauss. La méthode de Gauss est un algorithme qui permet
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de décomposer toute forme quadratique ¢ € Q(K") en combinaison linéaire
de carrés. On procede par récurrence descendante. Soit

n

q(l’) = Z CLZ‘IL‘? + Z Qi X325

i=1 1<i<j<n

une forme quadratique non nulle sur K", ou a;, a;; € K; ¢ est exprimée dans
la base B de K". Nous distinguons deux cas :

Cas 1 : Supposons qu’il existe 7 tel que a; # 0. Quitte a permuter les variables,
on peut supposer que a; # 0. Alors

1
q(x) = ar(zy + 20 P)* +Q,
a1

ou P et () sont des polynomes homogenes en s, ..., z,. P est de degré 1 et
Q est de degré 2.

Cas 2 : Supposons maintenant que a; = 0 pour tout <. Soit j tel que a;; # 0.
Sans perdre la généralité, on peut supposer que a;o # 0 (puisqu’on peut
réordonner les éléments de la base B). Alors

q(x) = arpx122 + 1 P 4+ 22Q + R,

ou les polynomes P, @ et R sons dans K[X3,...,X,]; P et @ sont de degré
1 et R est de degré 2. Donc

1 1 1
q(z) = arz(zy + —Q)(xe + —P) — —PQ + R
12 12 12
En procédant comme dans ’exemple 2.3.35, on obtient
1 1 1 1 1
a(2) = w1+ —Q+ st — PP~ (w1+—Q—m2— —P)’l+R——PQ
a2 a2 a12 a2 12

Ensuite, on itere le procédé. Enfin, en appliquant le Lemme 4.2.10, on déduit
que le nombre de carrés dans la combinaison linéaire obtenue coincide avec
le rang.

Remarques. (1) Une forme quadratique sur K" est un polynéme homogene
de degré 2 a n variables sur K.

(2) Le Théoreme 2.3.32 est du a Sylvester. Il est souvent appelé loi d’inertie
de Sylvester. On peut 1’énoncer comme suit, en utilisant juste le vocabulaire
commun des polynomes : * Tout polynome a n variables, homogene de degré 2
et a coefficients réels peut s’écrire comme sommes et différences de carrés. Le
nombre de signes "+ et de signes ”—" ne dépend pas de la décomposition.’
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Chapitre 3

Espaces Euclidiens

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension finie sur R.

3.1 Notions de base

Définition 3.1.1. Soit ¢ une forme quadratique sur E. On dit que q est
définie positive sur E si q(x) > 0 pour tout © # 0. La forme polaire f de q
est appelée produit scalaire associé a q. Dans ce cas, on note f(x,y) := (x,y)
pour tous x,y € E et on dit que (E,(.,.)) (ou juste E s’il n’y a pas de risque
d’ambiguité) est un espace euclidien.

Exemples 3.1.2. (1) Rappelons la structure euclidienne classique de R™ :

(1, .y n), (Y1y ooy Yn)) = leyl

(2) Posons E = R3[X]. Soit ¢ : E — R définie par

Observons que ¢ est une forme quadratique sur £ pour laquelle la base ca-
nonique {1, X, X% X3} de F est une base orthonormale. Il est clair que g est
définie positive. Cette structure est appelée structure euclidienne canonique
de E. On peut généraliser cet exemple a R,[X], pour tout n € N*.
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Théoreme 3.1.3. (Inégalité de Cauchy Schwartz), Soit (E,{.,.)) un espace
euclidien. Alors pour tous x,y € E, on a

(2,9)* < (z,2) (y,y)
De plus, on a l’égalité si et seulement st x et y sont colinéaires.

Preuve. Soit ¢ la forme quadratique associée au produit scalaire de E. Fixons
z,y € E et considérons P(t) = q(x + ty) pour tout ¢ € R. Comme (.,.) est
une forme bilinéaire symétrique, on déduit I’égalité

P(t) = t*q(y) + 2t(z, y) + q(x)

En particulier, P(t) peut étre vu comme un polynéme en ¢ qui est toujours
de signe positif. Donc son discriminant est négatif, c’est a dire

A" = (z,y)* — q(z)q(y) <0.

D’ou I'inégalité. Supposons maintenant que A’ = 0. Alors il existe t € R tel
que g(x + ty) = 0. Autrement dit, x + ty = 0, c’est a dire = et y doivent étre
liés. La réciproque est évidente. O

Dans un espace euclidien, la notion de produit scalaire nous permet de
définir une distance sur E, de parler de longueurs, et de définir une struc-
ture géométrique. Rappelons d’abord la définition suivante de norme qui
généralise les concepts de valeur absolue sur R et de module sur C :

Définition 3.1.4. Soit F' un espace vectoriel sur K ou K = R ou C. Soit
N : F — Rt une application. On dit que N est une norme sur F si pour
tous x,y € F', pour tout A € K, on a :

(i) N(x) =0 si, et seulement si x =0,

(i) N(Ar) = |A|IN (),

(11i) N(z +vy) < N(z)+ N(y) (Inégalité triangulaire).

Lemme 3.1.5. Supposons que (E,(.,.)) est un espace euclidien. Pour tout

x € E, posons N(x) = \/(x,x), alors N est une norme sur E. Elle est dite
norme euclidienne associée au produit scalaire de E.

30



Preuve. Soit x € E avec x # 0. Alors (z,z) > 0, donc N est bien définie et
N(z) # 0. La condition (i) pour la définition de norme est clairement vérifiée.
Soit A € R alors

N(Az) =/ (A\x, \x) = [N/ (z,z) = |A\|N(z

Donc la condition (ii) est vérifiée. Enfin, pour (iii), utilisons encore une fois la
bilinéarité du produit scalaire et appliquons 'inégalité de Cauchy -Schwartz,
on obtient :

N(z+y)* < N(x)”+ N(y)* + 2N (2)N(y) = (N(z) + N(y))?
D’otu la conclusion désirée. O]

Une caractéristique importante des espaces euclidiens est ’absence des
éléments isotropes. Dans la suite de ce premier paragraphe, nous exploitons
cette propriété et nous déduisons des résultats importants.

Ainsi, le lemme 3.14 du chapitre 2 devient

Lemme 3.1.6. Soit B = {uy,...,u,} une famille orthogonale telle que u; #
0 pour tout 1 < i <r, alors la famille B est libre.

Notation. Si F est un espace euclidien, on note par |.|| la norme associée
au produit scalaire de E. Ainsi, pour tout x € F, on a

[2]l = v/ (z, ).

Remarque 3.1.7. On sait que si E est muni d’une forme quadratique ¢,
alors tout sous espace vectoriel H de F est naturellement muni d’une forme
quadratique de maniere naturelle. En particulier, si F/ est un espace euclidien,
tout sous espace vectoriel est un espace euclidien via le produit scalaire induit.

Théoréme 3.1.8. Supposons que E est un espace euclidien. Alors on a les
assertions sutvantes :
(1) E admet une base orthonormale.

(2) Si H est un sous espace vectoriel de E, alors H® H* = E et H+ = H.

(8) Toute famille orthonormale de E est libre et peut étre complétée en une
base orthonormale de E.
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Preuve. Désignons par ¢ la forme quadratique associée au produit scalaire
de E, q(z) = (z,z).

(i) D’apres le chapitre précédent, on sait qu’il existe une base orthogonale
B ={ey,...,e,} de E associée a q. On a ¢(x) = ||z||* pour tout z et g(e;) # 0

pour tout ¢. Posons u; = HezH. Alors
€
Juil| = 1 = (ui, uq)
En particulier, {us, ..., u,} est une base orthonormale de E.

(ii) La forme quadratique induite sur H est non dégénérée, puisque N (q |z
) € C(q |u), et on sait que C(q |g) = {0}. Donc d’apres le chapitre 2,
H @ H+ = E. D’autre part, comme ¢ est non dégénérée, en utilisant encore
une fois le chapitre 2, on déduit que, H++ = H.

(iii) Soit B; une famille orthonormale de E. Alors tous les vecteurs qui la
constituent sont non nuls et donc d’apres le lemme 4.2.10, B; est libre. Posons
H = Vec(B;) et soit B, une base orthonormale de I'espace euclidien H*.
Alors d’apres (ii), H @& H+ = E. Donc il est clair que By U By est une base
orthonormale de FE. O]

3.2 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que E est un espace euclidien.

Soient B = {ey,...,e,} une base orthonormale de F et soit x € E. Ecrivons
n
x =", xe;. Alors z; = (z,¢;). Donc

n

(3.1) r = Z(x, €i)e;

i=1
Ainsi, si x,y € F, on a

n

(3.2) (2,y) = Y (w,e){y, e:)

En particulier,

(3.3) lz)® = (e, e)?



Exercice élementaire. Dans R?, trouver les coordonnées de (5, —12) dans
9 6

la base B = {(5, 1), (-3, 13)}.

Il est clair que dans 'exercice ci-dessus, la base B n’est pas orthonormale.
Donc vous ne pouvez pas utiliser la formule (3.1) pour calculer les coor-
données et il faut y aller directement. En particulier, vous réaliserez qu’il est
beaucoup plus facile de calculer les coordonnées dans une base orthonormale
qu'une base quelconque (voir aussi TD, Série 3). Dans ce paragraphe, nous
nous proposons d’associer a chaque base de E une base orthonormale, qui
lui soit proche dans un certain sens.

Exemple 3.2.1. Dans R?, considérons la base B = {e, ez} avec
er=(1,1), ey =(1,2).

Trouvons une base orthonormale {u;,us} qui soit proche de B dans le sens
suivant : e; et u; engendrent la méme droite. Trouvons A de sorte que u; = Aey
et ||lui|| = 1. Observons que |le;| = v/2.

el =1 A=

Prenons par exemple
1 1

Uy = €] = —=
el V2

Trouvons maintenant us de sorte que

(1,1)

<U1,U2> =0et ||U2|| =1
Ecrivons uy = Aey + auy. Alors
(ug,u1) = 0 < Meg,ur) + allur|* =0

Donc on déduit que

a=—\eg,up) =

—3A
V2
Maintenant

us = Mg — (ea,u)uy) = %(—1, 1)
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Posons u), = ey — (ea, u1)u; = 5(—1, 1), alors us = Aul, et comme ||ug|| = 1,

il faut avoir || = . Donc on a deux choix pour A,

[us

1 —1
Gl ™ T Tl
2 2

A:

Ainsi, nous avons deux choix pour us. Les deux choix possibles sont

¥ V3
Uy = 7(—1, 1), ouwug= T(—l, 1).

Dans la suite, on va généraliser ’exemple élémentaire ci-dessus, et imposer
plus de conditions pour avoir une unique base orthonormale associée a une
base donnée. La procédure qu’on suit ici est diie a Gram et Schmidt.

Théoréme 3.2.2. Soit B = {ey,...,e,} une base de E. Alors il existe
une unique base orthonormale {uy, ..., u,} de E vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) Pour tout i, Vec{uy,...,ui} = Vec{ey,...,e}.
(it) Pour tout i € {1,...,n}, (u;,e;) > 0.

Preuve. Construisons {ui, ..., u,} par récurrence. Pour uq, il faut trouver A
de sorte que ||Aer]] = 1 et (uj,e;) > 0. Il est clair que A = el Donc on
€1
€1
pose u; = —.
fed] | |
Supposons qu’on a construit une famille orthonormale {uy,...,u.}, r < n,

qui vérifie les conditions (i) et (ii) du théoreme, et que cette famille est unique.
Construisons u,1. On doit avoir

r
Ury1 = )‘6T+1 + Z )\;geky )‘7 )\;c € Ra
k=1
avec
<ur+1aui> = 07 V1 S { S s <ur+17€7‘+1> > Oa ||ur+1|| =1

D’apres la condition (i) du théoreme, il existe des réels Aq,..., A, tel que
271;:1 )‘chk; = 22:1 ApUk. Donce

,
Upp1 = Nepp1 + E AU,

k=1
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Soit i € {1,...,r} fixé. Alors

(U1, 1) = 0 & Nepqr, wi) + Z (g, uz) = 0

k=1

Comme la famille {uy,...,u,} est orthonormale, on obtient
(Upy1,ui) = 06 N = —A(erg1, uy)

Ainsi,
.
Ury1 = /\(€r+1 - Z<6r+17uk>uk)
k=1
Posons u.,; = €41 — > j_q{€rt1, ur)uy. Les deux conditions qui restent a
satisfaire sont
‘|)‘u:~+1|| =1, (Urq1,6r41) >0

1
On déduit donc que |[A| = ———, et le signe de A est déterminé par la

r+1 ’
1wl
propriété (u,,1,e,41) > 0. On a

T

1= (U1, 1) = (U, Aergn) = A Y (eppr, ) (tpr, )
k=1

Or, u,,1 est orthogonal a u; pour tout & < r. Donc
1= )\<ur+17 €r+1>7

par suite, A > 0. Ainsi, on a construit u,, et il est unique.
Ceci montre 'existence et I'unicité de la famille {us, ..., u,}. O

Résumé de la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
De la preuve ci-dessus, on déduit les étapes suivantes, pour orthonormaliser

une base quelconque de E. Soit B = {ey, ..., e,} une base de E. Construisons
son orthonormalisée de Gram-Schmidt {uy, ..., u,}.
e
Etape 1. Posons u; = ﬁ
€1
Etape 2. Posons
/
u
Uy = ez — (ea, un)ur, Uz = ||u,2||
2
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Supposons qu’on a construit {us, ..., u,}.
Etape r+1. Posons

T

u/r+1 = €r41 — Z<67‘+17 Uk)“k» Upt1 = || ||
k=1 r+1

u
r+1

3.3 Adjoint d’un endomorphisme

Désormais, nous désignerons par GL(E) le groupe formé des automor-
phismes de l'espace vectoriel . Comme FE est de dimension finie n, pour
tout choix de base de E, nous obtenons un isomorphisme (de groupes) entre
GL(E) et le groupe des matrices inversibles d’ordre n, qu’on notera par
GL(n,R). Soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale de E.

Théoreme 3.3.1. Soit T : E — E un endomorphisme. Alors il existe un
unique endomorphisme T : B — E qui vérifie

(Tz,y) = (x,T"y), Vr,yek

Preuve. Soit z € E. Alors on a

n

<T‘T7 y) = <T(Z<ZE, ei>6i)7 y)

=1

= Dt eTen
= Z (Te;,y)

= <va<T€iay>€i>

Posons T*y = > " | (Te;, y)e;, alors de la bilinéarité du produit scalaire on
déduit que T* € L(E). De plus, pour tous z,y € E, on a

(Tx,y) = (z,T"y)

Pour 'unicité, supposons qu'il existe S € L(FE) qui vérifie (T'z,y) = (x, Sy)
pour tous z,y € E. Alors (x,Sy) = (x,T*y) pour tous z,y € E. Fixons
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y € E. Alors, (z, (S —T)y) = 0 pour tout € E. Comme le produit scalaire
est une forme bilinéaire non dégénérée, on déduit que Sy = T. ]

Vocabulaire. Avec les notations du théoreme ci-dessus, I’endomorphisme
T est appelé adjoint de T

Exemples 3.3.2. 1) L’adjoint de I’endomorphisme identité id : £ — E est
lui méme.

2) Soient u,v € E. Désignons par T,,, 'application définie par :

Tuo: E—E, xw— (x,u)v

Alors T,,,, est linéaire. En effet, pour tous a € R et pour tous z,y € E, on a

Tuo(ax +y) = (ax 4+ y,u)v

= (afz, u) + (y,u))v
alz, u)v + (y, u)v

ol () + Tuw(y)

Dans la preuve du théoreme 4.5.1, nous avons donné une méthode générale
qui permet de trouver ’adjoint d'un endomorphisme quelconque de F, en
utilisant une base orthonormale. Retrouvons l'adjoint de T, ,, directement.
Soient z,y € E. Alors

Ainsi, Tj)v(y) = (y,v)u =T, (y).

Théoreme 3.3.3. La matrice de l'adjoint T de T dans la base orthonormale
B vérifie
M(T*,B) = M(T, B)".

Preuve. Comme B est une base orthonormale, alors

n n

(3.4) T e; = Z(T*ej,ei)ei et Te; = Z(Tej,ei)ei

i=1 =1
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Utilisons maintenant la définition de I’adjoint pour la premiere relation dans
(4.4), on déduit

n

T*ej = Z<€j’ T€i>€i

=1

Donc la jieme colonne de M (T*, B) est

<T€1, €j>

(Ten,e;)

D’autre part, de la seconde relation de (4.4), on déduit que La jieme colonne
de M(T, B) est
<T€j, €1>

(Tej, ey)

Par suite, la ieme ligne de M(T, B) est

((Tey,ei), ..., (Tey,, e;)).
Ainsi, M(T*, B) = M(T, B)". O

Dans la proposition qui suit, nous donnons les propriétés basiques vérifiées
par 'adjoint d’un endomorphisme. Nous utiliserons la notation (7%)* = T™*
pour tout 7" € L(FE).

Proposition 3.3.4. Soient T, S € L(E). Alors on a les assertions suivantes :
(i) Pour tous o, 5 € R, (a1 + pS)* = oT™* + 5S*.

(ii) Pour tous z,y € E, (T*x,y) = (x,Ty), et T =T.

(iii) KerT* = (Im T)* et Im T* = (KerT)*.

(iv) (ToS)*=S5*oT*

(v) T € GL(E) & T* € GL(E) et (T71)* = (T*)~.

(vi) Le polynome caractéristique de T' vérifie Pr(X) = Pr«(X).

(vit) T est diagonalisable si et seulement si T* [’est.
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Preuve. (i) : Soient o et § deux éléments fixés de R. Pour tous z,y € F, on
a

(T + BS)z,y) = a(Tz,y) + B(Sz,y)
= afz, T"y) + B(z, S*y)
= (z, (aT" + BS™)y)

D’ou, assertion (i) est vérifiée.

(ii) : On utilise la symétrie du produit scalaire. Pour tous z,y € E, on a
(T*y,x) = (y, Tx). Donc d’apres I'unicité de 'adjoint, on a T** = T.

(iii) Soit z € E. Alors en utilisant le fait que le produit scalaire est une forme
bilinéaire non dégénérée et que T** = T on déduit les propositions suivantes :

reKerT" Tz =0
o (The,y) =0, Yy e E
s (x, T™y) = (x,Ty) =0,Vy e FE
& (r,2)=0,VzelmT

D’ou I'égalité KerT* = (Im T)*. Maintenant appliquons cette relation a T*,
on obtient :

Im 7% = (Im T%)*+
= ((Im T7)5)*
= (KerT**)* = (KerT)™*.
(iv) : Pour tous z,y € E, on a
(T'o S)x,y) = (Sx, T*y) = (x,S" o T™y).

Donc, d’aprés I'unicité de 1'adjoint, on déduit que (70 S)* = S* o T™*.

(v) : Appliquons le théoreme 4.5.4, alors dans la base orthonormale B, on a
M(T*,B) = M(T, B)". Or, T est inversible si et seulement si det M (T, B) #
0, d’autre part det M (T, B) = det(M (T, B)"), donc T est inversible si et
seulement si 7™ est inversible. Supposons maintenant que 7' est inversible,
alors

M(T*, B)™ = (M(T, B))™" = (M(T, B)™)" = M(T"", BY
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D’ou,
M(T*)™',B) = (M(T*,B))™' = M(T™", B)' = M((T™")", B)

Ainsi, on a I'égalité (T—1)* = (T*)~1.

(vi) On sait que si A € M, (R), alors le polynome caractéristique de A vérifie
P4(X) = Pye(z). Donc en appliquant le Théoreme 4.5.4, on déduit que
Pr(X) = Pr(X).

(vii) Cette propriété découle aussi du théoreme 4.5.4. O

3.4 Endomorphismes spéciaux

Dans tout ce paragraphe, on suppose que B = {eq,...,e,} est une base
orthonormale quelconque de F.

3.4.1 Endomorphismes orthogonaux et groupe ortho-
gonal

Définition 3.4.1. Soit T' un automorphisme de E. On dit que T est ortho-
gonal si T* = T~1. L’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E est
noté O(F), et est appelé groupe orthogonal de E.

Exemples 3.4.2. (1) Il est clair que id € O(FE).
(2) Posons E = R? et considérons I’'endomorphisme de F qui correspond a la
rotation du plan d’angle 6 et de centre O. Sa matrice dans la base canonique

de R? est donnée par
4 (cos 6 —sinf
~ \sinf cos#

Alors A*A = I,. Donc A correspond a un endomorphisme orthogonal.
Voir TD, Série 3 pour un rappel et plus de détails sur les rotations.

Remarques 3.4.3. 1) O(E) est un groupe. En effet, il suffit de vérifier
que O(FE) est un sous groupe de GL(E) : id € O(E); si T,5 € O(F),
T~ =T* € O(E) puisque T = T. De plus, (T'S)™! = ST = S*T*,
donc T'S € O(E).

2) Soit T' € O(E). D’apres Théoreme 4.5.4, T et T* ont le méme déterminant.
Comme TT™ = id, on déduit

det(TT*) =1=detT? =1 =detT € {—1,1}.
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Vocabulaire. L’ensemble
SOE)={T € O(E) : detT =1}

est appelé groupe spécial orthogonal de E.

La proposition suivante découle directement du théoreme 4.5.4.

Proposition 3.4.4. Soit T un endomorphisme de E. Posons M = M (T, B).
Alors T' est un endomorphisme orthogonal si et seulement si MM = I,.

Théoreme 3.4.5. Soit T' un endomorphisme de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) T € O(E).

(i1) Pour tous x,y € E, (Tx,Ty) = (z,y).

(iii) Pour tout x € E, ||Tz|| = ||z||.

(iv) TB ={Tey,...,Te,} est une base orthonormale de E.
(v) Pour toute base B’ de E, on a

[M(T, B M((.,.),B') M(T,B') = M((.,.}, B).

Preuve. (i) = (ii) : Supposons que (i) est vérifiée, donc T est inversible et
T* =T~ Pour tous z,y € E, on a

(Tx, Ty) = (x, T"Ty) = (z,y).
(ii) = (iii) : Supposons que l'assertion (ii) est vérifiée. Alors pour tout x € E,
IT2|* = (T, Tz) = (z,2) = ||=||*

(iii) = (ii) : Supposons (iii) et montrons (ii). Soient z,y € E. Comme ||.||?
est la forme quadratique associée au produit scalaire, on a

(T2, Ty) = (T2 + Tyl|* — | T=|* — | Tyl*)

1
2
Par suite, en appliquant le fait que Tz + Ty = T(x + y) et (iii), on déduit
que

1
(T, Ty) = Sz +yl* = l=1” = 1y1I*) = (2. v).
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(ii) = (iv) : Supposons que (ii) est vérifiée. On a
<T6i,T6j> == <6i, €j> == 5ij
donc T'B est une base orthonormale.

(iv) = (i) : Supposons (iv) vérifiée. Fixons x € F, comme B et T'B sont des
bases orthonormales, alors

x = Z(m, ej)e;, Tw= Z(Tx,Tej>Tej
J J
comme T est linéaire, on déduit de la premiere relation que
Tz = Z(x, e;)Te;
J
Par suite,
(x,e;) = (Tx,Tej) = (x, T*Te;), Yj

Ainsi, pour tout y € E, on a
(z,y) = (z, T"Ty)

D’ou, T*T = id.
(i) = (v) : Posons P = Pgp/. Alors d’apres les formules de changement de
base pour les formes bilinéaires, on a

M(<‘7'>7B,):Pt <<7 >7B)

Or, B est une base orthonormale, donc M(( ,.), B) = I,, par suite M((.,.
P'P. D’autre part, on a M(T, B') = P'M(T,B)P. Donc M(T, B’)
P'M(T, B)!(P~1)!. Par suite,

M(T, B'Y'M((.,.), B') = P'M(T, BY:(P~")'P'P = P'M(T, B)'P
Enfin, comme M (T, B)~! = M (T, B)", on obtient

M(T, B M((.,.), BYM(T, B') = P'M(T, B)PP~*M(T, B)P
= P'P
= M((..), B)
(v) = (i) : Supposons que B’ = B. Comme M({.,.)) = I,, on déduit que
M(T, BYM(T, B) = I,. D'ott T*T = I,,. O
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Exemple 3.4.6. Soit u un élément fixé de F de norme ||u|| = 1. Considérons
I’endomorphisme de E défini par

Tv=v—2{u,v)u

Comme ||u|| = 1, on peut le compléter en une base orthonormale de E. Soit
donc B = {ej,...,e,} une base orthonormale de E avec e; = u. Pour tout
j>2,onaTe; =e;et Teg = —e;. Ainsi, T'B est une base orthonormale de

E. D’apres Théoreme 3.4.5, T € O(E).

En considérant les matrices correspondantes aux endomorphismes ortho-
gonaux, nous avons les définitions suivantes

Définition 3.4.7. Soit A € M, (R). On dit que A est orthogonale si M*M =
I,,. L’ensemble des matrices orthogonales de M,(R) est noté O,(R). L’en-
semble des éléments de O, (R) de déterminant 1 est noté SO, (R).

De la proposition 3.4.4, on déduit facilement le résultat suivant

Proposition 3.4.8. L’ensemble des matrices orthogonales O, (R) est un sous
groupe de GL(n,R). De plus, les groupes O(E) et O,,(R) sont isomorphes via
Uapplication

O(E) = O,(R), T+~ M(T,B)

3.4.2 Endomorphismes symétriques et groupe symétrique

Définition 3.4.9. Soit T un endomorphisme de E. On dit quel" est symétrique
sl est égal a son adjoint, c’est a dire

(Tu,v) = (u, Tv), YuvekL
L’ensemble des endomorphismes symétriques de E est noté S(E).
Exemples 3.4.10. (1) Soit T' € L(E), alors T+ T* est symétrique. En effet,
(T+T) =T"+T"=T"+T.

(2) Soit u € E avec u # 0. Alors I'endomorphisme 7" de E défini par T'(v) =
(u, vyu est symétrique. En effet, avec la notation de I’exemple 3.3.2-(2), T' =
TyuetTH=T.
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De la proposition 4.5.4, on déduit immédiatement le résultat suivant

Proposition 3.4.11. Soit T un endomorphisme de E. AlorsT est symétrique
si et seulement si M (T, B) est symétrique.

Proposition 3.4.12. S(E) est un sous espace vectoriel de l’ensemble des en-
domorphismes de E, L(FE). De plus, S(E) est isomorphe a S, (R), I'ensemble
des matrices symétriques d’ordre n sur R via

:8(E) — Sy(R), T+ M(T,B)

Preuve. 1l est clair que 'endomorphisme trivial 0 € S(F). Soient T7 et Ty
deux éléments de S(F) et a, f € R. Alors

(T + BTy)" = oIy + BT = Ty + BT

Donc aT; + T3 € S(E). D’ou, S(E) est un sous espace vectoriel de L(E).
D’apres Proposition 4.6.12, I" est une application bijective. La linéarité de I"
découle des propriétés des matrices. O

Théoreme 3.4.13. Soit T' un endomorphisme symétrique de E. Alors le
polynome caractéristique de T, Pr(X) est scindé (sur R).

Preuve. On sait que Pr(X) est un polynéme scindé sur C. Montrons donc
que toute valeur propre de T est réelle. Posons M = M (T, B), alors M* = M.
Soit A € C tel que Pr(A) = 0. Alors A est une valeur propre de la matrice
M considérée comme élément de M,,(C). Soit donc X € C" tel que X # 0 et
MX = XX. Nous utiliserons dans la suite la notation A = (a;;);; pour toute
matrice A = (a;j);; de M(C), ou k € N*. Alors
MX =M =MX=XX
Par suite, en multipliant & gauche par le vecteur ligne X*, on déduit
X'MX =2X'X =
(MX)'X = \X'X =

AXIX = AX'X
Posons X' = (x1,...,x,),0u z; € C. Alors
X'X =) ami=)Y |ul>#0
i—1 i—1
Donc A =\ ]
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Proposition 3.4.14. Soit T € S(E). Alors
(i) Les sous espaces propres de T sont orthogonauz deux & deux.

(i) Si H est un sous espace vectoriel de E invariant par T (c’est a dire
TH C H) alors TH+ C H*.

Preuve. (i) : Supposons que A; et Ay sont deux valeurs propres distinctes
de T et désignons par F); le sous espace propre associ¢ a A;. Choisissons
u; € Ey; avec u; # 0. Alors

<U1,TU2> = <TU1,U2> =

)\2<U1,U2> = >\1<U17U2>

Or A1 # Xy, donc on doit avoir (u;, ug) = 0. Ceci montre (i).
(ii) Soit H un sous espace vectoriel de E tel que TH C H. Soit u € H*.
Alors pour tout v € H, on a

(Tu,v) = (u, Tvy =0
Donc Tu € H*. O

Théoréme 3.4.15. Soit T un endomorphisme symétrique de E. Alors T
est diagonalisable. De plus, il existe une base orthonormale de E formée de
vecteurs propres de E.

Preuve. Faisons la preuve par récurrence sur la dimension n de E. Sin = 1,
il est clair que T est diagonalisable. Si u € F et u # 0, alors {||u|~'u} forme
une base orthonormale de FE.

Hypothese de récurrence : Supposons que le théoreme est vrai pour tout
espace euclidien de dimension £ < n — 1.

Pour E : Comme Pr(X) est scindé sur R, il existe A € R qui soit une valeur
propre de T'. Soit e; un vecteur propre de E pour A. Quitte a multiplier e
par ||e1||™!, on peut supposer que e; est de norme 1. D’autre part, puisque
Vec{e;} est invariant par T, en utilisant Proposition 4.6.14, on déduit que
(Vec{e; })* est aussi invariant par 7. Appliquons I'hypothése de récurrence
a H = (Vec{e;})* et AT |g. Comme E = Vec{e;} ® H, on déduit le résultat
souhaité pour E et on peut conclure. O

Donnons la version matricielle du théoreme ci-dessus.
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Corollaire 3.4.16. Soit A une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n.
Alors il existe une matrice orthogonale P de M, (R) tel que la matrice P'AP
est diagonale.

Preuve. Considérons l'espace euclidien usuel R™ et sa base canonique B.
Soit T : R™ — R"™ 'endomorphisme défini par M (T, B) = A. Alors d’apres
le théoreme ci-dessus, il existe une base orthonormale B’ de R"™ formée de
vecteurs propres de T'. Autrement dit, M (T, B’) est diagonale. Posons P =
Pgp/. Comme la base canonique B est orthonormale pour le produit scalaire
usuel, d’apres Théoreme 3.4.5, P est une matrice orthogonale. En particulier,
P~' = P! Ainsi,

M(T,B') = P"'M(T, B)P = P'AP
m

Nous terminons ce chapitre en donnat la définition de deux concepts
géométriques.

3.5 Deux notions géométriques

Les propriétés du produit scalaire nous permettent de définir deux concepts
géométriques dans un espace euclidien E, une distance et un angle entre deux
vecteurs.

Soient z,y € E. Posons

d(z,y) = [lz =y

Alors d vérifie toutes les propriétés connues de la distance. Plus exactement,
sizel

dz,y) =0 z=y, d(r,y)=dy,r), dz,z)<dy) +dy,z2)

D’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz, il existe 6 € [0, 7| tel que

(z,y)

cosf = .
[zl llyll

Le nombre 6 est appelé écart angulaire ou angle non orienté entre x et y.
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Chapitre 4

Espaces Hermitiens

Dans tout ce chapitre, £ est un espace vectoriel de dimension finie sur C.

4.1 Formes sesquilinéaires et formes hermi-
tiennes

Exemple 4.1.1. Si h: C?> x C? — C est la forme bilinéaire définie par
h(($1, xQ)’ (yh yZ)) = T1Y1 + T2Y2,

alors la forme quadratique associée g admet des éléments isotropes et nous
n’avons pas ¢(x) > 0 pour tout = € C?. Remarquons que nous pouvons avoir
des propriétés analogues a celles du produit scalaire usuel de R? si on n’exige
plus la bilinéarité, et on considere ’application suivante

f:(c2 Xczﬁ((l ((x17x2)7(y17y2>) = T1Y1 + T2Y2
Alors pour tout (z1,75) € C? on a
F((z1, @), (21, 29)) = [a1[* + [a]*,
Donc
f((z1,22), (1,72)) = 0 & (21, 72) = Oc2
De plus, f((x1,z2), (x1,22)) > 0 pour tout (xy,z5) # 0. Plus généralement,
I’application g : C" x C* — C définie par
9@,y mn), (Y1, Yn)) =TT+ -+ T

vérifie les mémes propriétés.
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Le but de ce chapitre est d’étudier les applications [ : £ x F — C qui
vérifient des propriétés analogues aux applications f et g définies ci-dessus.
En particulier, [ sera linéaire d’un coté, antilinéaire de 'autre.

Définition 4.1.2. Soit f : E x E — C une application. On dit que f est
une forme sesquilinéaire si pour tous x,y,z € E et a« € C, on a

(i) fx +y,2) = f(z,2) + f(y,2),
(ii) f(z,y +z) = f(z,y) + f(,2),
(iii) f(ax,y) = af(z,y),
(iv) f(z,ay) =af(z,y).

On dit que f est une forme hermitienne si c’est une forme sesquilinéaire et
st de plus, elle vérifie la propriété

(v) f(x,y) = f(y,x) pour tous x,y € E.

Remarque 4.1.3. Supposons que f : £ x E — C est une application qui
vérifie la propriété (v) de la définition ci-dessus, alors pour les autres pro-
priétés, on a (i) < (ii) et (iii) < (iv).

Exemple 4.1.4. Soient a;,a; € R et posons £ = C2. Alors Papplication
f:EXE—C, (z,y)— 12171 + asx27s

est une forme hermitienne. En effet, vérifions d’abord (v) de la définition
ci-dessus. Comme les @; = a;, on a

f(y, ) = a1 T1 + agyaTs = f(z,9)
Donc il suffit de vérifier (i) et (iii). On a

flz,y+2) = a1z (1 + 21) + a2za(y2 + 22)
= a1 T1Y1 + A2T2Y2 + 10121 + A2X2Z2

= f(z,y) + f(z,2)
donc (i) est vérifiée. D’autre part,
flaz,y) = aaziyi + aasrsls = af(z,y).
Donc (iii) est aussi vérifiée.
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Maintenant, adaptons des exemples classiques que l'on connait sur les
formes bilinéaires symétriques au cas sesquilinéaire. La vérification est un
simple exercice.

Exemples 4.1.5. (1) : Soient hy, hy € E*. Alors I'application

h:ExE—C, (z,y)~— hi(z)ha(y)

est sesquilinéaire. D’autre part, ’application

n:ExE— C, (x,y) — hi(x)hi(y)

est une forme hermitienne.

(2) : L’application f : M, (C) x M,(C) — C, (A, B) > tr(A)tr(B) est une
forme hermitienne. Cette application est un cas particulier de 'exemple (1).
(3) : L’application g : M,(C) x M,(C) — C, (A, B) > tr(AB) est une

forme hermitienne.

4.2 Matrices et orthogonalité pour les formes
hermitiennes

Désignons par H(E) 'ensemble des formes hermitiennes sur £. Dans la suite
de ce paragraphe, soit B = {ej,...,e,} une base de E et soit f € H(FE).

4.2.1 Matrices.

Rappelons que siA= (aij)lgi,jgn S Mn(C), alors ﬂ = (aij)lgi’jgn. Notons
A=A,

Définition 4.2.1. Soit A € M,(C). On dit que A est une matrice hermi-
tienne si A* = A. Désignons par H,(C) l’ensemble des matrices carrées
hermitiennes d’ordre n.

Remarque 4.2.2. Pour tout A € M,(C). A € H,(C) si et seulement si
At = A.

Définition 4.2.3. La matrice de f dans la base B, notée par M(f, B) est
I’élément de M,,(C) défini par

M(f,B) = (f(€i,€j))i<ij<n
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Remarque 4.2.4. Puisque f(e;, e;) = f(e;,e;), alors M(f, B)* = M(f, B).

Théoréme 4.2.5. H(E) est un espace vectoriel sur R. De plus, applica-
tion ¢ : H(E) — H,(C) définie par (f) = M(f, B) est un isomorphisme

d’espaces vectoriels.

Preuve. Montrons que H(E) est un sous espace vectoriel de ’espace vectoriel
réel F(E x E, C) des applications définies de F x E dans C. Soient f, fo €
H(E). Alors pour tous «, 5 € R, et pour tous z,y, z € E,
(afl +ﬁf2)($ —|—y72) = Oéfl(.il,’ + y,Z) +Bf2(‘r + y,Z)
= afi(z,z) + afi(y, z) + Bfalz, 2) + Bfa(y, 2)
=(afi +Bf2)(@,2) + (afi + Bf2)(y, 2)

Puisque a =@ et S =/, on a

(afi + Bfo)(x,y) = afi(x,y) + Bfax,y)
= O‘fl(yax) + ﬂf?(ywx)
= (afi + Bf)(y,v)

Soit maintenant A € C, alors

(afi + Bf2)(Az,y) = afi(Az,y) + Bfo(Az,y)
- /\Oéfl(xvy) + ABf?(xay)
= Mafi + Bf2)(z,y)

Donc d’apres Remarque 4.1.3, (af; + Bf2) € H(E). L’application 0 est un
élément trivial de H(E). Donc H(E) est bien un sous espace vectoriel de
F(Ex E, C).

Pour la seconde assertion, soit f € H(FE). Comme f est hermitienne, f est
déterminée de maniere unique par les valeurs f(e;, e;) on 1 <14, j <n. Donc
I’application v est bijective. On vérifie facilement la linéarité de . m

Exercice. Pourquoi H(E) n’est pas un espace vectoriel sur C?

Lemme 4.2.6. Soient v = Y xe; et y = Y . y;e; deuxr éléments of E.
Désignons par X et'Y les matrices colonnes associées respectivement a x et
y dans la base B. Alors

f(x,y) = Z xiy_jf(eiaej) = XtM(f? B)?: Y*M(fa B)X

1<i,j<n
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Preuve. Avec nos notations usuelles, on a

T Y1
X = : et Y =

Tn Yn

Comme f est sesquilinéaire, on a
f('ray) = E xif(eia E yjej)
i J
= E E ry; f(eis e5)
(N

D’autre part,
Zj f(ela ej)y_j
M(f,B)Y = :
Zj flen, €;)7;
En effectuant le produit X*M(f, B)Y, on trouve la formule f(x,y) = X*M(f, B)Y.
Enfin, comme f(z,y) € C, on a f(z,y) = f(z,y)" et par suite f(z,y) =

Y*M(f, B)X. 0

Théoréme 4.2.7. Soit B' une autre base de E et posons P = Pgp/ (la ma-
trice de passage de B a B'). Alors

M(f,B') = P'M(f, B)P

Preuve. Soient x,y deux éléments de F. Désignons par X et Y les vecteurs
colonnes qui représentent respectivement x et y dans la base B. De plus,

soient X’ et Y les vecteurs colonnes qui représentent respectivement x et y
dans la base B’. Alors X = PX' et Y = PY’. Donc

f(z,y) = X'M(f,B)YY = X"P'M(f, B)PY'

D’autre part, si on applique directement le lemme 4.2.6 & f et a la base B,

on obtient o
flz,y) = X"M(f, B")Y’

Donc les deux matrices M (f, B") et P!M(f, B)P déterminent f. D’apres le
théoreme 4.2.5, ces deux matrices doivent étre égales. ]
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4.2.2 Orthogonalité
Définition 4.2.8. Soient A, B C E.

(1) On dit que A et B sont orthogonales et on note A L B si f(z,y) =0
pour tous v € A,y € B.

(2) L’orthogonal de A est ’ensemble noté AL, défini par

At ={yc E: f(z,y) =0 pour tout v € A}
(3) Soit By = {x1,...,x,} C E. On dit que By est orthogonale si {z;} L {z;}
pour tous i # j. On dit que By est orthonormale si f(x;, x;) = d;; pour tous
i, 7.
Exemple 4.2.9. E = C2. Alors pour le produit scalaire usuel

Vee{(1,i)}* = Vee{(i, 1)}

En effet, soient z,y € C.

((1,9),(z,y)=0T+iy=02—iy=0

Lemme 4.2.10. Soit B = {x1,...,2,} une famille orthogonale telle que
f(zi, ;) # 0 pour tout 1 < i <r, alors la famille B est libre.

Preuve. Soient aq,...,a, € C tel que > .a;xz; = 0. Alors pour tout j,
O iz, xj) = ajf(xj,z;) = 0. D’apres notre hypothese, on déduit que
=0 ]

Comme pour les formes bilinéaires, on vérifie facilement les propriétés
suivantes

Proposition 4.2.11. (1) Soient A et B deux parties de E avec A C B.
Alors B+ C A+,

(2) Soit A C E. Alors At est un sous espace vectoriel de E, A+ = (VecA)*
et AC AL
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4.3 Notions de base sur les espaces hermi-
tiens

Définition 4.3.1. Soit f une forme hermitienne sur E. On dit que f est
définie positive sur E si f(x,x) > 0 pour tout x # 0. Dans ce cas, f est
appelée produit scalaire sur E, on note f(x,y) := (z,y) pour tous z,y € E
et on dit que (E,(.,.)) (ou juste E s’il n’y a pas de risque d’ambiguité) est
un espace hermitien.

Exemples 4.3.2. (1) Le produit scalaire classique sur C" est

(1, 0y n), (Y1y ooy Yn)) = leE

(2) Posons E = C,[X]. Par analogie avec le cas euclidien ou avec le produit
scalaire usuel de C", soit f : £ — C définie par

=0 1=0 1=0

Alors f est une forme hermitienne définie positive. Cette structure est appelée
structure hermitienne canonique sur F.

Théoréme 4.3.3. (Inégalité de Cauchy Schwartz), Soit E un espace hermi-
tien. Alors pour tous x,y € E, on a

[z, 9 < (2, 2) (y,y)
De plus, on a l’égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve. Fixons x,y € E. En écrivant (z,y) sous forme polaire |z, y)|,
on remarque que quitte a multiplier x par un nombre complexe de module 1
convenable, on peut supposer que (z,y) € R. Considérons P(t) = (x+ty, x+
ty) pour tout ¢ € R. Comme (.,.) est une forme hermitienne et ¢ € R, on
déduit 1'égalité
P(t) = t*(y,y) + 2t(z,y) + (v, )

En particulier, P(t) peut étre vu comme un polynéme en ¢ qui est toujours
de signe positif. Donc son discriminant est négatif, c’est a dire

A= <x,y>2 — (z, 2)(y,y) <0.

23



D’ou I'inégalité. Supposons maintenant que A’ = 0. Alors il existe t € R tel
que (x +ty, x +ty) = 0. Autrement dit, x +ty = 0, c’est a dire x et y doivent
étre liés. La réciproque est évidente. O

Lemme 4.3.4. Supposons que E est un espace hermitien. Pour tout x € F,
posons ||z|| = /(z,x), alors ||.| est une norme sur E. Elle est dite norme
hermitienne associée au produit scalaire de E.

Démonstration. Vous pouvez adapter facilement la preuve du cas des espaces
euclidiens. 0

Lemme 4.3.5. On a les identités suivantes, appelées identités de polarisa-
tion :

(1) Soient x,y deux éléments de 'espace hermitien E. Alors
1 2 2, - o2 2
(@) = 7(lz +yI" = lle = ylI” + iz + iyl” — illz —ay]]")

(2) Soit F' un espace euclidien et soient x,y € E. Alors

1
(@) = 5(llz + ylI? =z —yl*)
Preuve. La vérification est directe. Voir TD. OJ

Remarque et vocabulaire : Si v € E et |[u]| = 1, on dit que u est un
vecteur unitaire de F. Soit u € F tel que u # 0. Si u n’est pas unitaire,

u u

alors W est unitaire. Lorsqu’on considere W au lieu de u, on dit qu’on a
U u

normalisé u.

Si H est sous espace vectoriel de E, on le munit automatiquement du produit

scalaire induit par le produit scalaire de E.

Théoreme 4.3.6. Supposons que E est un espace hermitien. Alors on a les

assertions suivantes :

(1) E admet une base orthonormale.

(2) Si H est un sous espace vectoriel de E, alors H® H- = E et H+ = H.

(8) Toute famille orthonormale de E est libre et peut étre complétée en une
base orthonormale de E.
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Preuve. (1) : Faisons la preuve par récurrence sur la dimension n de E. Sin =
1, tout vecteur unitaire u de E forme une base orthonormale. Supposons que
tout espace hermitien de dimension £ < n — 1 admet une base orthonormale
dans E. Soit e; un vecteur unitaire de E. Considérons 'application

g:E—C, =z~ (x,e)

Alors il est clair que g est linéaire. Donc g € E*. Comme ||e;]| # 0, e; ¢ Kerg.
Donc g # 0. Par suite, dim Kerg = n — 1 et c’est un hyperplan de E' (d’apres
Chapitre 1). Or, Kerg = (Vec{e;})*. Donc en appliquant I'hypothese de
récurrence a l’espace hermitien Kerg, on déduit que Kerg admet une base
orthonormale B’. D’apres Lemme 4.2.10, B = B U {e; } est une famille libre
de E. Comme elle est de cardinal n, ¢’est une base de E. Elle est clairement
orthonormale. Et on peut conclure.

(i) Soit # € HN H*. Alors ||z|| = 0 et par suite = 0. Donc HN H* = {0}.
Maintenant soit {uy, ..., u,} une base orthonormale de H. Soit x un élément
fixé de E. Posons @’ = & — > _, (u;, x)u; Alors

T

(@ ug) = (@, u) — O (ui, @), ug) = 0

i=1

Donc 2/ € H*+. Or, z = Y (w;, x)u; + 2/, donc z € H + H*. Ainsi, E =
H @ H* et la premiere assertion de (ii) est établie. Pour la seconde assertion,
on a d’apres ce qu’on vient de montrer

H*®oH""=E=H®H"
Donc en particulier, on déduit que dim H = dim H**. Or, on sait que H C

HY+. Dot I'égalité souhaitée.
(iii) La preuve est analogue au cas des espaces euclidiens, Théoreme 1.8. [

4.4 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans toute la suite du chapitre, on suppose que E est un espace hermitien.

Soient B = {ey,...,e,} une base orthonormale de F et soit z € E. Ecrivons
=y xe;. Alors, il est clair que z; = (z,¢;). Donc

n

(4.1) xr = Z(x,ei>ei

=1
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Ainsi, si z,y € E, on a

(4'2) (x,y) = Z<$, ei><ya ei>

En particulier,

(4.3) el = 3 (e, e’

=1

Théoreme 4.4.1. Procédé d’Orthonormalisation de Gram-Schmidt. Soit B =
{e1,...,en} une base de E. Alors il existe une unique base orthonormale
{uy,...,u,} de E vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout i, Vec{uy,...,u;} = Vec{ey,..., e}
(i1) Pour touti € {1,...,n}, (u;,e;) > 0.

Résumé de preuve. Les détails sont donnés dans la preuve du théoreme ana-

logue dans le cas euclidien. Construisons {uy,...,u,} par récurrence. Pour
. . €1 . . .
uq, il est clair que u; = W est I'unique vecteur qui convient.
€1

,
Upp1 = Nepp1 + E AU,

k=1
Soit i € {1,...,r} fixé. Alors

(trgr, i) = 06 Mepan,us) + > Mg, ug) =0

k=1

Comme la famille {uy,...,u,} est orthonormale, on obtient
(Ups1,u) = 06 N = = Nepg1, W)

Ainsi,
T

Ury1 = /\<€r+1 - Z<€r+17uk>uk)
k=1

Posons u, .y = €y41 — Y __q{€r41,Uk)uy. Les deux conditions qui restent a
satisfaire sont
/
H)‘UT-HH = 17 <u7“+1>€1”+1> >0
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On déduit donc que |\ = Tk et le signe de A\ est déterminé par la
Urtq
propriété (u,,1,e,41) > 0. On a

L= (Upry1, Up1) = (Aepp1, Upp1) — AZ<€7~+17 Up) (U, Upy1)
k=1

Or, u,11 est orthogonal a uy pour tout k£ < r. Donc
1= )\<er+17 ur—l—l)v
par suite, A > 0. Ainsi, on a construit u,,; et il est unique.

Ceci montre 'existence et I'unicité de la famille {us, ..., u,}. O

La procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est exactement la
méme que pour le cas réel. (Voir TD)

4.5 Adjoint d’un endomorphisme

Comme dans le cas euclidien, désignons par GL(F) le groupe formé des
automorphismes de 'espace vectoriel E et par GL(n,C) le groupe des ma-
trices inversibles d’ordre n sur C. Comme FE est de dimension finie n, pour

tout choix de base de F, nous obtenons un isomorphisme (de groupes) entre
GL(E) et GL(n,C). Soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale de E.

Théoreme 4.5.1. Soit T : E — E un endomorphisme. Alors il existe un
unique endomorphisme T : E — E qui vérifie

(Tx,y) = (x, T"y), Vax,yeFkE

Preuve. Soit x € E. Alors on a




Posons T*y = > (y,Te;)e;, alors comme le produit scalaire est linéaire par
rapport a la premieére variable, on déduit que 7% € L(F). De plus, pour tous
r,y € E,on a

(T'z,y) = {(z,T"y)

Pour I'unicité, supposons qu'il existe S € L(FE) qui vérifie (Tx,y) = (z, Sy)
pour tous z,y € E. Alors (x,Sy) = (x,T*y) pour tous z,y € E. Fixons
y € E. Alors, (x,(S — T)y) = 0 pour tout z € E. Comme E+ = {0}, on
déduit que Sy = Ty. n

Vocabulaire. Avec les notations du théoreme ci-dessus, ’endomorphisme
T* est appelé adjoint de T.

Exemples 4.5.2. 1) L’adjoint de I'endomorphisme identité id : £ — E est
lui méme.

2) Soient u,v € E. Désignons par u ® v 'application définie par :

uv:FE—E, xw— (x,u)v

Alors on vérifie que u ® v est linéaire (cette application est ’analogue de
T dans le Chapitre 3, Exemple 3.2.). Retrouvons ’adjoint de u ® v. Soient
x,y € E. Alors

(u@v)z,y) = ((z, u)v,

Do, (u® v)*(y) = (y,v)u = (v @ u)(y). Ainsi, (u @ v)* = v ® u.
Lemme 4.5.3. Soit T un endomorphisme de E. Alors T** =T.
Preuve. Vous pouvez adapter facilement la preuve du cas euclidien. O

Théoreme 4.5.4. La matrice de l’adjoint T deT" dans la base orthonormale
B vérifie

M(T*,B) = M(T, B)".
Preuve. Comme B est une base orthonormale, alors

n n

(4.4) T e; = Z<T*€j> eije; et Te; = Z<T€j> €)€i

i=1 i=1
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Utilisons maintenant la définition de ’adjoint pour la premiere relation dans
(4.4), on déduit

n

T*ej = Z<€j’ T€i>€i

i=1
Donc la jieme colonne de M (T*, B) est

<€j,T€1> <T€1, €j>

(ej, Ten) (Ten, e;)

D’autre part, de la seconde relation de (4.4), on déduit que La jiéme colonne
de M(T, B) est
<T€j, €1>

(Tej, en)
Par suite, la ieme ligne de M (T, B) est
((Tey,e;),...,(Tey, €;)).
Ainsi, M(T*, B) = M(T, B)". O
Nous avons les propriétés suivantes, analogues au cas euclidien.
Proposition 4.5.5. Soient T, S € L(E). Alors on a les assertions suivantes :
(i) Pour tous o, 3 € C, (aT + BS)* = aT* + 3S* .
(ii) KerT* = (Im T)* et Im T* = (KerT)*.
(11i) (T o S)* = S*oT*
(iv) T € GL(E) & T* € GL(E) et (T')* = (T*)"1.
(v) Le polynéme caractéristique de T vérifie Pp-(X) = Pp(X).
(vi) T est diagonalisable si et seulement si T* [’est.

Preuve. (i) : Soient v et § deux éléments fixés de C. Pour tous z,y € F, on
a

(T + BS)z,y) = a(Tz,y) + B(Sz,y)
= afz, T"y) + B(z, S*y)
= (z, (@™ + BS*)y)
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D’ou, l'assertion (i) est vérifiée.

(ii) et (iil) : La preuve est la méme que pour le cas euclidien.

(iv) : Appliquons le théoreme 4.5.4, alors dans la base orthonormale B, on a
M(T*,B) = M(T, B)*. Or, T est inversible si et seulement si det M (7', B) #
0, d’autre part det(M (7T, B)*) = det(M(T, B)), donc T est inversible si et
seulement si 7% est inversible. Supposons maintenant que 7 est inversible,
alors

M(T*,B)™ = (M(T,B)*)"' = (M(T,B) ")* = M(T*, B)*
D’ou,
M((T*)™", B) = (M(T*,B))™' = M(T™", B)" = M((T™")", B)
Ainsi, on a I'égalité (T—1)* = (T*)~L.
(v) et (vi) découlent du théoreme 4.5.4. O
4.6 Endomorphismes spéciaux

Dans tout ce paragraphe, on suppose que B = {ej,...,e,} est une base
orthonormale quelconque de E.

4.6.1 Endomorphismes unitaires et groupe unitaire

Définition 4.6.1. Soit T' un automorphisme de E. On dit que T est unitaire
si T* =T~'. L’ensemble des endomorphismes unitaires de E est noté U(FE),
et est appelé groupe unitaire de F.

Exemples 4.6.2. (1) Il est clair que id € U(E).
(2) Considérons I'endomorphisme T de C?, dont la matrice dans la base

canonique est
e’ 0

Alors il est facile de voir que T est unitaire.

Lemme 4.6.3. U(FE) est un sous groupe de GL(E). De plus, pour tout T €
U(E), |detT| = 1.
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Preuve. On a, id € U(E). Si T,S € U(E), T™' = T* € U(E) puisque
T =T. De plus,
(TS) ™ =577t = 8T = (TS),

donc T'S € U(F). Donc U(FE) est un sous groupe de GL(FE).
Soit T' € U(E). D’apres Théoreme 4.5.4, det T* = det T. Comme TT* = id,
on déduit

det(TT*) =1 =detT detT* = |det T|* = 1.

Vocabulaire. L’ensemble

SUE)={T € U(F): detT =1}
est appelé groupe spécial unitaire de F.
Lemme 4.6.4. SU(FE) est un sous groupe de U(E).

Démonstration. On peut faire la preuve directement, c¢’est tres simple. Ou
bien, remarquons que I’ensemble G des endomorphismes de E de déterminant
1 est un sous groupe de GL(E), et SU(F) =U(E)NQG. O

La proposition suivante découle directement du théoreme 4.5.4.

Proposition 4.6.5. Soit T un endomorphisme de E. Posons M = M (T, B).
Alors T est un endomorphisme unitaire si et seulement si M*M = I,,.

Définition 4.6.6. Soit A € M, (C). On dit que A est unitaire si M*M = I,.
L’ensemble des matrices unitaires de M, (C) est noté U,(C). L’ensemble des
éléments de U, (C) de déterminant 1 est noté SU,(C).

De la proposition 4.6.5 et du lemme 4.6.3, on déduit facilement le résultat
suivant

Proposition 4.6.7. L’ensemble des matrices unitaires U,(C) est un sous
groupe de GL(n,C). De plus, les groupes U(E) et U,(C) sont isomorphes via
l'application

U(E) — U,(C), T+~ M(T, B)

Théoreme 4.6.8. Soit T' un endomorphisme de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
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(i) T e UE).

(i1) Pour tous x,y € E, (Tx,Ty) = (x,y).

(111) Pour tout x € E, |[Tz|| = ||z]|.

(iv) TB ={Tey,...,Te,} est une base orthonormale de E.

Preuve. (i) = (ii) et (ii) = (iii) : Exactement comme dans le cas des endo-
morphismes orthogonaux.

(iii) = (ii) : Comme dans le cas des endomorphismes orthogonaux en appli-
quant l'identité de polarisation (lemme 4.3.5 : cas hermitien). Pour le reste
de la preuve, exactement comme dans le cas euclidien. O

4.6.2 Endomorphismes hermitiens et groupe hermitien

Définition 4.6.9. Soit T' un endomorphisme de E. On dit que T est hermi-
tien sl est égal a son adjoint, c’est a dire

(Tu,v) = (u, Tv), YuveELE
L’ensemble des endomorphismes hermitiens de E sera noté He(E).
Exemples 4.6.10. (1) Soit 7' € L(FE), alors T'+ T™* est hermitien. En effet,
(T+T)y=T"4+T"=T"+T.

(2) Soit u € E avec u # 0. Avec la notation de 'exemple 4.5.2 (2), T = u®u
est un endomorphisme hermitien.

De la proposition 4.5.4, on déduit immédiatement le résultat suivant

Proposition 4.6.11. Soit T' un endomorphisme de E. Alors T est hermitien
si et seulement si M (T, B) est hermitienne.

Proposition 4.6.12. He(E) est un sous espace vectoriel de l’ensemble des
endomorphismes de E, L(FE). De plus, He(E) est isomorphe a H,(C), l’en-
semble des matrices hermitiennes d’ordre n sur C via

I': He(E) — H,(C), T+ M(T,B)
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Théoreme 4.6.13. Soit T' un endomorphisme hermitien de E. Alors toutes
les valeurs propres de T' sont réelles.

Preuve. Posons M = M (T, B), alors M* = M. Soit A € C tel que Pr(\) = 0.
Soit donc X € C" tel que X # 0 et MX = AX. Alors

MX=)X=MX=)X
Par suite, en multipliant & gauche par le vecteur ligne X, on déduit
X'MX =2X'X =
(MX)'X =) X'X =
AX'X = AX'X

Comme on I'a déja vu dans le cas euclidien, posons X' = (z1,...,x,). Alors
X'X = |a* #0
i=1

Donc \ = \. O

Proposition 4.6.14. Soit T € He(E). Alors
(i) Les sous espaces propres de T sont orthogonauz deux d deux.
(ii) Si H est un sous espace vectoriel de E invariant par T alors TH+ C H*.
Preuve. (i) : Supposons que A; et Ay sont deux valeurs propres distinctes
de T' et désignons par E); le sous espace propre associ¢ a A;. Choisissons
u; € By, avec u; # 0. Alors comme \; et Ay sont réelles, on a

<U1,TU2> = <TU1,U2> =

Ao (U1, ug) = Ap(uy, uz)

Or A1 # Ay, donc on doit avoir (uj, us) = 0. Ceci montre (i).

(ii) La preuve est exactement la méme que pour les endomorphismes symétriques.

]

La preuve du théoreme suivant est analogue a celle du théoreme 4.15
(Chapitre 3), pour les endomorphismes symétriques.
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Théoreme 4.6.15. Soit T' un endomorphisme hermitien de E. Alors T est
diagonalisable. De plus, il existe une base orthonormale de E formée de vec-
teurs propres de E.

La version matricielle du théoreme ci-dessus est

Corollaire 4.6.16. Soit A une matrice carrée réelle hermitienne d’ordre n.
Alors il existe une matrice unitaire P de M, (C) tel que la matrice P*AP est
diagonale.

Preuve. Considérons 'espace hermitien usuel C" et sa base canonique B.
Soit T': C* — C" 'endomorphisme défini par M (T, B) = A. Alors d’apres
le théoreme ci-dessus, il existe une base orthonormale B’ de C" formée de
vecteurs propres de T. Autrement dit, M (T, B') est diagonale. Posons P =
Pgp/. Comme la base canonique B est orthonormale pour le produit scalaire
usuel, d’apres Théoreme 4.6.8, P est une matrice unitaire. En particulier,
P~! = P*. Ainsi,

M(T,B') = P"'M(T, B)P = P*AP
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Culture relative a ce cours

Dans ce paragraphe, j’ajoute surtout du vocabulaire relatif a cette forma-
tion, pour que vous puissiez vous repérer dans la littérature mathématique.
Ce paragraphe ne sera pas inclus dans le Controle.

1) Etant donné trois espaces vectoriels F, F' et G sur K, on peut définir la
notion plus générale d’application bilinéaire f : £ x F' — G : C’est une ap-
plication qui doit étre linéaire de chaque coté.

2) Si FE est un espace euclidien, son produit scalaire est une forme bilinéaire
”définie positive”. Il ne faut jamais oublier le mot ”définie”, car une forme
bilinéaire f est dite "positive” si elle vérifie f(x,z) > 0 pour tout x € E. De
meéme, on définit une forme hermitienne ”positive”.

3) Dans la définition d’espace euclidien, si on suppose que F peut aussi avoir
la dimension infinie, ' est appelé espace préhilbertien réel. Certaines pro-
priétés faites pour les espaces euclidiens restent valables dans les espaces
préhilbertiens. Par analogie, on définit aussi les espaces préhilbertiens com-
plexes.

4) Pour nos espaces hermitiens, le produit scalaire est linéaire a gauche, et
antilinéaire a droite. Dans la littérature mathématique, certains définissent
leur espaces hermitiens comme ayant un produit scalaire linéaire a droite,
et antilinéaire a gauche. Par exemple, tous les cours pour futur ingénieurs
adoptent cette seconde définition, puisque dans la littérature physique, le
produit scalaire est antilinéaire a gauche. Cette différence dans la définition
reste un petit détail et une fois habitué a une définition, on peut s’habituer a
I’autre en peu de temps. Néanmoins, a votre niveau il vaut mieux travailler
avec une définition fixe. Les résultats fondamentaux sont les mémes, mais les
formules matricielles sont légerement différentes. Enfin, je précise que dans
la littérature mathématique avancée, ou on étudie les espaces d’Hilbert, qui
généralisent les espaces euclidiens et les espaces hermitiens, le produit scalaire
est linéaire a gauche, antilinéaire a droite, comme dans ce cours.
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