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Deéefinition de la Chimiometrie

La Chimiometrie est un outil utilise afin d’extraire
de DI’information pertinente et utile a partir des
données physicochimiques mesurées ou connues
brutes. Aussi, on D’appelle souvent en chimie «
Analyse multivariable ».

Le terme chimiométrie vient de I’anglais
«chemometrics », jJeune discipline associant
Initialement l'analyse des données et la chimie

analytique.
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> Elle peut traiter des systéemes complexes généralement
multivariables.

> Elle recouvre I’ensemble des applications de la chimie, de
la physique, des sciences de la vie ...

> Elle est basée sur des regles mathématiques strictes et des
déemarches rigoureuses de la part de lI'expérimentateur.

> La méthodologie repose sur la modélisation et
I'optimisation:
I’exploitation d’un modéle de comportement a 1’aide
des outils statistiques.
ela construction.
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But de la méthodologie

Organiser mathématiguement les conditions expérimentales pour
choisir les plus informatives permettant de minimiser le nombre
d'experiences tout en maximisant l'information obtenue
L'applications de la Chimiométrie dans le domaine de la chimie
ziylytique consiste a:

modéliser les variations d’un certain nombre de variables Y,
que nous appellerons réponses (I'analyse chimique par exemple) en
fonction d’autres variables X appelées variables mesurables
(‘rpesure de parametres physico-chimiques par exemple);

optimisation des procedes chimiques.

On distingue 2 opérations

- L'etalonnage en laboratoire ou toutes les mesures de variables
doivent étre réalisées et ou le modele est calculé.

- La prédiction : utilisation courante ou seules les variables X sont
mesurees, les autres Y, étant calculées a I’aide du modele.




Intérét de la méthodologie

» Definir la région du domaine expérimental ou la
réponse satisfait une contrainte.

» Optimiser 1’organisation des essais en déterminant
les facteurs influents a partir d’un modele.

» Obtenir la meilleure préecision possible sur la
modélisation des résultats.



Les plans d’expériences permettent une diminution
considerable du nombre d'essais et une interprétation
rapide et sans équivoque. lls fournissent des résultats
faciles a présenter.

-possibilité d'etudier un tres grand nombre de
facteurs

-détection des interactions éventuelles

-modelisation aisee des résultats

-détermination des resultats avec une bonne
précision.
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Introduction
a la pratigue des
Plans d’experiences




Plans d 'experiences : |la Methode

La Mé“ | * Toute la methode consiste dans 'ordre

el la disposition des choses dans lesquelles il
faut tourner le regard de I'esprit, pour

découvrir guelgue vérite "




| Méthodes I

S N
information °
chimique
2.
3 \ Organisation de
Echantillonnage \ e la collecte
T— des données
4. 5.
Analyse Structuration
chimigque des donnees
e ™ - N
/ Probléme 6 / Modeéle
' Validation (
Prediction

~— - _.--'/’/ - \\\"“ ~——_ -
_
P 1.
Décisions I Modélisation Lois I

Figure 1 : Démarche de U Analyticien : place de I’ organisation de la collecte des données
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Chimiomeétrie

r

Donnees Issues
d'essais structures ?
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Experiences

varer. ..

J'observe
des
variations. ..

Réponses




Plans d ’expeéerience

Facteurs Réponses]

mathématigque

Calcul des Effets
sur les reponses

intervient



MATRICES D’EXPERIENCES et
METHODOLOGIE

Les objectifs :

® Le criblage des facteurs : classement hierarchise des
facteurs;

® | es études quantitatives des facteurs : quantification des
Influences principales et des synergies éventuelles;

® Les etudes quantitatives des réeponses : modelisation

orévisionnelle du phénomene étudié;

® L'optimisation : determiner un ou plusieurs points de
fonctionnement optimaux .
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Les Modeles : polynomes

Soit X un facteur quantitatif. Il peut étre représenté par
un polynéme dans les modeles :

Premier degreé ym)

Svnergique =

Quadratique ™=y

Y (réeponse)=b, +b, X, + b, X,

Effet principal

Y (réponse)=b,+ b, X, +b, X, + b, X, X,

Effet dinteraction

Y (réponse) = by + by Xy + by X, + by XX, # byy X2+ by, X2

Surface de réponse
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Les MATRICES

o 000"

prem Y (réponse)=b,+b, X, +b, X
= . :2] =) Hadamard
e (Flackett-Burman)
Y (reponse) =by + b, X, + b, X, + by, XX,
e Ml Facorcles
0 uﬂdmﬂq

Y (reponse)=by + by X, + b, X, + b, X, XK, + by, X2+ by, X2

‘ Composite
(Doehlert)




Representation matricielle

r )
1 IE - - .I.I;:'Il"
1 X, ,_;;'
LR | | Yy
| 1 x, | F.
\ 4
Matrice

du m;:ujéle X B = ?

Vecteur de la
reponse predite
nar le modele :

o

Y




Rappel de quelques definitions
concernant le plan d'experiences

Réponse : Le resultat mesuré d'une étude.

A chagque point du domaine d'etude correspond une reponse.
L'ensemble des réponses forme la surface de réponse.

Variables explicatives et notion d'interaction :
Les variables explicatives d'une étude sont les parametres

susceptibles de modifier les réponses de cette etude.
Si l'effet d'une variable explicative dépend du niveau d'une autre

variable explicative, on dit qu'll y @ Interaction entre ces deux
variables explicatives.
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Niveaux  d'une  variable  explicative
Les niveaux d'une variable explicative sont les differents
etats que peut prendre cette variable explicative

Notion d'effet significatif :

| 'effet d'une variable explicative sur la réponse y
s'obtient en comparant les deux resultats de mesure y, et
y, de reponse, mesurée lorsque la variable explicative
passe d'un niveau (0) a un niveau (+). Si I'écart entre y, et
y, est important on dit que le facteur est influent ou
significatif.

Variables codées et variables naturelles :

Les variables naturelles xi1 sont les valeurs qui
correspondent a chaque niveau d'une variable explicative.
Pour comparer les effets des variables naturelles sur la
réeponse, 1l est neéecessaire de les remplacer par les
variables codées Xi qui sont sans unite.
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Matrice d'expérience :

Matrice d'expérience est un tableau de n lignes et k
colonnes, regroupant les conditions experimentales d'un
plan d'expériences. n et k correspondent respectivement au
nombre d'expériences et au nombre des variables codees.

Courbes d'isoréponses

Apres la détermination du modele et la vérification de
sa validite, les courbes d'isoréponses peuvent étre tracé a
I'intérieur du domaine experimental. Ces courbes
représentent des plans pour surfaces de reponse c'est a dire
la représentation graphique des résultats (modele estime)
pour pouvoir en tirer des optimums.

La representation dans 3° de ce plan est donnee dans la
figure suivante :
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1 1
e s

Representation d'un plan compesHe.centre en 3 dimensions



CHAPITRE |

Rappels statistiques



|/ Regression



|-1/ Définition de la regression

a régression est une méthode tres utilisee
en estimation.

A partir d’un ensemble de valeurs
expérimentales représentees par des
points sur un graphique , on cherche a
calculer la courbe qui reproduit le mieux
les variations de la grandeur a etudier,
c'est-a-dire celle qui passe par tous les
points ou le plus proche possible.
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I-2/ Régression linéaire

S| X représente une teneur Y représente le résultat
connue en analyte observe,

On peut disposer de n couples [X,¥,] pour deux variables X et ¥ que I'on

suppose liees : a chague valeur de X est associée une valeur de Y avec la
relation .

(Y =8,X +8,

Mais, experimentalement, a chaque valeur x, de X, on obtient une valeur
¥, entachee de I'erreur experimentale £. On a en realite :

yi= E"I:':'i + Ern'l' E,



A cause de cette erreur g associée a chaque couple [x,y], si on
représente graphiquement y, en fonction de x,

- on ne va pas obtenir des points “idealement alignes",

mais un «nuages» de points plus ou moins ecartes de cette
I droite idéale.




I- 3/ Analyse quantitative et Etalonnage

Les donnees sont toujours en nombre limite

elles ne représentent donc qu'un échantillon de la population de toutes
les mesures de la teneur enanalyse de |'etalon que I'on pourrait effectuer.

X représente une teneur Y représente le résultat
connue enanalyse observe,

b la relation linéaire postulee devient: Y = b, X + b, J

Avec uniquemeant une « estimation » des
coefficients b, et D, du modéle postulé,

Y = ByX + By



Modele lineaire

Avec UNne seule variable X le modéle s "écrit -

Y 1'I"'5*

<.




Ajustement lineaire

Avec LINe seUle variable X le modéle s *écrit -

T

Y,

Faire un ajustement c'est minimiser
la "distance" S =Z [Y, -f{ X,)]°=Zr ?

I

On mesure la somme des

carrés des ecarts I, (ecarts
appelés "residus™) entre la
valeur wraie et la wvaleur

estimée ¥ _ sur la courbe.




Droite des moindres carres et efficacité d'un ajustement

La somme § des camres des ecarts entre les valeurs expérimentales et
les valeurs calculées par le modéle s'écrit :

S=Z[v,-(B;+ PBx }]* est une fonction de By &t By

Pour minimiser S,
il suffit d'annuler les
dérivees  partielles

de § par rapport a

Bpeta By:

E'S.'IE'IE:,] = ﬁ.‘lﬁl = [I.




Estimation des coefficients

Dans ce systéme les [, sont les inconnues que nous devons estimer :

(bi est | "estimation calculée de Eli I

1. Au sens des moindres carrés (resolution algebrigque) :

2V - V(X - _
ﬁ'1=h‘1= (;(EF;_]}IEJ et ﬁﬂ=hn=f—h1:{

2. Au sens des moindres carrés (resolution matricielle) :




Expression matricielle de la regression

f ) ( |
X, I
X [
X
3 I3
}:4 * + r'4
T x
-~ r I
Vs
Vs o | reponse
résidus - I expérimentale

b

XB+r=Y 7




Analyse de la régression lineaire

Les variations observeées pour Y sont- elle dues globalement aux
variations de X ?

Quelle confiance peut en avoir : Y; =bX; + b,

= D’ une part globalement pour la régression :
« Analyse de variance/ coefficients
« Examen des résidus
« Manque drajustement (Lack of fit )

2> Drautre part individuellement pour les estimateurs :
« Simplification du modele
» Pertinence quadratique global
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Proprietés de la loi normale A

- Moyenne .
]
=—2_X,
|
= YVariance ’
5 = Z{ X,
n—17% ey

“

<

Le graphe de la Loi Normale est caractérise par :

-_ Une courbe en cloche :asymptmlque a l'axe des x, dont le
maximum est powr x = x,

Emm Une symétrie par rapport i I'axe x = X,

B Deux points d'inflexion a une distance de X egale a o,



Proprietes de la loi Normale

0,6827 0,9545

Probabilité = 68,27% pour que x soit  Probabilite = 95,45% pour que x soit
compris dans l'intervalle ¥ =1 g compris dans l'intervalle ¥ T2 o

0,9973

Probabilite = 99,73% pour que x
soit compris dans 'intervalle ¥ 3 o




Caracteristiques de I'erreur experimentale r.

Distribution de Gauss centrée sur zero
(echelle des abscisses en unites d'ecart-type)

En moyenne, . 0
Ferreur est nulle : /
I'esperance - ]

mathématique E(r)) =0.

La dispersion de « " . !
est mesurée par sa B P A F ¥ i
variance : var(r) = o? 68.27 o
- 68,27 %
ou par I'ecart-type . — 95,45 % —

99,73 %




Significativite des coefficients

b, estimation de B, de b, estimation de B, de
moyenne fB1 et de moyenne [0 et de
variance var(b1) variance var(bl)

Comme la variable Y qui intervient dans ces calculs est une variable

aléatoire de variance 0%,
cette dispersion va se répercuter sur
les variances de b, et b,.

a
0"‘1’.-_

Var(hy) =50

- o1 XA
Var(b) = 0[ e j]




Significativite des coefficients

Le coefficient b est distribue selon une distitbution de Student de
moyenne g, d'ecart-type e.1.(b)) et (n-2) degrés de liberte.

Move

Intervalle de confiance pour b, : bi E o tc e.t.(bi)




Significativité des coefficients

la différence b; - B suit une statistique de

Student a v = (n-2) degrés de liberté avec :

_ b, -

" é.type (b))

La significativité va étre déterminée en prenant
B2=0 dou:

b;

| Bi—
é.type (b))

Ceci vaétre vérifie par la Loi de student (Voir Tableau)




Resolution matricielle

N Coefficients du modele
—/ B =

Matrice de variance-covariance des coefficients

C'est une matrice ou les variances sont disposees
sur la diagonale et les covariances de part et d'autre

de cette diagonale (matrice carree symetrique) :




Variance-covariance

Z( X, —x) Variance de x
n-1

—Z( yi-5) Variance de v
1=]

o Z( Vi- VX -\) Covariance xv
o 1-1




Matrice de variance-covariance des coefficients

e —

var (b.)

cov (b;.by) var(by)

k} Var(B) =X'x)-1 {_J,'

Variance experimentale

Consequence:

le choix des points experimentaux conditionne la qualite
de I'estimation

—>la meilleure estimation consiste a annuler |a covariance
et minimiser les variances sur les coefficients

> Plan d'experiences

var (B) =




11/ Regression multiple

Modelisation

Modeliser

utiliser des données expérimentales pour

prevoir

LUne

information quantitative inconnue Y a partir de mesures de X via une

certaine « fonction mathematique » -

Le modéele mathématique postulé peut étre :

Y

Ajustement linéaire

L=

Moaals ‘r'-IL.K+I:-.,x

N

Ajustement polynomial

Mogeie Y = ) avec un

X,

Une droite si Y varie
lineairement avec X.

Sinon un polynome de

degré convenable,




Regression multiple

Exemple : Etude de la stabilite d’une suspension

Domaine Experimental

Facteurs experimentaux Variables Minimum 1 Maximuam
Tensio-actif : Mouillant 1 M, 20 gl 40 g/l
Tensio-actif : Mouillant 2 M., 5 " 15 "
Epaississant : Structurant 1 5y h " 20 "
Epaississant : Structurant 2 S, 0" 10"

Reponse étudiee :

= % de separation de la suspension en deux phases




Tableau des resultats

Plan d’expérimentation Reéponse

Essais M, M, | S, S, Y
40 15 | 20 0 10
40 15 ) 10 16

40 J 20 0 13

20 13 ] 0 || 38,7
40 3 5 10 |[ 30,5

20 3 20 | 10 18
20 15 | 20 | 10 13
20 3 3 0 32

00 =] &% N e LD RS =

Modéle postule

Y=a,+a,M,+a,M,+a,8,+a,5,




Variables naturelles U et

Codage des Variables yaiabies codaes x

| I I N N [ I N I Y I Y I A N N I I N | IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII_
Ui Xi -

Toutes les variables Toutes les variables codees |
naturelles ont leurs propras ont Ia meme plage de i
plage de variation qui variation entre -1 et +1 I
dependent das unites independante des unites |

L es coefficients du modele ne Les coefficients du modele |
peluvent pas se comparer peUvent se comparer i
directement directement i
Interpretation difficile Interpretation facile I




Variables naturelles L et

Codage des Variables y.iabies codses x

= mayenne des wvaleurs maximum et
minimum gue peut prendre |a variable U,

U. =valeur de la variable naturelle j a I'expérience i.

I

b

X. =valeur de la variable codeée j pour I'experience i.

1]

JI—"“---Ij """"'.inLLlJ = pas de variation
de la variable naturelle j.

“, = valeur de la variable naturelle |

L
1] 1].0 Lo )
ij ~ =j = au centre du domaine.

Reciprogquement :

= demi eétendue : moitieé de I'ecart entre la
valeur maximum &t la valsur minimom gque

L'Iij = an + Kij . ﬂLl] peut prendre la variable U, .




Valeurs codees

U, est le mouillant 1 qui varie entre

r 20 et 40 g/l ﬂ

centre du domaine LI, Pas de variation AlJ,
= (20+40)/2 = 309/l = (40-20)/2 = 10 g/l

bazmgn:xiﬁ{zu-:}mﬂu =1 J

a40gil: X, = (40 - 30)10 = 1

U4 est le structurant 2 qui varie entre
0et10 g/

centre du domaine 11", Pas de variation All,
= (0+10)2 =5 g/l = (10-0)/2 =5 g/l

h a0 gll : X, = (0-5)/5 = 1 J
a10 g/l : X, = (10-5)/5 = 1
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Reégression avec des variables codees

Martrice d’experiences

Essais || X; | X, | X; [ X,

1 +1 | =1 | +1 -1
+1 | +1 -1 | +1
+1 -1 | +1 -1
-1 | +1 -1 -1
+1
-1 -1 +1 | +1
-1 1| +1 | +1
-1 -1 -1 -1

S0 -1 S o La i
+
I_I
|
e
|
-

Mﬂﬂélﬂpl}ﬂtﬂ]é 1?=hﬂ+h1:{1+hgxl+h3x3+ b_l_xi

Il Dorni vu




/7~ N\

/7~ N\

Statistiques des coefficients

Coefficients Erreur | Statist. t Proba_ab. Sr_I':Llil_ de cgnf. 952,

b (signif.) | Lim.inf. |Lim.sup.
Constante| 24 g5 2.17 9.98 0,002 14.75 28,55
X, -3,775 2,17 -1,74 0,180 -10.68 3,13
X, 2,225 2,17 1,03 0,380 9,13 4,68
Xy -7,65 2,17 -3,53 0,040 -14.55 -0.75
Xe -2.275 2,17 1,05 0,370 9,18 4,63

Intervalle de confiance £ 3.18 '2.17 = =

L =3 a=005 = 3.18

[ I~_|..—.

6.9




Py
e

p———
S

e

I)

Les Outils pour | ‘Analyse des Resultats

Etude des Residus

Reprenons I'etude de la stabilité d'une suspension avec

Y= % de separation de la suspension en deux phases
. Yexp Yeaie. Yc-xp.ycalc Residus Difference Normee =
Essaisl  y(i) | Vgesll) [Fresidus| normes| differenceécarnt-type
1 10 10.275 [ .0.275 | -0.045 | . -
2 16 21.025 | -5.025 | -0.819 || Ecart-typeresiduel =
3 15 14,725 | 0.275 || 0.045 6,130
4 38.7 33425 | 5515 0.909 -
r,=-0,275
5 || 305 | 25475 5025 || 0819 | ' I
6 | 18 | 17.725| 0.275 || 0.085 | 45756136 = .0 0448
7 13 13.275 | -0.275 | -0.045
8 32 37.575 | -5.575 || -0.909
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Chapitre ||

Plans de pesee
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Les Plans d "Expériences : POURQUOI7?

Experience
Balance
L'algulll. n'?5t Pas sur le
Zero

Nous convenons d'appeler "experience” le Tait de lire la position
cde I'aiguille sur le cadran.

Comme pour toute expeéerience, il existe une erreur expernimentale :

b erreur de parallaxe, epaisseurs relatives de la pointe de
I'aiguille et des traits de graduation etc.



Efficacite

Etre efficace c'est rendre

minimuom ;
non pas 'erreur de lecture 3a répercussion sur
MAIS 'estimation des masses,
nous admettrons que [sur le calcul). En dautres
I'experimentateur prend toutes termes c'est cerner au plus prés
les précautions utiles pour la la masse wvraie des objets a

rendre minimale peser.




| I _ _
! i ' Lecture a vide
L l E— | ecture avec la pomme

Masse de la pomme =y, — v,




Chaque pesee, materialisee par la

r lecture ¥, (reponse), est : 1

independante des autres une variable aléatoire car Y, est
lectures une mesure experimentale.

Y, est en réalité la somme de deux valeurs : | '
Yi=mn+eg

' n, = valeur vraie
e, = erreur de mesure aleatoire




Caractéristiques de 'erreur expérimentale r;

Distribution de Gauss centrée sur zero

En moyenne, \ 0
I'erreur est nulle

Sa dispersion  est /

mesuree par 53 3 2 A4 1 2 3
variance : var(r) = o2

ou par I'ecart-type .




Qualite de | 'estimation de la masse de la pomme

Revenons a l'estimation de la Masse de la pomme m = Ya— V¥,

var{m) = var(Y, - ¥,) = var(Y,) + var(Y,)

= var(n, + &,) + var(n, + e,)

= var(n,) + var(e,;) + var(n,) + var(e,)

= |:| —_ G.E
(variance de g, )

var(in) = 2 o2




Pesee de plusieurs objets

*SI Nous avons trois objets, comment les peser ?
*Quel est le prix minimum de I’expérimentation?



Experimentateur n°1

&

——

. f“f’) “ Masse d’un objet : m, = y,., — V.

@ vﬂrqﬁ,] = var(Y,,) + var(Y,)

A

Lectures

R Efﬂl'(ﬁii) = 2 o2

OTe




Experimentateur n°2

o

— - —

O ga

Lectures .

Masse d'un objet 7

Difficile a lire directement

|

Introduction de la notion
de matrice d’expériences




Matrice d ’experiences

Une matrice d’expeéeriences est un tableau permettant de decrire

une experimentation en donnant, pour chague expeérience, les
valeurs des facteurs experimentaux.

— 0hjet DJ —

Expérience N°i |- - - d'.l R

d caracterise |'etat de 'objet |
au cours de I'experience i




Experimentateurs n°1 & n°2

Codage des objets objet absent

- etat 0

objet présent : etat 1

2

— O = O O

O
0
0
1
1

3__

Exp. O, O, O, Exp. O,
1 [0 0 0 1 0
2 1 0 0 o 1
3 0 1 0 3 1
4 O O 1 4 0
 Plan N°1 (D,) Plan N°2 (D)




Experimentateur n® 2

Systeme d'équations

¥y = M, + e, =Eﬂ

Fuy -y
n1+“'.|'.'+E.-.' =mu+m|+m1

-
i

rl'l+“'.:li+E.:| =ﬁu+m1+ﬁa

b
I

-,

il
n2+n3+E-I =I.rll:l+Illﬂl.'l'-l-i‘i‘i..'.'l

=
]




Matrice d 'expériences et systeme d 'equations

Exp. O, 0O, 0Oy
: u . 0 Le codage utilise pour écrire la
- 1 1 2 matrice d'expériences permet
3 1 0 1 de faire correspondre
4 | ] 1 1
.-"'-. -" i
.-"f fff '

LSS

les elements de la matrice aux
coefficients des inconnues du

systeme d'equations l

y
B
+
E
+
B
s
5 B B B

Inconnues = masses a estimer

T




Matrice du modele et systeme d 'equations

Y =mg, + my X, + My X, + My X,

Avec la notation matricielle, on peut ecrire de maniéere compacte
le systeme de 4 equations linéaires qui lient les réponses
observees aux etats des objets :

¥ 1T 1 1 1 I,
V2| _ |1 1 4 4 | |m,
Vecteur reponse | ¥s T -1 141 m,
¥ T 1 1 1 M,

Matrice du modéle Vecteur des coefficients




Experimentateur n°2

Y1)
j Resolution
iFﬁo=1’*'1
. m,=(-V;+¥,+¥3-¥,)/2
Tﬂ_ m,=(-y;+¥-¥a+ ‘) /2
Lectures My=(-¥,-V, +¥3+V,)/2

var(m;) = var[1/2(Z e, de 4 Y))]

\ E =1/4 [vm'(zalgébr- ded4Y))]
oy,




Experimentateur n°3

"al T
% j Codage des objets :
E—— objet absent : etat 0
u"‘ objet present a droite :  etat 1

objet préesent a gauche : etat -1

ap |l %

r

o Exp. ©O, 0O, O

..:-1._|_‘.?-}| = 2 I___

& 1 1 -

* L 2 1 | -1
F

o 3 11 -1

4 1 -1 1

%Tﬂ ~ Plan N°3 (D)
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Experimentateur n°3

Lectures

Systeme d'equations

} _.-—-. =y . e
¥y =y-i, -m,-m,
] S . i
Y=, ~ I, -, - 1,
. o - " .y o
Y= M, -y —m, - 1M,

ey

¥y =i - in; - W, + i




Experimentateur n°3

Résolution

my=(-y,*¥,+¥3+¥y)/2

ﬁll =(y,-Y)/2

m, = (¥ - y1) /2

~ - v S /
m = (¥, Y) /2

var(m;) = var[1/2(Z g, de 2 Y))
= 1/4 [var(Z 5, de 2 Y))]

e
ﬂTﬁ var(m,) = 2/2




Expérimentateur n°4

ax [
asl $

\Eeule I'expérience 1 change

Exp. O, O, O,
5 1 1 1 1
*"r\:“"} . 1 1 -1
E ; 3 A4 1 -1
T 4 |1 a4 1
Plan N°4 (D)




Experimentateur n°4

Sz
.f

Systeme d'equations

_"‘*((IN R~
Lectures b L -1 Ii“ o N
¥a = My + Iy - 1, - T,

\ "i.'5=[|1|].—|]]1+[|12— 1

—L ¥g= Iy -, - My + My

ié_f?ﬂ

Il Dorni vu




Experimentateur n°4

@(\77\" E% Résolution
S— = : e

my=(+y1+¥2+Yst¥4)/4

ﬁ\11 =(+V1+Y,-Y3-Y4) /4

°

ﬁ * ﬁ2=(+}‘1-}'2+}’3-}'4)!’4
Lectures .
0

m,=(+y;-¥2-Ya+¥y) /4

var(my) = var[1/4(Z, e, de 4 Y))]

@i

b \‘ —4— =1/16 ["m'(z:\lgébr. de 4 Yi)]
% i

o3 |




Conclusion

Nous n‘avons pas eu besoin des valeurs des y, pour prévoir la
qualite des estimations.

La qualité de I'information expéerimentale ne depend que
du choix des essais (de la matrice d'experiences).

Cette reflexion prealable peut etre geéeneralisee a toute

experimentation : c'est avant d'experimenter qu'il faut

s'interroger sur la qualite de I"expérimentation projetée.

Pr BCHITOU



THEOREME
Sion fait N pesées, la variance sur les coefficients est > o2/N

Comment obtenir une matrice optimale
pour minimiser la variance sur les masses estimees?



La relation entre la mesure Y (la lecture du cadran) et les difféerentes
masses dont on cherche @ déterminer la valeur est une relation
linéaire qui s'écrit :

y; =(m)+myX, @@ (m)X)+ e
atat des masses dans erreur
I'expérience j (la pesée)

masses des objets

Mg, My, M, et m,

X, X, et X, présence ou absence
sur les plateaux (-1, 1 ou 0).



Matrices d 'Expériences

Exp. o, O, O Exp. O, 0O, O,
1 0O 0 0] 1 0 0 O]
2 1 0 O 2 1 1T O
3 O 1 O 3 1T 0 1
4 0O 0 1 | 4 0 1 1
Plan N°1 (D,) Plan N°2 (D,)
Exp O, 0O, 0O, Exp. O, O, O,
1 -1 -1 -1 1 1 1 1]
2 1T -1 -1 2 T -1 -1
3 -1 T -1 3 -1 1T -1
4 -1 -1 1 4 -1 -1 1 _
Plan N°3 (D,) Plan N°4 (D,)

rnrvuv




Expression matricielle de la régression

Y=m,+m, X, +m, X, +m, X,+e

Avec la notation matricielle, on peut écrire de maniére
compacte le systeme de 4 equations linéaires qui lient les
reponses observees aux etats des objets :

Y=Xmd+e
_3{1_ ERE 1 1 B _m; _e: ‘
FE — 1 1 -1 -1 % "11 + EE vE[:teur
Vecteur réponse | ¥3 T1 141 My | | des erreurs
¥a 1T 1 1 1 ., = ‘

Matrice du modele Vecteur des coefficients




Expression matricielle de la regression

La matrice X represente la matrice des coefficients des
inconnues m, du systéme d'equations.

Calcul du vecteur des coefficients

X' etant la matrice transposeée de X, si X'X n'est pas singuliere
(c'est a dire s'il est possible de calculer la matrice inverse
correspondante) :

on aura l'estimation du vecteur des coefficients du modele au
sens des moindres carres par :

m = (X'X) X"y




Matrice de variance-covariance

Var (m) est une matrice ou les variances des m, sont disposees sur
a diagonale et les covariances de part et d'autre de cette diagonale
(matrice carree symetrique) :

var (my)
cov (m,.mg) var{m,)
cov (m,.mgy) cov(my,m,) var {(m.,)

var(m) = | cov(m,m,) cov(m,m,) cov(mum,) var (m,)

=g* (X'X)!




Qualité des Matrices d 'Expeériences

Exp. 0O, 0 0O, O,
Exp. O, 0, 0O, 1 =1 0 : =
1 -0 d 0 ~ ~ { 1 0 q
2 0 0 3 1 0 10
3 . 1 0 4 1 0 0 1
4 L 0 0 1 )
Matrice D Matrice X du modele -
¥ = Iy, + X m.\;

1
masse de ["objet | 5

etat de I'objet i
dans la pesée considerée

Matrice de variance-covariance : (X'X) -1

Pr BCHITOU




Matrice de variance-covariance

Exp. Op, O O O, m, my; my; My
1 (1 0 0 0 m, — -1 -1 -1 7
2 1 1 0 0 m, |[-1 2 1 1
3 1 0 1 0 m, |-1 1 2 1
Plan N™1 Matrice X Matrice (X'X)'[var.-covar.]
Exp. O, O, 0. 0O, My My My My
1 1 0 0 0 M, 1 -05 -05 -05
2 1 1 1 0 m, [ -0.5 1 o 0
3 1 1 i 1 m 05 O 1 0
4 1 0 1 1 my; |_-035 0O 0 1 |
Dlan N°2 Matrice X Matrice (X'X)[var.-covar.]

Pr BCHITOU




A 7~ N\ A 7~ N\ A

Matrice de variance-covariance
Exp. O, O, 0, O, m, m, m, m,

1T 1 -1 1 1 m, — 1 -05 -05 -05—

2 1 1 -1 -1 m, -05 05 0,25 025

3 1 -1 1 -1 m, -05 025 05 025

4 1 1 11, m, | -05 025 025 0.5
Plan N°3 Matrice X Matrice (X'X)'[var.-covar.]
Exp. O, O, O, O, ~ m, m, m, m,

1 -1 1 1 1’ mg 0,25 0 0 0

2 1 1 -1 -1 m, 0 0.25 0 0

3 1 1 1 -1 m, 0 0 0,25 0

4 1 -1 -1 1, m, L_0 0 0 0,25
Plan N°4 Matrice X Matrice (X'X) '[var.-covar.]
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Calcul des coefficients : Regression

Statistiques de la Regression

Coefficient de détermination multiple 0,59244
Coefficient de détermination R* 0,68545
Coefficient de détermination ajusté R%a | 0,6604
Erreur-type b,1364
Observations &

Pr BCHITOU




N ~ . 7~ .
Analyse Statistique des resultats
Analvse de la variance
Source de la | Somines des | Degres de S - o
Variation Carres liberteé © | Carresmovens | F observe
Reégression SCE p-1 CM;=SCE_ /(p-1)| CMp/s
(liaison) -~ L
Reésidus SCEx n-p CMz=5SCEz/(n-1)
Totale SCE; n-1
Sources Sommes des Degr. Carres Sienif
de variation Carres de lib. movens F .. | Signif.
Regression 663.20 S-1=4 165.80 4403 | 0,127
Residus 112.97 §-8=: 37.66 F 4300s =912
Total 776.16 8-1=7

Pr BCHITOU




Analyse Statistique des resultats

Analyse des coefficients

Le coefficient b, est distribué selon une distribution de Student de
moyenne g, d'ecart-type e.t.(b) et (n-p) degrés de liberte.

AMovepne =81

Intervalle de confiance pour b, :_. b. + t. e.t.(b)




Significativité des coefficients

Lol de Student

b; - B

=2t
b;

t= e t(by)

Analyse des coefficients

Coefficients |Erreur Statist t F,Ir!:'lmh' o I_EIE R

CEIgnify | Lim,inf. |Lim.sup

Constante 62,45 9.15 BT a 0,011 23,34 31,56
1. 0,38 022 -1.74 0,180 -1.07 0,31
v, -0,44 0,43 -1.03 0,381 -1.83 0,94
=3 -1,02 0,29 -3.53 0,055 -1.594 -0, 10
= -0,45 043 -1.05 0,371 -1.54 0,93

Pr BCHITOU




Calcul des effets selon Pareto

Il s'agit d*evaluer la participation de chague effet du modele
par rapport a 'ensemble des effets,

Le pourcentage de 'effet selon Pareto est obtenu en elevant le
coefficient au carré et en divisant par la somme des carres des
coafficients .

Coefficients | Carres des coefficients| Effets Pareto
>, -3.77% 14.25 17.149
b, -2.225 4,95 597
I3, -7.B5 hE8.52 70,59
b, -2.27% .18 G.24

somme des carres
2,90

Pr BCHITOU




I P P e =

Calcul des effets selon Pareto

Effets selon Pareto Effets Pareto cumules

I I I |
i
i




Chapitre 111

Matrice d’Hadamard

Le criblage des facteurs :
classement hiérarchisé des
facteurs




Effets des Facteurs

on

Effet de X, : E,

E,=Y,-Y,

Y Exp.N X
' 1 | -1
2 1
Exp.l
Yy,
Exp.
.&TE.
-1 +1 X,
Effet de X :

(valeur de la reponse Y au niveau +1)

(Valeur de la reponse Y au niveau -1)




Poids des Facteurs

Exp.l

Modéle : Y = b, + b, X, -

- i E
b, = Yy - ¥, « poids du facteur X," b, =1
1 1 1
2 2
b — Y, + Y, « valeur moyenne | ‘Téponse théorique "
I - 2 au centre du domaine




> 4
Effets des Facteurs Exp3 X, Exp.4
AE. 1 9V,

Cas de deux facteurs

Exp N9 X; [ . | 1 0 |
'l EUE F 1 1 | X,
I -

]

2 1

3 -1 |1
i N I Ve -1 oV,
N 2 EIP-I Erp--’

Powr }Ll

Réponse movenne || Réponse moyenne

E,/2= Poids du facteur X, : pour X, =-1 pour X, =1
[(O2*y9)/2]-[(v1+ya)2] (¥1+ya)/2 (y2+y4)/2

i

poids de X, : El'fz _ 1 TV, _2}"3‘1‘ Y4




Pour le cas de X .

e

‘ Yo -1
xp.

O }'i
Xp.-

E, /2 = Poids du facteur X,:
(VY 2)- [y 2]

Réponse movenne
pour X, =-1

(¥,+Y¥))/2

Réponse movenne

pour X, =1
(¥3+yy)/2

b poids de X, :

E, /2

_ amE ey

2




Poids des Facteurs

Exp N9 &, | X, Ewpd o el
T EE = R
2 |
3 1|1 i
1 1 1 1 1 1"'1

. iy -1 .Y
MﬂdElE p .T' = I]n + b'l }:1 + b'ﬂ }‘:E Expd Fapl

Poid=s de X, b _E _ it ya-yat
1 > I
FPoid=s de x. o 53 _ w12z + ¥yt ¥,
2 > 1
+ v, + V., + VvV.+ WV
Valeur I'I"ﬂ:lyETIﬂE b, = =1 -41 LA

Foids = Pente = Coefficient




Modele pour k facteurs :
Y=b,+bX +b,X,+ b, X;+.... + b X

Rappel du théoréme des plans de pesée :
Si on fait N pesées, la variance sur les coefficients est > o2/N

Pour avoir la variance des estimations minimale o?/N,
la condition nécessaire et suffisante est que I'on ait

XX=NI,

Pr BCHITOU



Plans de Pesées et Matrices d '"Hadamard

Cette propriete est obtenue avec les mairices
d'Hadamard, qui ne contiennant que des
valeurs -1 ou +1 .,

Elles n'existent que pour N multiple de 4 :
4, 8,12, 16, 20 ...

Jacques Salomon
HADAMARD

(1865 - 1963)




k : Nombre de Facteurs
N : Nombre de pesées

Construction de Plackett et Burman

k<3 (N=4) :++-
K=T7T(N=8) :+++-+ --
K<11(N=12) (% 4+ -+++---+-
K=15(N=18) :++++-+-++--4+---
K<19(N=20) :++--++++-+-4+----++-
K<23(N=24) :+++++-+-++--++--+-+----
i —————
G—5+- + + + -
Exemple N=4 | + - \& ++ - F
- 4+ + + - + +
aprés MN-2 permutations e ‘ o o -
Matrice D Matrice X

Pr BCHITOU



Transposition
+ + - +
+ - + +
+ = - =
Matrice X
+l+ + + 4 0 0 0 174 0 0 0
+0+ - - 0O 4 0 0 0O 140 0
+0-. + 0 0 4 0 o 0 140
-+ + 0O 0 0 4 o 0 0 1/4
Matrice X’ Matrice (X"X) Matrice [X'X)7

e




+
+ 4+ -+
-+
+

Matrice X

+
+
+
+

Matrice X

+
b
| +
+

+ +

+

Matrice X




Plan de pesée : exemple

Digestion enzymatique on-line

Sept variables opératoires sont evaluees simultanement

- Debit

- Température

- Quantite injectes

- Force lonique du tampon

- Traitement prealable de I’'echantillon

- Presence de SDS dans I'echantillon

- Type de tampon




Variations des conditions expéerimentales

facteur | Debit T‘{fll:'lﬂ- Qte inj. | Conc. TTT 505 Tamp.
(mlimn) [C] (M) {mb) [34)
minimum | 0.5 30° 0.5 20 oul Sans | Phosp.
maximum| 3.0 37 1.5 100 MO 0.05 Ambic
Standard | 1.0 30° 1.0 B0 Ul 0.05 Phosp.
Minimum (-) Maximum (+)

Facteurs Miveau -1 Miveau 1

A0, @ Debit (mlimin) 0.5 3.0

::":.‘.I'LI : Température (*C) 0 a7

AU, 2 Qe injectee (mg) 0.5 1.5

KUy, - Concentration tampon (mbd) 20 L)

KU : Traitement (TTT) Chui Mon

X, .I'LI : %% SDS Sans 0.05

. .I'LI-.- : Nature du tampon Phosphate Ambic




Matrice d’experience

k<7 (N=8)

 + + + - +

Decalage droite

M® Exp

X1

x4

X3

Xk

x7

1

1

-1

-1

-1

00| ==l T Lh| | L] RS




Matrice d’experience

k<7 (N=8)

. + + + - + - -

Decalage droite

M® Exp

*1

X2

x3

X4

R

b

AT

1

1

-1

-1

B0 | =<I) 3| Lh| ) L] RS

Il Dorni vu




F ]

experience

Matrice d’

o+ + 4 -+

8)

K=7T (N

= 1™ 11" 1= | = =]

™ |l = | ™= | = = ]|

]

X1

M® Exp

Derniere lighe :

Matrice complete




Plan d’expéerimentation

M x1 a2 3 xd x5 x5 xT H* U Lz 1 ] L LIS Y LF)
1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 3 T s | o non | O F
2 -1 1 1 1 -1 1 -1 2 3.5 I7 z 100 s pos | P
3 -1 -1 1 1 1 1 1 3 3.5 30 £ 100 non | O &
4 1 -1 -1 1 1 1 -1 4 3 30 0. 100 non | DOs | P
5 -1 1 -1 -1 1 1 1 3 1.5 7 0. 20 non | 005 | &
E 1 -1 1 1 -1 1 1 E 3 30 z Z0 o p.os | A
T 1 1 -1 1 -1 1 1 T = 37 |os | 100 | ow | @ A
g | -1 - -1 -1 -1 -1 -1 @ | os | 20 s | a0 ou ] F

Facteurs Hivaau -1{-) Miveau 1]+

24U, - Dabit (milfmin) 0.5 J.0

%_il, - Tampératura (°C) 30 37

iU @te Injectas (mg) 0.5 1.5

X U, - Concentration tampon (mM| 20 ED

XU, - Tratamant (TTT] ul Mo

LU D % DS Sans 0.5

%40 - Mature du tampor Phogphata (P) Ambilc (&)

Il Dorni vu




Coefficients

ioafficients

b g
Constante 1187125 Imm-
Flow rate (mlimin] -3.44875 | -
Column temip (°C) -0.34625 S—

njected m {mg/mil] 007125 p—
miclarity (mbd) 2. 88375 _— “m_'_
treatment -1.88125 -
SO (%) _1.73375 B R
ouffer type -2.073735 e

Significativite des coefficients

=stimation de la variance expenmentale par I'utilisation de la repeatition

dans les conditions standards




Significativitée des coefficients

Repétitions | estimations de la variance experimentale

(pas de point cenftral

PC
PC2
PC3
FC4
FCS
PCE

Varance
Ch

La significativité va étre déterminée en prenant :

- valeurs qualitatives)

11.4
134
B2

é.t.(b,) = Jﬁ

Variancs exp £ 33

ecartype exp. 2.04

Errsur-typs 0. 728
b,

é.type (b;)

Il Dorni vu




Significativite des coefficients

T 4 R a—
"0 BTt T 075 1

Flow raie frabimin) AT 075 o G % trivs et o 0
ook e 3 LT LR BE M =0
NI [ ] 0OFT2s 0730 0.097 L% =0
kit fru k) ZRGITS 073 & 1. 0% trivs OWTGramt i 0
T 1M 073 FLJ 5 M A ol
306 (%] 1 7RATE 0730 2857 5.5% Aol
e typm ZOreA 073 2 88 3 % Aol
Les effets importants sont © Flus la probakilité
1. Le _dng::-lt de la phaafa_ m-:m_ule ast Elevée,
2. Letype et la molante du tampon Toine le cosfficient
| e affate possibles sont 25t significatif
1. Le traitement |:|e Iechantnlﬂn rale 50
2. La preaence de SDS surssUl. o
Me presentent pas d'effet
1. Latemperature de la colonne
2. La masse injectes




Chapitre 1V

Plans factoriels complets
FFD

PPPPPPPPP



Matrices :pour le cas de deux facteurs

orgiqué

Effet d’interaction

Y (reponse)=b,+b, X, +b, X, +b,, }{1}{:{

Pr BCHITOU

Factorielles




Poids des Facteurs

« poids du facteur X, » b, = ?

« valeur moyenne » | reponse theorique
au centre du domaine




Effets des Facteurs

E,/2 = Poids du facteur X, :
2ty 2]-[(y1+ys)/2]

Réponse movenne
pour X, =-1

(v1ty3)/2

| Réponse movenne

pour X, =1
(Yat+yy)/2

b poids de X;:

K2

V1TV -Vat ¥y

2




Effets des Facteurs

) T|L‘ .|-I .

E, /2 = Poids du facteur X,:
[(rs+y)2]-[(1+y2)/2] L

M
Exp.1

Exp.2

Eéponse movenne
pour X, =-1

(V1t+¥y2)/2

Réponse movenne
pour X, =1

(¥3tyy)/2

b poids de X, :

=¥ =¥, LN,

1=




Notion d 'interaction

On peut envisager une autre approche pour calculer le
poids b, d’'un facteur X, , en tenant compte du niveau d'un
second facteur }{j :

appelons b, le poids du facteur X, quand le
- facteur X, est au niveau +1

b1{+} = {}’4 B Ya”z

appelons b, le poids du facteur X, quand le
- facteur X, est au niveau -1

I31':-:' = {3’2 = y1}-'r2




Effets des Facteurs

Poids globalde X , =
moyennede b ,*etb, " :

[y 4y a)2]+[(y ,-y,)/2]
2

ys

IFE

Exp.1

Exp.2

Poids de X4
pour X5 = -1

by =(y,-y,)/2

FPoids de X,
pour X, = +1

by*1=(y,-y3)/2

b"puids global “"de X,:b, =

Vit ya-yaty,y




Notion d 'interaction

L'effet du facteur X; déepend-il du niveau auquel se trouve X, ?

I suffit de comparer b, et b,* J
pour repondre a cette question.

Symbolisons par b,, la demi-difféerence de ces deux poids

tiels :
partiels bu = 11'2[[}1“1 = h1[_}]

On appellera by, « I interaction » entre les facteurs X, et X..

bs; correspond a la variation de b,
lorsque X, passe de -1 a1 (AX, = 2).




b, = (y, - ys)i2

= 112[b, ) - b,]
b1“ i3 (Y2 - Y1V2

Nous calculons ce nouveau poids
de la méme maniere que les

autres, a l'aide d'une nouvelle

12

*Y1

-¥Ys* Y

4

combinaison linéaire des Y,
divisée par 4.

On peut vérifier que cette | EXP-N°

colonne correspond au
produit de la colonne X |
par la colonne X,.

- W N -

h correspondant a une colonne non
encore écrite de la matrice X :




Modele synergique : deux facteurs

Flan factonel complet pour 2 facteurs avec interaction

Exp.N*

o ) M i

Matrice d’expériences

Plan factoriel complet 22

Toutes les combinaisons de 2 facteurs
pouvant prendre 2 niveaux

Exp.N°

aAWON -




Matrice d’expériences: 3 facteurs

Essai X1 x2 X3
1 A 4
2 1 1
3 1 A
4 1 1
: g 1
g 1 : 1
7 y 1 1
B 1 1 1

Matrice d'expériences

Plan factoriel complet 23
Toutes les combinaisons

de 3 facteurs pouvant

prendre 2 niveaux

Algorithme de Yates

X3
") Trrp-
effets / interactions
A G
= —
| 8"
i T
I
| -
Smo )
/ |
|
1 | 1,




Modele synergique : 3 facteurs

/ /) + by X XX, /
Fi i 7
1 terme 3 effets / 3 effets d'interaction

eractic
constant principaux b, 1 effetdiinteraction  du premier ordre b
du second ordre by,

X Xy XX, X XX,

-1

FW
3 .:I-.I.-"'-.- i

a

N°exp.
|1

>

1

X
1
1

-1
1
1
:
1
1

R e .
| I | | I |
A e N e = i -
[ ] E 1 [ ]
e E h aal e e el s | =k

1
I
-1
-1
1
1
1
|

| I | | I |
ek ek ek ek ek sk ==k

Matrice du modele




En conclusion, pour k=3, on obtient :

Matrices d'expériences : matrice de taille 23
soit N=8 lignes et 3 colonnes

Matrice du modele X : 8
lignes et 8 colonnes

N°exp. XO X, X2 X3 X, X2 X1X3 X2X3 X,X2X3
1 1 |30 - 1 1 1 -1
2 1 I g 1 1 1
3 1 B -1 1 -1 1
4 1 - A iy 1 -1 -1 -1
4 1 =230 1 -1 -1 1
6 1 B -1 1 -1 -1
7 1 L -1 -1 1 L
8 1 . {0 e 1 1 1 1




Exemple d'utilisation dune matrice factorielle complete :
etude quantitative des facteurs

La réaction enzymatique est realisee par la culture de la
souche microbienne sélectionnée, dans un milieu nutritif
contenant le substrat a deshydrogéner

c'est le développement de la souche qui libere le systeme
enzymatique dans le milieu nutritif et qui ""métabolise™ le

substrat.

Facteurs Bornes

(-1) (1)

LU, : Quantité de liqueur de mais en g/l 10 20
U, : Durée de réaction en heures 24 48
U; : Quantité de glucose en g/l S 10

REPONSE Y étudiée :

Quantite de substrat (mg) déshydrogénee enzymatiquement.



Etude d’'une deshydrogenation enzymatique

Matrice d’'expériences

Plan d’expérimentation

U1
Cluantite
lig.mais

U,

Durée
reaction

U3
Qte
glucose

mg
subst
transf.

10
20
10
20
10
20
10
20

24
24
48
48
24
24
48
48

9
9
5]
9
10
10
10
10

230
205
110
70
270
220
110
70




Matrice du modele
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Exploitation des resultats :

Calcul des coefficients
Analyse Statistique des resultats
Significativite des coefficients
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Glucose

245 109/l = 90

Duree
24 h 48 h
217 5qll m




a/ Calcul de coefficients

Nom |Coefficients
b, 160,6
b, -19.4
b, -70.6
b, 6,9
b, -0.,6
b, -3,71
b,, -6,9
D4os 3,1

La durée de |la réaction (facteur X,) a
le plus d'influence : en moyenne le
rendement diminue de 140 g/l quand
on passe de 24 a3 48 h.

Cela signifie que le produit de
deshydrogenation est a son tour
méetabolisé, il ne faut pas laisser la

culture trop se développer.

La quantité de liqueur de mais
(facteur X,) doit egalement é&tre
choisi a son niveau minimum (10 g/l),

La quantité de glucose (facteur X.)
n‘a proportionnellement que peu
d'effet.



b/ Analyse statistique des résultats

Analyse des coefficients

Le coefficient b, est distribué selon une distribution de Student
de moyenne b;, d'ecart-type e.t.(b;) et (n-p) degrés de liberte.

Si X = matrice d'Hadamard : sy ¢ () = 'J__i
t(b)= T

Intervalle de confiance pour b, g b + t et(b)
i e, T




c¢/ Significativité des coefficients

Loi de Student
Moyvenne =0

tt

Significativite a

a




Exploitation des resultats

Réexamen «statistique» en negligeant b,,, comme coefficient :

L]
I’sa valeur est alors consideréee comme une estimation de ﬁ

Nom | Coefficient | Ecart-type| t.exp. | Signif. %
b, 1606 3.1 51.40 .

b, 19.4 3.1 620 | 10.6

b, 70,6 3.1 -22.60 .

b, 6.9 3.1 990 33y
by 0.6 3.1 020 | 868
by; 3.1 3.1 1.00 | 50.0
b,; 6,9 3.1 29 37%
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Chapitre V

Surface de réponse
Plans composites
PCCD



MATRICES D'EXPERIENCES et METHODOLOGIE

Objectifs -

> Etudes quantitatives des réponses : modelisation

prévisionnelle du phénomene étudie,

> Optimisation : SURFACES de REPONSES

Le modele quadratique par rapport aux
variables explicatives xi; établi a I’aide d’un
PCC Y = Dby + X b;X; + 3 bXiX; + 3 bX;?
| L) i
On aura a estimer des termes appartenant a 4
familles :

* b, : terme constant

* b, .terme de premier degre

* b;; : terme carré (du deuxieme degre)
* bij : terme rectangle (entre X; etoky)

Jrn;

"
B
-

91,1’%“'



Dans la méthodologie des surfaces de reponses; les plans composites
permettent d’obtenir la meilleure preécision possible sur la modeélisation

des résultats.

I/ Construction des plans composites centrés
I-1/ Démarche sequentielle
Les plans PCC permettent une modelisation du second degreé.

La déemarche sequentielle est constituée de trois parties : plan
factoriel; plan en étoile; points (plan) au centre.

A/ Plan factoriel
Le plan factoriel combine des facteurs a 2 niveaux notés +1 et
-1.11 permet :

*|-analyse des interactions;
*de déterminer le modele
Le nombre d’essais du plan factoriel : |Ng = 2K

(k : facteurs, 2: niveaux (-1 et*1%)




B/ Plan en étoile
e plan en étoile représente deux essals par facteur. Chague facteur
orend au total 5 niveaux différents dans le plan.

Le nombre d’essais du plan en étoile : N, = 2.k

C/ Points au centre

Ces points peuvent étre la solution courante que 1’on cherche a ameéliorer
lls ont plusieurs roles :

«Tester la validité du modele du premier degre;

*S’assurer qu’il n’y a pas de glissement entre deux séries

d’essais "= stabilité:

*ODbtenir une estimation de I’erreur experimentale;

*Diminuer I’erreur de préediction pres du point central.
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Le nombre d’essais des points au centre :
Les points au centre du domaine expérimental (N,)
sont repetés plusieurs fois (?) (Voir ultérieurement).

[.e nombre d’essais au centre : NO

LLe nombre total d’essais a réaliser dans le PCC :

N = N + N, +N,
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|-2/ Exemple de plan PCC avec deux facteurs

La matrice du plan d’expéeriences pour k =2 :
i=—> 5 niveaux : -a, -1, 0, +1, +a. (o @ déterminer).
o> 3 niveaux : -1, 0, +1lsia =1
Le nombre total d’essais a realiser pour le PCC :
N=2k+2k+N,
K=2 ; =mpN=22+22+N,=8+N,
Si Ny = 1; le modele quadratique au degre 2 aura
(k+1)( k+2)//2 variables explicatives (facteurs).

Matrice du plan d’experiences s’écrit :
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Matrice d’expériences

Essais |X; [ X,
1 -1 -1
2 +1 |-1
3 -1 +1
4 +1 | +1
5 - |0
§) +o |0
{ 0 -0l
8 0 +a
9 0 0
N 0 0

- =) Plan factoriel
(Ng =22 =4)

= \_

—) Plan en etoile (axial)
(Na=22=4)

| =) Points au centre (N,)
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Pour K variables == Ng = 2K : termes linéaires
en X; et aux interactions X; X;.

> Les coordonnees des points ont toutes la valeur 1 en
valeur absolue. Et chague point repréesente un essai a
executer .

> Les points représentatifs sont situes aux sommets
d’un cube centre sur 1’origine (0, O, ...,0) et dont les
faces sont paralleles aux plans de coordonnées a la
distance + 1 (points en rouge)

»Na = 2.K les points expérimentaux sont sur les
axes situés a la méme distance du centre du domaine
(points axiaux en vert). s sro



> Les points axiaux sont situes a la méme distance + o
( o calculé a partir du critére de 1’ orthogonalité).

Preéecision uniforme

_—

»Les points au centre (N) :
\ Isovariance par rotation
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P.C.C. a 3 variables



Criteres d’optimalite

Dans le cas ou tous les points axiaux sont situés a la méme distance du
centre du domaine d’étude, la valeur de o ne sera pas la méme
(suivant les criteres d’optimalite).

a/ Isovariance par rotation

La valeur de o est choisie pour que la variance de la réponse prévue
par le modele ne dépend que de la distance du centre du domaine ou

tous les points situés sur un méme cercle ont méme variance.

Isovariance par rotation




Dans ce cas, les ¢léments de la matrice (X’ X) doivent
satisfaire la relation : o = (N.)"*

Donc il faut placer les points en étoiles a une distance :
o= (NF)1/4
Exemple : Pour le cas d’un PCC a 2 facteurs :

a= 1,414 du centre.

La valeur de a est donc fonction du nombre de points au
centre N,
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b/ Préecision uniforme

La valeur de o est choisie pour que la variance de la reponse préevue par
le modele ne déepend que de la distance du centre du domaine ol tous
les points situés sur un méme cercle et a I’intérieur ont méme
variance.

Précision uniforme

f

n
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Tableau : Valeur de a en fonction du nombre de points centraux

Nb k de facteurs |2 3 4 5 5 6 6
Matrice 22 23 24 2°1 2° 261 26
factorielle
Isovariance par | 1,414 1,682 2 2 2,378 2,378 2,826
rotation
a = (Ng)
Points factoriels |4 8 16 16 32 32 64
Ne
Points axiaux N, |4 6 8 10 10 12 12
Points au centre
N, pour :
=Orthogonalite | g 9 12 10 17 15 24
=Preécision 5 7 6 10 9 15
uniforme
N total 16 13 |23 20 36 31 |36 32 (59 52 |59 53 (100 91

d’expériences




[-3/ Détermination des parametres du plan

Le modele quadratique par rapport aux variables
explicatives X;; ¢tabli a I’aide d’un PCC comportant

(k+1)(k+2) /2 coefficients

(Sje linéaire mteractlon quadratique
'
Y = l30 +bx; + b2X2 + b12X1X2 + by X2 + bzzxz
v —~,
ﬁ ﬁ
p_1er degl‘é P. 2éme degré

Plus generalement
Y = bO + be + Z bIjX‘IXT-I_ Z b||><2



Modele du second degre

La reponse Y est estimee a l'aide d'un
polynéme de degre 2,

par exemple
dans le cas de 2 facteurs il faut estimer & coefficients :

Y=by +bhy X+ by X+ by X;24 by X%+ bz X, X,

pour 3 facteurs, 10 coefficients :
Y=by +by X+ by Xo+ by X+ byy X7+ by, Xp®+ by X7
+ I:::l“IE‘I:"I:I‘I:":l‘E-I- hIE x“l x3+ hEH I‘Exﬁ



Matrice Composite equiradiale

X1 X2

. _-)-(é ‘- | C -1 -1

+1 o] +1 1

g T o 1 +1

o] al +1

o -1.414 0

® @ 2{1. o +1.414 0
-1 +1! ® 0 -1.414
® 0 +1.414

@ 0 0

& _ & o 0 0

i '_ e @ 0 0

B =] 0 0

o 0 0




Matrice Composite Face-centree

X1

¥

FI borivu



Plan central composite

Essai X1 X2 X3 (%3) FED -
gffate ' Intaractlons
| -1 | g
2 | | g
3 | | g
4 | | g 5
5 | | ! A 1
& | | | g
T |
T | | !
& | | ! |
I
(1520
- —— — = — (X1
-
/‘/ |
15-20 0 0 i ‘,.-‘ L : s 2
(X2) )
3 4

Composite equiradiale : a = 1.652 Composite cenfrée © a

]
—i




Plan central composite

g T - Composite centrée :
_.-'r __.-F

_'."._..-"r | E__.--"" u — 1

Composite equiradiale

a=1.682




Modele du second degre

Criteres statistiques

Isovariance par rotation

f =" I\
i T——
|

|-.
N

tous les points situes sur un
Mems cercle ant Memes Yarance




Modéle du second degre

Critéres statistiques

|sovariance par rotation

---- L
BES i
WL .
Ik . - 1]
-.'__ e, — -
= R -
155 el e e
|
T S L] Lo RE ke




Modele du second degre

Criteres statistiques

Precision uniforme

/ID\ -
\

lous les points sHués sur un méme cercle

et a l'interieur ont meme variancs




Surface de reponse 3D




Surface de reponse : projection 3D - 2D
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Surface de reponse : projection 2D
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Plan central composite

Essai X1 X X3

mof @3 L e L O =S
A &k 1 1 1 1

L=E]

1 5 :'.IE I: I:' I:' “."'- ] |

Longueur de la zone
de separation (X2)

Fresszion du gaz de
nebulization (2)

<] J,

FFD -

effals i Inferactlona

M 7|4 — + — — = Conceniration

de sélecteur
chiral (1)




Plan central composite

Essai X1 K X3 Pression du gaz de FFD -
| | | ; nehullsﬂt ol |:__':{_3_| effTals il Interacilone
2 | | 1
3 | ! -1
4 | I -1 5 B
5 | -1 - o | -
g | 1 - _ | g
7 | ! '
5 | | |
|
(1520 L
- 1 — 7|—‘ — + — —— = Concenfration
- de selecteur
/ : chiral (%1)
1

15 '.E[: l: l:' l:' “""- = I .-.__. E

Longueur de la zone ) .
de separation (¥X2) 3 4




Chapitre VI

Analyse en composante
principale ACP

PPPPPPPPP



Analyse factorielle €n
Composantes Principales



TN

Meéthodes explicatives Méthodes descriptives
Une seule variable :.
a expliquer a la fois
Variables a expliquer '
quantitatives
Variable explicatives '
quantitatives

oer b -c

Données
quantitatives




Comment

‘ prendre en compte : '

Un grand nombre de variables  Un nombre limité d’individus

' I I'information pertinente étant noyée dans une J

masse d'informations partiellement redondantes

et polluées par toutes sortes d'erreurs ?

Peut-on reduire la masse des données
sans perdre trop d’information ?

et ameliorer la lisibilité du contenu des donneées ?



®®
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Elle consiste a transformer les Il variables quantitatives
initiales toutes plus ou moins corrélées entre elles

en I nouvelles variables quantitatives Non
corrélées appelées composantes principales.

Puis, si possible, ne conserver qu’un nombre

K réduit de composantes.



®®
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Principe de ’ACP

A partir de la matrice X des données de départ on
construit la matrice M de correlation :
M =1/n (X’ X)

Avec X’ matrice transposée de X ;

N.B. : X peut étre préalablement transformée en variables
centreées, en variables centrées réduites.

La matrice M de corrélation est diagonalisée pour fournir :

une matrice diagonale D des valeurs propres A, A,, .. A

une matrice P des vecteurs propres.
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Les vecteurs colonnes de la matrice P
représentent les combinaisons linéaires
des variables de départ conduisant aux

nouveaux axes factoriels : 1

les Composantes Principales.

Les wvaleurs propres Ay A,,....A
représentent les variances des
individus sur les composantes
principales correspondantes.

[—
o

Matrice P des
vecteurs propres

D=P'MP

M atrf‘cg( D des
valeurs pI‘i},[)I‘E'S

Ay




LLe rapport de chaque valeur propre a la somme de
toutes les valeurs propres donne la part de toute
I'information initiale visible sur chaque axe :

: : A
% information = —

>y

On peut alors faire une "projection”" d'un espace a k
dimensions initiales a un espace plus réduit (2, 3) en
sachant quel pourcentage de l'information est conservé
(90 % par exemple).

Il Dorni vu



Ll LZ
-2.124 | 0.101
-1.420 | -0.274
-0.569 | 0.249
-0.024 | -0.057
0.570 | -0.084
1.417 | 0.174
2.149 | -0.109

Les descripteurs dans ce nouveau systeme

d’axes sont totalement deécorreéleés :

Matrice de
correlation

L,

L,

L,

1

L,

0.00
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es Principales dans le cas de

X, | X, Xy,

2.8 |13.3 ®

3.9 | 16.6 O .

8.5 | 17.6 ®

9.3 |20.2 = o

11.2 | 22.1 ©

14.9 | 23.9 O

16.4 | 27.0

- Xl
Matrice de corrélation

Soit 7 individus décrits p:
01 INamviaus decrits p.ElI‘ Xl XZ

deux variables X, et X, -

. X, 1
fortement correélées

X, [097] 1




santes Principales dans le cas de 2 ve

X, X,
2.8 | 13.3
3.9 | 16.6
85 | 17.6
9.3 |20.2
11.2 | 22.1
14.9 | 23.9
16.4 | 27.0

Les données sont centreées

= »

¢

G

-6.77
-5.67
-1.07
-0.27
1.63
5.33
6.83

-6.80
-3.50
-2.50
0.10
2.00
3.80
6.90

Cz ]

autour de la moyenne

¢; = (X, —X)

\ U 4




santes Principales dans le cas de 2 vs

X, X,
2.8 | 133
3.9 | 16.6
85 | 17.6
9.3 |20.2
11.2 | 22.1
14.9 | 23.9
16.4 | 27.0

=

CR,

CR,

-1.32
-1.11
-0.21
-0.05
0.32
1.04
1.34

-1.46
-0.73
-0.54
0.02
0.43
0.81
1.48

CR,

Ou bien, les donnees sont

centrees reduites

cr, = (x;, —X)/o

\ U 4



Retenons le passage aux variables centreées reduites
C, |

L, C,

9,
¢,

LLa premiere composante
principale est la droite
des moindres carrés.

Projection orthogonale
du vecteur unitaire :

La seconde composante P, = COS ¢1

est orthogonale a Ila P, = COS (I)2
premiere.




Retenons le passage aux variables centrées réduites
qui conduit a des nombres sans dimensions :

Ce changement de variable confere le
meéme poids a chacun des descripteurs.

Le passage aux variables Matrice de correlation
centrees reduites etant une X, X,
transformation linéaire, il ‘ X 1

n’y a pas de changement de -

la matrice de correlation. X; 1097 1

FI Dol vu



Valeur propre 1.971 0.029
% variance 98.577 1.429
% cumulé 08.577 100
Vecteurs propres
V1 V2 Vi V2
0.707 0,707 all al2
0.707 | -0,707 a2l 222

Calcul des coordonnées en composantes principales

L1 =CRI1*all + CR2*a2l
L2=CR1%al2 + CR2*a22



LLes coordonnées des

individus dans I’espace
des composantes sont

appelées les « SCoOres ».

L, L,

-2.124| 0.101
-1.420| -0.274
-0.569 | 0.249
-0.024 | -0.057
0.570| -0.084
1.417| 0.174

2.149| -0.109




- axe F2 (1.43 %) -

2.5

1.5

0.5

0.5

1.5

-2.5

Individus (axes F1 et F2 : 100.00 %)

@1 °3 ®6
T T T T ._4._._5‘|—|—|'._7'\
Y

25 2 145 1 05 0 05 1 15 2 25
--axe F1 (98.57 %) —>

F, F,
-2.124| 0.101
-1.420] -0.274
-0.569( 0.249
-0.024| -0.057
0.570] -0.084
1.417( 0.174
2.149( -0.109




Ll L2
-2.124 | 0.101
-1.420 | -0.274
-0.569 | 0.249
-0.024 | -0.057
0.570 | -0.084
1417 | 0.174
2.149 | -0.109

Les descripteurs dans ce nouveau systeme

d’axes sont totalement deécorréles :

Matrice de

correlation

L,

L,

L,

1

L,

0.00




A elles seules, les projections des individus sur la
b
premiere composante :

« visualisent ou expliquent » la quasi totalite de
la « dispersion » des individus.
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L ¢,

| =

Le fait de négliger la part de « dispersion » expliquée
par les projections des individus sur la seconde
composante :

OO+
L,

constitue une perte d’information négligeable.



®®

Pr BCHITOU



L'information apportée par une projection,
dépend fortement de la direction, donc ici de la
composante principale considéree ...

T T4 1009 L,

Pr BCHITOU
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Application

Le levain remplace la levure boulangere utilisée dans les
pains industriels et traditionnels. Les levures et les
bacteries lactiques du levain font monter la pate et
donnent du godt au pain.

il s'agit d'un mélange de farine , d'eau et de sel qu’on laisse
pétrir pendant une vingtaine de minutes dans un petrin
mécanigue pour obtenir une pate élastique qui sera
abandonnée une quinzaine de minutes dans le pétrin.

Puis on a mesuré 1’acidité , la viscosité, la duree et la
température..
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/

individus

\

Q0 ~1 o~ th e L I -

P ek ek ek ek ek ik W
o= e e e b -

Acidite Viscosite Duree Temperature

121,5
126
124
131,5
147.5
149,5
153.5
154,25
149,5
150,5
153
157,75
152
155
157
159

8100
9360
13000
12260
6260
8750
11250
12766
7633
9366
8800
11100
6800
9466
9400
9700

1

o I I

8
8
22
22
8
8
22
22
8
8
22
22
8
8
22
22

LI\
L

Ij\
1.2
L1
1.2
L1
1.2
L1
1.2
L1
1.2
L1
1.2
L1
1.2

Type de levains



CORRELATIONS DES VARIABLES INITIALES
ACIDITE  VISCOSITE CONSERVATION TEMPERATURE

ACIDITE 1

VISCOSITE -0,02 1

CONSERVATION -0,072 -0,341 1

TEMPERATURE -0,194 0,726 0 1

ANALYSE DES VARIABLES SYNTHETIQUES
AXE1 AXE2 AXE3 AXE4

ACIDITE 02 073 065 0,05
VISCOSITE 094 014 012 03
CONSERVATION 038 071 -058 -0,12

TEMPERATURE 087 029 -027 028



AXE 2

—

acidité

viscosite
AXE 1

température

[
conservation

4




Indiv.

QONOUOA,WN=-

Axe 1
0,74
0,32
-2,2
-1,91
1,69
0,84
-1,27
-1,79
1,51
0,91
-0,13
-0,91
2,02
1,11
-0,71
-0,21

AxXe 2

0,73
0,89
0,57
0,66
0,57
0,77
0,48
0,59
0,03
0,16
-0,33
-0,13
-0,49
-0,26
-3,95
-0,7
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Axe 3

1,47
1,31
0,54
0,45
0,62
0,43
-0,38
-0,49
-0,14
-0,27
-0,89
-1,09
-0,62
-0,84
1,42
-1,51

Axe 4
0,22
-0,2
-0,22
-0,06
0,72
-0,14
0,26
-0,27
-0,04
-0,64
0,82
0,03
0,04
-0,88
-0,06
0,3



Axe 2

2 @6 @

18 (9)
L 4

Axe 1



