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Chapitre |

Définitions et théoremes de la théorie des groupes

La théorie des groupes est une discipline mathématique, c'est la partie de I’algebre général
qui étudie les groupes des structures algebriques.

La théorie des groupes est tres utilisée en chimie:
- elle permet de simplifier I'écriture de 1’Hamiltonien d'une molécule en exploitant ses symétries.
- elle permet de calculer les orbitales moléculaires comme somme d’orbitales atomiques.
- en spectroscopie vibrationnelle, elle permet de prédire le type de déformation que peut subir une
molécule et selon la symétrie de sa déformation elle permet de prévoir si une transition peut étre
visible dans les spectres IR et/ou Raman.

La théorie des groupes est également trés utilisée en physique théorique.

I-1- Propriétés définissant un groupe G

Un ensemble d’éléments constitue un groupe s’il satisfait a une loi de composition interne
(combinaison) notée (X, . ou *). Cette loi est définie par:

1- Le produit de deux éléments A et B de G et le « carré » de chaque élément sont des éléments de G:

AxB=C e G
AXA=A’=F€G

La combinaison n’est pas forcément commutative

AxB=CetBxA=DavecC=D € G
si V AetBdeG, C=D legroupe est dit abélien.

2- Il existe un élément E et un seul de G qui commute avec tous les autres éléments (et avec lui-
méme). E est 1’élément neutre (ou élément identité).

vV Xe GGEX=XE=X

3- La loi de composition est associative :

V les éléments A, Bet C: ABC = A(BC) = (AB)C.
4- Tout élément X de G doit posseder un inverse et un seul cad:

si AB=E = B=A"
si BA=E = A=B"
L’¢lément neutre est son propre inverse: EE = E
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1-2- Théorémes

1- L’inverse du produit de 2 ou plusieurs éléments d’un groupe G est égal au produit des éléments
inverses dans I’ordre inverse:

(ABC)* =C*B* A
Démonstration:

(ABC)(C'B*AY=ABCC'B'A'=ABEB A '=ABBA=AEA=AA'=E
Donc: (ABC)*=Cc*B*A*

2- Les éléments d’un groupe G sont régulier si: AB=AC = B=C.

Démonstration : AAB = AAC
EB =EC
B=C

I-3- Exemples de groupes

Soit un groupe fini d’éléments. L’ordre d’un groupe est égale au nombre d’éléments de ce
groupe.

e L’ensemble des 4 éléments: €24 avec /= 0,1,2,3

=0 =1=E
(=1 e"? = A
(=2 e" =B
/€ - 3 e37‘[|/2 - C
Montrons que ¢’est un groupe, dont la loi de combinaison est la multiplication algébrique:
E|IA|B|C
EIE|A|B|C
A|lA|B|C|E
BIB|C|E|A
C|C|E|A|B

Ce groupe est abélien car vV A et B, AB = BA: symétrie par rapport a la diagonale. Ce
groupe est cyclique car:

A= e'rci/Z =X

B=AA=¢g"=X"

C :AA2: e37‘l2i/2 = X3

E=AA’=¢’=X"
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1-4- Sous groupe

Définition: un sous groupe est un sous ensemble fini d’éléments du groupe sur lesquels la
loi de composition du groupe est interne et qui constituent un groupe.
Soit le groupe d’ordre 6 dont la table de multiplication est la suivante :

TMTOOwm>»>m

MO WX>mm
woOooTmX>>»
O>TIMQUmm
>OmMmQOTO0
mT>»>OwWo|o
omw>O Tm

E est un sous groupe G d’ordre 1.
E,A; E,B, E,C; E,D; E,F sont des sous groupes d’ordre 2.
E,D,F est un sous groupe d’ordre 3.

Remarque: En générale 1’ordre d’un sous groupe est un diviseur entier de 1’ordre du groupe.

I-5- Transformation de similitude

* Définition: une transformation de similitude est telle que: siAc GetX e G=X'AX=B e G
On dit que B est le transformé de A par cette opération.
On dit que A et B sont des éléments conjugués dans cette transformation.

* Propriétés de 2 éléments conjuqués

1- Chaque élément est toujours son propre conjugué
VAecG IXeG telque: X TAX=A
ATXTAX=ATA
(XA)*AX =E

* Si le groupe est abélien ceci est vrai vV X.

* Si le groupe n’est pas abélien ceci est vrai seulement pour E.

2- Si A conjugue B, alors B conjugue A: A=X"'BX = B=Y'AY

Démonstration: A=X"1BX
XAXT=XX'tBXX™
XAX'*=EBE=B
XAX'T=B=Y'AY vérifiesi X=Y "' et Y=X"

3- Si A est le conjugué de B et de C, alors B et C sont conjugués entre eux:
SiIA=X"BXetA=Y'CY= B=zZC2zZ*

Démonstration: XTBX=Y'CY
XXIBXXt=XxY?!lCcyx?
B =zCZ'tvraisiz=XY™?t e Z?'=vY X
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I-6- Classes d’un groupe
Définition:
une classe d’un groupe est I’ensemble de tous les €léments qui sont conjugués entre eux.

Soit le groupe défini par la table de multiplication:

>mMmMO TO0
mT>»O0OWoo
Omw>» O Tm

MO OW>m

MO OwW>»mm
woOoomnm> >
O>TMQO W

Si on détermine les éléments inverses on voit que:

E est une classe d’ordre 1 (X "EX =E V X)

A, B, C est une classe d’ordre 3: car tous les transformés de ces éléments sont des sous
ensemble de cet ensemble.

D, F est une classe d’ordre 2.

Remarques
- L’ordre d’une classe est un diviseur entier de I’ordre du groupe.
- Chaque ¢lément d’un groupe abélien constitue une classe.

Démonstration: V A € G abélien:
XTAX=X"TXA=A, ceciestvrai VX,
donc le conjugué de A est égale a A.
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Chapitre 11

Elément et opérations de symétrie

11-1- Définitions

Une opération de symétrie (OPSY) est le mouvement de déplacement d’un objet le
conduisant soit & une position équivalente soit a une position identique.

Exemple:

A

Rot. — =
3

N
—
l O

B A

Position équivalente

Rot. 2 x% =

Dm

A C

Position équivalente

Rot. 3 x% =

D>

C B
Position identique

Un élément de symétrie est un objet géométrique qui sert a définir I’opération de symétrie:

un point, une droite, un plan.

Les éléments de symétrie sont en général invariants lors des opérations. Le symbole
commun des éléments de symeétrie et les OPSY correspondantes sont:

Elément de symétrie

Symbole commun OPSY

Aucun élément particulier

Plan de symétrie

Centre de symétrie (ou d’inversion)
AXes propres

Axes impropres

Identité

Réflexion

Inversion

Rotation autour d’un axe

Rotation autour d’un axe suivie d’une
réflexion / un plan perpendiculaire a I’axe.

nO=—-—9Qm
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Le symbole selon la notation de Schonflies et la représentation graphique des axes binaire,
ternaire, quaternaire, quinaire, sénaire perpendiculaires au plan du dessin sont:

Terminologie Symbole de I’axe la représentation graphique de I’axe
perpendiculaire au plan du dessin
Ci
Axe binaire C, ]
Axe ternaire C; A
Axe quaternaire C, [
AXxe quinaire Cs ®
Axe sénaire Cs e

11-2- Etudes des opérations de symétrie
1- Réflexion

SiA, B, CetA’,B’, C’sont des atomes et c un plan de symétrie moléculaire :

co=E
" =E
62n+1: G
2- Inversion
1 2
i
4 3

i est un centre de symétrie
2 v

I” =11=E

i"=E

-2n+1 .
| =1

3- Rotations propres

L’opération correspondante notée C, est une rotation de 2m /n, n est I’ordre de ’axe.
n = nombre de positions équivalentes + 1 (la position identique)
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Exemple: C;

A C
Rot. 2n/3: Cat
C B -
B A
Position équivalente
B
Rot. 2x27/3: C3C3-C3°
A C
Position équivalente
A
Rot. 3x2nt/3: C3C3C3-C3° -
C B

Position identique

* Sj on a un axe Cy, les différentes OPSY sont: C.!, C2, ... C.X.... C,", C," ...
M"=E = c,™= ¢c"C,=C,

Si n et m sont divisibles par un entier p: Rot. C,,,"* = Rot. m 2 = C,"

p n/p
Exemple: axe Cg

Les opsy sont: C¢* C¢” Cg> Cg* Cg° Cg°

Comme C¢’= C3' Ce®=C,' Cg* = C4? les opsy sont: Cg! C5' C, C4? Ce” E.
1% groupe d’OPSY: C,'C,> =E = axe d’ordre 2.

2°™ groupe d’OPSY: C5*C5°Cs® =E = axe d’ordre 3.

* Donc si une molécule posséde un axe de symétrie d’ordre 6 (Cs), il existe forcément un axe
de symétrie d’ordre 2 (C,) et un axe de symétrie d’ordre 3 (C3) colinéaires avec Cg.

Exemple: molécule Hexagonale
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*S’ilyaunaxe C;LC, (n>2):
- Sinestimpaire = naxes C, L C,
- Si n est pair = 2 groupes distincts de g axes C,-LC,

Exemples

n=3: un axe C, L C; et 2 autres axes C,L Cs. n=4: un axe C, - C, et 2 groupes distincts
de 2 axes C,1 C,.

4- Rotations impropres
Une rotation impropre est une opération de rotation de 2m/n autour d’un axe d’ordre n suivi

d’une réflexion par rapport a un plan o perpendiculaire a C,. Elle est notée : S, = C,.

Cy

‘ 1”

Si dans une molécule il existe un axe de symétrie C, et un plan de symétrie o perpendiculaire a
Cn, alors il existe un axe S;. La réciproque n’est pas vraie, il peut y avoir un axe S, sans que ni o
ni C, perpendiculaire a ¢ ne soient des éléments de symétrie. Dans ce cas o et C, sont un plan et

un axe fictifs.
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Exemple: 1’éthane dans sa forme décalée

1
>\A
3 \/ 2
La molécule possede un axe de symétrie Cz (moléculaire).
Si on fait une rotation Cs (confondu avec Cs), puis une réflexion par rapport au plan o L Cs, c’est
équivalent a une rotation impropre: Se.

Cs n’est pas un élément de symétrie moléculaire et ¢ n’est pas un plan de symétrie moléculaire.
L’axe Sg est un axe de symétrie impropre de la molécule.

En général: les OPSY correspondant a un axe impropre Sy, sont:

Sn1E 9 Cn11

S2=6Chlo Cl,

SS"=6Cyl..cCt
m fois

S"=cCyl...cCyt
n fois
Comme o et C,commutent = S,"=C," o™

- Si n est pair les OPSY sont:
Sn= Cn1 C,
Sn2 = an,

n3 = Cn3(5|

n4E Cn4,

m_ m __m
Sn :Cn o,

nn = Cnn GnE E,
s"=c"Clo=EC} c=Clo,

L’axe S, engendre les OPSY: C,> C.* C.° ... C,"=E
cad: Cln/z Czn/z an/z Cn/2n/2 =E

Donc un axe de symétrie impropre S, d’ordre n pair engendre un axe de symétrie propre d’ordre
n/2: Cpp.
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Exemple 1: Cas de S;

C," (colinéaire 0z)

Soit un point: (x,y,2) > (-X,-Y, Z)
=i : inversion/O c (0x, oy)
S%=i"=E (-X,-y,-2)

Exemple 2: Cas de Sg

Les OPSY sont:
Ss = Cel O,
Se*=Ce* =C3',
8535 063(55(:21(558215 i,
Se*=Ce'=C3,
Se°=Cs"0,

856 = CGG = C33 = 822 =E

Donc un axe impropre d’ordre 6 engendre un axe propre d’ordre 3 et un centre d’inversion.

- si n est impair les OPSY sont:

Sn1 =LnG,

Sn2 =Ln,
n3 = Cngc,
n4 = Cn4

n+2 _ n+2
Sh =Gy Co,

2n 2n _2n _ n n_
Sn :Cn (¢} :Cn n:E

Les opsy qui apparaissent sont: C,> C,* ... C,"™'=C,! C,""*=C,* ... E. Donc il apparait un axe

propre d’ordre n impair: Cp,

Exemple: Casde S,

opsy 851 852 853 854 855 856 857 858 859 8510
= Cslo Cs® Cso Cs' Cso Cs’ Cs'c Cs® Co Cs'?
= o Cs1 C52 (¢) Cs3 C54 (o) E

Donc Ss engendre un axe Cset un plan de symétrie c.
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11-3- Eléments de symétrie équivalents et atomes équivalents

Les éléments de symétrie équivalents sont des groupes d’¢éléments de symétrie d’une

molécule échangeables par une OPSY.
Les atomes équivalents sont des groupes d’atomes d’une molécule échangeables par une

OPSY.

Exemple 1: molécule AuCly4

C, ,04

B : axe propre C4plan de la molécule

Les éléments de symétrie sont:

- I’axe de symétrie C4 qui échange entre eux :
- les axes propres C,’,

- les axes propres C,”’,

- les plans de symétire o,

- les plans de symétire oy,

Chaque sous ensemble est constitué d’¢léments dits équivalents.

Cséchange les 4 chlorures entre: les quatre atomes sont équivalents.
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Exemple 2: PCls

/
Co 0oy

Un axe propre C;Lplan o,

L’axe C3 échange entre eux:
- les axes de symétrie C,
- les plans de symétrie o

Les éléments de symétrie de chacun des deux sous ensemble sont équivalents.

L’axe C3 échange entre eux les trois atomes Cl, mais pas les deux atomes Cly. D’ou deux sous

ensembles d’atomes Cl équivalents.
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Chapitre 111

Molécules et groupes ponctuels de symétrie

111-1- Introduction

L’ensemble complet des OPSY effectuables sur une molécule constitue un groupe. Les
groupes des OPSY des molécules sont des groupes ponctuels car tous les éléments de symétrie
passent par un point de la molécule; ce point est invariant par les OPSY du groupe. Ce point n’est
pas forcément un centre de symétrie. Ces groupes n’incluent pas les opérations de translation (dans

les cristaux) qui constituent les groupes d’espace.

Exemple: H,O

bl
0,10y

Les éléments de symétrie sont: C, : axe de symétrie
Gy: plan moléculaire (contient I’axe C ).

G,L G’y (contient ’axe C,).

Les OPSY sont: Gt C=E, o, 64=E, o’ 6’4 =E

E|[E |G |g [0

E E | Ct o, | 67y - Laloi de composition est interne,
G ICEIE ol o - il yaun élément neutre,
S EV Cvl - la loi est associative,
O [Ov Ov]| = | *2 - tout élément a un symétrique par rapport & la diagonale,
’ ’ o
oyv|ov| o |[Co | E donc c’est un groupe abélien.
Inverses des OPSY
OPSY ol i C," S,™ ('n pair) Sa™ (\n impair)
Inverse o i Cym Co2™™" si m est pair Co™"™ si m est pair
S."™ si m est impair S2"™ si m est impair
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I11-2- Classements des molécules relativement a leurs groupes

111-2-1- Détermination des groupes ponctuels

Pour déterminer le groupe ponctuel d’une molécule il est nécessaire d’identifier tous ses
axes et ses plans de symeétrie:

I- commencer par chercher un axe principale de symétrie, s’il en existe un et si de plus il
existe un axe d’ordre 2 qui lui est perpendiculaire, le groupe est de type D.

ii- s’il n’y a pas d’axe d’ordre 2 perpendiculaire a 1’axe principale, le groupe est de type C.

iii- finir la détermination du groupe ponctuel en étudiant les plans de symétrie.

Les systémes d’axes et de plans de symétrie des groupes ponctuels sont résumés dans le
tableau suivant:

Groupes Axes et plans de symétrie

Cs Plan de symétrie

Ci Centre de symétrie

Cn Axe de symétrie d’ordre n

Son Axe de symétrie impropre d’ordre 2n

Chn Axe de symétrie d’ordre n + plan horizontal

Ch Axe de symétrie d’ordre n + n plans verticaux

D, Axe de symétrie d’ordre n + n axes horizontaux d’ordre 2

Dun Axe de symétrie d’ordre n + n axes horizontaux d’ordre 2 + un plan horizontal
+ n plans verticaux contenant les axes d’ordre 2

Dng Axe de symétrie d’ordre n + n axes horizontaux d’ordre 2 + n plans verticaux
bissecteurs des angles formés par les axes horizontaux d’ordre 2

Jd Tétraedre

% Octaédre ou cube

Les groupes ponctuels des molécules sont désignés par la notation de Schoenflies. Avec
cette notation, chaque groupe ponctuel est désigné par un symbole qui rappelle grossierement la
symétrie du groupe. Il existe une autre notation, trés utilisée en cristallographie: la notation
d’Hermann-Mauguin ou notation internationale. Les deux notations sont données au tableau ci-
dessous.

Correspondance entre les notations de HERMAN- MAURGAN et de SCHOENFLIES

Triclinique | Monoclinique | Orthorhombique Trigonal Hexagonal Tétragonal Cubique

ou quadratique

Ni axe ni plan Un axe d’ordre 2 3 axes d’ordre 2 Un axe d’ordre 3 Un axe d’ordre 6 Un axe d’ordre 4 4 axes d’ordre 3

2 a 2 perpendiculaires ou
2 plans perpendiculaires

1 C 2 C. 222 D, 3 GC; 6 Cs 4 C, | 23 T
1 C S, |m G 2mm  C,, 3 CyiSe| 6 Can 4 S, | m3 T,
2Im  Cy mmm Dy 3m Cj, 6/m Cen 4/m Cun 432 O

32 D 6mm  Cs, A4mm  C, | 43m Ty

3 Dy 622 D 422 D, m3m Oy

6m2  Dg, 42m Dy

6/mmm Dgy, 4/mmm  Dygp,
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111-2-2- Méthode de classement

Le classement des molécules relativement a leurs groupes est effectué a partir des éléments
de symétrie et principalement par rapport a leurs axes de rotation.

Les groupes ponctuels de symétrie peuvent étre classés en trois grandes catégories:
i- deux groupes simples: Cs et C; des molécules possédant seulement un plan ou un axe
un axe de symeétrie.
ii- la série des groupes qui possédent un seul axe de symétrie d’ordre n: Cp Sz, Cpp, Chy, Dn, D, Div.,
iii- les groupes qui posseédent plus d’un axe principal de symétriec d’ordre n et qui sont liés aux
symétries de solides réguliers, tétraédres ou octaedres par exemple.

i- OPSY de la molécule Symbole du groupe
1- pas d’axe de rotation Cx (X décrit les autres éléments)
a- pas d’autres éléments de symétrie C,
b- un plan de symétrie Cs
Ex.: Cl
/
N-O
C- un centre d’inversion Ci
ii- OPSY de la molécule Symbole du groupe
2- un seul axe Cn
a- pas d’autres éléments Cn
b- au moins un plan de symétrie passant par I’axe Cnv
Ex.: NH;s Cs Cav
N
e H
H
3 plans de symétrie contenant I’axe de symétrie C3
Ex.: Cis 1,2 dichloroéthyléne Cv
C, e
R
Oy
(ol INGY Cl
\ /
Cg=C
H-—" TSH

2 plans de symétrie (o,-L Gy) contenant ’axe de symétrie C;
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c- au moins un plan de symétrie perpendiculaire a I’axe Cnh
Ex.: Trans 1,2 dichloroéthyléne Con
oy
: H —_ /C|
i C#4C
| — : ~~
! Cl | H
Un axe C, et un plan oy, 1 Co.
3-un axe de rotation d’ordre n>2 et au moins
un autre axe d’ordre 2 perpendiculaire au premier
a- pas d’autre élément de symétrie Dn
b- au moins un plan passant par I’axe d’ordre n>2 Dnd
mais pas de plan perpendiculaire a cet axe
Ex.: 1a molécule d’alléne Dyg
Hzl H:l].
C; Q\ e=c=c_
Hz] ’ \\H'nl
1 axe principal C,
2 axes C, perpendiculaires a I’axe principal C,
2 plans ¢ passant par 1’axe principal C,
c- un plan de symétrie perpendiculaire a I’axe d’ordre n>2 Dnh
iii- OPSY de la molécule Symbole du groupe
4- au moins 2 axes d’ordre n>2
= les groupes spéciaux (au total nombre fini d’axes)
a- le groupe du tétraédre } Beaucoup de T?}
b- le groupe de I’octaédre et du cube molécules O
c- le groupe du clodécaédre pentagonal et de I’iscaedre Ih
5- une infinité d’axes de rotation o
Si au moins un plan de symétrie (sphere) @)

= Tous les autres groupes sont des sous groupes du groupe de
la sphére.
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Chapitre IV

Dénombrement des opsy
et des classes d’opsy dans les groupes ponctuels

Pour le dénombrement on classe les groupes ponctuels en 2 familles: famille simple et
famille compliquée.

C4, Ci, Cs, Cn, Cnv, Dn, Td
Cnh, Dnh, Dnd, Oh, Ih

Famille simple
Famille compliquée

Rappel :
- Eest une classe.
- Si le groupe est abélien chaque ospy est une classe.
- une classe d’opsy est une série d’opérations de symétrie conjuguées entre elles, cad
qu’elles se déduisent les unes des autres par une opsy du groupe.
a) si 2 axes de rotation de méme ordre sont échangeables par une opsy du groupe alors toute
rotation autour de 1’axe 1 est de méme classe que la rotation de méme angle autour de 1’axe 2.
b) il en est de méme si on remplace 1’axe par plan de symétrie .
C) si une molécule posséde un axe de rotation d’ordre n et un plan de symétrie passant par cet axe
alors la rotation k2n/n autour de I’axe est de méme classe que la rotation —k2m/n
d) si une molécule posséde un axe de rotation Cn d’ordre n et un axe C2 perpendiculaire a Cn la
rotation k2m/n est de méme classe que la rotation -k2m/n.

IV-2- Famille simple

Groupes Opsy classes

C, E (E)
Groupes | C;i (E, 1) (E) ()
abéliens| Cs (E, 0) (E) (o)

Cn (cyclique) (E, Cn, Ci2,...,Ca"™Y) (E) (Cy) (Cr?) ... (Ca™

Groupes Opsy classes
Chv
* n_m
Ex.: Cyy (H20) (E, Cy, oy, 0") (E) (C2) (ov) (6v)
Cuv (BFs) (E, C4, Co, C&°, (E) (C4) (C2) (C4)
Ov, Ov’, Gd, Od” ) (ov) (6v’) (o4) (6d’)
* n impair

Ex: Csy (NH3)

(E1 C3l C32, GV].) GV29 GV3)

(E) (2Cs) (30v)

Groupes Opsy classes
Dn
Ex.: D, (E, Cz, Ca(1), C2(2)) (E) (C2) (Ca(1)) (C2(2))

Groupe isomorphe de Cy,
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Groupes Opsy

classes

Tq (E, 3C,, 65, 8C3 6S4)

(3Cy): les C, sont échangeables par les C; = les 3 C,sont des éléments de symétrie équivalents.

(60): les plans sont échangeables par les C;= les plans ¢ sont des éléments de symétrie équivalents.

(8Cs): les Cssont échangeables par les C, = les axes Cssont des éléments de symétrie équivalents.

(6S,): les S4sont échangeables par les C, = les ases impropres S, sont des €léments de symétrie équivalents.

(E) (3C2) ((60) (8Cs) (6S4)

IV-3- Familles compliquées

Les opsy des groupes compliqués sont déterminées par le produit des opsy de certains
groupes simples. Ce produit concerne les sous ensembles d’opsy qui constituent des classes dans les

groupes simples.

Cnh

n pair

(Cnn) = (C) (C)
(Can) = (Ca) (C)

(Cs) = (E, C4, Ca, C4%) groupe abélien
(Ci) = (E, i) groupe abélien.
(Can) = (E, Ca, Ca, Ca'i, C4, C2 i, Ci°)

C4i=C4Cron=CsCs?0n0n°=Csl0r° =S°
Czi = CzCth: Oh
Cli=C,2Cron=C2Chloy
= C45 Oh 6h4 = C4 Oh = 54
donc: (Cap) = (E, Ca, Ca, C23\i, Cai, Coi, CA3H)
= (E, C4, C2, C4\i, S4°, on, Sa)

Ex.:

Les classes sont: (E) (C4) (C2) (C4%) (i) (S5°) (o1) (Sa)

n_ impair
(Crn) = (Cy) (Cs)
(Csn) = (Cs5) (Cs)

(Cs) = (E, Cs, C3%) groupe cyclique abélien
(E) (Cs3) (C5?) sont les classes du groupe (Cs).

Ex.:

(Cs) = (E, on) groupe abélien.
(E) (on) sont les classes du groupe (Cs).

(Can) = (E, Cs, C4% on, Caon, Cson)
S3*Ss? ¥ Sy SP°

2_ 2~3_2 2_A~5_5_ab5
C3"=0onCs"C3'on” on"=C3 o '=S3

Donc: (Can) = (E, Cs, Cs?, oh, C30n, Cs°0n)
= (E, Cs, C&, oh, S3,53")

Les classes sont: (E) (C3) (C3?) (on) (S3) (S3°)

Dnh
n pair n_ impair
(Dnn) = (Dn) (Ci) (Dnh) = (Dn) (Cs)
Dnd

n pair

(Dng) = (Dn) (Cs)

n_ impair

(Dna) = (Dn) (C)
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Chapitre V

Représentation matricielle des groupes d’opsy et tables de caractéres

Dans une base vectorielle donnée, on peut associer a chaque opsy une matrice représentative
du groupe. L’ensemble de ces matrices est une représentation matricielle du groupe d’opsy dans
cette base. Ces matrices constituent un groupe homomorphe (méme table de multiplication) du
groupe d’opsy. Les deux groupes sont dit isomorphes.

On peut trouver autant de représentations matricielles d’un groupe d’opsy donné que 1’on
peut trouver de bases vectorielles définissant des espaces vectoriels de dimensions n.

V-1- Représentations irréductibles des groupes d’opsy

Les opérations de symétrie peuvent étre représentées mathématiquement par des représentations
irréductibles ou réductibles.

Une représentation réductible peut étre décomposée sous forme d’une combinaison de plusieurs
représentations irréductibles.

Une représentation irréductible ne peut pas étre décomposée sous forme de plusieurs
représentations.

Le nombre des représentations irréductibles d’un groupe de symétrie est toujours égale au
nombre de classes d’opérations que posséde ce groupe.

La recherche des représentations irréductibles d’un groupe d’opsy est liée a la recherche d’une
base orthonormée d’ordre n égal a I’ordre du groupe.

Si I’espace est de dimension n supérieur a 3, il est toujours possible de trouver n fonctions
linéairement indépendantes et qui constituent une base quelconque, puis on fait un changement de
base qui mene a la base orthonormée d’ordre n. En général on peut toujours passer d’une base a une
autre par une matrice de changement de base.

V-2- Caractéres des matrices

Le caractére d’une matrice représente sa trace cad la somme de ses éléments diagonaux.

Deux matrices conjuguées ont des caractéres identiques.

Les matrices représentatives d’opsy d’une méme classe ont des caractéres identiques.

Pour tous les groupes de symétrie courants, les représentations irréductibles et leurs
caracteres ont éte determinés. lls sont representés dans des tables dites de caracteres.

V-3- Tables de caracteres

Pour chaque groupe de symétrie, on peut dresser un tableau appelé table des caracteres. Ce
tableau est constitué par des lignes et des colonnes:

- dans la premiére ligne, on écrit le nom du groupe, les différentes classes de symétrie de ce
groupe puis les bases des représentations couramment utilisées.

- dans les lignes suivantes, on écrit les représentations irréductibles et les caractéres
correspondants.
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Exemples

Cyn | E C: | ou(X2) | oy (v2)

A |1 |1 |1 1 z X, ¥, 7

A |1 1 -1 -1 Rz Xy

B, |1 -1 11 -1 X, Ry | xz

B, |1 -1 -1 1 y,Rx |yz

Cx | E Co | Ch

A; |1 |1 |1 |1 |Rz X2V, 25 Xy

By |1 -1 )1 -1 |RX,Ry | xz,yz

A |l 1 111 |z

B. [1 [-1 [-1 [1 [xvy

D3h E 2C3 3C2 Oh 283 3GV

A |1 |1 1 1 1 |1 X2+y°, 2°
Ay |1 1 -1 1 1 -1 R,

E |2 [-1 Jo 2 1[0 [(xy) |05 xy)
A7 |1 1 1 -1 -1 -1

A’ |1 1 -1 -1 -1 71 Z

E” [2 |-1 0 -2 1 10 | (RxRy) | (xy,y2)

Les lettres A;, A,, By et B, sont les symboles des représentations irréductibles du groupe Co,.

Les chiffres 1 et -1 sont les caractéres des représentations irréductibles.

Les symboles des représentations irréductibles sont appelés symboles de Mulliken. Ils sont
établis a partir des régles suivantes:

Nomenclature de Mulliken

- Les lettres A et B sont utilisées pour les espéces symétrique et antisymétrique de la rotation
autour de 1’axe de plus grand ordre respectivement.
- La lettre E est utilisée pour les especes doublement dégénérées cad le caractere est égal a 2 par
rapport a I’identité.
- Lalettre T (ou F pour les spectroscopistes) est utilisée pour une dégénérescence d’ordre 3 cad le
caractere est egal a 3 par rapport a I’identité.
- Les indices 1 et 2 sont utilisés pour indiquer un caractére positif ou négatif respectivement par
rapport au plan de symétrie vertical o, (ou diédre oy ).
- Les indices g ou u indiquent un caractere positif ou négatif respectivement par rapport au centre
d’inversion (groupe C,p, par exemple).
- Un prime () ou deux primes (’) indiquent si la représentation irréductible est symétrique ou
antisymetrique par rapport au plan de réflexion op.

A’ : caractére y(on) =1

A’ caractére y(on ) =-1
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On distingue deux types de caractéres:

- ceux égaux a =1 que I’on trouve dans les groupes non dégénérés (A, B).
- ceux qui peuvent prendre n’importe qu’elle valeur pour les groupes dégénérés ( E, T).

Les groupes Cny, Dnh et Dng comprennent seulement des caracteres de dimension 1 et 2. Si
C, est la rotation autour de 1’axe principal:

pour ¢ (C,) = 1 = représentation A symétrique

pour ¢ (Cy,) = -1 = représentation B antisymétrique

Comment assigner les opsy aux classes ?

1- L’identité E constitue toujours une classe.

2- L’inversion i constitue toujours une classe.

3- La rotation autour de C,* et son inverse ( C,* = C,"*) sont dans la méme classe si n plans , ou
o4 existent ou bien si n axes C, L C, existent.

4- Larégle 3 est valable pour les rotations impropres S;,.

5- Dans le groupe Cy,, les oy appartiennent a la méme classe. Dans le groupe Dy, les oy et og

appartiennent a des classes différentes. o, forme toujours une classe.

6- Dans le groupe Dy, les axes C’, (L a I’axe principal) sont dans la méme classe. Dans le groupe

Dnn, ces axes C’; se trouvent dans des classes différentes.

7- Laregle 6 est valable pour les rotations impropres.

Les tables de caractéres de tous les groupes sont connues. Chaque molécule possédant une
symétrie qui lui est propre, il suffit de déterminer son groupe ponctuel et d’utiliser la table de
caractéres correspondante. La théorie des groupes est trés utilisée dans le calcul des orbitales
moléculaires, en spectroscopie vibrationnelle, en spectroscopie de fluorescence, ...(certaines
applications vous seront développées au cour de votre parcours).
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