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Préesentation du cours

* La chimie théorique a un réle de prediction,d’explication
et de rationalisation (modélisation) de la chimie.

« Ce cours se fera en une cinquantaine d’heures et
présentera :

— Les fondements et les méthodes de la chimie
guantiques,

— L’etude de 'atome et de l'interaction rayonnement-
atome,

— Les premieres notions de spectroscopie theorique,

— L’étude de la molécule :Théorie des orbitales
moleculaire;méthodes empiriques de Huckel, théorie
des orbitales frontieres.
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Chapitre | :Rappels de Mécanique
guantigue

o Ce cours s’intéressent aux proprietés chimiques et
physiques des atomes, des molécules, des ions et des
radicaux.

* Ce qui determine les propriétés d’un corps ce sont: sa
composition(nature des atomes qui le composent)

et sa structure(position des atomes les uns /aux autres)

-La chimie Quantique exprime toutes les proprietes
chimiques et physiques en termes d’interactions entre
les noyaux et les électrons qui composent le systeme,

-Ces interactions sont traitées a l'aide de la mécanique
guantique .
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l-Axiomes de |la mécanique
guantique

e La mécanigue quantique a été elaboreée a partir
de la mécanique ondulatoire de L.De Brooglie et
de E.Schrodinger .

 N.Bohr et W.Heisenberg (école de
Coppenhague ) ont exposé cette théorie a partir
d’un ensemble d’axiomes.

 Dans ce chapitre, nous présentons 4 axiomes
servant de fondements a la mécanique de
systemes de particules ponctuelles n'évoluant
pas dans le temps.
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a- Description d’'un systeme de particules

ponctuelles:

 La mécanigue quantique utilise une description
probabiliste, les notions classiques de positions
et de trajectoires sont abandonnées:

e C’est comme si un grand nombres de photos
Instantanées du systeme etaient prises,

* Nous obtenons un grand nombre d’'observations
qui ne sont pas necessairement identiques,

e On définit alors: soit la probabilité de faire une
certaine observation soit la valeur moyenne
d’une grandeur.
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Dans ce cours nous noterons rj 'ensemble des rayons vecteurs de
composantes (s »,03;.1,0g dans un référentiel cartésien et dt I'éléement
de volume dans I'espace a 3N dimension

AXIOME N° 1

Tout état d’un systeme de N particules est completement décrit par
une fonction W(ry,..,1;,..ry,t) et la quantite:

W(r°,,..,1%,..r°t°) W(rey,..ré,..ret°) diy .. dty

représente la probabilite de trouver chaque particule k(k variant de 1
a N) dans I'élément de volume dt, au point r°, a l'instant t°.

COROLLAIRE DE CET AXIOME :

L’'intégrale sur tout I'espace du produit W*(r) W(r) doit étre egale a 1.

Les fonctions W sont appelées fonctions d’onde.Elles sont dites
normées lorsqu’elles vérifient la condition précédente appelée
condition de normalisation.
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Cette derniere condition s’exprime par:

° J-ql.rqz"-'.rqBN LIJ*(r) L|J(r) dql--dqu: f L|J*(I') LP(F) dt =1

en rassemblant sous un seul signe somme I'ensemble
des symboles d'intégration .

« Cette condition impose aux fonctions W d’appartenir a
une certaine classe de fonctions dites de carre
sommable qui, entre autres proprietés, doivent tendre
rapidement vers zero lorsque les variables tendent vers
I'infini.
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AXIOME N° 2 : Mesure d’'une grandeur physiqgue

A chaque grandeur physique A mesurable sur le
systeme correspond un opérateur linéaire et hermitique
A , agissant sur les fonctions de I'axiome n°1 , tel que la
valeur moyenne<A> de A ,mesurée dans un état du
systeme défini par une fonction W(r) ,a pour expression:
<A>= [ W* Ydrt

Rappel.

Un opérateur A est dit linéaire si son action sur une
fonction somme de 2 fonctions f et g peut s’écrire :

A(f+g) = Af+Ag
Et si, A etant un scalaire :  A(Af)= A Af
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A est hermitique si :

Jf*Agdt=] (Af)*gdt

Notation de Dirac :

fWrWPdr=< Y*|YP>=1 Norme d’une fonction

<A>= [ YA WYdr =< Y*|Al W > valeur moyenne d’'une
observable

<f|Alg>=<Af|g> hermiticité
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Remarque :

La condition d’hermiticité decoule du fait que les valeurs
moyennes des grandeurs physiques sont reelles.

<A>*= [YW(AWP)*dT=<A>=[ (AV)* Ydr1

L’égalité <A>* = <A> n’est vérifiee que si A est
hermitique .
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AXIOME N° 3 :

Si un systeme est décrit par une fonction W, , fonction
propre de I'opérateur A correspondant a la valeur propre
A,, la mesure de la grandeur associée a A donne
toujours le méme resultat A, .

Rappel : La fonction W, est une fonction propre de
I'opérateur A si I'action de cet opérateur sur cette
fonction se traduit par :

AW =A W, ouA, estun scalaire appelé valeur
propre
Cet axiome signifie que, pour un systeme décrit par W,
(fonction propre de A), sur un grand nombre
d’observations, la mesure de A conduit toujours a la
méme valeur Ak alors que, dans le cas général, seule la
valeur moyenne a une signification.
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OPERATEURS ASSOCIES AUX GRANDEURS
PHYSIOUES
reqgles de construction des opérateurs

« L’opérateur associé a une coordonnée (i est la variable
gl

* L’opérateur associé a la composante de I'impulsion:

* Ppj=mj dgj /ot a pour expression:

pj= R/i 2 /aq;
ou h=h/27 , h:constante de Planck; (h= 6.62 10
34 Js)

e L'operateur associe a une grandeur qui
s'exprime en mecanique classigue en fo.nctlon
des coordonnees et des m.oments.s'obtlent en
remplacant dans lI'expression classique chaque

composante des moments par I'opérateur
correspondant.
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Exemple:énergie cinétigue d’'une particule de masse

1 ho,, 10 h 0
— (——Y2 + (——2 + (——)2
o T=p22Mm ——= 2m[(i ax) G dy) (i 02)]
- _hz[ 0° + 0° + 62]: _hZAj;Aj:LapIacien

2m 0x? 0dy? 0z?2 2m

« L’énergie potentielle: s’écrit en fonction des
coordonnees, I'opérateur a la méme expression que
I'expression classique .

« Consequences: pour un systeme de N particules de
masses m,,m,...m,, n’évoluant pas dans le temps,
I'opérateur associé a I'énergie est I'opérateur
Hamiltonien:

° H =

— 2

M-

Ai+V (r, + r,.r
. T (r 2+ )
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DEFINITIONS: Deux grandeurs A et B dont les opérateurs
associes commutent sont dites compatibles .Dans le cas
contraire , elles sont dites incompatibles.

e La commutativité de 2 opérateurs S’écrit :
« AB-BA=[A,B] ex:[pj,gj]="THh/I1 (voir TD)
e Deux operateurs non degeneres qui commutent

admettent les mémes fonctions propres (voir
TD).

e Principe d'incertitude d'Heisenberg:

Deux grandeurs compatibles peuvent étre
conjointement parfaitement déterminées.

e La détermination simultanée, sur un systeme,
de 2 grandeurs A et B incompatibles est
affectée d'une incertitude intrinseque, telle que
le produit des erreurs AA.AB ne peut en aucun
cas étre inférieur a une limite qui dépend de la

v mdas - -l - N - ™



Dans le cas des positions et impulsions:
Aqgj.Apj = R/2

.es deux grandeurs ne peuvent étre connues avec
Nrécision simultanément.

L2 forme générale du principe d'incertitude est:
AA.AB = |[A,B]] /2
Espace des fonctions propres d’'un opérateur :

Soit {¥,..W,,¥,,.. ¥, } un ensemble de fonctions propres
d’'un opérateur A.

Considérons la fonction finie :
O=c, W,+....4c, W, +c, W+....4+c, ¥,
En vertu de 'axiome n°1 cette fonction est normeée.

< @] ©> s’exprime aisément a partir des c,, des intégrales
< WY, | ¥, > supposées égale a 1 et des intégrales < W,| ¥, >
de recouvrement.




Cet ensemble de fonctions définit un espace vectoriel.

L’intégrale de recouvrement est un produit scalaire :

<Y |W>=WPY*WPdl
Lorsque le produit scalaire de 2 vecteurs est nul, ceux-ci
sont dits orthogonaux.

Caractere orthonormé de I'espace des fonctions
propres d’'un opérateur de mécaniqgue guantique :

Soit un opérateur A associé a une observable A et 2 de ses
fonctions propres W, et W, :

AW =AY,

AW =AW,

Donc : < W|A| W, >= A< W,| W, >
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Par suite de I'lhermiticité de A ;
< LIJrlAl LI',s >=< ALIJrl LIJs >= Ar < LIJr| LIJS >

Car A*=A,

(Ar'As) < LIJr| LIJS >=0
Et comme par hypothese A#A, 2> <W¥ | WY, >=0

W et W, sont donc orthogonales et si la norme est égale a 1, elles
sont orthonormées.

Dégénérescence : il peut arriver qu’a une méme valeur propre
correspondent plusieurs fonctions propres linéairement
independantes W,, W, .., toute combinaison linéaire de ces
fonctions est aussi fonction propre avec A, comme valeur propre ;
on dit que I'état est dégénéré d'ordre n.

Ces fonctions n’ont aucune raison d’étre orthogonales mais il existe
des méthodes d’orthogonalisation (Schmidt, Lowdin , voir TD).
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On en conclut que les fonctions propres de 'opérateur
considére peuvent jouer le role de vecteurs de base pour
le développement d’autre fonction.

Pour pouvoir servir a développer n'importe quelle
fonction d’onde décrivant le systeme, il est nécessaire
gue les fonctions de base soient en nombre suffisant
pour rendre compte de toutes les dimensions de
I'espace. On parle de base orthonormee complete.

AXIOME N°4 : Equation de Schrodinger

L’ensemble des fonctions propres de I'opérateur
Hamiltonien d’un systeme constitue une base
orthonormée complete de I'espace des fonctions d’onde.
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Conséquences de I'axiome précédent :

Cet axiome montre I'importance des fonctions propres
de 'Hamiltonien qui, en plus d’avoir les valeurs propres
correspondantes associées a I'énergie du systeme,
peuvent aussi servir de base pour developper n'importe
guel état de ce systeme.

La recherche des fonctions propres de H constitue donc
un acte fondamental dans la résolution d’un probleme de
mecanigue quantique.

Cela revient a résoudre I'équation de Schrodinger,
I’égquation aux valeurs propres :

HWY=EW:

Equation de premiére espéce car indépendante du
temps.
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Représentation matricielle des opérateurs :

Dans une base orthonormée complete, toute fonction d’'onde O est
représentee par une matrice colonne [c] et tout opérateur A est
représenteé par une matrice carréee [A] dont les éléments sont définis
respectivement par:

CI‘=< LIJI‘l @> et ars= < LIJI‘lAl LIJS >
On vérifie aisément que si :

GZZCS{//S

Les coefficients s’obtiennent par : C=<W¥,| ©>
Et<A>=<0 |A| © >=Zrzs C*rCs < l'IJrlAl LI',s >

En utilisant les matrices [c] et [A] cette relation peut s’écrire :
<A>=[c]*[A] [c]
ou [c]*est la matrice adjointe de [c] (transposée conjuguée).
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« On verifie que les relations entre opérateurs, et en
particulier les relations de commutations, restent
valables pour les matrices .

* On note aussi gue la matrice représentant un operateur
qui admet les fonctions de base (ici les W, ) comme
fonctions propres est une matrice diagonale .
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Chapitre Il : Les moments
cinetigues
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1-Définitions:

En mécanique classiqgue,le moment cinétique d’'une
particule de masse m et de quantité de mouvement p est
défini par :

; X Px YPz — 2Dy
L:erE): vy (U py =] Zpx— Xp:z
y4 Pz XPy — YPx

Ou r est le rayon vecteur de la particule, de composante
X,y et z, dans un repere d’axes (i,j,K) .

Les composantes du moment cinetique L sont:
L.=yp,-zpy
Ly:pr'sz
L,=Xpy-ypy
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 En mécanique quantique, on remplace les composantes
p, par les opérateurs H/1 8/0q , on obtient donc les
opérateurs:

o L = F/i (yo/dz-z o/3y)
o L = /i (20/0X-X 8/32)
o L,= /i (X3/dy-y 8/6X)

e Le moment angulaire total est:
(x) (9/0x)
L=—|y|O a/dy
\z) a/az
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On obtient les composantes de cet opéerateur en
coordonnées spheéeriques en effectuant le changement de
variables suivant :

* (X=r SinB cos@ (12=X2+y%+72
 {y=r sSinB sing _ ] c0S0=2/r=z/(x?+y*+z%)Y>
* |z=r cosf | tgp=y/X

e On obtient alors :

e L = R/ (sing d/06- COTYO cosy 9/0¢)
e L,= R/l (- cose 3/36- COLge sing d/d¢) (1)
o L= T/iodlog

e L2=L,2+L,2+L,2="h?1/sin6 9/36 (sin6 0/06)+ 1/sin?6
02/0¢p?]
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On montre gue les relations de commutations suivantes
sont vérifiees :

[0i,0j]=0 ; [pi,pj]=0 et [qi,pj]= R/ dl)

A lI'aide de ces relations et avec (1),0n montre
facilement les relations de commutations
suivantes (2):

L,L1=ihL,; [L,Ll=ihL; I[LLIl=ihL.
L2,L 0= [L%L]= [L%L,1=0

_es operateurs L, L, L, ne commutent pas entre
eux mais commutent avec L2,

Si on choisit zcomme axe privilégie, [L2,L,1=0

2et L, admettent le méme systeme de fonctions
Oropres.

_es relations de commutations (2) sont
caractéristigues d'un moment cinétique en
meécanique quantique et tout opérateur J
veérifiant ces relations est appelé moment

) yd )
AiNnAtini A




2-Opérateurs escaladeurs et descendeurs J+ et J-
o Définitions:

J, =JIx+ 1y
J=Jx- 1Jy (3)

On en deduit que :
Ix=1/2 (J, + J)
Jy=1/2 (J, - J)

J, et J. sont hermitiques, conjugués l'un de l'autre du

fait que Jx et Jy sont des opérateurs hermitiques.

On démontre les relations suivantes:
[Jz,3.]=J, , [Jz,J]=J. , [J,,J]=2Jz (4)

[32,3,]= [32,d]= [J2,d2]=0
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En utilisant les relations (3) on obtient :
J2=0x2+Jy2+Jz72 = Y5 (3. +J_J,)+Jz?

Les relations (4) permettent alors d’obtenir les 2 relations
Importantes :

JJ, = J2-Jz(Jz+1)
J,J.= J2-32(Jz-1) (5)

3-Valeurs propres de J 2 et Jz:

Ces opérateurs commutent et admettent le méme systeme de
fonctions propres @:

Je=a ¢
JZo=mo
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Evaluons l'intégrale :

* <@ P>=<@ |Ix+ Iy> +Iz7 | >
=< @ [Ix*IX| @ >+ <@ [Iy*Jy| @ >+ <@ [Jz*Iz| ¢ >
=N(Ix @) + N(Jy ¢) + NJz ¢) 20

 N() étant la norme de J¢ donc positive , a est forcément
positif, on le pose egal j(j+1), ce qui donne la relation
fondamentale :

J2¢e =j(+1) J?j=0, j nombre quantique

e Un état propre ¢ de J? sera donc caractérisé par le
nombre quantigue réel et positif j, la valeur propre
correspondante étant j(j+1). D’autre part, m est la valeur
propre de Jz correspondant a la méme fonction propre ¢
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¢ représente un état de moment cinétique (j,m) et on le
notera lj,m>,notation de Dirac :

J?[j,m>=j(+1) [ j,m>
Jz|jm>= m|jm>

4-Relation entre les nombres quantigues | et m:

Appliquons les opérateurs J,J_et J J,définis plus haut a
un vecteur | j,m>:

JJ [ 1;m>=[3%-3z(Jz-1)] | jm >= [j(j+1)-m(m-1)] | j,m >

J.J, j,m>=[32-Jz(Jz+1) ]| j,m >=[i(j+1)-m(m+1)] | jm >
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Multiplions chacune des relations précéedente par <j,m|,
J.et J_ étant hermitiques et conjugueés 'un de l'autre, on a:

<:m[J,d.]J,m>=N(J_| J,m>)=(j+1)-m(m-1)
=(j+m)(-m+1) 20 (6)

<:m[JJd,|),m>=N(J, | Jm>)=](+1)-m(m+1)
=(-m)(+m+1) 20 (7)

La premiere equation impose : -j <m < j+1
Et la deuxieme -1 <m <.
Les deux équations sont simultanement satisfaites si :

JSms 4 (8)
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5-Action de J , et J_sur les fonctions propres de J 2et],

e La condition nécessaire pour qu’un vecteur soit nul est
gue sa norme soit nulle. D’apres (7) :

J,|jm>=0 si  N(J,|},m>)=(-m)(j+m+1)=0
e Etdoncsi =m ( j=-m-1 impossible):
Ji[1)>=0.
« Sim#, J,|],m> estvecteur propre de J° et J, pour les
valeurs propres (m+1) de J, .En effet :

e [J?, J,]=0 et donc:
* 2. [im>)=3,(3*]jm>)= I, [j(+1)] jm>]=j(j+1) | jm >
* J°(J.[jm>)=j(+1) | jm>
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D’autre part, la relation de commutation [Jz,J,]=J, donne:

123,=J,(Jz+1)

Et par suite :
Jz(J, | Jm>)=J,(Jz+1) | m>=J, (m+1)| jm >

et donc : Jz(J,|},m>)= (m+1) (J.|},m>)

Le vecteur J, | j,m > décrit donc un état de moment
cinétigue (j,m+1)

Ainsi sim=}, J,|},)>=0

Et si m #j la relation (8) impose m <j

J. | ],m > est état propre de moment cinétique (j,m+1)
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Action successive de Ji sur les états propres de J? et Jz:

J. (i [Jm>)=73%[jm>=0 si j=m+l
Sinon on montre que J2, | j,m > est un état propre de
moment cinétique (j,m+2)

On peut continuer le raisonnement jusqu’au rang p, on
montre que :

JP. | j,m> est état propre de J? pour la valeur propre
j(j+1) et de Jz avec la valeur propre m+p , p étant un
entier positif .

Les p vecteurs:

J,|jm>,J%|jm>,..., P, | j,m> sont états propres de
J? avec les valeurs propres j(j+1) et de Jz pour les
valeurs propres m+1,m+2 ...m+p = | (valeur la plus
élevée de m)
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On montre de la méme maniere que:
J.1),-1> =0

J2(J.11m>)=j(+1) (.| j,m>)

Et Jz(J.[ ] m>)=(m-1) (J_| ,m>)

L’action repétée de 'opérateur J_ sur un vecteur |j,m>
Donne des vecteurs propres de J? pour la valeur j(j+1)
et de Jz pour les valeurs : m-1,m-2,..(m-q)=-

On peut donc écrire que :

p=j]-m entier

g=jtm entier -> p+qg=2j entier

Donc j est un nombre reel positif entier ou demi entier .
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Les resultats suivants peuvent donc étre énonces:

e Les seules valeurs propres possibles de J? sont de la
forme j(j+1) ou | est un entier ou demi entier positif:

J=0,1/2,1, 3/2, ..

* Les valeurs possibles de m sont les entiers ou demi
entiers : m=0, 1/2, 1, 3/2, ..

e Conclusion:

Sij(j+1) et m sont les valeurs propres de J? et Jz pour un
état de moment cinétigue (j,m) , on a nécessairement

m=-j,-j+1,... ] 2)+1 valeurs possibles de m .
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6- Quelgues moments cinétigues particuliers

a) Le moment cinétique orbital :

* Considerons le cas particulier d’'une particule de masse
m et de moment cinétigue classique L. On associe a
cette particule un opérateur moment cinétique orbital
satisfaisant a toutes les relations définies precédemment

en particulier, les vecteurs | |, m> satisfont aux équations
aux valeurs propres:

e L2 I,m>=I(+1)|Il,m> (1)
e Lz|Im>= m|Im> (2)
avec |20et -l<sm<+]
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On connait les expressions de L2, Lx, Ly et Lz en
coordonnées spherigues :(h=1)

Lx=-i (singp /06 + cotgBb cosy d/dp ) (3)
Ly=-1 (-cos¢ 9/d6 + cotgb sing 9/0¢ ) (4)
Lz=-i 9/0p) (5)
L2=-[1/sin® 9/90(sin6 0/06 )+1/sin%0 d%/o¢p? | (6)

avec (3) et (4) et compte tenu de la définition des
opérateurs Lx et Ly, il vient que :

L,=e'®(d/db + i cotgb 0/dp ) (7)
L=e'%(-d/08 + i cotgB 9/0¢ ) (8)
Tous ces operateurs ne dependent que de 6 et o,
on peut donc poser que :

| ,m>=Y, (6,9) harmonique sphérique  (9)
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Les équations aux valeurs propres s’écrivent par suite :

L2 Y 1n(8,0) = I(1+1) Y,,(6,9) (10)
LZ Y1n(6,9) = M Y,(6,0) (11)
En utilisant la relation (5) , on a:

LZ Y1(6,9) = -i 109 Y, (6,9)=m Y,,,(0,0)  (12)

C’est une équation différentielle du premier ordre a
variables séparees, de solution :

Y n(8,9)=F ;(8) em® (13)
La condition d’uniformité entraine que:

Frn(B) e =F,(6) em(e+=m (14)
donc e™@mM =1 et m entier (dans le cas du moment
cinétique orbital)



On a vu préecédemment gue |+m et I-m doivent étre entiers,
donc si m est entier, nécessairement | est entier.

o D’autre part | est positif ou nul, les valeurs possibles de |
et m seront :

=0,1, 2,..
-l <m <+

* Pour déeterminer la forme de F_(0), utilisons (10) et (13)
(action de L?):

-[1/sinB 6/96(sinB 0/68 )+1/sin%6 ¢2/0p? | F,,(B) em®

=I(1+1) F,,(0) ™ (15)
» Soit : -[1/sin® 8/06(sind 8/90 )+m?/sin26 82/o¢? | F,(6)
e =|(I+1) F,(6) (16)

équation ne dependant que de 8.
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Cette équation peut étre résolue pour déterminer F_,(0), il
est cependant préféerable d’utiliser les propriétés de L, et L.

e Pour m=l, appliquons L, a Y,,(0,9) :
L. Yy(6,9)=0 (17)
« Ce quidonne:
e'®(9/dB + i cotgb dlog ) F,(B) e'*=0
e'¢ ell® (9/08 -l cotgB ) F,(6)=0
(0/08 -l cotgb ) F,(6)=0 (18)
« Cette equation difféerentielle du ler ordre admet pour
solution génerale :

F,(8)=C (sinB) (19)
C constante de normalisation.
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Donc, pour chague valeur entiere positive ou nulle de |, il
existe une fonction propre unique Y,(0,¢) de moment
cinétique(l,l).

F,(6)=C (sinB)'e!l®

Par application répétéee de L- a cette fonction ,on obtient:
Yo Yia o Yo

A chaque couple, de valeurs propres I(I+1) et m,
correspond a une et une seule fonction propre Y,,(6,9) .
Le spectre de L? et Lz est entierement dégénéré.

Les fonctions Y, (0,¢) sont appelées harmoniques
sphériques .

Les relations précedentes ne determinent les fonctions

qgu’a un facteur pres, choisi de fagon que les Y,(6,¢)
soient orthonormeées.
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Une fonction quelcongue de 0O et ¢ peut étre developpée

sur les harmoniques sphériques Y,,,(0,0) .
Les harmoniques sphérigues forment une base complete.

» |’expression générale de Y, ,(0,0p) est :

(- 1) (I = m)! (21 +1) . .d"""(sin 8)"
Yim(€,9) = o
2 |1 (Il + m)dm e Sln H d (COS e)

« Pour m 20 et pour m<0:
* Yin(0,0)=(-1)™Y\.(6,0)
« Valeurs particulieres:

Yoo~ \/7Y10 \/7COS9 Yo 16 Ta7(co1) Y™ 16ﬂ(500§9_30039)

/ i / - .21 .
Y 1= 8377 sin 8 ¢e'? Y21 SII”IHCOS? Y31 6477 S|n6(5CO§9 1)




B- Le spin de I'électron :

Evidence expérimentale: les manifestations
experimentales de I'existence du spin de I'électron sont
nombreuses:

Propriétés magnétiques des métaux, experience de
Stern et Gerlach,

Structure fine observée avec appareil de bonne
résolution: chaque raie comporte, en fait, plusieurs
composantes:

effet Zeeman normal: lorsque I'atome est plonge dans
un champ magneétique, les raies de la structure fine se
decomposent en un nombre impair (21+1) de
composantes,

Si le nombre est impair: effet Zeeman anormal.
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Pour interpréter ces résultats expérimentaux,on a éte
amene a associer a I'électron un moment cinétigue
Intrinseque ou de spin S.

 Le moment cinetique total de I'électron est alors:
J=L+S

 Ce moment est assimilé parfois au mouvement de
I'électron sur lui-méme (d’ou le nom de spin), cette
analogie n’est pas acceptable vu que I'électron n’est pas
une particule classique.

« Le spin n’ayant pas d’équivalent classique, I'opérateur
de spin S ne peut donc pas étre construit a I'aide des
regles d’écriture des opérateurs. Cet opéerateur étant un
moment cinétique, il en possede les propriétés (relations
de commutations).
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Selon les données expérimentales, il n’existe que 2
orientations possibles pour le spin de 'électron.

* Il n'existe donc que 2 fonctions propres des opéerateurs
S? et Sz. Ces fonctions, notées habituellement a et [3,
satisfont aux relations :

S2a=1/2 (1/2 +1) a =3/4 « s=1/2
Sza=1/2 a

S°B=1/2 (1/2+1) 3 =3/4 3 s=1/2
SzpB=-1/2 3

e On associe a la valeur propre de S?, le nombre
guantique s=1/2 et aux valeurs propres de Sz, le
nombre quantique ms= %1/2 .

e La fonction de spin a est |la fonction propre
correspondant a ms=1/2 et la fonction § a ms=-1/2.
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a=11/2,1/2> et [p=|1/2,-1/2>

* En appliquant les résultats etablis precédemment pour
un moment cinétique, on obtient :

e S+0a=0 S-a=

e S+B=a S-B=0

e SXxa=1/2f Sy a=i/2 3

e SXB=1/2a Sy B =-1/2 a

* On représente habituellement I'action des opérateurs Sx,
Sy et Sz sous une forme matricielle :

s[5}l D)) Slale ot
S{Z’j {1(/)2 —glzj [@
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On définit les matrices de Pauli :

o % o%) s
On peut voirque:
g =0 =0 =§9)
detellesortegue:
8221/4Q0')2(+0'i+0'§):3/4[é; (D
On peut voiraussgue:

o.0,t0,0

lesrelationsobtenueparpermutatimscirculairesde x, y et zsontaussivalables

» (relations d’anticommutation)
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C-Additions des moments cinétiques :

e On considere le cas de 2 moments cinéetiques J, et J..

* Le moment cinétique résultant est J=J,+J..

« Deésignons par | j;,m, > les (2j,+1) fonctions propres de
j;2etd,, et|j,,m,>les (2),+1) fonctions propres de |, et
J,, .

« L’espace engendré par I'addition des 2 moments

cinétiques est de dimension (2j,+1) (2j,+1) .

Les fonctions de base de cet espace sont notees:

| Jo,my, Jomy >

(fonctions linéairement indépendantes) tq:

| J1. My Jo,my>=|j,m > | ),,m,>

 On note que: Jz=J,,+J,,
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| j1,my j,,m, > est fonction propre de Jz pour la valeur
propre M=m,+m,

Ji,,J.%,d,,,d,% et J, sont donc un ensemble d’opérateurs
qui commutent et admettent le méme ensemble de
fonctions propres | j;,m; J,,m,>.

On montre que J> commutent avec Jz,J,%,J,? mais pas
avec J,, et J,, (voir TD).

L’opérateur J? ne peut donc admettre le méme systeme
de fonctions propres commun aux 5 opéerateurs .

Sil'on note | J,M > les vecteurs propres communs a J? et
Jz,on a:

J2 | I,M>=J(J+1) | J,M>
Jz| I M>M|IJM>
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Comme | j;,m, J,,m, > est fonction propre de Jz avec
pour valeur propre M=m;+m,, pour la valeur propre M,on
trouvera autant de fonctions propres que de couples
(My,m,) tg M= m+m,.

Donc, toute combinaison linéaire de fonctions

| j1,m; J,,m,> correspondant a M sera également
fonction propre pour cette méme valeur propre .

On peut donc choisir parmi ces combinaisons linéaires,
celles susceptibles d’étre fonctions propre de J:

| IM>=2112 05 Crngmz 1My, J2,M5 >
tqg M=m,+m,, C ..., coefficients de Clebsh-Gordon.

On détermine ainsi (2),+1) (2j,+1) fonctions linéairement
iIndépendantes, a partir des fonctions initiales

| j;,my j,,m, >, fonctions propres de Jz.
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La valeur maximale de M sera la somme des valeurs maximum de
m; et m, Soit respectivement j, et |, :

|\/lmax= jl + j2 et donc: ‘]maxz jl + j2 .

On pourra, pour chaque valeur de J correspondant a 2J+1 valeurs
de M, définir 2J+1 fonctions ;

Les valeurs de J sont comprises entre j; + |, et (j; - J,)(valeur
minimum de J).

Exemple : j;=3 et},=2 ; donc1<J< 5;J=1,2,34,5

J=1 -1sM<1 3 valeurs de M
J=2 -2<M =<2 5 valeurs de M
J=3 -2<M =<2 7 valeurs de M
J=4 2<M =2 O valeurs de M
J=5 2<M =2 11 valeurs de M

Soit 35 vecteurs | J,M >((2),+1) (2),+1) =35)
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Il est interessant de trouver les fonctions propres
| j.,m, j,,m,> correspondant a une méme valeurs de M.

Il faut exprimer les vecteurs | J,M > en fonction des
vecteurs | J;,my J,,m,>.

Cela revient a un changement de base d’un espace de
vecteurs propres de J?, Jz, J,?, J,? a celui de vecteurs
propres de J,%,J,%, J,, et J,, (voir TD).

Un moyen simple de trouver ces fonctions est l'utilisation
du diagramme de branchement :
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Dans ce diagramme, les couples de m, et m, donnant la
méme valeur de M sont les points situés sur une méme
parallele a la deuxieme diagonale.

M=m,+m, nombre de couples
5 1
4 2
3 3
2 4
1 5
0 5
-1 5
-2 4
-5 1
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Exemple pour M=4, il correspond 2 couples m;=3, m,=1
et m;=2,m,=2.
A ces couples correspondent 2 fonctions | j;,m; j,,m,>

et par suite deux combinaisons linéaires, I'une fonction
propre de J? pour J=5 et I'autre pour J=4.

Le calcul des coefficients de Clebsh-gordon sera vu en
TD.

Il reésulte de ce qui precede que la resultante de 2
moments cinétigues est un moment cinétiqgue de module
(J(I+1)Y2)avec (j;-),) <J < (j;+],) et dont les projections
sont les valeurs M associées a chaque valeur de J tq
M=m,;+m, .

Les fonctions propres de ce moment cinétique sont
également fonctions propres de J;%et J,°> mais pas de J,,
etJd,, .
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Relations utiles :

«  On peut toujours éctrire que J,J,=1/2 (J2 -J,2-1,2)

j M=y —m) (+mL)| j, D)=,/ j(+1)-m(mL)

J. j L)

J Jim-2)=JjG+1)-m(m-1)|j,m-L)

o Ces relations peuvent étre démontrees en calculant les
normesde J,|jm>et J |],m>:
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<J,|jym>|J,|j,m> or J_est 'opérateur adjoint de J, :
o <jim|J.J,|jm>=<jm]| (3, +,|j.m>
=<jm]| (32+i(3J,-3,3,)+J 2 j,m>
= <jm| (2=32-3,|jm>=<jm| (32-J, (J,-1)] jm>

=)(+1)-m(m+1)

 De la méme facon la norme de J| j,m> est j(j+1)-m(m-1)
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Chapitre lI: Atomes
monoéelelectroniques

Atomes monoélectroniques: atomes ne comportant
gu’un seul électron: H, He, Li** ...

L’étude de tels systemes revét une importance capitale
pour la chimie quantique.

L’équation de Schrodinger ne peut étre resolue de
maniere exacte que dans ce cas la.

Les solutions obtenues servent alors de base a I'étude

de systemes plus complexes (atomes pluriélectroniques
et molécules).
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1-Résolution de I'équation de Schrodinger pour I'at ome
d’hydrogene :

o L’hamiltonien du systeme s’écrit :
H=(-h?/2)A +V(r)

 Ou V(r) est I'énergie potentielle de I'électron dans le
champ du noyau(proton):

o V(r)=-Ze?r
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Le potentiel de coulomb étant de symétrie sphérique, il est
preférable de réesoudre ce pb en coordonnées sphériques.

Le premier travail consiste en une séparation des
variables.

En coordonnées spheriques, le Laplacien s’écrit (1):

rzar(r 2SIﬂH@H\ r’sin 90¢

e L’équation de Schrodinger en coordonnées sphériques
s'ecrit HY=EW:

AWy, 1 0 oWy, 1 WY, U . Z\w-
2ar(r )+ Singag(sm‘g )+rsm6’a¢ +h2(E+ r YW=0
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Cette equation differentielle peut étre résolue par
séparation des variables et donne des solutions de forme:

W(r,6,0)=R(r) .0(8) .®(¢) (3)
* En substituant W dans (2) ,on obtient (4):
1 9 (. 2dRy, 24 —ro 1 d(eingd® _po_ 1  d%P
(G +h2(E+ZeZIr)RG)CD— RCDrZSmH 5(sinf52) Rorzsinzg 12

Soit en multipliant par r?/ RO® : (5)

Rar " “dr &singd6°"™ 46~ g 26 2

* Le premier membre de cette éguation n’est fonction que
de la variable r et le second des variables angulaires 0 et
@. L’égalité de ces 2 membres n'est assuree que si leurs
valeurs respectives sont egales a une méme constante:
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Et donc : (7)

d (erR)+2ﬂr (E+Ze2/r)R-CR=0

Smgdg(smg )+(C m2/sm25)9_0
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De la méme maniere, on peut séparer les variables 6 et ¢
dans I'équation (7) :
e On obtient (8):

SN0 0 (5ingd9)+Csin2o=-1 40 dZGZD

* Le premier membre de cette éguation ne depend que de
0 et, le second de ¢. Chacun des membres est donc égal
a une méme constante: (9) et (10)

2
44 dg2

SiGr;H ddg(smﬁd@)msmz@—mz sirgap(Si?gpHC-Plsin’9©=0



A- Résolution de I'equation en .

L’équation :
d2®

5 +m2CD:O
dg

admet comme solution génerale :
(D((I)) — A eiimq)

ou A est une constante.

La fonction étant circulaire uniforme par définition:
®(0) =d(2™m)
A= A eiim21T > eiim21T =1



Cette égalité n’est possible que si :
m=0,+1,+2,+....

Les valeurs de m ne peuvent étre gu’entieres.

La constante A est obtenue a partir de la condition de normalisation
de la fonction d’onde :

27 * _ 27 img -img . _
| o*adg =% g™ e dp=A%2n=1

La forme définitive de la fonction @ est la suivante :

—_1 _+Im
¢=Tre g
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B- Résolution de I'équationen 0:

e L’équation :

SIanH(SInH )+(C mZ/S|n26)@_O

n'a de solutions finies que lorsque les conditions
suivantes sont satisfaites :
C=I(l1+1) avec [=0,1,2 et -I<m <+

* Les solutions de cette équation sont des polyndbmes de
LEGENDRE de forme :

1/2

0.(6) =[;2 (101 pr(cosh)




Ou les fonctions :
P (cost)

« Sont appelées polynbmes de Legendre associés, deéfinis
par:

| + m
d (cost” —1)|

mj/2
P (cos8) = ——[1-(cosh)’
2'”[ (cost)’] dcosg ¥

* Les polynOmes de Legendre associés sont lies aux
polyndmes de Legendre :

q

- (cost?-1)
211 g cosd

P, (cosb) =

par la relation:

m
P (cosf) = (1- cosg®)™2—I9—p, (cos6)
d coc @M




Le tableau suivant donne la forme des fonctions ©,,(6)
pour qques valeurs de letm :

_ 1 _1 =L/3sind
Ooo = 272 @_Lo—ix/éCOSﬁ O 2\/7Sln

©x=3v10(3c05’6) On=W1SinGcod On~N158i0

le produit des fonctions ©(0) et ®(¢) constitue la partie
angulaire de la fonction d’onde :

Yim(6,9)=0(0) ®(¢)
Ces fonctions sont appelées harmoniques sphériques.
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C- Résolution de I'équation en R:

e L’équation radiale (6) peut s’écrire sous la forme simple suivante, en
remplacant C par sa valeur:

2
d R+ng+[2E +zz_|(|+1)]R:O
dr? rdr ae® adr r?

2
ou : do = hz
Me

est le rayon de Bohr

e La résolution de cette équation permet de déterminer I'énergie:

~ 1 ZZeZ

E =
n2 2ao

n est appelé nombre quantique principal n=1,2, .. entier
etl<n-1,1=0,1,2....,n-1  nombre quantique secondaire .



La fonction R(r) dite fonction radiale s’écrit:

22 s (n=1=-D)! L, e 240 24, ZZr
Rnl(r) _[( nao) 2n[(n+|)l] ] ( ) Ln+| nao

« Lafonction L, "1 est le polyndme de Laguerre associé, lié
au polynome de Laguerre par la relation:

o d"
(=<
L ar L

_od"
L€
* Les polyndomes de Laguerre, ou n et | sont différents, sont
orthogonaux 2 a 2, ce qui determine I'orthogonalité des
fonctions radiales.
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Le tableau suivant donne les fonctions R(r) pour
différentes valeurs de net | :

s R O:2(§) B/Ze—Zr/ao

—-Zr/2ap

2SRy @(fo)yz(l—zz—aro)e

20Re=5(5) re ™
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2-Propriétés des fonctions propres de H:
A-sens physique des nombres quantiques n, I, m :

Les fonctions W,,,(r,0,¢) determinées précédemment
sont fonctions propres de H mais aussi de L?et Lz :

H LIJnIm_En LIJnIm

L2 =1(+1) W,

Lz LIJnIm = mI LIJnIm

Ceci résulte du fait que les opérateurs H, L?, Lz
commutent.

Les fonctions W, dépendent de 3 nombres quantiques,
Le nombre quantique principal n détermine I'énergie E,,

| le nombre quantique azimutal détermine le moment
cinétique orbital L, et m le nombre quantique magnetique
caractérisant la projection Lz du moment cinétique sur
un axe donné.



B- Orbitales atomiques:

Les fonctions d’onde W,,,, de 'atome H sont
habituellement appelées orbitales atomiques (O.A) .

Les orbitales de 'atome H sont classées d’apres les
valeurs les valeurs de |. Chague valeur de | est
caractérisee par une lettre:

|I=0 définit une orbitale s,

I=1 une orbitale p

|I=2 une orbitale d

|I=3 une orbitale f; I=4 orbitale g; I=5 orbitale h etc..

Les lettres s,p,d,f proviennent de notations
spectroscopigues. A partir de |=4, on suit I'ordre
alphabetique (sauf pour j).



Pour m#0 les orbitales W, sont des fonctions complexes.
Or, il est plus commode de manier des fonctions reelles.

Les fonctions Y,,(0,9) et Y, .(8,0) étant degenérés, une
combinaison linéaire de ces 2 fonctions est aussi solution
de I'équation de Schrodinger avec la méme valeur propre.

Les fonctions Y’,(0,¢) et Y “,.(8,0) sont donc aussi
solutions de I'équation de Schrodinger:

Y'im= TN2 (Yt Yy )
Y= IN2 (Y- Y)-m)
Ainsi, a la place des fonctions Y, décrites précédemment,

on utilise les 2 séries de solutions réelles suivantes (utilisant
la formule d’Euler):

1/2

Y (6.8) =[5 @52 (il Prcos "’{
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On peut admettre que les fonctions en cos(mo)
correspondent aux valeurs positives de m et que les
fonctions en sin(m¢) correspondent aux valeurs negatives
de m.

* Le tableau suivant donne les fonctions angulaires pour
guelgues valeurs de l et m :

| m Yim notation
0 0 1/N4T S

1 0 (\6/2~21T) cosB 074

1 -1 (\V6/2+21T) Sind sind py

1 1 (\V6/221T) SinB cosg DX

2 0 (\V15/4~TT) (3c0s26-1) dz2

2 1 (V15/4~1T) sin28 cosd dxz

2 -1 (V15/4~TT) sin26 sing dyz

2 2 (V15/4~TT) Sin20 cos2¢ dx2-y?2
2 -2 (V15/4~TT) sin28 sin2é dxy



Représentations graphiques des orbitales s,p et d dans le
referentiel Oxyz :

« La représentation graphique des orbitales ainsi que leurs propriétes de

symetrie seront discutées enTD:

o

-
S ke

X dxy

? A+
.
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La probabilité de trouver I'électron dans un volume dv est
donnée par WY*Wdv.

o Le produit W*W définit la densité de probabilité de I'électron (ou densité
électronique) en un point de I'élement de volume dv.

o La probabilitée de présence de I'électron dans un espace compris entre
de spheres de rayons r et r+dr s’ecrit:

_[: oanlJ*nIleJnlerSinédrdéd¢ :[Rnl (r)]Zerrj: 0277[Y (9’ ¢)]23ma16d¢

nim

:[Rnl (r)]2r2dr = Pnl (r)dr

« Lafonction P (r) =r’[R,(n]? qui définit la probabilité de présence de
I'électron a la distance r du noyau est appelé fonction de distribution
radiale.
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N Pnl(r) Pnl(r) ‘

»
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3-Propriétés d’'un atome hydrogénoide :

La connaissance de la fonction d’'onde de I'atome
hydrogénoide permet de calculer les propriétés de ce
systeme.

a- distance moyenne noyau-électron:

Pour 'état fondamental de I'atome d’hydrogene, la
fonction d’'onde est :

wlszy%(%)slze_r/ao

La distance moyenne noyau-électron est donnée par:

F - j Llst(r)I' LIJls(r)dT



En remplacant WY par son expression :

r :7_11(%)1': 3g /e drjoﬂjomsinéblébw

o _4amr 1 [® 3 2r/aod
r=__ 3 I
7 s Jo F e

Compte tenu de la relation: | x" e dx =n!/an*1
on obtient :

rzgao

Ainsi la distance moyenne noyau-electron pour I'état
fondamental de 'atome d’hydrogene est égale a 1.5 a, (a,

étant le rayon de la premiere orbite de Bohr).
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L’expression generale de cette distance pour n et | donné
est:

r =—[3n ~1(1 +1)]

* |a distance moyenne noyau-électron de I'atome
d’hydrogene a I'etat fondamental est supérieure a la
distance la plus probable. Cette distance est égale au
rayon de la premiere orbite de Bohr.

« Ceci peut s’expliguer en examinant la courbe de la densité
de probabilité de la 1s qui n’est pas symetrique par
rapport a son maximum; une probabilitée de présence de
lélectron existe a des distance supérieures a 2a, la
distance moyenne sera donc tjs supérieure a la dlstance
la plus probable .
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b-Spectre d’'un atome hydrogénoide.

e Lorsque I'atome d’hydrogene passe d’'un niveau
d’énergie E, a un autre niveau E_,, il y a émission ou
absorption d’'un photon dont la frequence est définie par:

hv=| E, - E.| si n>m,il y a emission
si n<m, il y a absorption

 Compte tenu de I'expression de I'’énergie d'un atome
hydrogenoide, la relation précedente devient:

_Z°uet 1 1
hy=
2h2 (m2 n2)



Les valeurs possibles de I'énergie pour H (Z=1) sont :

Eev
-0.54 n=5
0.85 =4
15 \ A / n=3
PASCHEN
34 Yy v v (LR.) n=2
BALMER
(Visible)
-13.6 YV VVY > n=1
LYMAN
(U.V)
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e On définit le nombre d’'onde o du rayonnement eémis ou
absorbe:

V=C. O
ou c est la vitesse de la lumiere :

27'[22/19(1 1)
h’c ’

 Pour n>m

 Dans le cas de I'hnydrogene:

S

m N

avec R,=1.09 10’ m? constante de Rydberg.

=Ry
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Les spectres atomiques sont caracterises, non seulement
par les energies ou les fréequences de la lumiere absorbée
Oou emises, mais aussi par les probabilites de ces
phénomenes.

e Celles-ci sont fonction de l'intensité des bandes
observées.

e La probabilité d’une transition électronique de I'état i
défini par W,,(r,6,9) vers I'état j W_,...(r,0,p) est donnée
par la formule de Mulliken et Rielke :

fi= K AE;; p%;

K :constante dépendant du systeme d’unite
AE; est I'energie de transition

M; est ce que I'on appelle le moment dipolaire de
transition : p; =< WIZr, | ¥>

r, étant le rayon vecteur du vieme électron de I'atome.
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Les transitions pour lesquelles p; = 0 sont dites interdites,
les raies correspondant a ces transitions sont absentes
dans le spectre observe.

e Seules certaines transitions sont donc permises.

» Celles-ci ont des probabilités convenables et obéissent a
des regles appelees regles de sélection.

» Cesregles de sélection peuvent étre déduites en
considérant les intégrales :

< LIJn’I’m’IXI LIJnIm>

< LIJn’I’m’IyI LIJnlm>

< LIJn’I’m’IZI LIJnIm>
qui doivent étre nulles.
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Ces regles sont les suivantes :
Am=0,+1 et Al=x1 (aucune restriction sur n)

« Habituellement quand toutes les directions spatiales sont
équivalentes (pas de lumiere polarisée), on ne considere
gue la deuxieme regle : Al= %1 .

 Dans un atome hydrogénoide, seules les transitions
suivantes sont observées :

S2>p
P> S
p—-> d
d-> p
d-> f

e Toutes les autres transitions sont interdites et ne sont
pas observees.
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Les regles de sélections impliguent que les hydrogenoides
sont incapables de retrouver rapidement leur état
fondamental a partir de certains états excités.

e Ainsi la transition 2s =2 1s est interdite.

» Elle n’est possible que par une intervention extérieure ou
par une désactivation sans rayonnement résultant d’'une
collision d’atomes.

o Ces états excités ont de longue durée de vie, ils sont
appelés états metastables dont la durée de vie est de
10> a 10! s par rapport a 108,
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C-Moment magnétigue orbital- Moment magnétigue de

sSpin:
« Selon le modele de Bohr, I'électron se déplace sur une

orbite de rayon r avec une vitesse v.
 Le moment magnétique d’un tel circuit est :
u=S.I
ou | est l'intensité du courant et S |la surface de l'orbitale.

» | est égal ala charge de I'électron multiplié par le
nombre de tour par seconde :

|=-e w /21T = -e V/2TTR
or S=1 R2 et donc :
M, =TTR? (-e V/2TTIR) = -e VR/2 = -e m v R/2m
M =-(e/2m)L =-y L (1)
* L estle moment cinétique orbitale et y=e/2m est appelé
rapport gyromagnetique .



Au moment cinétique L de I'électron, correspond un
moment magnétique p donné par la relation (1) .

Les moments p et L sont de sens contraires .
Etant donné que :
ILI= AVI(1+1)
Il S’ensuit que :
| y, 1= -(eh/2m) VI(1+1)
La quantité eh/2m =pg est appelée magnéeton de Bohr .
Elle définit 'unité atomique de moment magnétique:
Mg = 9.27 102* A.m?

Dans de nombreux cas, on exprime le rapport y, /L sous
la forme :

U, /L =-g,Jg /h ou g est le facteur orbital

cours de chimie théorique.
N.Komiha



On en deduit que: U, =-0 Mg L.

Si I'on considere la projection du moment magnetique
sur un axe choisi (Oz par exemple) on obtient:

Mz = 0 Hp Lz
Sachant que la valeur propre associée a Lz est m, il
s’ensuit que la valeur propre associée a J,, est:

M= -9 Mg M

Cette expression définit les orientations possibles du
moment magnétique orbital p, .
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Par analogie avec le moment magnétique orbital, on définit
le moment cinétique de spin:

Hs =- 0. Mg S et pg 1= -(eh/2m) VS(S+1)

et Msz == s Mp Sz
ou g, est le facteur de spin,

Des données expérimentales et théoriques ont montré que g,
=2.00232 .

L’existence d’'un moment magnétique entraine une interaction avec
le champ magnétique.

L’énergie potentielle de cette interaction est :
E=—uB=-u.B.co¥/

ou B est le vecteur induction magnétique et 6 I'angle entre y et B.
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En supposant que la direction du champ B coincide avec
'axe Oz, on a:

M,=M cosO=x gug m

d'ou :

E=*gugm.B

Ainsi, en présence d’'un champ magnétique, I'énergie de
I'atome d’hydrogene depend aussi bien du nombre

guantique principal n que du nombre quantique m
(d’ou,d’ailleurs,le nom de ce dernier).
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CHAPITRE IV-METHODES DE RESOLUTIONS DE LA
CHIMIE THEORIQUE :

* Une resolution exacte de I'’equation de Schrodinger n’est
possible que dans les cas les plus simples (particule
libre, atome d’hydrogene,etc..).

» La plupart des problemes de la chimie quantique sont
résolus a I'aide de méthodes approchées.

* Les méthodes les plus importantes sont les methodes de
variations et de perturbations.
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N.Komiha



1-Méthode de Variations :

Elle est fondée sur le théoreme suivant :

Si H est I'namiltonien du systeme et E, la plus faible
valeur propre (c.a.d. I'énergie de I'état fondamental),

alors pour toute fonction normalisée WY on a :
<E>= |W*HWdT2E,
Démonstration :

La fonction WY peut étre développée suivant la base des
fonctions propres de I’hamiltonien :

W=>. ¢, W avec HW, =E, W,
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Considérons maintenant l'intégrale :
[W*(H-E,)WdT1=Y 3, c*c; [W* (H-E,) W, dt

=Y;| c2| (E-Ey)
. ‘ Ciz‘ étant toujours positif ou nul et E, étant par
hypothese la plus faible valeur propre (E,<E; Ui ) :

e JW* (H-E)) W, d120
etdonc <E>2E;
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N.Komiha



La fonction d’onde approchée y est dite fonction d’essai .

» Plus cette fonction d’essal est proche de la fonction exacte,
plus I'énergie obtenue a I'aide de cette fonction est proche
de la valeur réelle.

* Pour que la fonction soit plus ‘souple’, on y introduit
plusieurs parametres variables c,,c,..Cc, .

* Les valeurs de ces parametres sont trouvés en minimisant
I'énergie :

a<E>:Qa<E>:Qmﬁ<E>:

aC2 aCn

0

aCl
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Méthode variationnelle de RITZ :

* La fonction d’essai Y est exprimée sous forme d’'une
combinaison linéaire de fonctions approchees :

W= ZCi Wi
i=1

* C4,C,...,C,etant des parametres a faire varier .

* En substituant yp dans I'expression de <E> et en
considérant que y est normée , on obtient :

ZZdeI¢i*H¢jdr

<E>=_'

Z;dcjj¢i*¢jdr




>.2.cCH,

<E>=_'

ZZdQSj

j

avec Hij =] ¢,0H ¢;dt  élément de matrice de

I’hamiltonien.

et Sij =] ¢,0 ¢, dt élément de la matrice de

recouvrement.

La valeur minimale de I'énergie <E> est obtenue en
ecrivant les conditions de nullité des dérivées :

a<E>:O_a<E>:O 6<E>:

aC1 aC2 aCn

or <E>= U/V

cours de chimie théorique.
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o<E>_UV-VU -0 _
dc V? I

et donc:
2, C; (Hy- <E>S;) =0

Ce systeme d’equations linéaires et homogenes n'a de
solutions,autre que la solution triviale nulle, que si le déterminant
associe est nul :

|Hi - <E> S |=0

Ce déterminant est dit séculaire, il possede n racines E,,E,,..E..
La plus petite valeur correspond a I'énergie de I'état fondamental.
Les autres valeurs correspondent aux état excites.

Si on remplace E, par sa valeur dans le systeme d’équations, on
determine les coefficients de la fonction d’onde de I'état fondamental.

Les fonctions d’ondes des autres états sont déterminés de la méme
maniere.



2- Théorie des perturbations :

* On considere que I'hamiltonien est la somme de 2
termes:

un terme H, d’ordre zéro et un terme de perturbation P
(généralement moins important que H,).

» Les valeurs propres de H,: E,° et les fonctions propres
correspondantes: W, ° sont supposées connues:
HO L|Jn°: Eno LIJn0 (1)
* Le probleme est alors de déterminer, a partir des

solutions de H,, les valeurs propres E, et les fonctions
propres correspondantes W, de H:

H LIJn: En LIJn (2)
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Méthode de Rayleigh-Schrodinger:

Onpose: H=H;+AP (3) avec A petit
On développe en série de A les valeurs propres et
fonctions propres correspondantes E_, W,

E =E °+AE 1+A° E ?+... (4)

W =W +AW 4N WY 2+ (5)
On suppose, tout d’abord, que tous les états W, sont non
degenereés.
En reportant (4) et (5) dans (2),on a:

(Ho+AP) (W +AW 14N W 2+ )
= (E,°HAE N2 E 2+ ) (W PHA W AW 24 ©

cours de chimie théorique.
N.Komiha



Cette equation est satisfaite si les termes de méme
puissance de A sont égaux dans les deux membres:

H, W ,°=E°W,°

H, W ,1+PWY °=E ° W +EL W °

HO LIJn2+PLIJn1: En LIJn2+E1nLIJn1+ EanIJno (7)
Ho W +PW k1= E ° W K+EL W 1+ E2 W K2+ +EK W °

On suppose que les états propres de H, sont normalisés

et orthogonaux a tous les états aux differents ordres de
perturbations

<YW es=1 : <WiWis=1 :<WYOo|Wi>=1[]j (8)
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En multipliant a gauche par W % chacune des équations
précedentes et en intégrant, il vient que :

E° =< W IH, ¥ > énergie non perturbée

El =< OIPIWY _°> énergie de perturbation a
'ordre 1

E2 =< WY IPIWY 1> énergie de perturbation a
I'ordre 2

EX =< W CIPIY k1> énergie de perturbation a
I'ordre k

On voit que la correction a I'ordre k pour I'énergie
s’obtient par la simple connaissance de la correction a
I'ordre k-1 de la fonction d’onde.
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En sommant la série (4), 'énergie exacte s’écrit :

E =E °+AE 1+A% E *+...

=E °+A < W OIPIWY 0> +A2 < Y OIPIY 1>+,

= E A< W OP[IW > +A 1YW 1>+ A2 [P 2>+, ... ]
= E *+A < W PIY >

En incluant le parametre A dans P, on a:
E=E °+<WPOIAPIY >=<Y IHIY >

C’est une expression purement formelle car I'état exact
W n'est pas connu .
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Détermination de la fonction d’onde a I'ordre k :

e Multiplions a gauche par W°* = chacune des equations
de (7) et intégrons :

<Y OIHIW >+ < W OIPIY k1> =
E.°<W W >+ E 1< W OV K>+ + E <y O 1>

car E < WP _OlW 0>=0 du fait que W °etWP °sont
orthogonales .

« On note gque :
<Y OH W >=E_° <W _OIWY k> ce qui entraine que :

<P oW k>=1/(E,° -E,°) [< W, CIPIW k1>
-E < W LAW KIS+ + E <P 01 15 (12)



Or on peut écrire que :

K = icm\ o)
=1
m#n

avec .

Cm— <L|J°m LIJkn>

m #n par hypothese car :

<L|Jon LIJkn> = O
[k,

ce qui donne avec I'équation (12), I'état perturbé d’ordre k :
W= 2 ma ((E,° -E,°) [< WIPIW > @ 0]
-E < W 0P K> Y 0+ + E K< Oy 1>y 0 (13)
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Application a I'ordre 1 :

e L’équation (10) donne :
E =E °+ A< WP OIPIY 0> (14)
et I'équation (13) conduit a :

< OPL|JO> i
W, mZ == W.. (15)
et donc:
< oP o> O
W, =Y +1> W, (16)

= E-E.



Application a I'ordre 2 :

e L’équation (10) donne :

E2, =< Y OIPIY 1>

soit en tenant compte de (15):

(W °Pw°><w‘;PLu2>
E.=2 E-E.
et donc : 0 0 0 0
E, = EntA{ 2Pwi>+m§n<q}”“;?>_<;mw”>
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La fonction d'onde a l'ordre 2 est :

2 1 r 0
W2 EE—E2L<L'J”“

0

AW Wo) - EX(W,

)

W)

« Enremplacant W ! par sa valeur on obtient :

, (Wo P W) (Wi P Wty (Wh Pl W) (W)
= 0 0 - 0 02 ] m
VR E-E) E-E) HE-E) v
et donc:
OP 0
pioygreay L'”w LAY,

m#n (E - m#n



CHAPITRE V: ATOMES PLURIELECTRONIQUES

« L’hamiltonien exact pour un atome a n électrons est :

~h2 & 7e2

H=—">)"02- =
2m 3 Z;‘ [ ZZ

 Qu riest la distance du noyau au point de coordonnées

Xl,yi,zi affectée a I'électron i et rij la distance entre deux

électronsietj.

e Le premier terme est 'opérateur énergie cinétique, le
second l'opérateur energie potentielle d’'interaction des
électrons avec le noyau, le dernier terme est la repulsion
biélectronique.
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L’atome d’hydrogéne et les ions hydrogénoldes sont les
seuls systemes atomiques pour lesquels il est possible
d’obtenir des fonctions d’onde exactes par résolution
directe de I'equation de Schrodinger.

Pour 'atome a n électrons, la difficulté provient du terme
biélectronique dans I'expression de H.

Ce terme étant fonction des coordonnées des 2
électrons, la séparation des variables devient impossible
guelgue soit le systeme de coordonnées choisi.

|| est donc nécessaire d'utiliser des méthodes
d’approximations.
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1-fonctions analytigues approchées des O.A. :

a- 'approximation orbitale :

L’approximation orbitale consiste a ecrire la fonction d’onde
comme un produit de fonctions dépendant chacune des
coordonnées d’'un seul électron:

W irJl Pl
L’hamiltonien s’écrit comme une somme d’hamiltoniens
monoeélectroniques
H=2, h;
etl’énergie : E==),¢6
Hypothese des électrons indépendants: on neglige le terme
biélectronique dans I'equation de Schrodinger.
Les @i sont alors des fonctions hydrogénoides.




b- Modele a charge nucléaire effective .Orbitales de
Slater:
En anglais Slater Type Orbitale (STO) (1930).

Les O.A. de Slater sont les fonctions approchées les plus
utilisées:

Waim = N (22)™ L6 20Y(8, §)
ao

ou N=(2a)"™¥2[(2n!)]¥2 est le facteur de normalisation;
a=(Z-0)/n* est'exposant de l'orbitale

n* et o sont des constantes définies par des regles semi-
empiriques proposeées par Slater.

Les fonctions proposées par Slater ont la méme forme que
les orbitales atomiques de 'atome hydrogénoide.



Les fonctions de Slater sont solutions d’'une équation
radiale similaire a celle de I'atome hydrogénoide mais dans
laquelle I'opérateur énergie potentielle a la forme :

,(2- a) A% n*(n*-=1)
2m r?

V(r)=-g¢

 Lorsque les valeurs de r sont élevées, le second terme peut
étre négligé et I'expression précédente devient :

2 (2-0)

V(r)=-¢ r

o est la constante d’écran.

* Les valeurs propres ou énergie associées aux orbitales de
Slater sont données par :

me' (Z-0)° _ e, (Z- o)’ aa(Z-0)

E=-—— g |
2n” (%) (n)° (n*)°




Si Z-0 = Z* est définie comme la charge nucléaire effective
et n* comme le nombre quantique principal effective, cette
formule coincide avec I'expression de I’énergie pour un
hydrogénoide .

o L’évaluation de o et n* se fait selon les regles de Slater:

« 1) la valeur de n* est liee au nombre quantique principal
de la facon suivante :

e Pourn=1,2,3,4,5,6
n*=1, 2, 3, 3.7, 4, 4.2 respectivement.

* Les constantes d’écran o sont calculées de la facon
suivante:

Les orbitales sont classees en groupe de Slater:
(1s) (2s2p) (3s3p) (3d) (4s4p) (4d) (4f) (5s5p)....
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La valeur de o pour une orbitale donnée est égale a la
somme des contributions de chaque e- pris isolément .

Chaqgue électron voit le noyau écranté par les autres
électron.

Les contributions sont les suivantes :
a) O pour tout e- des groupes extérieurs ;

b) 0.35 pour les e- du méme groupe, autre que l'e-
consideré. Pour le groupe 1s,cette quantité est égal a
0.30;

c) pour les électrons s et p :0.85 pour chaque e-
appartenant a la couche (n-1) immeédiatement inférieure
a I'e- considére et 1 pour le e- des couches plus
profondes;

d ) pour les e- d ou f :1 pour chague e- des groupes
Internes, méme s'ils appartiennent a la méme couche.
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Exemple : atome de carbone

* (1s?) (2s* 2p?)

« 0=0.30 Z=6-0.30=5.7 pour les e- 1s

o Z=6-3x0.35-2x0.85=3.25 pour les e- 2sp
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3-Niveaux d’énergie des atomes polyélectroniques:

Les calculs et I'etude des spectres atomiques montrent
gue les énergies des O.A. sont fonctions non seulement
du nombres quantiques n mais aussi du nombre
guantiques orbital .

L’éclatement des niveaux pour n donne est provogué par
la répulsion entre électrons.

Pour I'hydrogene, 'orbitale 3d est placée plus bas que
4s alors que pour 7< Z< 21, c’est l'inverse qui se produlit.

Pour Z>21 , I'orbitale 3d se retrouve a nouveau inferieur
a 4s.

Le classement des niveaux se fait suivant les regles de
KLECHOWSKY :

1s<25<2p<3s<3p<4s<3d<4p<5s<4d<5p<6s
<4f<bd<6p<7s<o6d



4- Configurations électronigues des atomes
polyélectroniques:

Le remplissage par les électrons des niveaux d’énergie
est soumis au regles suivantes :

1°) le remplissage des orbitales atomigues par les
électrons se fait dans 'ordre croissant de I'énergie.

2°) selon le principe de Pauli, chague orbitale atomique
caractérisee par les nombres quantiques n,l et m ne peut
contenir plus de 2 électrons.

3°) les O.A. a | et n donnés sont remplies de telle sorte
gue le spin total soit maximum: un nombre maximum
d’orbitales a m different doit étre remplies: regle de
HUND.

cours de chimie théorique.
N.Komiha



5- Etats des atomes a plusieurs électrons :

Pour une configuration a couches completes, les
électrons ne peuvent étre repartis dans les orbitales que
suivant un ordre unique:

ex : Ne : 1s2 2s2 2p®
Par contre, pour une configuration a couches

iIncompletes, il existe plusieurs réepartitions possibles des
électrons sur les différentes orbitales :

Ex: C:1s?2s?2p?

Rl EEE
i




au total il y al5 arrangements possibles

pour les e- p. A chacune de ces configurations
correspond un déterminant de Slater

De telles fonctions sont des fonctions propres de L2 et
L. (moment cinétique de chaque électron).

L’addition des moments cinétiques permet, a partir des
fonctions precédentes, de construire des combinaisons
linéaires qui sont fonctions propres de L2 et Lz.

Ces fonctions sont aussi fonctions propresde H (H a
approximation centrale ou H exact avecl/rij ).

On montre facilement que les composantes L,; ne
commutent pas avec H mais que par contre Lz commute
avec H.

D’autre part, puisque H ne contient pas de variables de
spin, il commute avec S? et Sz.



Finalement on a un ensemble complet d’observables qui
commutent: H,L?2,Lz,S? et Sz.

* Pour caractériser les états d’'un atome a plusieurs
électrons, on utilise les valeurs propres de ces
opérateurs, soit :

eE ,L,M_ ,S, Mg
Le nombre quantique orbital total L est défini par:

> Li (somme des moments orbitaux de chaque
électrons)

L ne peut prendre que des valeurs positives
entieres non nulles.

Pour les couches complétes(s2,p®,di®) L=0;

o || suffit donc de ne considérer que les électrons
des couches incompletes .
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Par analogie avec la notation relative aux orbitales
hydrogénoides, les éetats sont désignés comme suit :

PourL=0,1,2,3,4,5
onadesetatsS,P,D,F,G,H respectivement.

Le nombre quantique total de spin S est trouve a l'aide
de regles similaires aux precedentes.

S étant nul pour les couches completes, le spin total
n'est défini que par les electrons des couches
incompletes.

Le nombre quantique total de spin S peut prendre les
valeurs: S=N/2,N/2 -1 N2 -2,....,1/20u0

N étant le nombre d’e- de la couche incomplete.

Suivant que N est pair ou impair, S est entier ou demi
entier.
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Les nombres quantiques M, et Mg peuvent prendre les
valeurs :

e -LSM S+L soient ( 2L+1) valeurs
M =L,L-1,..-L+1,-L
e Deméme -SsMgs+S

Mg=S,S-1,....,-S+1,-S soient ( 25+1) valeurs

cours de chimie théorique.
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Couplage spin-orbite :

Les 2 moments cinétiques totaux de I'atome, moments
orbital et de spin, ne sont pas indépendants 'un de
I'autre.

L’interaction des champs magnétiques engendres par
ces moments est dite interaction ou couplage spin-
orbite.

Elle est a I'origine de ce que I'on appelle : la structure
fine des spectres atomiques.

Pour un atome hydrogénoide, en raison de la relativité
du mouvement, au lieu de considérer que c’est I'électron
gqui se meut autour du noyau , on suppose gque c’est le
noyau qui est en mouvement autour de I'e- avec la
méme valeur de la vitesse.

cours de chimie théorique.
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Le mouvement du noyau chargé positivement crée a la
position de I'e- un champ magnétique B de la forme :

—_— .

B=E v

ou E est le champ électrique, a la position de I'électron,
donné par la formule:

—  Zer

E :?

L’énergie de couplage spin-orbite est donnée par
I'interaction du champ magneétique B avec le moment
magnétique de spin uS de I'électron :




En tenant compte du fait que :

— e — -
ﬂ -7 S ! D — E
m m
on obtient ;
e - Ze2(r [ E)S _ e (Eé) A(L S)
2mar 2mer’
étant donné que S L L
L=rlp

le facteur %2 est introduit dans I'expression de E¢, pour tenir
compte des effets relativistes.

A est appeléee constante de couplage spin-orbite.

cours de chimie théorique.
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L’hamiltonien total de I'atome s’écrit alors :
Hio= H + Hgo

* Un calcul rigoureux de I’énergie de couplage spin-orbite
nécessiterait le calcul des fonctions et valeurs propres
de H, .

e L’énergie de couplage spin-orbite est petite par rapport a
la difference d’énergie entre 2 niveaux, la théorie des
perturbation peut donc étre utilisée.

* Ainsi pour les atomes de 2eme période, cette energie
est de I'ordre de 102 a 103 eV alors que les écarts
d’énergie entre les niveaux est de 2 a 10 eV.

cours de chimie théorique.
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Au premier ordre de perturbation, I'énergie de couplage SO
est donnée par :

Exo = [W* HoWdr = [ W*[3 A(r)L.S]Wdr
o W étant fonction propre de 'lhamiltonien H.
e En utilisant la relation :
(L+S)2=L2+S2+2LS
on a:

Ew =1/2] W[ A(r)[(L +S)?- L2~ S2]Wdr

e On voit donc que I'énergie SO ne depend pas seulement
des moments orbitaux et de spin mais aussi de leur somme.

cours de chimie théorique.
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Introduisons le moment cinétique total 3 = E +:§

» L’opérateur H,,, commute avec J? et Jz ; les fonctions
propres de H,,, doivent donc aussi fonctions de J? et Jz.

» Les valeurs propres correspondantes étant J(J+1) et M;;

* Le nombre quantique J prend les valeurs entieres ou demi
entieres :

« |L-S|<JsL+s

J=L+S L+S-1,...,L-S+1, | L-S|

lorsque L>S , on a(2S+1) valeurs de J

et lorsque L<S, on a (2L+1) valeurs de J .
* Le nombre quantique M, prend les valeurs :
J<M;=+J MI=J,J-1,3-2,...,-d+1, -
soit (2J+1) valeurs .

cours de chimie théorique.
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On peut donc écrire que :

[(L+S)2-12-S21WY=[J2-L2-S2]V¥
=[J(J+1) —L(L+1) =S(S+1)] W
L’expression de I'’énergie de couplage spin-orbite est
donc :
Eco =% A[J(JI+1) —L(L+1) —-S(S+1)]

A étant une constante caracteristique de I'état
électronique considere, elle est fonction de L et S mais
pas de J.

L’approche utilisée ici n’est justifiee que si I'interaction
SO est faible.

Ce couplage est appelé couplage Russel-Saunders ou
couplage LS
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N.Komiha



/-Termes spectraux des atomes polyelectroniques

Les données experimentales obtenues par
spectroscopie et les resultats de calculs theoriques ont
permis d’établir des regles generales de classification
des états atomiques.

On appelle terme spectral un état energétique détermine
de 'atome .

Les termes sont classés dans I'approximation LS suivant
les valeurs des moments orbitaux, de spin et total .

cours de chimie théorique.
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Un terme est désigné de la maniere suivante:

« En haut a gauche est indiquée la multiplicité 28+1X
de spin de I'état. Les difféerents états sont J
appeles :

singulet si S=0 et 2S+1=1,
doublet si S=1/2 et 25+1=2
triplet S=1 et 25+1=3
quadruplet si S=3/2 et 25+1=4

« X=S,P,D,FG..SiL=0,1,2,3,4 respectivement.

 En bas a droite est indiquée la valeur de J.
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Pour une configuration electronique donnée, il peut exister
plusieurs termes.

Le classement des termes suivant leur énergie est
donné par les regles de HUND:

1°) le terme de I'etat fondamental (plus basse énergie)
est toujours celui de plus grande multiplicité.

2°) pour des termes de méme multiplicite, le plus stable
est celui dont la valeur de L est maximum.

e 3°) pour la méme valeur de S et L, le terme le plus stable
est celui de J minimum si les couches de la configuration
électroniqgue sont moins gu'a demi remplies et J
maximum dans le cas contraire .

cours de chimie théorique.
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Pour déterminer le terme de I'état fondamental d’'un atome,
on peut procéder de la facon suivante :

« Ecrire la configuration électronique des couches
iIncompletes de 'atome

* Les électrons sont rangés dans les cases quantiques de
maniere a obtenir les valeurs maximales de SetlL :le
nombre de spin non apparies doit étre maximum , les
cases de m de plus grandes valeurs doivent étre
occupées.

e M, estla somme des nombres quantiqgue m pour chaque
e- . La valeur de M, détermine L.

« La multiplicité du terme est déterminé par le nombre
d’électrons non apparies.

* Le nombre quantique J est obtenu a partir de la 3° regle
de HUND.
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Exemples : I'atome d’oxygene : 1s? 2s? 2p*

La couche incompléte est 2p* :

Ty !

+1 0o -1
M, =1 etdonc L=1 état P
Mg =1 donc S=1 étattriplet 3P
J=0,1,2 donc ['état fondamental est P,

atome de chrome : (cceur)3d°4s!:

AR EERE

ML=0 , L=0 et S=3 2S+1=7 et J=0 I'état est ’S..



Exemple le carbone : 1s22s? 2p?

Il existe 15 configurations possibles ayant
chacune une valeur de Ml et Ms .

On n’écrit que les états conformes au
principe de PAULL.

On détermine le Ml maximum =2,L=2 qui
apparait avec un Ms max=0,5=0

Nous avons un état 1D de dégénérescence
=(25+1)(2L+1)=5,

Parmi les configurations qui restent:

Ml max=1, L=1

Ms max=1, S=1, nous avons donc un
,dont la dégénéerescence=9.

Il reste une configurations correspondant a
un1S.

Il est possible de déterminer tous les termes correspondant
a une configuration.

14 0 1 M Ms
1
Ty 21 0 B
il o| 0 D
ti| 21 0 D
t |t a4t
Pl 1 o D
vt 1 0
vl v al -1
A + | o] 1
¥ 7 ol o S
| 6] O
v |0 1
T+ o 1
FI v 0 1D
v I Y] 0
v v 1 -1




Les regles de HUND permettent de déterminer la stabilité

des termes obtenus:

3P plus stable que 1D lui-méme plus stable que *S.
Les valeurs de J pour le terme °P sont 2,1 et O .
L’ordre des termes est donc :

3Py < 3P <3P,

Pour les termes 1D et 'S J=2 et J=0 respectivement :

La figure suivante donne le classement relatif des
differents termes du carbone :

E 4
1S 1
................................ SO
D 1D,
................ 3p,
3p g
e 3Py

Sans couplage LS 3P, Avec couplage LS



8-Moment magnétigue d’'un atome polyélectronique

Action d'un champ magnétique .

« Comme pour I'atome d’hydrogene, on introduit les
notions de moment magnétique orbital et de spin:

—_—
—_—

1=—-yL = —2y§

 Le moment magnétique total est la somme des
moments magnétigues de spin et orbital:

IL/J:,UL+ILIS

« Ce moment peut étre écrit sous la forme :

==

e ( est appelé facteur de Lande:
N J(J+1)+S(S+1)-L(L+1)

=1
J 2J(J +1)




Déemonstration:
My = L+ Us
or

,TJJ = —yE—Zyéz —y(E+2§)

multiplions et divisons le second terme de cette éguation
par: J* =731

ouisque: J=L+S
LI =02 +12-(J-L)?2=J2-12-S
2SJ=J2+S2-(J-9)?=J2+S2-?

cours de chimie théorique.
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—_—

=7 [(1/2(3%+ 12 =S?) +(I* +S* - L7)] :
o= 2P0t e s -1
fho = _23/?[232 +(J2+ S - 1?)]
ZIJ _ —y3[1+ J(J +1) +;]((iili)— L(L +1)]
;;J = —}93 CQFD

cours de chimie théorique.
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Action du champ magnétigue

Les termes atomiques dépendent des nombres quantiques L, S et J
mais pas de M, , autrement dit chaque terme est (2J+1) fois dégenere
selon J.

L’'action d’'un champ magnétique entraine une levée de
dégeneérescence et I'énergie du terme dependra du nombre M;.

L’interaction du moment magnétique avec le champ B est donné par:

Ei =—u.B=+)gJ.B
Si le vecteur B est dirige suivant Oz, 'hnamiltonien correspondant
s’ecrit :

Hi = +)gJ.B = jgJzB

En tenant compte de l'interaction spin-orbite et de I'interaction avec le
champ: H,,,= H+ Hggy + Hi



Si le champ magnétique est faible, I'énergie d’interaction
des moments magnétiques orbital et de spin est inferieure
a leur interaction mutuelle.

La theorie des perturbations peut étre utilisee.

Au premier ordre , I'énergie d’interaction Ei s’écrit :
Ei=yg<W|Jz|W>B
Ei=ygM;RB=gM,;B g

avec —-J £ M; = +J

L’énergie totale d’un état electronique est:
Etot=E + Eo, +g M, B g

Le champ magnétique leve donc la dégénérescence

selon M;.

La separation des niveaux est proportionnel au champ.

Chaque niveau est décomposeé en (2J+1) niveaux.

cours de chimie théorique.
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np2

Exemple : (np?)

niveaux d’énergie:

180
1S

D

3p

SPO

Avec S.O.
Sans 1/2n2 Avec 1/2n2

Avec B

=N

[

[

=



L’éclatement des niveaux d’énergie par un champ
magnétique est dit effet Zeeman.

e Exemple : atome de Na (Z=11) 1s2 2s2 2p® 3s?
o Structure en doublet du spectre de 'atome de Sodium:

JROPRLY ...,..,....... ....... /
/

........................................ .
................. i

1/2

2 .........................................
P 1/2 ........................

-1/2

N~

1/2
-1/2

B=0 B
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Dans un champ magnétigue intense

I'énergie d‘interaction du champ avec les moments
magnétique orbital et de spin est supérieure a I'énergie
d’interaction mutuelle des moments.

Le couplage LS est alors rompu, I'énergie d’interaction
avec le champ magnetique est alors :

Ei = (M +2Mg) B g

L’effet de décomposition des raies spectrales par le
champ magnétique est dit effet PASCHEN-BACK.
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ETUDE DE LA MOLECULE

cours de chimie théorique.
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I-La Liaison chimique

 En premiere annee, I'étude de la géometrie
moléculaire a été faite a 'aide des 2 méthodes:
VSEPR et I'nybridation.

 Dans ce cours, nous allons introduire les
élements qui nous permettront d’analyser les
structures et la réactivité des molécules en
termes de charges, d’indices et d’énergie de

llaison.
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lI-Les differentes approximations

e a- 'approximation Born-Hoppenheimer (BO)
Pour une molécule de n électrons et N noyaux,
I’lhamiltonien s’écrit:

n-1_n N-1 N

‘ZH(')+ZZJ/HJ+ZZZ| Z3Ir13

i=1 j>1 =1 j=1
H(I) opérateurs monoélectroniques (énergie
cinétigue et attraction électron-noyaux)

1/nj et 1/r,; repulsions interélectroniques et
internucleaires

cours de chimie théorique.
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e L’approximation B.O. consiste a considérer le
dernier terme constant en supposant les noyaux
fixes par rapport aux électrons beaucoup plus
rapides. On ne tiendra compte de ce terme
gu’apres avoir résolu le probleme électronique.

cours de chimie théorique.
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b-Hypothese des électrons indépendants
H=3; h; "

h, & (1) ®,(1)= €, ®,(i)

h, €M est choisi en fonction du probleme ou de la
precision souhaitée.

Cette approximation entraine que la fonction
d’onde s’écrive comme un produit antisymétrise
de fonction monoélectronigues:

W=(1,2,3..)=1/-/n!

cours de chimie théorique.
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f1(1)f2(1)..fn(1)
f1(2)f2(2).. ...

fin) ... ... fn(n)




c- Approximation LCAO-MO

 On propose une expression des spin-orbitales,
ou orbitales moléculaires, qui utilise les resultats
obtenus pour les atomes:

P =2C; X,

 Connaissant les expressions des OA, les
coefficients sont déterminés par variation.

e L’énergie de la molécule s’exprime en fonction
de 3 intégrales: a,3 et S (coulombienne,échange
et recouvrement).

cours de chimie théorique.
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L’intégrale de recouvrement S

Elle permet de décrire I'état de liaison
entre 2 atomes ou 2 orbitales A et B:

Si S, est positif : etat liant
Si S,g nul @ état non liant
Si S,g negatif: état antiliant

cours de chimie théorique.
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Intégrales coulombienne et d’échange
Ces intégrales representent des énergies;
a et 3 sont toujours négatives;

O, peut étre corrélée a I'electronégativité de A
ou a I’énergie de I'atome, calculée avec la
methode de Slater;

Bag €st proportionnelle au recouvrement S,g.

cours de chimie théorique.
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IVV-1a liaison homonucléaire

En utilisant 'approximation LCAO-MO et la
méthode des variations on obtient le
déterminant séculaire suivant:

a,-E Bag-ESas
Bag-ESas QA-E =0

dont les solutions sont:
E =(0a+ Bag )/ (1+Spg) €t Ex=(a4-Bag )/(1- Spg)

cours de chimie théorique.
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La résolution des equations seculaires
permettent de déterminer les OM:

* D =(2(1+S,p)) VA Pp+Pg}
o et ®,=(2(1-Spp)) M Pp-Dp}
* On représente cela sur un diagramme d’'OM

Ha

S>0

H, Hb

cours de chimie théorique.
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Le recouvrement peut étre négligé devant 1
mais doit étre le plus grand possible pour
gue la liaison solit stable:

E;=(0p+Bag) €t Ex=(0a-Bag)

O, =1N2{D,+D}
On voit ici 'importance de I'intégrale B,g

° Eliaisonzz(aA_l_ BAB )'2 aA:2 BAB

cours de chimie théorique.
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V- liaison hétéronucléaire

Le déterminant séculaire est:
a,-E Bag-ESag
Bag-ESps Og-E =0

Les solutions sont :
E.= a-A et E.= a-A

avec a= (0,+ 0g)/2 et A= ((0 - 0g)2+4 [(2,5)12/2

cours de chimie théorique.
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Le diagramme d’OM est:

\
\
\
GA Q*’ ............................................ \ e O
>+© GB
S>0
____________________ A ______________________________________B__________________________________;
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VI-Méthode de Huckel

Pour les systemes plus complexes, plusieurs
methodes:

La méthode des fragments non étudiée ici.

Nous nous intéresserons a la méthode de
Hickel

cours de chimie théorique.
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a- hypotheses de base et méthode de
résolution

* Avec cette méthode, on n’étudie que le systeme
1 de molecules planes et conjuguees,;

o Separation des électrons o/T;

o Utilisation de I'approximation LCAO-MO sur la
base des orbitales atomiques npr,
perpendiculaire au plan de la molecule.

cours de chimie théorique.
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Les OM s’ecrivent : CD"i :Zni:]_Cir Xr

* Avec une OA x,=npTt par atome contribuant au
systeme Tt

e Les energies des OM et les coefficients sont
déterminés par variation.

* Les calculs conduisent aux n équations
séculaires:

2"._,C.(hrs-el Srs)=0
et au déterminant séculaire: | hrs-ei Srs|=0

cours de chimie théorique.
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Hlckel fait les approximations suivantes:

« H,=a, dépend de l'atomer

-
« H. =B, Intégrale d’échange

e 5.=0. symbole de Kroneker

cours de chimie théorique.
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La stratégie est la suivante:

S’assurer de la planéite de la molécule;

identifier les OA participant au systeme Tt et
déterminer le nombre d’'électrons 1t

ecrire le déterminant séculaire:

calculer les n valeurs de I'énergie Ei en fonction
de a et 3;

Introduire une a une des valeurs des Ei dans les
équations séculaires pour calculer les
coefficients des OM.

Nous allons illustrer cela par des exemples.

cours de chimie théorique.
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Détermination des energies du systeme Tt
de la molécule d’éthylene

Les 2 orbitales 2pz des carbones sont
orthogonales au plan de la molécule;

le déterminant séculaire s’écrit:

a-E B-ES

B-ES a-E =0

Les énergies possibles du systeme Ttsont:
E.=a+f et E,=a-p3

cours de chimie théorique.
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Détermination des OM de I'éthylene

e ®,=Cc,P,+ C, Py

On remplace E par a+3 dans les équations
séculaires:
| cyo-(o+B )]+c, B=0
¢, B+c,la-(a+f3)]=0
on en déduit que c,=c,
et en utilisant la condition de norm
2 C*=1; on obtient les OM n-a-s %
O, =1N2{P,+D}
puis ®,= 1V2{D,-Pg} pour  m=e

cours de chimie théorique.
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Cas du radical allyl

— a-141p
M@ i L i ]
1. 84 F=2  §8L
ta 2 ks
4—1’__&+1.41ﬁ
EG)=tlm+ L4l f)= 224 202 5
5 A
x—14148 e — _
-+ 4
o+ 1418 44— % 44—
C R A
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ec—E [
Pooo-
0 f
0 0

Cas du butadiene

x 1 00
1l x 110
p—i p—i I:I
11 x1
E &
101 x
o168 b | ——
o618k | — g
o+ 618 B ﬁ_ﬂz
o 618 B .
+
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Etude de polyenes lineaires C H, .,

a+f |

a+2p3

_______________ ——
4
o— |
- oI ITme
C2H4 C3H5 C4H6

cours de chimie théorique.
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Remarques:

Si n est pair, on a n/2 OM
liantes et n/2 anti-liantes:

si n=m+1, on a m/2
liantes, m/2 anti-liantes
et 1 non liante .

Les énergies liantes et
anti-liantes sont
symétriguement
distribuées par rapport a
a.

Les OM successivement
symétriques et anti-
symétriques.

Quand n tend vers c on
a une infinité de niveaux

compris entre a+23 et a-23



Etude de cycles plans C H,

|| existe une technique simple: le cercle de Frost:

0,44 _'.,_

H_#i— -&*— | |
i X v I15F _ﬂ_ hﬁ

-2 fi — r-"_':' 2 —— .._. 00
it W, i T T f“ : y :
.:_ ol 1—u¢.l ’ .- o i

C3H3+ C4H4: C5H5_ C6H6 C7H7+

e Les cycles sont plans et stables si les niveaux
liants et non liants sont occupés (critere
d’aromaticite).
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N.Komiha



Méthode de Hoffman

Cette methode est aussi appelée EHT (Extented Hlckel
Theory);

Methode qui a beaucoup de succes en chimie
organigque, organo-métallique et chimie du solide.

Méthode qui étudie les électrons o et T;

Cela implique une augmentation de la dimension du
déterminant séculaire et des calculs plus compliqués.

Exemple: pour le butadiene, 4 orbitales en Hickel et 22
en EHT.

cours de chimie théorique.
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Calculs des differents termes du
déterminant séculaire

 Termes diagonaux déterminés a partir des
potentiels d’ionisation expérimentaux:

* Ex:pourle C:a,;=-21.4eV ay,=11.4eV
e Les termes non diagonaux sont donnés par
I'expression empirigue:
Brs= K(a, +a,) Srs

K=1.75 et S, est le recouvrement calculé en base de
Slater

Les calculs trop fastidieux nécessitent I'aide des
ordinateurs

cours de chimie théorique.
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Chapitre Vl:Introduction aux theories de la
reactivite
* Une réaction chimique peut étre symbolisée par:
R — P
* Pour passer de I'état initial a I'etat final les

molécules empruntent un chemin appelée chemin
réactionnel qui differe selon le cas:

Etat de transition

Diagramme d'état de transition A 3 _' :i
e+ \ [ |
- \ A
[adermddialre
Fkschome]
i .
i = : AG G
Chemin réactionnel

cours de chimie théorique.
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Controle thermodynamique et contrOle

e Selon le chemin réactionnel, plusieurs produits

sont possibles:

AGT I|I \ J'fﬂl"ul

L
L
| Reactif |

L B
Produit
thermodynamigue

cinétigue

¢
AAG” E
L

L

VG,

| IIl:.E.l_ | . |1
| Produit L

| cinétigue

reachfs

-

LR
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Prevision de la réactivité a partir des
propriétés moléculaires

|| est difficile d’étudier une reaction tout le long
du chemin réactionnel mais la réactivité peut
étre prevue a partir des indices statiques et
dynamiques des molécules; en utilisant la
neorie des orbitales frontieres (décrites ci-
dessous) ou la théorie des fragments non
étudiée dans ce cours.

o o

cours de chimie théorique.
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Indices statiques de réactivité

Indices caractérisant la molécule isolée:

-
Q= z I 5
J

Charge nette: Q,= N,-g, ou N, est |le nbre
d’electrons Ttapportés par I'atome r au systeme.
Indice de liaison: e =Znpe,c;

3

Ces indices permettent de définir les sites
réeactifs

cours de chimie théorique.
N.Komiha



Indices dynamiques de reactivité: Energie
de localisation(de conjugaison)

|l caractérisent la reponse d’'une molecule a I'approche
d’un réactif; par exemple, la localisation de 2 électrons
du nuage Ttsur un atome pour former, avec un reactif
électrophile, un composé d’addition.

e L’énergie de conjugaison est aussi une grandeur
Intéressante, elle traduit la stabilité de la molécule, elle
est la difference entre I'énergie du systeme et celle du
systeme hypothétique ou les liaisons sont
localisées.(=0.472[3 pour le butadiene).

« L’énergie de résonance est obtenue par différence
d’énergie de I'annulene (cyclique) et celle du systeme
lineaire de méme dimension(= 3 pour le benzene). Si
elle est negative, le systeme est aromatique (benzene)
sinon le systeme est anti-aromatique (cyclobutadiene=-

cours de chimie théoriq
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Théorie des orbitales frontieres.

« Dans le cadre de cette théorie, la réactivité est
réegie par I'équation:
AE, 0 svl (Sho gv)?(€°Ho€%RY)-

e Lors de lI'interaction entre 2 molécules, les
orbitales a considérer sont la HOMO de 'une et

a LUMO de l'autre, choisies de telle sorte que

'ecart énergetigue qui les sépare soit le plus

petit possible et le recouvrement maximum.

e Sicet ecart reste grand, on a un controle par les
charges, s’il est petit on a un controle frontalier.
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Régiosélectivité, stéréoselectivite

* En cas de compétition entre 2 sites réactifs: on
doit avoir I'interaction frontaliere la plus forte:

* Ainsi l'attaque d’'un reactif nucleophile se
produira préféerentiellement sur le site ayant le
plus gros coefficient dans la BV.

* alors que l'attaque d’un
. . v reactif electrophile se
fera sur le site ayant le

HO —H— y

plus gros coefficient
~+4  Hodans la HO.

nucléophile electrophile
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Reactions concertees

e Les formations des liaisons se font au cours de
a méme étape elementaire, il faut pour cela que
e rapport des signes des coefficients soit le
méme pour les liaisons qui se forment.

g A— 1Y
1A — O

Réaction concertée

LUMO

HOMO

Orbitales frontieres dans la réaction Diels-Alder éthyléne-butadiéne, les 2 couples
HOMO-LUMO sont énergétiquement équivalents

cours de chimie théorique.
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Reéaction non concertée

« Addition de 2 molécules d’ethylene

3 -

o Il
Fecouvrament en phass 1 FEecouvamenlt e plhass
]

uLg "k

Recocuvresand Frondalser mon soal

Réaction concertée photochimique,

Réaction non concertée thermique ’ o
'une des molécules est excitée

cours de chimie théorique.
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Symeétrie des molécules, regles de
Woodward - Hoffman

 Regle de conservation de la symétrie des
orbitales lors d’'une réaction.

* Regle de non croisement: 2 orbitales de méme
symeétrie ne peuvent avoir la méme énergie.

o lllustration: cyclisation du butadiene:

~ oo p F ———C Gan 3 ; ' -,
“ 3l = g = <R = o el
| -F H i e . o — -':i'-_gl'.__ I |': L]EI |i! :i — —— ':" 'ﬂ_:._.l T
4488 7 - 3R - CHM - = 1
e T s v A == = e
Processus disrotatoire Processus conrotatoire
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» Cette réaction est connue pour se faire
thermiguement de maniere conrotatoire
(symetrie par rapport a un axe, processus
favorable) ou photochimiquement de maniere
disrotatoire (symétrie par rapport a un plan).

cours de chimie théorique.
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Sélectivité des réactions Diels-Alder

 Regle d’Alder: la vitesse d’'une cycloaddition
croit si I'un des réactifs est enrichi et l'autre
appauvri en electrons.

e Lorsqu’un polyene est substitué par un groupe
donneur sa HO et sa BV ont des energies plus
hautes que celles du systeme non substitue.

* Au contraire la substitution par un groupe
attracteur baisse I'énergie de ces orbitales.

cours de chimie théorique.
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Cycloaddition acroléine methoxybutadiene

e Systeme non e Systeme substitué
substitué (Réaction favorisée)
- BV
BV X BV

— BV

o~

éthyléne

butadiéne HO H

cours de chimie théorique.
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Régiosélectivité

O-Me i O-Me
=" - :
050 cZ CN 0-Me
~0.23 |
S ” CN
0.66 - minor
0.60 major

2 produits possibles, la regiosélectivité ne parait pas étre
gouvernée par 'effet sterique.

En effet le produit majoritaire est le plus encombré.

En conclusion, une fois le couple HO-BV déterminé,

la régiosélectivité est determinée par l'interaction entre

les atomes ayant les plus grands coefficients dans ces OF.
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CONCLUSION
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Avec les méthodes guantiques, on a acces a un ensemble
de grandeurs qui aide a €élucider la structure électronique
de systemes chimiques.

Les concepts d’eénergie orbitalaire, de recouvrement, de
charges atomiques, d’ordre de liaison et de valence
permettent d’interpréter et de comparer la solution SCF en
termes d’'idées bien connues de tous les chimistes .

Il ne faut, cependant, pas oublier qu’en chimie quantique,
certains de ces concepts sont définis a I'aide de formules
arbitraires non vérifiables expérimentalement.

lIs peuvent étre utiliseés pour étudier I'évolution d’'une
proprieté dans une série de composes mais leur valeurs
absolues doivent étre interpretées avec circonspection.
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