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Contenu du module'

e Partie 1 : Evaluation de performances
— Simulation a événements discrets
— Chaines de Markov
— Files d’attentes

e Partie 2 : Ingénierie du trafic
— Notions de trafic
— Disciplines d’ordonnacement du trafic

— Mécanismes de controle de trafic et controle de congestion




‘Evaluation de performances'

e Objectif: Calculer les indices de performances d’un systeme
informatique. Par exemple: débit, temps de réponse, taux de
perte, taux d’utilisation ...

e (Quand : en phase de conception et d’exploitation pour :

— Comparer différentes alternatives (architectures, algorithmes de

routage, ...)

— Dimensionner le systeme, cad, déterminer le nombre et la taille

des composants pour répondre aux objectifs fixés

— Améliorer les performances d’'un systeme existant

Les systemes étant colteux, il faut prédire leurs performances

avant de les construire ou de les modifier




‘Comment évaluer les performances d’un systéme?'

Les techniques utilisées pour 1’évaluation de performances sont :

e Les méthodes analytiques : on modélise le systeme grace a un
formalisme mathématique (réseaux de files d’attentes, chaines de
Markov, ...) et on calcule les indices de performances par des

formules analytiques ou des méthodes numériques

e La simulation : on reproduit 1’évolution du systéeme par un
programme informatique et on estime les indices de performances

a partir des résultats observés

e Les mesures : sur le systeme réel ou sur des prototypes




Techniques d’évaluation de performances: avantages et inconvénients (1)

e Les méthodes analytiques :

- peu de modeles qu’on sait résoudre simplement de facon exacte,

complexité numérique élevée pour les modeles Markoviens
+ résultats sans incertitude, résultats paramétriques

+ les formules analytiques sont peu cotliteuse en temps de calcul

o La simulation :

- une simulation n’est qu'un déroulement possible, les résultats

(estimations) sont fournis avec une incertitude statistique
- les temps d’exécution peuvent étre tres importants

+ on peut simuler des modeles complexes, plus réalistes que ceux

que 'on peut résoudre analytiquement




Techniques d’évaluation de performances: avantages et inconvénients (2)

e Les mesures :
- technique tres cotliteuse et n’est pas toujours possible
+ résultats plus crédibles

+ peuvent servir comme trace pour des simulations ou pour

valider des modeles analytiques

Remarque: il est intéressant d’utiliser parfois plusieurs techniques pour

vérifier et valider les résultats




Terminologie I

Variables d’état : ensemble de variables décrivant 1’état du systeme
a un instant donné (ex. nombre de clients par file d’attente,

nombre de connexions a un site Web, . ..)

Espace d’état : ensemble des valeurs que peuvent prendre les

variables d’état

Fvénement : un changement dans I’état du systeme (ex. arrivée ou

départs de clients)

Systeme a événements discrets : systeme a espace d’états discret
(le temps peut étre continu mais les événements occurrent de fagon discontinu
dans le temps a des instants aléatoires en général et provoquent des

changements discrets des variables d’état)




‘Caractérisation stochastique des systémes?'

e En général, on ne connait pas avec certitude les caractéristiques

des systemes étudiés, par exemple:
— instants d’arrivées des connexions sur un site Web
— durées des connexions,. . .

— besoin de décrire ’aléatoire

e caractériser 1’aléatoire est possible avec des distributions de

probabilités, mais il faut tester 1’adéquation a la réalité

e Dans ce cours, on se restreint aux modeles stochastiques pour des
systemes a événements discrets : modeles de systemes

informatiques et de réseaux




‘Contenu de la partie Evaluation de performances'

e Bref rappel de probabilités et statistiques

e Simulation a événements discrets (structure d’un simulateur a
événements discrets, gestion de I’échéancier, outils de simulation,

Initiation a 1’outil de simulation JMT)

e Chaines de Markov (temps discret, temps continu, exemples

d’utilisation,. . .)

e Files d’attentes (files simples, modeles d’Erlang, réseaux de

Jackson, ...)
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Rappel de probabilités : exercice'

La fonction de densité de la loi exponentielle de parametre A(A > 0)

est :
fEXP()\) (x) — )\G_Am, x >0

1. Calculer la moyenne, la variance et la fonction de répartition de la

loi exponentielle.

2. Montrer la propriété “sans mémoire” de la loi exponentielle :

Prob(X <z +t|X >z)= Prob(X <t)
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‘Simulation a Evénements Discrets'

o Systemes considérés (Systémes a Evénements Discrets) :
— les événements eq, €5, ... surviennent a des instants t1,%s, ...
— 1’état du systeme change de facon discrete aux instants ¢;

— l’état du systeme ne change pas entre deux événements
consécutifs

—> il n’est pas utile de considérer les périodes inter-événements

e Principe: une simulation dirigée par les événements ou on saute
d’un événement au suivant et on note les changements d’états

correspondants (mise a jour des variables d’états)

e Réalisation: nécessite un ensemble de taches qui sont communes a

tous les simulateurs a événements discrets indépendemment du

systeme étudié
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4 L <

Taches d’un simulateur a événements discrets

o (Festion d’un échéancier d’événements : maintien d’une liste

ordonnée d’événements futurs en perpétuelle évolution

o Maintien d’une horloge de simulation : maintien d’une variable

globale représentant le temps simulé

o (Génération de durées aléatoires : pour simuler le temps écoulé entre

deux événements (ex: entre deux arrivées successives)

o Mises a jour des variables d’états a [’exécution de chaque

evénement

e Cualculs statistiques : pour quantifier les indices de performances

(objectif de la simulation)

e Trace de simulation : pour débugger le programme de simulation

13




L’échéancier I

L’échéancier contient ’ensemble d’événements futurs. Chaque
événement est représenté par : sa date d’occurrence, son type, un
pointeur vers le code a exécuter a cette date

Deux opérations fréquentes sur 1’échéancier :

— Insérer un nouveau événement

— Chercher et oter I’événement de plus petite date

Le nombre d’événements futurs peut étre tres important a un

instant donné = nécessité d’optimiser la gestion de I’échéancier

Plusieurs structures de données possibles pour 1’échéancier :
tableau, liste chainée simple ou double, Arbre, ...

Le choix de la structure de données affecte le temps processeur
nécessaire pour l'insertion et ’extraction et déterminera 1’efficacité

du simulateur
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Algorithme général d’une simulation'

1 Initialisations (du temps de simulation, des variables d’état et de

I’échéancier avec un premier événement)

2 TantQue (Echéancier non vide et TempsSimul < TMAX)
2.1 trouver I’événement Ev de plus petite date
2.2 TempsSimul= Ev.date

2.3 TraiterEvénement(Ev) (peut entrainer I’ajout ou la suppression

d’événements de I’échéancier)

3 Fin de Simulation (Affichage des résultats statistiques)
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‘Exemple élémentaire : simuler une file M/M/1/ BI

File d’attente de taille B

Inter-Arrivées exponentielles (moyenne \)

Services exponentielles (moyenne )

On veut estimer par simulation la distribution du nombre de clients

Critere de fin de simulation : t = tmax
(t: temps courant de simulation, tmax : temps de fin de

simulation)
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Pseudo Code '

Event = record
date :  real;
type :  (Arrivées, Service);
end

Temps : un vecteur de réels de taille B + 1

AddEvent(date,type) : ajouter un événement

GetEvent(event) : extraire I’événement le plus proche

DelExp() : fonction de génération d’une durée aléatoire selon la loi

Exponentielle
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Pseudo Code '

1 Temps:=0; etat:=0; t:=0;

2 dt:=DelExp(}\);

3 AddEvent(t+dt, Arrivées)

4 while t < tmax do begin

4.1 GetEvent(e); ot:=t; t:=e.date;

4.2 Temps|etat]:=Temps|etat|+t-ot;
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4.3 case e.type of

4.3.1 Service : begin
etat:=etat-1;
if etat> 0 then
AddEvent(t+DelExp(u), Service);

end;

4.3.2 Arrivées : begin
if etat<B then
etat:=etat+1;
AddEvent(t+DelExp(\), Arrivées);
if etat=1 then
AddEvent(t+DelExp(u), Service);

end;

4.4 end;
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AN s

Plan d’une étude par simulation'

. Définir un modele pour le systeme

Ecrire le simulateur (implémenter le modele)
Tester le simulateur
Choix des parametres, Plan d’expériences

Analyse des résultats (éventuellement, recommencer en 4, en 2 ou
en 1...)
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‘Ecrire un simulateur'

Plusieurs possibilités :

e Langage usuel : C, C++, Java, ...

+ disponibilité, familiarité avec le langage, efficacité et flexibilité

du code

- temps de développement tres long

e Outil de simulation spécialisé : NS, OPNET ,QNAP, JMT, ...

+ gain du temps di a la gestion des taches de la simulation a
événements discrets, interfaces graphiques, lisibilité du code,

plusieurs protocoles réseaux déja codés dans certains outils

- non disponibilité, certains outils sont payants, temps

d’apprentissage de 1'outil
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Quelques outils de simulation'

NS (Network Simulator): logiciel libre, librairie riche de protocoles
réseaux, apprentissage long, description de modeles a 1’aide de

scripts, C++ pour coder un nouveau protocole

OPNET: logiciel commercial, librairie riche de protocoles réseaux
(plus que NS), apprentissage long, description de modeles a 'aide

d’une interface graphique, Proto-C pour coder (reconnait C/C++)
QNAP (Queueing Network Analysis Package): logiciel

commercial, apprentissage facile, un langage de description de
réseaux de files d’attentes, solveurs pour certains modeles

mathématiques

JMT (Java Modelling Tools): logiciel libre, méme principe que
QNAP
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‘Chaines de Markov'

Une chalne est un processus a valeurs dans un espace d’états E
dénombrable
e On distingue :
— les Chaines de Markov en Temps Discret (CMTD) :
— les Chaines de Markov en Temps Continu (CMTC) :

e Définition : Un processus X,, est une CMTD ssi
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CMTD homogene I

On note P; j(n) = Pr(X,4+1 = j|Xn = 1)

e Une chaine de Markov est homogene, si est seulement si, P; j(n)
est indépendant de la date n. Cette probalilité, noté P; ;, est la
probabilité de transition de ¢ vers j

e Par construction, la matrice P = (F; ;) des probabilités de

i,jEE
transition vérifie :

— tous les éléments de P sont positifs ou nuls

— pour tout i, Y . P ;=1

jek
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Comportement transitoire et limite'

Soit (n) le vecteur des probabilités Pr(X,, = 1)

En appliquant le théoreme de conditionnement
Pr(Xn=7)=) .cp Pr(Xn =jlXn-1=1)Pr(Xy-1=1) =
ZiEE Pi,jP’I“(Xn_l = ’L)

Ainsi, w(n) = w(n — 1) P et par récurrence w(n) = w(0)P"

Si le processus est connu a ’'instant 0, on peut calculer ainsi les

distributions transitoires aux instants n

Pour étudier I'existence d’une limite au vecteur w(n) lorsque le
temps n tend vers l'infini, il faut établir une classification des états

et analyser la structure de la chaine
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‘Classiﬁcation des Etats'

On définit pour chaque état quatre quantités liées aux dates de retour

a cet état.

o [ est la probabilité de I’événement ” (le premier retour en j a lieu

en n transitions)”.
e f, est la probabilité de retour en j : f; => 7, I
e M; est le temps moyen de retour en j : M; =Y > n X /5

o 7 est le pged des valeurs de n telles que f;* est non nulle. vy est la

période de retour.
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‘Transience ou Récurence'

o Si f; <1 l'état est transitoire.

e S5i f; =1 1'état est récurent :
— si M; = oo, I’état est récurent nul.
— si M; < oo, I’état est récurent non nul.
De plus,
— siy > 1, I'état est périodique de période 7.

— siy =1, I'état est apériodique.
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‘Structure de la chaine'

e Définition : Un sous ensemble A d’états est fermé si et seulement si

il n’y a pas de transition entre cet ensemble et son complémentaire

e Définition : un état absorbant est un sous ensemble fermé ne

comprenant qu’un seul élément.

e Une chalne est irréductible si et seulement si il existe une suite de

transitions menant de ¢ a j pour tous les états ¢ et j.
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‘ Chaines irréductibles '

e Théoreme: Pour une chalne de Markov irréductible, tous les

états sont:

— tous transitoires

— ou tous récurents non nuls

— ou tous récurents nuls

De plus, si un état est périodique, alors tous les états le sont avec

la méme période.

e Remarque: Pour une chaine finie irréductible, tous les états sont

récurents non nuls
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‘Existence d’une limite.

Soit une CMTD irréductible et apériodique, alors la distribution limite
T = lim,_m(n) existe et est indépendente de la distribution initiale

7(0) (on dit qu’elle est ergodique). De plus,

e soit tous les états sont transitoires ou récurents nuls et dans ce cas

7(j) = 0, pour tout j.

e soit tous les états sont récurents non nuls et 7 est solution unique

du systeme :

m=mPFP
(1)

e =1

ou e est un vecteur colonne dont tous les éléments sont 1. De plus,
onam(j)=1/M;
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Chaines de Markov en Temps Continu (CMTC)I

different des CM'TD par les transitions entre états qui peuvent occurer

a des instants arbitraires dans le temps

e Définition : Un processus X (t) est une CMTC ssi
PT(X(tn) = 6n’X<tn_1) — en_l,X<tn_2) — €En—24... ,X(to) — 6()) —
Pr(X(tn) = en| X(th-1) = €n—1), Vn, Vto <t1 <...<tn

e En pratique : il faut s’assurer que la description du systeme a un
instant ¢ est suffisante pour prédire le futur
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‘ CMTC homogenes I

e On s’intéresse uniquement aux CMTC homogenes :
Pr(X(tn,) = j|X(tn—1) = i) ne dépend pas des instants t,,_1 et ¢,

mais seulement de la durée t,, — t,,_1

e On définit alors la probabilité de transition de ¢ a 7 durant le temps ¢

pi,i(t) = Pr(X(t+s)=j|X(s) =1i) = Pr(X(t) =j]X(0) =1), Vs >0

e Si 7(t) est la distribution transitoire a I'instant ¢, cad, le vecteur
des probabilités Pr(X(¢) =1), alors 7;(t) = >_. p; ;(t)m;(0)

e Soit P(t) la matrice des transitions p; ;(t), on a w(t) = 7(0)P(t)

Remarque : Pour une CMTC homogene le temps passé dans un état a

une distribution exponentielle
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‘Générateur d’une CTMC'

On définit g; ; le taux de transition instantané de ¢ a j par :
. pi,j(dt o
qi.; = limgi—o ; jd(t )7 (i #J)

On pose q; ; — — Z{j, A} di,j

La matrice () = (¢; ;) est appelée générateur infinitésimal de la
CMTC X (t), elle vérifie les propriétés :

— tous les éléments non diagonaux de () sont positifs ou nuls

— la somme de chaque ligne est nulle (Vi, »_ .q;; =0)

On peut montrer que P(t) = e'“ et donc 7(t) = 7(0)e!?
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‘Caractéristiques d’une CMTCI

e La classification des états d’une CMTC en états transitoires,

récurrents nuls ou récurrents non nuls se fait de la méme facon que
pour les CMTD

e La notion de périodicité n’existe pas pour les CMTC

e Une CMTC est dite irréductible si chaque état j est atteignable de
n’importe quel état ¢ Vi, 5,7 # 5,3t : p; j(t) > 0

e Si une CMTC est irréductible, alors tous les états sont de méme

nature

Remarque : la méthode de la chaine incluse permet d’étudier les
caractéristiques d'une CMTC a partir de celles de la CMTD incluse
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‘Existence d’une limite'

Théoreme: pour une CMTC irréductible la distribution limite
m = limy_. 7 (t) existe et est indépendante de la distribution initiale

7(0). De plus,

e soit tous les états sont transitoires ou récurrents nuls et dans ce

cas ; = 0, pour tout j.

e soit tous les états sont récurrents non nuls et 7 est 'unique solution

du systeme (dans ce cas on dit que la chaine est ergodique) :
Q@ =0
e =1

ou e est un vecteur colonne dont tous les éléments sont égaux a 1

e La solution 7 de ce systeme est appelée distribution stationnaire
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‘ Equilibre stationnaire I

e En développant ’équation w() = 0 pour un ¢ quelconque, on a:
> g =0
J
e En séparant la somme et en utilisant le fait que > |, ¢ix =0 :
ZWij,z' = —TiQii = T Z qi,k
ji ki

e On obtient ce qu’on appelle I’équation d’équilibre ou les équations

de balance globale :

2 i TiGi = Doki Tidik

Interprétation : tout ce qui permet de rentrer dans 1’état i (partie
gauche) est égal a tout ce qui permet de sortir de ¢ (partie droite)
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Lien entre CMTC et CMTD : Uniformisation'

On peut transformer les matrices pour passer d’un probleme en temps

continu en un probleme en temps discret
e Soit () un générateur tel que max;(|q; ;|) < +oo
e Définissons Py = Id + %Q

e Pour A\ > max;(|g; ;|) on peut montrer que :

— P, est une matrice stochastique qui a la méme distribution

stationnaire que ()
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Calcul de la distribution stationnaire'

e Résolution analytique : pour certains modeles (voir plus loin)

e Résolution numérique : limitée par le probleme de ’explosion de la
taille de I’espace d’états. Les principales méthodes de résolution

sont:
— Méthodes directes (variantes de I’élimination de Gauss)
— Méthodes itératives (puissances, Jacobi, Gauss-Seidel, ...)

— Méthodes par décomposition (NCD, complément stochastique, ...)

e En cas de besoin, le livre de Stewart ”Introduction to the

Numerical Solution of Markov Chains” est tres complet sur ce sujet
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‘ Un exemple de résolution analytique : Processus de Naissance et de Mort '

e Un processus de Naissance et de Mort est une chaine de Markov
ou pour tout état n, les seules transitions possibles amenent aux

états n — 1 et n + 1 (8’ils existent)
e La transition de I'état n a I’état n + 1 est une Naissance
e La transition de I'état n a I’état n — 1 est une Mort

o )\, (resp. i) est le taux de Naissance (resp. de Mort) a I’état n
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‘ Equilibre stationnaire I

pour n > 0 :
Tn [,un + )\n] = Tn—1An—1+ Tn4+1Un+1
pour n = 0
ToAo = Tip1
oubien
Tn [Mnl{n>o} + )\n] — 7Tn—1>\n—11{n>0} + Tn4+1Mn+1
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L’équation a 1’état 0 permet d’obtenir 7 en fonction de 7

Résolution '

7T0)\0 — T1l1

Examinons maintenant 1’équation a 1’état 1

Tilp1 + A1] = ToAo + T2

Apres simplification : m A1 = oo

Par récurrence sur n :

7Tn)\n — Tn+1Un+1
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e Soit:

e Si on peut normaliser:

e alors,
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Une application des chaines de Markov : Google'

e Comment classer les pages Web pour trouver les plus pertinentes?

e L’outil qui permet de faire cela est I'algorithme PageRank

proposé par Sergy Brin and Larry Page dans leur article
"PageRank: Bringing order to the Web” en 1998

e En exploitant cet algorithme, Sergy Brin and Larry Page ont fondé
par la suite ’entreprise qui est derriere le célebre moteur de

recherche (Google

43




‘Fondamentaux de PageRankI

PageRank calcule une valeur numérique pour chaque page Web.
Cette valeur mesure la pertinence ou 'importance relative d’une

page dans un ensemble de pages Web

une page Web est un texte caractérisé par des liens vers d’autres
pages

ainsi chaque page est pointée par un ensemble de pages et pointe
elle méme vers d’autres pages. Soit I'(p) I’ensemble des pages qui
pointent sur p et d(g) le nombre de pages pointées par la page ¢

si une page source pointe vers k pages destinations, alors chacune

recoit 1/k de la pertinence de la source

si Pe(p) est la pertinence de la page p, alors :

_ Pe(q)
Pe(p) - ZqEF(p) d(q%
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‘Modélisation par une chaine de Markov'

I’espace d’états est constitué par I’ensemble des pages Web
{p17p27 s 7pN}

les transitions entre états sont les liens entre les pages Web

on peut alors définir la matrice de transitions H = H; ; :

— H, ; =1/0; si p; a un lien vers p; et 0 sinon

— O; est le nombre de pages pointées par p;

La chaine de Markov (X, ) peut étre vue comme une personne qui

surfe sur le Web de facon aléatoire et qui peut se trouver a 1’étape

n a une des pages Web

Les pages qui n’ont pas de liens vers d’autres pages sont supposées
pointer vers I’ensemble des pages Web. Ceci permet d’éviter les

états absorbants qui pourraient arreter le processus du surf
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En utilisant ce qui précede, on a :

Pe(p;) = Z Pg?i) = Zpe(pi)Hi,j

1 .
pi€l'(p;) =1

On reconnait la définition de la probabilité stationnaire d’une

chaine de Markov

La pertinence d’une page p; est donc égale a la probabilité
stationnaire m; de cette page, qui peut étre interprétée comme la
probabilité de se trouver dans cette page apres plusieurs clics

Rappel : m; = 1/u; ou u; est le temps moyen de retour a la page p;

une page avec une grande valeur m; doit étre importante, car cela
implique que plusieurs pages pointent vers elle et font ainsi que la

personne qui surfe y retourne assez souvent
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‘ Remarques : I

e En fait, la matrice de transition G utilisée dans PageRank (appelée
Matrice de Google) est 1égerement différente : G = aH + (1 — a)U,
ou :

— H est la matrice de transition déja définie

— U est une matrice dont toutes les valeurs sont égales a 1/N

— « est un parametre entre 0 et 1, souvent choisi égale a 0.85
e L’idée de cette modification est que dans 85% des cas, on surfe

selon la structure des liens du Web et dans 15% des cas on choisit

une nouvelle page de facon uniforme dans ’ensemble des pages

e Pour plus de détails sur PageRank et Google I'information est

largement disponible sur le Web (par exemple sur Wikipedia)
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Files d’attentes :Notation de Kendall.

On décrit une file de fagon compacte avec la notation A/S/n/B /N /Z:

A décrit le processus des arrivées (ou distribution d’inter-Arrivées).
Les symboles suivants sont souvent utilisés : (M : processus de
Poisson), (GI : lois générales indépendantes), (G: Général), (D:
Déterministe), (Ej: Erlang d’ordre k)

S décrit les distributions de service. On utilise les mémes symboles

que pour les arrivées (M signifie services exponentiels)
n est le nombre de serveurs
B est la capacité du Buflfer, par défaut la file est de taille infinie

N est le nombre de clients existant dans le systeme (source + file), par

défaut, la population est de taille infinie

Z. discipline de service, par défaut c’est FIFO
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Loi de Little.

clients entrants clients sortants
- SYSTEME -

Hypothese : nombre de clients entrants = nombre de clients sortants
e N est le nombre moyen de clients dans le systeme

e R est le temps moyen de réponse (temps d’attente + temps de

service)

e ) est le taux d’arrivée des clients dans le systeme

N = )\R

ou

N=XR
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Remarque : La loi de Little peut s’appliquer a n’importe quelle

partie d’'un systeme

e Calcul du nombre moyen de clients en attente (file d’attente sans

le serveur) :
Ny = \W
ou W est le temps moyen d’attente

e Calcul du nombre moyen de clients en service (serveur (s) sans la
file) :
N, =\S

ou S est le temps moyen de service
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La file M/M/l'

Arrivées Poisson, Services Exponentiels, 1 Serveur, Capacité infinie
pour garder les clients

On note u le taux de service et A le taux d’arrivées

C’est un processus de Naissance et de Mort avec les taux de
transition :

Ai=A Wi

pi = Vi
Posons p = A/u (c’est la charge du systeme)

51




‘CMTC associée a une file M/M/l'

Soit N; le nombre de clients dans la file a 'instant t

Le processus (V¢),~, a espace discret {0,1,2,...} et a temps

continu est une CMTC. Ceci est du au fait que les inter-arrivées et

les services sont exponentielles (sans mémoire)

Si on consideére par exemple la file M/D/1, (N¢);~q n’est pas une

chaine de Markov: il faut connaitre de plus le temps passé déja

dans le service pour prédire un départ

Générateur : Q =

[ —A

0

A0
-V A 0
7 —v A

0

(v =A+p)
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Equation d’équilibre stationnaire :
Tolplinsor + A = Tt S0y + Tg1p
Ce qui donne :
T, = mop ', Vn >0

Condition de normalisation : me =1 <= 7y >, p" = 1. Ceci est
possible, ssi > 7 p" < +oo <= p < 1

p < 1(<== X\ < ) est appelée condition de stabilité du systeme.
Intuitivement, pour que le systeme soit stable, il ne faut pas qu’il

arrive plus de clients que ce qu’il est capable de traiter

Sous la condition p < 1, les probabilités stationnaires sont données

par : m, = (1 —p)p"™, n>0

Remarque : on peut montrer que la chaine est ergodique, ssi p < 1
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‘ Caractéristiques d’'une M /M /1 I

La moyenne du nombre de clients E(IN) dans la file:

E(N) =3y nmn = 155

La probabilité que la file soit vide est (1 — p)
le taux d’utilisation de la file U vaut donc p

Variance V(N) du nombre de clients dans la file:

V(N) = E(N?) = (E(N))* = 3.2, i*m — (E(N))* = 755

Probabilité qu’il y ait au moins n clients dans la file: p"

La moyenne du nombre de clients en attente E(Ny) :
2

E(Nw) = 220:1 NTn+1 = 1p_

P
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‘ Caractéristiques temporelles I

e En appliquant la formule de Little :

— le temps moyen de réponse est : F(R) = @ = Fl>\ = ﬁ
— le temps moyen d’attente est : E(W) = E(]XW> =55 = a0

On peut remarquer que ces temps tendent vers 'infini quand A
tend vers u

e On peut montrer que :

— le temps de réponse a une distribution exponentielle, la fonction
de répartition est : Fr(x) = Prob(R<z)=1-— e~ T(h=2A)

— le temps d’attente est distribué selon la fonction de répartition :
Fw(x) = Prob(W <x)=1— pe—x(u—x)
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Allure du temps moyen d’attente et de séjour en fonction de p
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Non Linéarité '

Le temps moyen de réponse (et d’attente) est fortement non linéaire :
e On considere une file dont la durée de service moyenne est 144s
e Le taux d’arrivée est 10 clients/h
e QQue vaut le temps moyen de réponse 7
e le temps moyen de service est 0.04h
e Donc le taux de service est 25 clients/h et la charge vaut 0.4
e It le temps de réponse vaut en seconde 144 /(1 — 0.4) = 240s
e Le taux d’arrivées augmente de 2 clients/h
e La charge passe a 0.48 et le délai passe a 277s

e Augmenter les arrivées de 20% augmente le délai de 17%
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Le taux d’arrivée est maintenant de 20 clients/h
Donc la charge vaut 0.8

Et le temps de réponse vaut en seconde 720s

Le taux d’arrivées augmente de 2 clients/h

La charge passe a 0.88

Le délai passe a 1200s

Augmenter les arrivées de 10% augmente le délai de 67%
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‘ Compromis Usager/Opérateur I

Un opérateur souhaite que son systeme soit utilisé le plus possible

donc p doit etre grand

Mais lorsque p s’approche de 1, le temps d’attente des usagers est
non borné
Demandes antagonistes : compromis....
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Dimensionnement '

Déterminer la capacité du service pour garantir un délai voulu

pour un trafic (taux d’arrivée) donné
La capacité C est le débit du serveur = u

Soit R le temps de réponse souhaité

Donc, C =X+ 1/R

C' > X assure la stabilité du systeme, le terme 1/R est le colit pour

obtenir les performances demandées sur un systeme simple donné
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La file M/M/1

Caractéristiques Spatiales

Charge p=Nu

Probabilité d’avoir k clients dans la file = (1 — p)pF
Utilisation U=p

Nombre moyen de clients dans la file E(N) = i L 5
Variance du nombre de clients dans la file | V(IN) = EE
Probabilité d’avoir au moins n clients p"

Nombre moyen de clients en attente E(Ny) = (1p_2 5
Variance du nombre de clients en attente | V(Ny,) = £ : ((]thi) ;2’) )
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Caractéristiques Temporelles

Répartition du temps de réponse | F(z) =1 — e #(h=A)
Temps de réponse Moyen E(R) = (ui N
Variance du temps de réponse V(R) = ( u—lk)2
Répartition du temps d’attente F(z) =1— pe~®1=A)
Temps d’attente moyen E(W) = ﬁ
Variance du temps d’attente V(W) = (p ,52—;5%
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‘Processus de Sortie d’une M/M/l'

e On peut caractériser le processus de sortie d'une file M/M/1 :

e Théoréme de Burke Le processus de sortie d’'une M/M/1 de
taux d’arrivée A et de taux de service u est un processus de

Poisson de taux A si A < p

e Utile dans les méthodes de décomposition de réseaux ouverts

63




Exemple M/M /1 : Requétes dans un SGBDI

e Arrivées selon un processus de Poisson de taux 30 req par seconde.
e Chaque requete prend 0.02 seconde de traitement

e Donc le taux de service est de 1/0.02 = 50 requetes par seconde

e Analyse par une M/M/1

e La charge est de 0.6

e Le serveur est vide pendant 40 pourcent du temps

e Le nombre moyen de requétes est 1.5

e Donc le temps moyen de réponse est 0.05 seconde
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Quelques modeles de files simples I

Modeles d’Erlang en télétrafic (délai, pertes)
File M/M/m/B
File M /M /o

Exemple d’application

65




Modele d’Erlang pour 'attente d’un appel'

® M canaux
e Arrivées Poisson, Services Exponentiels
e Capacité de stockage inifini

e On veut calculer la probabilité v que les m canaux (serveurs)

soient occupés

e (C’est aussi la probabilité qu’un client entrant soit contraint

d’attendre avant de commencer son service

Ce modele correspond a une file M/M/m
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La file M/M/m'

C’est un processus de Naissance et de Mort caractérisé par:

i

Ai = A A
§ M =1 St 1< m

| i =mp sttt 2>2m

La condition de stabilité est : A < mu (dans la suite, on suppose
que cette condition est vérifiée)

On définit la charge par p = \/(mu)

On cherche a calculer v =} ;5 (1)
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‘Formule d’Erlang CI

En développant, I’équation déquilibre et la condition de normalisation,

(mp)”

e la probabilité d’avoir k < m clients : 7o~

m _k

e la probabilité d’avoir k > m clients : mg™ -~

e la probabilité d’attente (Formule d’Erlang C):

_ (mp)™
T

ou la probabilité que le systeme soit vide est :

ml -\ 1
7T0_<1+mv1 +Z )

1=1
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La file M/M/m

Caractéristiques Spatiales

Charge
Probabilité systeme vide

Probabilité d’avoir k clients

Probabilité d’attente

Nombre moyen de clients
Variance du nombre de clients
Nombre moyen de

clients en attente

Variance du nombre

de clients en attente

o= A/ (mp)

o= (14

sik<m o

m _k

m™ p
m!

(mp)™

m—1 (mp)*\
'(1/0)—|_Z p)

(mp)*
k!

sinon 7o

7= ﬂg?zlp)—p) mo

V(NW) — py(1+p—pv)

(1—p)2

69




La file M/M/m

Caractéristiques Temporelles

Temps de réponse Moyen E(R) = %(1 + e p))
Variance du temps de réponse V(R) = M%(l -+ mfé(fl—_z)))g
Répartition du temps d’attente | F(x) =1 — e~ Trml=p)
Temps d’attente moyen E(W) = m
Variance du temps d’attente V(W) = m;ﬁ (_11)/))2
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‘Modéle d’Erlang pour les blocages d’appel.

m canaux
Arrivées Poisson, Service exponentiels

Si il n’y a aucun canal libre, I’appel est perdu (blocage d’appel)
On veut calculer la probabilité de blocage d’appels

Ce modele correspond a une file M/M/m/m

Remarque : le systéeme est toujours stable puisque le nombre
d’états est fini
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e La file M/M/m/m est un processus de naissance et mort avec les

taux :
)

Ai=A ¥V 1<m
§ Am =0

| s =t \)

e Puisque l'espace d’états est fini, la chaine est ergodique et les

probabilités sationnaires sont données par :

—1
TN \F

.' 'L
i—o "

e On déduit alors la probabilité que le systeme soit plein m,,
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‘ Attention '

La probabilité de perte est la probabilité qu’un client entrant

trouve le systeme plein

En général, la distribution 7 aux instants d’arrivées n’est pas

nécessairement la distribution stationaire 7

m, = limT'(i)/T  (T(i) est le temps passé en ¢, T' un temps

d’observation tres grand)

Y, =limX(1)/X  (X(i) est le nombre de fois ot on a trouvé la

file a ’état ¢, X le nombre de visites)

Cependant, ici, grace aux arrivées suivant un processus de Poisson,

les deux distributions coincident

C’est la propriété PASTA: Poisson Arrivals See Time Averages
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Formule d’Erlang BI

e La probabilité de perte vaut donc:

—1
N AT
PrbPerte = m,,, = (Z ) '
mipum

.' ’L
i—o "

e (Cest la formule d’Erlang B ou formule d’Erlang pour les blocages
d’appel

e On peut alors dimensionner le commutateur (trouver m pour

garantir une probabilité de blocage acceptable)
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‘La file M/M/m/BI

e Il y a B places et m serveurs (B > m)

e Le processus du nombre de clients est encore un processus de

naissance et de mort dont les taux sont :

/

Ai = A Vi<DB
Ap =0
i = 1L st 1<m

i =mp st m<i< B

e Puisque la chaine a un nombre fini d’états, le systeme est toujours
stable

75




Les probabilités stationnaires sont obtenues simplement :

oA Vn<m
T, n! u
mo A~ Yn>m

mo est obtenu par normalisation :

T = (1 + (mp)™(1 — pBHi-m) ' (mp)i> 1

m!(1— p) . il

Toutes les arrivées qui se produisent pendant que le buffer est dans
I’état B sont perdues

Le taux d’arrivée réel est A(1 — ) et le taux de perte est A\mp

La formule de Little donne les temps moyens de séjour et d’attente

E(N) E(Nw)
A1 —7p) A1 —7p)

E(R) = et E(W)=
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La file M/M/m/B

Charge p=M\(mu)
Probabilité d’avoir k clients sik <m Wo%—ﬁ)k
sinon g m:f "
Nombre moyen de clients E(N) = 27];3:1 T
Nombre moyen de clients en attente | E(Nw) = Zjimﬂ(i — m)T;
Taux d’arrivée réel Ar=A1—7pR)
Utilisation moyenne d’un serveur Ar/(mp) = p(1 —7R)
Taux de perte AT B
Temps de réponse moyen E(R) = %
Temps d’attente moyen E(W) = /\E(l(z_vfr";)

77




‘La file M/M/oo'

Arrivées Poisson de taux A
Une infinité de serveurs identiques (service exponentiel de taux p)

Pas de buffer d’attente, un client qui arrive entre directement en

service

Sert a modéliser des situations ou le nombre de serveurs est plus

grand que la demande

Remarque : la capacité de service étant illimitée le systeme est

toujours stable indépendemment des valeurs de A et u
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‘ Caractéristiques I

La file M/M /oo est un processus de naissance et de mort avec les

taux :
A=A Vi1
f; =1 V1
On pose p = A/pu, les probabilités stationnaires sont données par :

k
T = To—, Tnog=2¢e °

k!’
Nombre moyen de clients E(N) = > | kmp = p
Le temps moyen de réponse est égal au temps moyen de service 1/u
On peut retrouver ce résultat par la formule de Little :

ER) =M -2 1
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‘Exemple : Centre de Calcul'

Les étudiants se rendent au centre de calcul selon un processus de

Poisson avec un taux de 10 personnes par heure

Chaque étudiant travaille 20mn en moyenne. La distribution du

temps de travail est exponentielle
Il y a 5 terminaux

Les étudiants disent qu’ils attendent trop.....
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‘Analyse du centre par une M/M/ 5'

A = 1/6 etudiant/minute

nw=1/20

p = 0.666

Utilisation moyenne d’un terminal = 0.6666

la probabilité d’attente = probabilité que tous les terminaux soient

occupés = v = g ,r(n”,v’ap)p) = 0.33

Nombre moyen d’étudiants dans le centre = mp + p—'yp =4.0
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e Nombre moyen d’étudiants en attente = % = 0.65

e Temps moyen de séjour dans le centre = 1/u(1 + m(f_p)) = 24mn

e QQui se décomposent en 20 minutes de travail et 4 minutes
d’attente...

e Mais 90-Percentile du temps d’attente = 14 minutes...(10
pourcents des étudiants doivent attendre plus de 14 minutes)

Comment répondre?
e Augmenter le nombre de terminaux ?

e Distribuer les terminaux (sans en augmenter le nombre) ?
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Augmenter le nombre de terminaux'

Combien de terminaux pour que le temps d’attente soit plus petit
que 2 minutes en moyenne et plus petit que 5 minutes dans 90

pourcents des cas 7

On augmente de 1 terminal. (m=6)
p devient 0.556, v = 0.15,

Temps moyen d’attente = 1.1 minute

90 percentile = 3 minutes
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‘ Répartition I

On distribue les 5 terminaux en 5 places distinctes, avec 5 files

d’attente séparées et pas d’informations globales pour choisir.
On a donc 5 M/M/1
Le taux de service reste identique

Le taux d’arrivées est divisée par 5 (répartition équiprobable)
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La charge p reste la méeéme
Le temps moyen de séjour est 1%—‘; = 60mn

La variance du temps de séjour est maintenant de 3600 (elle était
de 479 dans le systeme centralisé)

Tres mauvaise solution : le temps moyen de séjour augmente

considérablement (moyenne comme variance)

En premiere analyse, un systeme centralisé est plus efficace pour
I’utilisation des ressources et le temps d’attente

La différence provient des états ou certaiens files sont vides alors
que des clients attendent dans d’autres

Mais d’autres points peuvent modifier cette analyse
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‘Les réseaux de files d’attente I

Un Réseau de Files d’Attente (RFA) est un ensemble de files simples
interconnectées. Il est caractérisé par :

e le processus d’arrivées des clients dans le systeme (ex. Poisson de
taux \)
e pour chaque file d’attente individuelle :
— la distribution du temps de service (ex. Exponentielle de taux
;)
— le nombre de serveurs m;
— la capacité de la file K; (éventuellement infinie)
— la discipline de service (FIFO, LIFO, etc, ..., éventuellement

avec priorité préemptive/ non préemptive, ...)

e le routage des clients dans le systeme. On distingue plusieurs types
de routage dont :
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e le routage dynamique : fonction de I’état courant du systeme (par
ex. vers la file la moins chargée)

e le routage déterministe: chaque type de client suit une route
prédéterminée

e le routage probabiliste (le plus souvent considéré). Il est
caractérisé par les probabilités

— po; : la probabilité qu’un client arrivant de 'extérieur se dirige

vers la file 2

— pij : la probabilité de se diriger vers la file j a la fin d'un

service dans la file 7

— pio : la probabilité de se diriger vers ’extérieur a la fin d’un

service dans la file 7
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‘Réseaux monoclasses/ Réseaux multiclasses I

On distingue :
e les réseaux monoclasses : parcourus par un seul type de clients

e les réseaux multiclasses : ou circulent plusieurs classes de clients
avec des niveaux de priorité différents. Ces classes seront

caractérisées par :
— des processus d’arrivées différents
— des routages différents

— des temps de service différents dans chaque file

88




Réseaux ouverts/ Réseaux fermés'

Dans un réseau ouvert :
- on peut avoir des arrivées de 'extérieur
- on peut avoir des départs vers I’extérieur

- le nombre de clients dans le réseau est variable

@—>

| p40
<

D42
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Dans un réseau fermé :
- pas d’arrivées de I'extérieur (pg; = 0)
- pas de départs vers I'extérieur (p;o = 0)

- le nombre de clients dans le réseau est constant
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Pour les réseaux multiclasses on peut avoir des réseaux mixtes
- ouverts pour certaines classes

- fermés pour d’autres

'3
po1
M
po2 %
= e —
)

Classel : ouverte

—+—+—-—= Classe? : fermee
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Notations I

Dans la suite, on se restreint aux réseaux monoclasses.

- N : le nombre de files dans le réseau
- K : le nombre constant de clients pour un réseau fermé

- (K1, ko, ..., kn) : I'état du réseau, k; étant le nombre de clients
dans la file ¢ (Zf\il k; = K pour un réseau fermé)

- m; : le nombre de serveurs dans la file 7

- 14 - le taux de service des clients dans la file ¢

- Ao; : le taux d’arrivée des clients de 'extérieur vers la file 2

- A : le taux total d’arrivée des clients de I'extérieur vers le réseau
ouvert (A = 27{\;1 Aoi)

- \; ¢ le taux total d’arrivée des clients vers la file ¢

- Vi : nombre moyen de visites (ou le taux de visite) a la file ¢
(Vi =Xi/A)
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Remarque : a 1’état d’équilibre le taux de sortie d’une file est égal au

taux d’arrivée, ainsi

- Pour un réseau ouvert :

N
Ai = Aoi + Z AjDji

=1
N

Vi = po; + Z Vipji
=1

- Pour un réseau fermé :

N
Ai = Ajpji
j=1

N
Vi = Z Vipji
=1
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Mesures de performance'

Calculer la distribution stationnaire jointe 7 (ky, ko, ..., kn) est le
principal probleme pour les réseaux de files d’attente. En effet, les
mesures de performance des files se déduisent a partir de cette

distribution :

- la distribution stationnaire de la file 7 :
7TZ(]€) = Zki:k 7T(]€1, kz, cony kN)

- Dutilisation p; de la file i : p; => ,_, mi(k) =1 —m;(0) (pour un
réseau fermé mw;(k) =0, Vk > K)

- le nombre moyen de clients dans la file i : Q; = > | km; (k)

- R; : temps moyen de réponse pour la file i : R; = Q;/\;
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Calcul de la distribution stationnaire jointe 7'("

Le comportement de plusieurs réseaux de files d’attentes peut étre
décrit en utilisant des CTMC

Le calcul de m peut alors se faire par des techniques numériques
qui permettent de résoudre le systeme 7@ = 0, we = 1 (équations
de balance globale) ou @ est le générateur de la CTMC

La complexité élevée de ces techniques limite leurs utilisation pour
des grands réseaux, d’ou la nécessité de solutions alternatives

Une large partie de RFA appelée réseauz a forme produit (ayant
certaines hypotheses sur les distributions des inter-arrivées et de service)

possede une solution analytique simple pour le calcul de w

Pour ces réseaux les équations de balance globale se décomposent
en équations de balance locale et m s’exprime comme produit des
probabilités stationnaires des files
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‘Notion de balance locale I

Propriété de balance locale pour un noeud 7 : Le taux de
départ d’un état du réseau du au départ d’un client de la file 7 est égal

au taux d’arrivée a cet état du a 'arrivée d’un client a cette file

Exemple : considérons le réseau fermé du schéma avec : K = 2, des

durées de service exponentielles

Bl
o

ce réseau peut étre modélisé par une CMTC a six états

o

96




Les équations de balance globale s’écrivent:

(1) m(2,0,0)(p1p12 + p1p13) = m(1,0, 1)uzps1 + w(1, 1,0)u2par
(2) 7(0,2,0)p2p21 = m(1,1,0)p1p12

(3) 7(0,0,2)pusp31 = m(1,0,1)p1p13

(4) 7(1,1,0)(p2p21 + pip1s + p1p12) =
77(07 2, O),u2p21 + 7(27 0, 0)ﬂ1p12 -+ 7T(0, I, 1):“31)31

(5) m(1,0,1)(psps1 + pipi2 + p1p13) =
7T(O, 07 2)M3p31 + 7T(07 17 1)ﬂ2p21 + 7T(27 07 O)ﬂlplS

(6) m(0,1,1)(usps1 + pope1) = 7(1,1,0)u1p1s + (1,0, 1)1 p12
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équations de balance locale pour I’état (1,1,0) :
(4.1) 7(1,1,0)2p21 = m(2,0,0)p1p12
le taux de départ de (1,1,0) dia au départ d’un client de la file 2 (partie gauche) est

égal au taux d’arrivée a cet état du a ’arrivée d’un client a la file 2 (partie droite)

(4.2) m(1,1,0)(p1p13 + pipi2) = 7(0,2,0)pop21 + 7(0,1, 1) uspsi
(4.1)+ (4.2)=(4), on a aussi :

(5.1) m(1,0,1)(p1p12 + pap1z) = 7(0,0,2)uspsr + 7(0, 1, 1) papar
(5.2) 7T(1, 0, 1),&3]931 = 7'('(2, O, 0),&1]913

(6.1) (0,1, 1) popar = w(1,0,1)u1p12

(6.2) w(0,1,1)uzp31 = w(1,1,0)u1p13

La résolution est plus facile avec ces équations locales
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Balance locale et forme produit'

- Remarque : contrairement au balance globale, la propriété de
balance locale n’est pas toujours vérifiée (I’équilibre locale est une

condition suffisante pour 1’équilibre globale mais pas nécessaire)

- lorsqu’il existe une solution pour les équations de balance locale,
on dit que le réseau possede la propriété de balance locale, cette

solution est I'unique solution des équations de balance globale

- Si chaque noeud du réseau vérifie la propriété de balance locale,
alors :
— tout le réseau possede la propriété de balance locale

— il existe une solution a forme produit pour le réseau :
m(k1, ko, ... kn) = SN, fi(k;), ot G est une constante de

normalisation et f;(k;) est une fonction de m;(k;)
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Les réseaux de J ackson'

réseaux monoclasses ouverts

arrivées Poissonniens de 'extérieur vers les noeuds du réseau
services exponentiellement distribués dans tous les noeuds

la discipline de service est FIFO dans tous les noeuds
routage probabiliste

un seul serveur de taux u; dans chaque noeud ¢

Théoreme : Sous la condition de stabilité \; < u;,Vi=1,..., N, la

probabilité stationnaire du réseau possede la forme produit suivante :

(ki ko, ... kn) =N . mi(k;), ou m;(k;) est la probabilité stationnaire
1=1

d’une file M/M/1, soit m;(k;) = (1 — p;)p~t avec p; = 2L

M

100




Preuve

Le processus X (t) = (k1(t),...,kn(t)) est une CMTC

Les équations de balance globale s’écrivent :

m(k1, o k) O+ S0 i 1as0)

=N w(ky, ki — 1, kN poi 1k, >0

F SN (e ki 1, kN ) Dio

o SN w(ky kL K — 1 k) Dji Lo
La solution d’'une CMTC étant unique, il suffit de vérifier que la
solution a forme produit est bien une solution de ces équations

En divisant les deux parts de ’équation par w(kq,...,kxn) et en
remplacant les probabilités par leurs valeurs, il suffit de vérifier :

N

al APoi 1, >0 al & PPl >0
>\+Zﬂilki>ozz — +Zpiuz’pio+zz — J' :

i=1 i=1 Pi i=1 i=1 j=1 Pi

(rappel : A; = pjpu;)
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- \; = AV est le débit d’entrée a la station i. Le systeme étant
stable, c’est aussi le débit de sortie de cette station. \;p;o est donc

le débit des clients qui quittent le systeme par la station 2

- ainsi, Ziil i Pio = A est bien vérifiée (débit de sortie du

systeme= débit d’entrée dans le systeme)

N Apo; 1k: >0 PiliPjile, >0
- Zz 1 _'_Zz IZ] 1 Pi o

(]

N 1 N g, N
Z¢:1 kpjo [Apoi + Zj:l )\Vjpji] — Z¢:1 k;jo AVi = Z¢:1 il >0
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Remarques I

- le théoreme de Jackson est plus général, il inclut le cas :

— des files avec des taux d’arrivées et de service dépendant de
I’état k; des clients dans la file ¢

— des files multiserveurs sous la condition de stabilité \; < m;u;

(cas particulier du précédent cas en prenant
pi (ki) = nf (ki, mi)pi )
- un réseau de Jackson se comporte comme un ensemble de files

M/M/1 considérées en isolation

- cependant, les flux d’arrivées a l'intérieur du réseau ne sont pas
nécessairement poissonniens (par exemple en cas de rebouclages),

d’ou I'importance du théoreme

103




‘D’autres réseaux a forme produit'

- réseaux de Gordon et Newell : réseaux monoclasses fermés

- réseaux BCMP : étendent les résultats de Jackson et
Gordon/Newell aux réseaux de files d’attente multiclasses pouvant
étre ouverts, fermés, mixtes en considérant des disciplines de

service différentes et des distributions de temps de service générales
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