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" J
Exemples introductifs.
m Modélisation d’'une téle classique
Description
- la téle a 3 boutons :
* Marche / Arrét  — M/A
* premiere chaine — C1
* deuxieme chaine —» C2
- situation dans laquelle se trouve la téle:
* Eteinte sur la chaine 1 > E1
* Eteinte sur la chaine 2 » E2
* en Marche sur chaine1 - M1
* en Marche sur chaine2 - M2
- action sur la téle = appuyer sur un bouton

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Digicode
-Porte munie d'un clavier numeérique

- Porte s’ouvre lorsqu’on tape le code 914

- pas de limitation sur le nombre d’'essais
(Soit ¢ un chiffre de {0, 1, ..., 9})

- ® @
C;’t@ C=9,1 S 9

C#94

B : suite se terminant par 9

C : suite se terminant par 91

D: « « « E«CHQEI%R SMI (2008 -2009) 4



"
m Automates finis déterministes (AFD)

(AFD ou DFA).

Définition Un automate fini déterministe (AFD)
est un quintuplet M = (Q, %, 9, q,, F)

ou
— Q est un ensemble fini d’états,

— X est un ensemble fini de symboles,
I'alphabet (d’entrée),

-0:Q x X — Q est la fonction (totale) de
transition,

— g, € Q est I'état initial (ou de départ),

— F < Q est un sous-ensemble de Q, les états
accepteurs (ou finaux).

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



" A
m Définition (Fonction de transition sur les mots) Etant

donné un AFD (Q, %, 9, q,, F), on étend la fonction de
transition & en une fonction de transition

0 Qx X*— Q sur les mots définie par :
6'(0,¢) =4
o'(gq,wa) 2 56(6'(q,w),a) VweX,VaecX
m Définition (Langage accepté par un automate)
Soit M =(Q, %, 5,9,, F) un AFD.

1. M accepte le motw < X* ssi 8'(q,,w) € F. Dans le cas
contraire on dit que M rejette w.

2. Le langage accepte par M est défini par :
L(M) 2 {w € X*| &(q,,w) e F}
m Remarque. On identifie (souvent) 6 a 6’ en écrivant
o(g,a) ou a lettre ou mot.

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



[5(q,wa) = d(5(q,w),a)]

o(1, aba) = §( a)
= O a)
= O a)
=93(1,a)=2

Ou [5(g,aw) = 6(5(q,a),w)]

o(1,aba) = §( ba)
=9o( -, ba)
= a)
=93(1,a)=2

= 9(0(8(1,a),b),a) = 2
Le mot aba est accepte ou
reconnu par l'aut.

Exemple

@ ., @
e

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



" J
Algorithme de reconnaissance d’'un mot
Donnees :
A=(Q,%,9,q,, F)un AFD
.U=UuyU,...u, (Uu;estlai-eéme lettre de u)
Début

Q< (g

| < 1

tantque (i < m) faire
q <« o6(q, u)
<1+ 1

fait

si q € F alors le mot u est accepté
sinon le mot u est rejeté
Fin

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Implémentation
> Sicard(Q)=nonprend Q={0, 1, ...,n}
et g, = 0 (par exemple)

> Si card(X) = m on code les lettres de X
parles entiers 0,1, ..., m

> O Sera representee par une matrice n x m
M[gd]=0(0,!),0<g<n,0<f<m

> 'ensemble des états finaux F peut étre
represente par un tableau de booléen :

Flg]=1 sige F et O sinon

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



" A
Exemples d’automates AFD
déterministes

" ptomat S
. ! L(A) = (a + b)*
Automate reconnaissant

tous les mots de >* 3 |
: )_)*
m D = {a’ b}
L, ={u e x*/ |ul, impair} L(A) =L,

m X ={a, b}

L, ={u e =*/ |ul, pair et
lul, impar}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



" J
m Etats utiles
Soit A =(Q, %, 8, g,, F) un AFD et soit g €Q.
> ( est accessible < JueX*/5(q,,u)=(¢
> ( est co-accessible < 3u e £*/0(q,u)e F
>  est utile s’il est a la fois accessible et

co-accessible

> un état qui n'est pas co-accessible est appelée
état puit ou poubelle

> un automate est dit emondeé s’il ne contient que
des états utiles

> un automate est complet si o est totale 1.e.
5(q, a) est définie VqeQ etV aeX

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)

11



" I
Langages des états d'un AFD

m Définition Soit A =(Q, %, 6, q5, F) un AFD.
Pour tout état g € Q, on définit le langage L, par :
L, 2 L((Q,Z%,6,q,F)
2{uex*/d(q,u) € F}
m Lemme Soit A=(Q, %, 9, qy, F) un AFD.
Alors, pour toutq € Q :

I—q = (l—laez {a} - I—ES(q,a) ) 4 {8/ q e F} (LIN)

m Lemme d’Arden Soit X un alphabet. Soient X,

A et B des langages sur X satisfaisant
I'équation X=A X + B avec ¢ ¢ A.

Alors X = A* B est une solution unique de cette
équatiOn. E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 12



Expression reguliere définissant un
AFD

m Conversion d'un AFD A en Exp.Rég.

1. Etablir un systéme de card(Q) équations

linéaires (format (LIN)) qui définissent les
inconnus L, , pour toutq € Q

2. Résoudre ce systeme par elimination

successive des L, (sauf L) en utilisant le
lemme d’Arden.

3. L'expression a de L, correspond a 'AFD A. i.e.
L(A)=L

q ~ ¢

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 13



Exemple. L,=blL,+al, (1)
Lo=bly+al, L, =bl,+¢ (2)
L,=bly+al,+ce¢ L, =
L,=al,+bl, En remplagant L, dans (1) :
Ce systeme est equivalent Ly=bl,+a(bl,+¢)

a. L,=(b+ab)L, +a
L,=bly+al, Par le lemme d’Arden on a:

L,=bly+al,+ce¢
L,=(a+b)L,+

Par lemme d’Arden on :
L,=(@+b). =09

Le systeme devient :

L, =(b+ab)*a

. a
(T a
@ 0@
a,

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 14




" A
m Configuration d’'un automate fini
¢ Une configuration est un couple (q,w) € Q x X*

e configuration initial (q,,w) (ou w est le mot a tester)

e configuration final (q,e) (q € F = w est accepte)
e Changement de configuration

soit + la relation binaire sur I'ensemble des
configurations (- < (Q x £*) x (Q x X*) ) définie par:
(g,aw) ~ (g’,w) Ssi 06(g,a)=q (@ae X, weX¥)
e -* est |a fermeture réflexive — transitive de +
e Langage reconnu par un automate fini A
LA)={weZXZ*/3qeF:(qywW) *(q,c¢)}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 15



Deux automates A et A’ sont
equivalents si et seulement si ls
reconnaissent le méme langage.
.e.

A est equivalenta A’ < L(A) =L(A’)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 16



Automate Fini Non déeterministe (AFN)

m Exemple 5

e Le AFN accepte 'ensemble lo___|1 A o

des mots sur I'alphabet {0,
1} qui se terminent par 01.

e 5(qg,a) peut étre un

— o | {g0, 71} qui s (%) -(@) ! ,
(1]

ens.d’états au lieu d'un seul U 4
stuc
e Pour un méme mot il peut . . Y
L] [ L] 2
exister plusieurs chemins (stuck)
0 0 1 0 1

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" A
m Un Automate Fini Non déterministe est défini
formellement par un quintuplet
A ={Q,% 5, Q, F }ou:

e Q, est un ensemble fini d’états
e X est un alphabet

¢ d, :Q, x> p(Q,) estlafonction de transition (ou 5, = (Q, xZ xQ,))
e Q, c Q, est 'ensemble des états initiaux

oF, < Q, est 'ensemble des états accepteurs.

e Langage reconnu par un automate fini A,
L(A,) = {w € 2* /3y € Qp, 3 € F : (G5, W) -* (q, ) }

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 18



" J
Extension de la fonction de transition 5 aux mots
On définit pour un ensemble d'états S :
0(S,a) = Ug.s06(0,a) (Vacez)
B Extension de & pour les AFN (6n : Qn X2 > 2Q”)
6,°(9, €) ={a} (Vqe Q)
0,7(q, wa) =9,(0,%(q, w),a) (Va X, VweZX)

e Etona:o,*(g,a) =9,(5,7(q,¢),a)

= 0,(1a},3)

= 9,(9,a)
e Langage reconnu par un AFN A

L(A,) ={weX*/6," (QpW) "F =L}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 19



" A
Exemple.
0,7(00,01)
= 0,(0,7(d0,0),1) -
= 8,(0,(00,0),1)
= 3,({90,94},1) o
= 6,(dp,1) VU 6,(94,1)
={qo}t v {qy}

= {00,492}
Le mot 01 est accepté car {q,} N {qy,9,} # &

—_—
—

Start _._

0 [ {0001} | {ao)
0}

_— =
—_— e

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 20



" S
Automate Fini Non déeterministe a
transitions libres (AFNg)

Un AFNe est un AFN auquel

on ajoute des transitions

etiquetées par ¢

Exemple : ﬁ e

Le AFNe accepte 8 8
I'ensemble des mots sur : 1 ;
I'alphabet {0, 1, 2} qui

Reconnaissance de 022

correspond a I'expression |, o, <, e, e, 2,

réguliere 0*1%2*. N

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" J

m Un Automate AFNg est défini formellement
par un quintuplet
A ={Q2u{e},d, sy F.}ou:

e Q, est un ensemble fini d’états

e X est un alphabet

e 0, :Q x(Xu{e}) > »(Q,) est la fonction de
transition (ou 5, < (Q, x (Zu{e})xQ,) )

e 5, € Q, est 'état initial

o < Q_estl'ensemble des etats accepteurs.

e Langage reconnu par un automate fini A,

LA,)={weZ*/3qeF, :(s5, W)*(q,€)}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 22



" A
Extension de la fonction de transition aux mots

Extension de & pour les AFNg (88 : Qg X(Zu{e})—> @(Qg))
Définition: (e- cloture)
La cl6ture d'un état q € Q par ¢, notee C_(q), est

I'ensemble des états accessibles de q uniquement
par des transitions vides.

e C.(q) = U, close'(q) ou :

> close®(q) = {q}
o close™'(q) = 5, (closel(q), ¢)
e C.(S) = Uses C(a)

e C(D)=Q

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Exemple.
_..
Etat q do d Q2
C.(a) {90,94,92} {a1,92} {92}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" NS

Extension de & pour les AFNe 6,: Q. x(Z U {e})) > p(Q,)

Exp :
0,"(00,01) = C(3,(5,"(dy,0),1)
0,"(0p,0) = C.(5,(C,(qp),0) = C(5.({dg,9+,9,},0)
= C, (6,(dy,0) v 5,(94,0) L 8,(0,,0))
=C.({q} v U v )
={00,91,9}
0."(dg,01) = C,(8,({0p,94,95}, 1)) = C(8.(dg, 1) W 6.(a4,1) U 6.(q,,1))
=C( Y v {q1} u J)
= {91,092}

e L(A)={weXZ/5(qy, W)NF_ =} (le mot01 estdonc accepté)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" J
m Equivalence entre automates finis
(FA) et langages réguliers

On note par Recy(FA) la classe des langages
reconnaissables par le type d’automate FA sur
un alphabet X.

On montre que les 3 formalismes AFD, AFN et
AFNe definissent la méme classe de langages:
les langages reguliers.

( Rec,(AFD) = Rec,(AFN) = Rec,(AFN) = Reg(2) )

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 26



" JEE—
Recy(AFN) < Rec(AFD)
(fleche 1)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" A
Theoreme (Pour tout AFN A , il existe un AFD A  avec L(A,) = L(Ay))

Preuve :
Soitun AFN A, ={Q,,%, 5., Q,, F,}
définissons (construisons) le AFD A, = {Qg,Z, &4, Qo%, Fy4}

avec

e Qy={S|ScQ,}(cad Q4= 0(Q,))
eF,={ScQ,|SnF, =}

0% = Qg
e PourtoutS cQ,eta e 2,

5d(S1 a) = Sn(S’ a) (= quS Sn(q’ a))

= Notons que |Q | = 2I°" (bien qu’en général, beaucoup d’états soient
Inutiles car inaccessibles)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 28



Exemple (NFA N et DFA D équivalent)

500

b
La partie en vert est inaccessibl

o
s

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Theoreme (Pour tout AFN A , il existe un AFD A  avec L(A,) = L(Ay))
Preuve (suite) :

On va montrer que L(Ay) = L(A,)
Il suffit de montrer par induction que :

8¢*(Qq, W) = 8,(Qq, W)
e Base : (w = g) : OK par définition des o*
e Induction : (w = ua)
04%(Qq, Ua) =4 04(64*(Qq,u),a)
=u  04(8,"(Qg,u),8)
= 04(8,"(Qg, U), @)
=t On(Qg, UQ)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Algorithme de détermination d'un AFN

(Conversion d'un AFN en un AFD équivalent)
Principe : considérer des ensembles d’etats successeurs de {q,}.

1.
2.

Partir de I'état initial E, = {q,}

Construire E, 'ensemble des états obtenus a partir de E,
par la transition a: E; = 5,(E,, a)

Recommencer 2. pour toutes les transitions possibles et
pour chaque nouvel ensemble E,

Tous les ensembles E; contenant au moins un état final
deviennent terminaux

Renumeroter les ensembles E; par de simples états

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 31
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Exemple1.

Exemple (NFA N et DFA D équivalent)

a b
Eo={ao} {90,0:}=E, {90,)=E,
E.={doa:t | {9094=E; | {doq)=E,
E,~{dp.q2} | {d0.94}=E, {90,)=E,

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Exemple2.

Exemple3.(AFN ayant n+1 états dont 'AFD équivalent a 2" états

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)

b
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" JEE
Recy(AFD) c Recy(AFN)
(fleche 2)

Theéoreme (Pour tout AFD A, il existe un AFN A avec L(A,) = L(A,))
Preuve : Soitun AFN Ay ={Q.Z, 84 Ao, Fg}

On prend le AFN A, ={Q4Z, d,, {q,}, Fq} ou:
04(0, @) =p = 8,(q, a) = {p}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Rec,(AFNg) c Recy(AFD)
Fléche 3

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" N
.

Preuve :

Soitun AFNe A _={Q_Xul{e}, 3, q,°, F.}

définissons (construisons) le AFD A, = {Q,,Z, 8, {q,%}, Fy}
Avec :

¢ Qy={C(S)/ScQ}

gy = Cy(qy)

e F,={SeQ/ SNF. 0}

e PourtoutS € Q eta e %,
54(S.a) = C,(5,(S,a)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" M
I

Preuve (suite)

On va montrer que L(A,) = L(A). Il suffit de montrer par induction que :

5. ({0} W) = 84(qp”, W)

e Base: (w=¢):
5. ({do’}, &) = C o) = do? = 84™(a?, &)

e induction : (w = ua)
0. ({do} Ua) = et 5 CL8:(5,"({do},u),2)
=n  CA5.(84%(qp%,u),a)
= cst 8d(ésd*(qod’u)ia)
= def.sa* Og (D% W)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" A
Algorithme de determination d’'un AFNe

(Conversion d’'un AFNe en un AFD équivalent)
Principe : considérer des ensembles d’états

1.
2.

successeurs de C_({q,}).
Partir de I'état initial E, = C_({q,})

Pour toute transition a, construire E; 'ensemble
des etats obtenus a partlr de E . (a I etape
precédente) par: E, = C_(5.(E_,, a))

Recommencer 2. pour chague nouvel ensemble
obtenu.

Tous les ensembles E; contenant au moins un état
final deviennent termlnaux

Renumeroter les ensembles E; par de simples
états

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 38



Exemple1

T

Automate déterministe équivalent

Etat g do a4 qs
C.(a) {90,91,92} | {94.92} {9,}
0 1 2
1
E,=C.(d) C.(do)=E, | E;=C,(q,) | E;=C,(q,)
= {00,94,9,} ={q,,9,} ={q,}
E1= {q1 ’Q2} %) E1=CS(Q1) E2=CS(QQ)
E,={q,} & & E,=C.(q,)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Exemple2

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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" N
Rec,(AFD) < REG(Z)
Fleche 4

Théoréme : Tout langage reconnaissable par un AFD est défini
par une expression reguliere.

(Pour le calcul de I'exp. Réguliére on peut résoudre un systéme

de card(Q,) equations et card(Q ) inconnues (pp. 12-13)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 41



= _
REG(X) < Recy(AFNe)
Fleche 5

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Théoréme : Pour toute expression réguliére .l existe un AFNe N, Tel que L(@)=L(N.)

Preuve : par induction.

e Cas de base : automates pour ¢, Jeta(a € )

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 43
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e |[nduction : automate pour o + 3

O

N, (o) O~

~O0

T

N.(B) ol

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Indiction : automate pour o . 3

Ne(p) @

e
—O Ne(a) O £
Induction : automate pour o*
(S
N

—O—= é) Ne(o)

.

N~

e

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)




Exemple :
(a|b)* abb

(O

A =1{0,1,2,4,7} B ={1,2,3,4,6,7,8)
C={1,2,4,56,7) D ={1,2,4,5,6,7,9}
E ={1,2,4,5,6,7,10}

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Automate minimal

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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e Congruence de Myhill — Nerode
Soit L un langage sur X ( L < X*) et soient u et v deux mots de X*.
On définit une relation d’équivalence ~ (~ < Z*x X*) par :
u~Vve vVwel’, (uwel o vwel)

o ~ (U~ V=>ua~Vva)(aeX¥)
(U~ V=>VyeX* uyebLevyel)
Ua~vo=VPBeX (uaBpelL < vap el)(prendrey = oap)

Al~=1{Q,%6.,q,.,F.} ou:
= Q_={[ul.,uexX¥}
" Qo = [e] .
«F_={[ul_,uel}
5 QXX — Q_définie par:
6.([u], a) = [ua]

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 48



" A
En effet :
wel(Al~) & 6.(9p.,W) € F_
< O_([g].,w)eF._

< [wl e F
& W el
Exemple: L=a*ba*={abal, ij>0}

o 8~La

calbalel et a*t'ba el

ebb gL et abbglL
(de méme a' ~ a ~ eVij>0) a@ : @ b =@
a aw

[e] = a*

g+ b (ebel et bbegl)
b~ ba (bal eL et baalel) —
(de mémeakb~|_ba|~|_akbq| ~vak,|20) [b]—a ba

b+ bb (bel et bbel) [bb] = a*ba*b(a+b)*

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 49
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e Cas ou L est un langage régulier

Si L est régulier il est reconnaissable par un AFD A = (%, Q, 9, d,, F)
Soient p et g deux états quelconque de Q, accessible de g,. On note par :

p=238(qpu) et q=235(qyv) (u,veZX

U~ Vv & VWweX*: (UWeL < vw e L)
< Vwe X (98(qpuw) € < 9(qq,vw) € F)
< Vwe X (8(8(qg,u), ) F< 8(5(qqVv)W) € F)
< VwelZ: (6(p,w) eF < d(q,w) e F)
S VweX' ((w e L & we L)
— L, = L,

Et on écrit :

prq < VweZX': (6(p,w) e F < d(q,w) € F)

Ona:

A/~ estisomorphea A/=
Les 2 automates quotients sont identiques: ils ont méme nombre d’états et
lls ne différent que par les noms des états

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)



Remarque: les langages L, (resp. L) est appelé résiduel de L par rapport a u (res.v)
ulL={weX*/uw e L}
(un résiduel par rapport a u est 'ensemble des mots de L dont on efface le préfixe u)

Exemple.

L1=al2 + bL3
L2=al4 + bL5
L3=al4 + bL6 +¢
L4=al4 + bLS
L5=al4 + bL6 +¢
Ll6=al4 + bL6
On en déduit :
L12=14 = 2=4

L3=L5 = 3=x5

Ces deux resultats font que L1 = L2

Etdonc 1~ 2%~4.

L12L6(eel3,belL1maisb ¢ L6
care ¢ L6)

Les classes: {1,2,4} , {6} et {3,5}

Automate minimal équivalent

E. CHABBAR SMI (2008 -2009) 52



ep~q <& VweX': (8(pw)eF <d6(qw)eF)

ep q << dIweX:(8(pw)eF etdqw) ¢F)
ou

(6(p,w) ¢ F etd(gq,w) € F)
On dit, dans ce cas que, w sépare p etq.

e Pourn>0,onnote >>"=30 U XTu...u Xn

(est 'ensemble des mots de longueur < n) et on définit I'équivalence
=, sur Q par:

P~ q < VweZ" (8(p,w) e F < d(q,w) e F)

Remarques :
~, a pour classes d’équivalence F et Q\F.
~.+ €st plus fine que ~,, (P =,,1q = P %,0Q)
~ = Ny & (prq < Vn=>0, p=q)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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On montre que :

® P ~yQq <& prgqetVaek 3(pa)x, dpa)
e Si ~, =%, alors = = &

On utilise ce principe pour calculer les partitions &, (relatives a =, ) de
Q par raffinements successifs en partant de t, = { F, Q \ F}.

L'automate minimal est I'automate quotient
Al==(Z, Q= 95, [qy., F.) ou
Q/~={[al.,q e Q}
F~={dl..q €F}
0. . Q/=x X — Q/=~ définie par:
6. ([al., @) =16(q, a)l.
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" A
e | 'automate quotient A /= = (%, Q/=, o_, [qy]., F.) est équivalenta A
En effet :
welL(Alz) & 6[[qy.,w) €F,
< [6(9p, W)L € F.
< 0(qy,wW) € F
< We L(A)

Algorithme1 de minimisation d'un AFD A

1- Eliminer de A tous les états non accessibles

2- Faire deux classes : une classe pour les terminaux et une autre pour
les non terminaux.

3- S'il existe une lettre a qui sépare deux états p et q (6(p,a) et 6(q,a)
ne sont pas dans la méme classe), alors créer une nouvelle classe
et séparer p et g. On laisse dans la méme classe tous les états qui
donnent un état d’arrivée dans la méme classe.

4- Recommencer en 3 jusqu'a ce qu’il n'y ait plus de classe a séparer.
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long1 longueur2

long0 |a | b aa |ab |ba |bb
1 2|3 5 6
2 4 15 5 6
4 415 )

6 4 |6

3 4 5 6
) S

Deux états sont séparés si leurs lignes corresp.
n'ont pas le méme soulignement

n,: {1,2,4,6}, {3,5}

b sépare 6 de {1,2,4}
n, . {1,2,4}, {6}, {3,5}
n, . {1,2,4}, {6}, {3,5}
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" J
Algorithme 2 pour minimiser un AFD
Début
I/l A(card(Q), card(Q)) matrice booléenne initialisée a faux
fini « faux;
pour tout (p,q) € Q x Q faire
si(p,q) e FXF U(Q\F)x(Q\F) A(p,q) « vrai
sinon A (p,q) « faux;
fait;
tant que non fini faire
fini <« vrai;
pour tout (p,q) € Q x Q faire
si A(p,q) = vrai alors
pour tout a € X faire
si A(d(p,a), o6(g,a) ) = faux alors A(p,q) « faux; fini «-faux fsi;
fait;
fsi;
fait;
fait;
Fin
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Propriétes des langages reguliers
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Soit L un langage quelconque sur 2.

m L est-il regulier ?

m Pour quels opérateurs les langages
reguliers sont-ils fermes ?

mwWelL?
m L est-il vide, fini, infini ?
m(LicL, L,=L,7?)

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)

59



Pour montrer qu'un langage est regulier,
|l faut :

m frouver un automate fini (ou une expression reg.) M et
m montrer que L = L(M) cad
e que L c L(M) (tout mot de L est accepté par M)
e que L(M) c L (tout mot accepté par M est dans L)
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" M

Soit L un langage sur X.

Si L est régulier alors

dn (entier), vw(mot) (welL A |w2>2n) =

( 3IAx,y,z € X¥,

E. CHABBAR SMI (2008 -2009)
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Preuve.

Supposons que L est régulier. Il existe un AFD (minimal)
A=(Z,Q0,p,F) t.g L(A)=L.

On prend n = card(Q). Soit w = a,...a....a,, un mot de L de long. m > n.
On note par w;, le préfixe de w de longueuri (w, = a,...a))

(ilya (n+ 1) préfixes de w de longueur < n)

Soit f:{0,1,...,n} — Q définie par: (i) = 3(py, W) = P,

- f est non injective (card {0,1, ..., n}=n+1 > card (Q) =n))

- llexiste i, j e {0,1,...,n} t.g i =] et (i) =1(j) (3(pPy, W;) = 3(Py, W;))
Supposons j>i.0n prend :

X=W;=a,..a, Yy=a,...a (w=xy)etz=a,,...a, (W=w,2)

S = 0 e Pour ces mots x, y et z on vérifie (facilement)
O B .‘::' ..... Gua e .“.”.*...@ les trois propriétés du lemme.
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" J
Remarque: le lemme de I'étoile donne une condition nécessaire pour qu’'un

langage soit régulier. |l est utilisé pour prouver qu'un langage n’est pas régulier.
(par contraposée)

FORMALISONS LE LEMME: Formalisme du lemme:
L est régulier = L est régulier =
dn: VweX": dn: VweZX":
(wel A |w=n) (wel A |wl=n)
—

(IAX,y,zeX*: (IAX,y,zeX*:
W=XYyzZ A W=XYyzZ A
(Ixy|<n A |y|=1) (Ixy[<n ~ |y|=1)
VAN AN
Vi20:xy'z el) Vi20:xy'z elL)
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Formalisme du lemme:
L estrégulier =
dn: VweZX*:

(wel A |w|l=n)

(IAX,y,zeX*:
W=XYyzZ A

(xyl<n A Jy|21)

Vi>0:xy'z elL)

CONTRAPOSEE

Vn: 3weX*:
(wel A |w|l=n)

VXY, 2ZeX:
W=xyz A
(Ixyl<n A |y[=1)]

(Vi=z0:xy'z elL)

= L est non régulier
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"

CONTRAPOSEE CONTRAPOSEE
Vn: 3weX*: Vn: 3weX*:
(wel A |w=n) (wel A |w=n)
VAN A\
VXY, ZeZ*: VXY, z2eZ":

— [w=xyz ~a
(Ixy|<n A |y =1)]

V

Fi=0: xy'z ¢L)

= L est non régulier

W=xyz A

(Ixy[<n A lyl=1)]
—

Fi=0: xy'z ¢L)

= L est non régulier
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Exemples :
1)  Ly={a™b™ , m>1} n’est pas régulier.
Fixonsn et soit w=a"b" €L (|w|=2n>n).
-w=xyz=a"b" et|xy|] <n impose que le choix, de x et de y, est
parmiles ‘a’ .
w=xyz=a"a b" (y=a)(1<j<n)
X yk 7 = an-j akj br = gh* (k-1)j bn
- Choix de k pourque xy*z ¢« L.

| suffit de prendre k > 1 (par exemple k = 2) pour conclure que le
langage L est non régulier.

Autre démonstration par la congruence Myhill — Nerode :
Ona: a ~,,a Vi#j.
en effet a'akb "k € L, (V K) mais al akb "k ¢ L, du fait que j # 1,
donc il y a une infinité de classes d’équivalence [a] (i > 0).
Le langage L, est non régulier (selon le théoreme de M - Nerode).
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2) L,={a?, n>1}estunlangage non régulier.
- Fixons n et choisissons w =a® avec n? > n.
« W=XYyz= an2
=a?-ia (ouy=a,1<j<n)
. X yk Z = gn2 + (k—1)]
prenons k =2 et montrons que xy?z ¢ L,.
n%? <|xy’z| < n?+n < (n+1)?; xy?z ne peut étre un carré parfait,
doncxy?z ¢ L.
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Propriétés de fermeture des
langages reguliers

Theoreme : SiL etL’ sontréguliers alors, sont réguliers :

e UNion L ul’
e produit LU
e ctoile S

e complément : C,. L

e intersection : L n L

o difféerence : L\L

e image miroir : LR

e image par homomorphisme : h(L)

e image par homomorphisme inverse : h-'(L)
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Preuve :
- les 3 premiéres propriétés (union, produit et étoile) sont par définition des
langages reguliers.

- le complément d’un régulier est régulier :
L régulier = L est reconnu par un AFD A= (%, Q, 5, q, F): L(A)=L
L'automate B = (%, Q, 5, q,, Q\ F) reconnait le complément de L.

(Pour complémenter un automate, tout état non final devient final et vice —
versa. L'automate (a complémenter) doit &tre complet).

- Pour l'intersection (comme pour 'union) on fait une construction directe :
Produit de deux automates :
A=(Q,95,q), F) i=1et2sontdeux AFDs L, =L(A,)etL, =L(A,).
Le produit de A1 et A2 estun AFD A = (%, Q, d,, g5, F,) ou:
Q, =Q; xQ, ; do* = (dg" , 9¢?)
5, est définie par:  5,((p,q), a) = (8,(p, a) , 3,(q, a))
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Si F,=F,x F, alors A, reconnait L, »n L,. (L(A)=L;n L))

- L régulier = LR est régulier
L reconnu par un AFD A = (%, Q, 9, q,, F). On construit un AFNeg

B = (2, QU {pg} 8g, Py, Fg) OU:
- p, est I'état initial (p, ¢ Q)
- Oz est obtenue en inversant le sens de tous les arcs de A
- ajouter (p,,¢€)=F
- Fg ={qo}
etona L(B)=LR
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h :2* — 2™ un homomorphisme

- L estreguliersur¥ = h(L) est régulier sur ¥’
(Preuve par induction structurelle des réguliers)

- L’ est régulier sur X’ = h'(L) est régulier sur X
A =(%Q, 0%, q,, F)un AFD reconnaissant L’.
On construit A= (%, Q, 5,9y, F’)ou:

6(q’, a) = 8'(q’, h(a))
et on vérifie que L(A)=h"(L)
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Proprietes decidables des reguliers

L, L, et L, sont des reqguliers sur X.

e W est mot de X*.

wel?: w e L < w est accepté par un AF
Atq. L=L(A).
o L= 7: L« < 3 un état final est accessible

de I'état initial.(L = L(A))
e L finiouinfini ? : L estinfini < 3 un chemin de I'état

initial a un état final passant par un cycle.
e L.cL,? : LiclL, & L, nCul(l,)=37.

® L1=L2f) : L1gL2 et L2QL1
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