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Corps finis

Par Z,, on note "anneau Z/nZ.
Un corps est un anneau ou tous les éléments non nuls sont inversibles.
Un corps fini est aussi appelé corps de Galois qu’on note GF(q) ou F,.

0.1. Propriétés des corps finis

THEOREME 0.1.1. L’anneau (Zy,+,.) est un corps si et seulement si n
est un nombre premier.

DEMONSTRATION. =) (Zy,+,.) est un corps. Si n = ab, avec 1 < a,b <
n, alors b = a~'ab = a~'n =0 mod n, contradiction.

<) n est un nombre premier. Tout nombre 1 < m < n — 1 est premier
avec n. D’aprés le théoréme de Bezout il existe des entiers u et v tels que
un+wvm = 1 d’olt en passant a Z, vm = 1 et m est inversible, donc (Zy, +, .)
est un corps. O

DEFINITION 0.1.2. Tout corps K contenant le corps F s’appelle extension
de F. K est un espace vectoriel sur F' et on sa dimension [K : F].

THEOREME 0.1.3. Soit F un corps. Alors ou bien F est une extension du
corps Q des nombres rationnels, ou bien F est une extension de Z, pour un
nombre premier p uniquement déterminé.

Preuve : On considére le morphisme d’anneaux f : Z — F défini par
f(1) = 1. Si f est injective, alors IF contient 'image f(Z), qui est isomorphe a
7, et le corps de fraction de Z qui est isomorphe & Q. Si f n’est pas injective
il existe un plus petit entier non nul p tel que f(p) = 0 et ker(f) = pZ.
L’image f(Z) est isomorphe & Z,. Si p n’est pas premier alors p = rs ol
1 <rs<pdou f(p) = f(rs) = f(r)f(s) = 0 dans F, ce qui n’est pas
possible.

COROLLAIRE 0.1.4. Soit F un corps, alors la caractéristique de F est soit
nulle, soit un nombre premier.

DEFINITION 0.1.5. Soit R un anneau. La caractéristique de R est le plus
petit entier m > 0 lorsqu’il existe vérifiant ma =1+ ---+1 = 0. Si un tel
m n’existe pas, cad pour tout m € N*, m.1 # 0, on dit alors que R est de
caractéristique nulle.

- LEMME 0.1.6. Soit F' un corps fini de caractéristique p, alors (a—i—b)pi =
aP' + b pour tout a,b € F et i € N*.
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4 CORPS FINIS

DEMONSTRATION. On utilise la formule du bindme, et le fait que p divise
(F) car p(p—1)---(p—k+1) = k!(}) et p est premier et donc premier avec
k! puisque 0 < k < p. Donc p divise (i) Puis on raisonne par récurrence sur

7. O

DEFINITION 0.1.7. L’ordre d’un corps fini F est le nombre d’éléments de
F.

THEOREME 0.1.8. Soit F un corps fini, alors l'ordre de F est p" ot p est
un nombre premier et r est un entier > 0. De plus F contient un sous-corps
isomorphe a Zy.

DEMONSTRATION. Puisque [ est fini, F contient un sous corps isomorphe
a Zyp et la caractéristique de F est un nombre premier p. F est un espace

vectoriel fini sur Z,. Soit r sa dimension et wy,--- ,w, une base de I sur Z,.
Chaque élément de F s’écrit d’une facon unique sous la forme aj.wq + - +
ar.wy avec a; € Zy. Donc g =p". O

Le sous corps de F, isomorphe a Z, s’appelle sous corps premier de F,.
COROLLAIRE 0.1.9. Tout corps F d’ordre premier p est isomorphe a Zy.

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 0.1.8, F contient un sous-corps
isomorphe a Z,. Puisque F est d’ordre p il coincide avec son sous-corps
isomorphe a Z,,. O

0.2. Construction de corps finis

On va montrer que pour tout nombre premier p et r un entier > 0 on
peut construire un corps d’ordre p".

Soit F un corps alors F[z] est un anneau principal. cad pour tout idéal
I dans F[z] on a I = (p(z)) ot p(z) est un polynéme non nul de plus petit
degré dans 1.

Soit F un corps, p(z) € F[z], I'idéal engendré par p(x) est

((p(2)) = (p(2))F[z] = {p(x)g(x) | 9(x) € Fla]}

L’anneau quotient

Flal/(p(z) = {f(z) + I | f(x) € Flz]}

on note f(z)+ I par f(z) ainsi p(z) = 0.

Cet anneau est muni des opérations :
- addition : f(z) + g(z) = f(z) + g(x) et,
- multiplication : f(z).g(x) = f(x).g(x)

THEOREME 0.2.1. K est un anneau. Soit F un corps et p(z) € F[z]
un polynéme irréductible sur F. L’anneau quotient K = Flx]/(p(x)) est un
corps. De plus K contient un sous corps isomorphe a F.
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DEMONSTRATION. Soit f(x) € F[z] tel que f(z) # 0. Puisque p(x) est
irréductible et p(z) n’est pas un facteur de f(x) alors pged(f(x),p(z)) =1 €
F* d’ou il existe a(x) et b(x) dans F[z] tels que a(x) f(z) + b(x)p(x) =1 d’on
a(x)f(x) + b(z)p(z) = 1 or p(z) = 0. Donc tout élément non nul de K est
inversible. Donc K est un corps.

On aF C F[z] et on considére la restriction a IF de la surjection canonique

¢o: F— K
a—a

c’est un morphisme injectif d’ott Im(¢) = F est un sous corps de K. [

Nous avons montré que pour tout corps F nous pouvons construire un
corps K contenant IF comme sous corps. Nous disons que K est une extension
de F et on identifie a avec a € F.

Soit p(x) € F[z] un polynéme irréductible de degré m > 1 : p(x) =
co+ x4+ -+ epx™ et f(x) € Flz] , il existe deux polynomes g(z) et r(x)
dans F(z) tel que f(x) = g(x)p(z) +r(z) ot deg(r) < m et donc r(z) est de
la forme r(z) = ap + a1x + - - + apm_12™ * avec a; € F .

En utilisant le fait que p(z) = 0 on déduit que

f(x) =q(z).p(x) +7(z) =ag + @1T + - + Gpp1.7" 1

on pose t =% d'ot f(z) =@p + @it + -+ Gp1.t" 1

THEOREME 0.2.2. Soit F un corps et p(z) = co+cr1z+- - -+ cpa™ € Flz]
un polynome irréductible de degré m > 1. Alors le corps K = Fx]/(p(x)) peut
étre représenté comme K = {ao +art+ -+ am 1t™ Vag, - ,am_1 € F;p(t) = O}.

Avec cette représentation d’addition est trivial. La multiplication :
sia(t)=ag+ -+ am_1t™ et b(t) =bg + -+ bp_1t?

a(t)b(t) = agbo + (aoby + arbo) + - -+ + Am—1bm—1t*" ">
a(t)b(t) = q(t)(co + crt + -+ + cmtm) + do + dit + -+ + dpprt™ !
d’ott a(t)b(t) = do + dit + - -+ + dpp_1t™ L.

EXEMPLE 0.2.3. L’anneau quotient K = R[z]/(z? + 1) est un corps
isomorphe & C. En effet, Puisque le polynome p(x) = x> + 1 est irréduc-
tible sur R, lanneau quotient K est un corps. K peut étre représenté par
K = {ao + a1t/ag, a1 € R} ou t vérifie t> + 1 = 0. On vérifie facilement que
Uapplication f : K — C définit par f(a + bt) = a + ib est un isomorphisme
de corps.

Pour construire un corps fini d’ordre p", on considere le corps Z, et
p(x) € Zplx] un polyndéme irréductible de degré r. Soit p(z) = ¢y + 1z +
.-+ 4+ a" alors le corps K = Zp[z]|/p(x) peut étre représenté comme K =
{ao tait+---+a1t" | a; € Zp,p(t) = O}. K est d’ordre p".

THEOREME 0.2.4. Il existe un corps F d’ordre n si et seulement si n est
une puissance d’un nombre premier.
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=0 a’=ad+a+1
=1 af=a?+1
a =« a¥= a3 + Q,
a?=a? a?’=a? +a+1
ad—a3 al— a3+ a2 +a

at=a+1 a2 =4+’ +a+1
aP=a’+a a® =ad+a?+1
af=ad+a o =ad+1

TAaBLE 1. Table du corps Fig

DEMONSTRATION. =) C’est le Théoréme 0.1.8.

<) Soit p un nombre premier et r € N* tel que n = p" et g(z) un po-
lynome irréductible dans Zy[x] de degré r. Z,[x]/(g(x)) est un corps d’ordre
p. O

COROLLAIRE 0.2.5. Sin = p" ot p un nombre premier el r un entier
> 0. Alors il existe un corps fini Fpr d’ordre p” donné par

Fpr = {ao +at+ -+ ap_qt" ! | ai € Zp,p(t) = O}
ol p(x) € Zplx] est un polynéme irréductible unitaire de degré r.

EXEMPLE 0.2.6. Le polynéme x%+1 est réductible sur Zs car (1+1=0)
et 12 +1 = (z+1)(z + 1) dans Zs|x].

Par contre le polynome x> + x + 1 est irréductible dans Zs[x], on peut
construire le corps Fq. Fy = {0,1,¢,1+t}. La somme par ezemple 14+ (1+t) =
t. La multiplication t.(1 +t) = t +t2 = —1 = 1, Fy peut étre identifié a
Folz]/ (2?2 + 2+ 1) = {0,1,¢,1 +t,t> +t + 1 = 0}.

EXEMPLE 0.2.7. Cherchons un corps & 9 éléments. On a 9 =3 , on a
besoin d’un polynéme irréductible de degré 2 dans Zs[z], x2 + 1 Dest.

Fy = {a + bt|la,b € Z3,t* + 1 =0}
d’ot
Fo ={0,1,2,¢,14+¢,2+1¢,2¢t,1+ 2,2 + 2t}
DansFg ona (1+t)(1+2t) =1+t +2t +2t2 =1+2t> =2

EXEMPLE 0.2.8. un corps o 16 éléments. On a 16 = 2* | un polynome
irréductible de degré 4 dans Zs[z], est x* +x +1. On note la classe de x par
a alors o vérifie o* + a4+ 1 = 0 les éléments de Fig sont : 0, 1, o, o + 1,
a?, > +1,a’+a, > +a+1,a% P +1, a3 +a, a®+a+1, o+ a?,
aB+a’+1, a8+ +a, P +a’+a+1.

Onaa*=a+1=0c¢cta®=ala+1)=a®+a etainsi de suite on
obtient la Table 1.

THEOREME 0.2.9. Soit f(z) € Fylz] un polynome irréductible de degré
m. Alors Fylz]/(f(x)) = Fgm. De plus f(x) a m racines distinctes dans
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m—

Folz]/(f(x)), qui sont 7,729,790 - 729" ou T est Uimage de x € Fyx]
dans Fylz]/(f(x)).

DEMONSTRATION. Fy[z]/(f(z)) est un corps puisque f(x) est irréduc-
tible. Et c’est un F,-espace vectoriel de dimension deg(f(z)) = m. D’ou
F,lx]/(f(x)) est d’ordre ¢, donc il est isomprphe & Fym. O

THEOREME 0.2.10. On Fpr C Fpys si et seulement si p=p' el r divise s.

DEMONSTRATION. =) SiF,r C Fps onap.l =p'.1 =0dou (p—p')1 =0
d’ou p = p'. De plus [Fpr : Fpy] = [Fpr : Fps|[Fps : Fp] d’ou s divise r.
< : D’aprés le théoréme précédent. O

COROLLAIRE 0.2.11. Deuz corps finis de méme ordre sont isomorphes.

LEMME 0.2.12. Soit (G,.) un groupe abélien, a et b deux éléments de G
d’ordre m et n respectivement. Il existe un élément de G d’ordre ppem(m,n).

DEMONSTRATION. Posons d = pged(m,n), ¢ = mn/d = ppem(m,n),
c = a% et ¢ = (a™)*(b")™/? = e d’ou Pordre de ¢ divise ¢, on pose r =
ord(c). on a " = e d’ott a¥ = b~ et ord(a?) = ord(b™") = ord(b") =t
et ord(a® = m/d , ord(b) = n donc t divise m/d et n mais m/d et n sont
premier entre eux d’ou ¢ divise r. Donc ord(c) = ¢ = ppem(m,n). O

THEOREME 0.2.13. Soit F un corps fini et F* = F\{0} alors,
i) (F*,.) est un groupe cyclique d’ordre q ot q = |F*|.
i) si o est un générateur de F* alors F = {0,1=a’,---  a972}.
i) o =1 si seulement si ¢ — 1 divise k.

DEMONSTRATION. Posons |F| = n. (F*,.) est un groupe abélien d’ordre
n — 1. Soit ¢ le ppecm des ordres des éléments de F*. Alors a? = 1 pour tout
a € F*, donc tout élément de F*, est une racine de 29— 1, or un polynéme de
degré g a au plus ¢ racines. D’oti n — 1 < ¢. En utilisant le lemme précédent,
il existe un o € F* d’ordre ¢. D’ou ¢ divise n — 1. Donc ¢ = n — 1. Donc F*
est cyclique engendré par . D’ow i) et ii). iii) est trivial. O

Les éléments de IF, sont précisément les racines de z9 — x.

DEFINITION 0.2.14. Un générateur du groupe multiplicatif F* est appelé
élément primitif de F.

Un élément primitif du corps fini IF; est un élément d’ordre g — 1.

DEFINITION 0.2.15. Soit F un corps fini et o € F. L’ordre de « est le
plus petit entier n tel que o™ = 1.

D’apres le Théoréme 0.1.8 on a :

COROLLAIRE 0.2.16. Dans tout corps fini IFy il existe un élément primitif
« et on a
F, = {0, La,a?, - ,aq*2}
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et F, est Uensemble des racines du polyndome z9—z. On a aussi ord(a?) =
q—1
pged(i,g—1)"
THEOREME 0.2.17. Soit o un élément primitif du corps Fy. Les éléments
primitifs de By sont les o tels que pged(i,q —1) = 1.

COROLLAIRE 0.2.18. Soit o un élément primitif du corps Fy et Fy un
sous corps de Fy, alors les éléments de Fs sont {0,1,8,---,5°72} ot B =
a(a=1)/(s=1)

m—1

DEFINITION 0.2.19. Soit a € Fym. Les nombres «, o4, an, e, ad
sont appelés les conjugués de o par rapport a F.

EXERCISE 0.3. Trouver tous les éléments primitifs de Fg et Fy.

0.4. Automorphismes de corps finis

Le groupe des automorphismes du corps F, est noté Aut(F,) et s’appelle
groupe de Galois du corps [F,.

Soit le corps I, de caractéristique p. L’application o), : F, — F, définie
par op(z) = 2P s’appelle automorphisme de Frobenius.

THEOREME 0.4.1. 1) Aut(F,) est un groupe cyclique d’ordre m et engen-
dré par l'automorphisme de Frobenius o,.
ii) Le sous corps premier de F, est 'ensemble des éléments de F, tels que
op(z) =z.

0.5. Polynéme minimal

DEFINITION 0.5.1. Le polyndme unitaire dans F, de plus petit degré an-
nulé par B € Fy: s’appelle polynome minimal de 3 sur F,.

THEOREME 0.5.2. Soit Fy: une extension du corps Fy et a € Fye de
polynome minimal mq(z) dans Fylz]. Alors :
i) mq(x) est irréductible sur Fy ;
i) si g(z) € Fylx] tel que g(a) =0 alors mq(x) divise g(z) ;
i11) ma(x) est unique.

DEMONSTRATION. i) mq(z) est irréductible. Sinon, on aurait mq(z) =
P(z)Q(z) dans Fp[z], ou p(z) et ¢(x) sont de degré > 1 et < d. dans F, on
a p(a)g(a) = 0 et donc p(a) = 0 ou g(a) = 0, ce qui contredit que mq(x)
est le polynéme minimal.

ii) On fait la division euclidienne de g(z) par mq(z), le reste est nécessaire-
ment nul, sinon contradiction avec le fait que mq (z) est le polynome minimal.
ii) Si il existe 2 polynémes minimaux de «(z), ils seront nécessairement de
méme degré, et leur différence est nulle, sinon ils ne seront pas polynomes
minimaux. ]
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THEOREME 0.5.3. Soit f(z) un polynome irréductible unitaire sur Fy de
degré r. Alors :
i) toutes les racines de f(x) sont dans Fy ;
et une racine quelconque de f(x) ;
i) f(z) = [I'_ (z — o), ot oy € Fyt pour 1 <i<t;
ii) f(z) divise 37 — z.

DEMONSTRATION. 1) Soit v et § deux racines de f(x). le corps Fg[z]/(f(x))
contient ces deux racines. i) D’aprés ii) et le fait que 27 —z = [] acl (x —
Q). O

et dans tout corps contenant IF,

Ce théoreme est en particulier valable pour le polynéome minimal m ()
dans IFy.

THEOREME 0.5.4. Soit Fy: une extension du corps Fy et o € Fye de po-
lynome minimal mq(z) dans Fy[z]. Alors :
i) le degré de mo(x) divise t ;
it) 29 — x =[], malz), ot a € F,t dont les mq(x) sont tous distincts ;
i) 2 — = @) f(2), ot f(z) sont tous les polyndmes irréductibles uni-
taires sur Fy dont les degrés divisent t.

DEMONSTRATION. 1) Fy[z]/(ma(x)) est une extension de Fy qui contient
toutes les racines de mq(z) et Fylz]/(ma(z)) = Fjaegimat=) qui est un sous
corps de F .. D’apres le Théoréme 0.2.10 deg(mq(z)) divise . O

Deux éléments dans F,: ayant méme polynoéme minimal sont dits conju-
gués. Les conjugués de « sont donc toutes les racines de son polynéme mi-
nimal mq(x). Le théoréme suivant permet de trouver les conjugués de a.

THEOREME 0.5.5. Soit f(x) un polynome dans Fylz] et a une racine de
f(x) dans une extension Fy de Fy. Alors :

i) f(a9) = f(x)?;

i) o est aussi une racine de f(x) dans F,.

DEMONSTRATION. Si f(z) = Y.F | a;z on utilise le fait que a? = a; (les

éléments de [F, sont les racines du polynome z% — x.) et le LemmezO.l.G. U
Si on prend dans ce théoréme f(z) comme étant le polynéme minimal
de a € IFZ sur [F, alors les conjugués de a sont {c, 04‘1,04‘12, e aqt_l}.
Le polynome minimal m,:(z) de o' € Fp: ?
t—1
f@) =] —a")
k=0
est un facteur de m(x) & coefficients dans F, (aprés développement). Donc
f(z) € Fylz] et f(a') =0. D’ot m(z) = f(x).

DEFINITION 0.5.6. Le polynome minimal mq(x) d’un élément primitif
a, s’appelle polynéme primaitif.
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Le cardinal r d’une classe g-cyclotomique modulo ¢* — 1 divise ¢.

THEOREME 0.5.7. Si vy est un élément primitif Fy: alors le polynome
manimal v* sur Fy est

1€Cs

XXX

Le polynéme z™ — 1 dans F,[z] se décompose complétement dans une
extension Fym[z] de Fy[x] ou n divise ¢™ — 1. Soit w un élément primitif de
Fym alors o = w(@™=D/" egt une racine primitive n€™¢ de 'unité dans F, et

n—1
" —1= H(:c—o/)
i=0
Il s’en suit que le polynéme générateur g(x) d'un code cyclique C' de lon-
gueur n se décompose comme g(z) = [[;c;(z — a') dans Fgm[z] ou I est
un sous ensemble de {0,1,2,--- ,n— 1}, appelé ensemble de définition de C
relativement & a.

Soit f(x) un polynéme irréductible qui divise 2 — 1 et o/ une racine
de f(x) dans Fgm. Les conjugués de « : o, o ... sont aussi des racines
de f(z) (les exposants sont modulo n puisque o™ = 1). {ig/ mod n | j =
0,1,---} est Porbite C; g-cyclotomique modulo n.

f@) =Tl o)

seC;

Ce polynome f(z) s’appelle polynéme minimal de af. On le note m;(x).
Donc le polynéome générateur g(x) d’un code cyclique C est le produit
de certains polynémes minimaux.

0.6. Classes cyclotomiques

Les classes cyclotomiques permettent de déterminer le nombre de facteurs
irréductibles de 2P 1 — 1 sur F. Connaissant le polynéme minimal d’une
racine 2P 1 — 1 elles permettent de trouver tous les polynémes minimaux
des racines de zP" ! — 1, c’est a dire tous les facteurs 2P~ — 1

Rappelons que tous les conjugués de 5 ont donc le méme polynéme mi-
nimal.

On considére le corps Fig avec p = 2, m = 4 et § admettant pour
polynéme minimal 54 4+ 8 + 1. Alors

Alors /3 est un zéro de z* + x + 1, il en est de méme pour 2, B4, % et
B16. on peut vérifier par le calcul que

el t o+ 1= (z—p)(x— )z B - 5.
Trouver I’ensemble des conjugués de toutes les racines revient & par-
titioner l’ensemble des puissances de (. Le corps F s’écrit FF = {0} U

{1,8,8%,---,BP" =2} et I’ensemble des puissances de 3 est tout simplement
Lgm_1 .
P
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DEFINITION 0.6.1. Soit a,b € Zpm_1 a et b sont dits équivalents si b =
p'a mod(p™ — 1).

La relation d’équivalence est réflexive, symétrique et transitive. Cy re-
présente une classe cyclotomique oti s est le plus petit entier de la classe :

{Sa sp, Sp27 Ty Spms_l}a
ol mg est le plus petit entier tel que p™s = s(mod p™ — 1). L’entier s est
appelé le représentant de la classe (en anglais coset leader).
Quelles sont les classes cyclotomiques modulo 15 pour p =27
CO = {0}7 Cl = {1727478}7 03 = {3767 12,9}7 05 = {57 10}7 07 =
{7,14,13,11}.

EXERCISE 0.7. Soit o une racine primitive de x4 + x + 1 sur Fig. Dé-
terminer les polynémes minimauz de 1, 3, 5, 7.
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0.8. Polynémes Cyclotomiques

Soit s un entier tel que 0 < s < n. Par définition l'orbite ¢-cyclotomique
de s mod n est

Cs = {Sa sq, -, Sqr_l} (mOdn)

ou r est le plus petit entier positif tel que s¢" = s ( mod n). Les ensembles
Cs forment une partition de ’ensemble {0,1,2,---,n — 1} Par définition
ordy,(q) est le cardinal de l'orbite g-cyclotomique Cy ( mod n).

Le polynéme minimal de o® sur Fy est mqs(z) = [[;cc, (2 — at).

EXEMPLE 0.8.1. Dans Fg = Fa[z]/(23 + 2 + 1). Conjugacy Class : As-
sociated Minimal Polynomial {0} : p(z) = (z —0) ==z
{a® =1} :po(z)=(z—1) =2 +1
{0,020} pi(2) = pa(a) = pale) = (2 — a)(& — )& — a%) =+ 2+ 1
{0%,0%,0%) < py() = pol(z) = ps() = (2 — 0¥ (2 — %) (z — %) = 25 +22+ 1.

Soit « une racine primitive n¢ de I'unité dans une cloture algébrique de
F,. La plus petite extension de IF, qui contienne « est Fgr ot 7 est le plus
petit entier tel que n divise ¢" — 1.

On définit Vorbite g-cyclotomique de s mod (¢* — 1) comme

Cs = {s,sq,- - ,sq’"*l} mod (qt - 1)

ol 1 est le plus petit entier positif tel que s¢” = s mod (¢'—1). Les ensembles
Cs forment une partition de I'ensemble {0,1,2,---,¢" — 2}

EXEMPLE 0.8.2. Les orbites 2-cyclotomiques mod 15 sont Cy = {0},
C1 = {1,2,4,8), Cs = {3,6,12,9}, Cs = {5,10} et C7 = {7,14,13, 11}.

EXERCISE 0.9. Trouver les 2-cyclotomiques orbites mod 16, mod 31

THEOREME 0.9.1. 57 v est un élément primitif de F
manimal de v° sur F, est

q¢t> alors le polynome

1€l

EXEMPLE 0.9.2. Polynéme minimal de chaque élément de Fg surFao ainsi
que les 2-cyclotomiques orbites
racine  polynéme minimal 2-cyclotomiques orbites

0 x

1 r+1 {0}
a,a?, at 2 4r+1 {1,2,4}
a3 a’,ab P+t +1 {3,5,6}

EXERCISE 0.10. Trouver le polynéme minimal de chaque élément de Fig
sur Fo ainsi que les 2-cyclotomiques orbites

EXERCISE 0.11. Sans factoriser le polynome x53—1, déterminer le nombre
de ses facteurs irréductibles ainsi que leurs degrés sur Fo puis sur Fy
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0.12. Polyn6émes Cyclotomiques

On appelle racine primitive n-iéme de I’'unité une racine n-iéme de l'unité
d’ordre exactement n. On notera 7, (F) leur ensemble.
Le n-iéme polyndéme cyclotomique, est le polynéme

en(X)= ] (Xx-a)ecpx].

acmy (F)

PropoSITION 0.12.1. Les polyndmes cyclotomiques vérifient les condi-
tions suivantes :
i) on(X) est un polynodme unitaire de degré ¢(n),
ii) X" =1 = [Ty, a(X),
i11) le polynome o, (X) est a coefficients entiers.

DEMONSTRATION. i) On sait que m,(F) est de cardinal ¢(n).
ii) Ona X" =1 = []en, @ (X — @) or ord(a) divise n 7, (F) est la réunion
disjointe des 74(FF) pour d|n.

iii) par récurrence sur n et division euclidienne. (]

On peut montrer que ¢, (X) est un polynoéme irréductible de Z[X].

DEFINITION 0.12.2. Si A est un anneau commutatif, l’image de o (X)
par le morphisme d’anneaux naturel Z|X] — A[X] est également appelé
n-iéme polyndme cyclotomique.

Les premiers polyndémes cyclotomiques sont donnés par :

1(X) =X -1,

SOQ(X) :X+1a

S03(X) :X2+X+17

pa(X) = X2 +1,

os(X) =X+ X3+ X2+ X +1,
@6(X) :XQ—X—i-l

et si p est un nombre premier

ep(X)=XP 4 X+ 1

0.13. Exercices

Le polynome ¢ + 1 est-il primitif dans Fg 7 Trouvez les autres éléments
primitifs.

Construire le corps Fg.

exo : Trouver tous les éléments primitifs des corps Fa, F3 et Fy.

exo : Prener un élément primitif « de F4 et écrire la table de multiplica-
tion de Fy en utilisant {0,1 = a° a, a?}. Vérifier que tous les éléments de
F4 sont des racines du polynéme x9 — x.



14 CORPS FINIS

exo : Soit (1 et Cy deux codes cycliques sur IFy de polynomes générateurs
g1(x) et ga(x), respectivement. Montrer que C; C Cy si seulement si ga(x)
divise g;(x).
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THEOREME 0.13.1 (de Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Un corps fini & g éléments de caractéristique p peut toujours s’écrire sous

la forme :
F, = Fpla] = Fplz]modmeq(x).

plz] polynéme minimal de «

Le polynéme minimal mq(z) d'un élément o € F, divise 29 — z, puisque
a? = a. Comme les éléments de C' sont exactement les racines de z¢ — z,
mq(x) se décompose complétement dans F,.

suite voir 200609crps fini



