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Plan du cours

0 Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques

e Approximation par la méthode des éléments finis

e Probléeme d’évolution

@ Discrétisation en temps
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Préambule

Ce document constitue les notes de la deuxiéme partie du cours "Introduction aux
Equations aux Dérivées Partielles (EDP)" déstiné aux étudiants de la premiére année
du Master "Mathématiques et Applications" de la Faculté des Sciences de Rabat -
Université Mohammed V. Il s’agit ici d’exposer les bases de la méthode des éléments
finis et de Tillustrer sur des exemples trés simples. Une mise en ceuvre de la méthode
a été programmée a 'aide d'un logiciel de calcul scientifique et du logiciel libre
FreeFEM++ (biens(r sans entrer dans le détail du fonctionnement de ce dernier)
développé a I'Université Paris VI.

Par ailleurs, en complément de ce cours, j'ai opté pour les deux rapports suivants :

@ S. Bounejmate, S. Bouyahya : "Résolution d’équations aux dérivées partielles par
la méthode des éléments finis". Projet Tutoré sous I'encadrement de A. Alla,
52 pages, 2015.

@ B. Nadir, H. Zitouni : "La théta-méthode pour la résolution numérique d’'un
probléme parabolique". Projet Tutoré sous I'encadrement de A. Alla,
69 pages, 2016.
Le lecteur curieux est invité a consulter les excellents ouvrages présentés dans la
bibliographie. Les figures des pages 34, 35, 43, 44 et 47 sont empruntées a une
présentation du Pr. S. Fliss.
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulati riationnelle des problémes modéles
Problem tionnel abstrait

Formulation variationnelle des problémes modeéles

Exemple 1 : Probléme de Dirichlet homogéne
Chercher u, telle que :

—Au=f dans Q, ™)
u=20 surl.
4
Trouver u € H}(Q), telleque :
/Vqudx:/fvdx v € H(9). @)
Q Q

Pour obtenir cette formulation :
@ u "assez réguliere"
@ considérer une fonction v "assez réguliére"
@ multiplier '’équation (1) par v, intégrer sur Q
@ utiliser la formule de Green
@ Introduire les conditions aux limites
@ Considérer la régularité minimmale de u et v pour que la FV soit bien définie

— Permet de définir I'espace fonctionnel avec lequel nous allons
travailler.
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation variationnelle des problémes modéles
Probléme variationnel abstrait

Formulation variationnelle des problémes modeéles

Exemple 2 : Probléme de Neumann
Pour f donnée dans L2(Q2), g donnée dans L?(T), chercher u solution de :

ou

—Au+u=f dans Q,
Sh =9 surfl.

U
Trouver u € H'(Q), telleque :
/Vqudx+/uvdx=/fvdx+/gvds vv e H'(Q). (4)
Q Q Q r
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation v onnelle des proble

Probléme variationnel abstrait

Probleme variationnel abstrait

Nous allons décrire un cadre abstrait ol rentre les formulation variationnelles

précédentes.
On se donne :

@ V estun espace de Hilbert munit de la norme ||.||v.
@ a: (u,v) — a(u,v) une forme bilinéaire continue sur V x V, ie:
M >0, VYueV, VvelV, a(u,v) < Mjjullv||v]|v.
@ L: v+ L(v) une forme linéaire continue sur V,ie: L € V' (ou V' = L(V,R)
ensemble des formes linéaires continues )
Le probléme variationnel général s’écrit :

Trouver u € V, solution de : (5)
a(u,v)y=»L(v) VvevV,
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation variationnelle des probléemes modéles
Probleme variationnel abstrait

Probleme variationnel abstrait

On dit que le probleme (5) est bien posé s’il admet une solution et une seule et si on a
la propriété de stabilité suivante :

Jdc>0, VLeV, [lullv < cl|L||y-

Supposons que la forme bilinéaire a(., .) est V—elliptique, c-a-d :

Jo >0, a(v,v)>ao|lv|? VveV.
Alors le probleme (5) est bien posé et nous avons :

vee Vv, lully < Ll

Démonstration : - - -
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation v onnelle des problemes modeles
Probléme val nel abstrait

Probleme variationnel abstrait

Dans le cas particulier ou la forme bilinéaire est symétrique et définie positive, le
probléme s’interpréte comme un probléme d’optimisation :

Soit V un espace de Hilbert, a(.,.) € L(V x V;R) et L € V’. Supposons que a(., .) est
symétrique et définie positive

a(u,v) =a(v,u) Vu,veV, a(v,v) >0 Vve V.

Alors u est solution du probleme (5) si et seulement si u minimise sur V la fonctionnelle

J(v) = ta(v,v) - L(v) VYveV.

Démonstration : - - -
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation v onnelle des proble
Probléme variationnel abstrait

Probleme variationnel abstrait

Il arrive que dans les formulations variationnelles les fonctions tests ne soient pas de
méme nature que la solution. Dans de telles situations nous avons deux espaces de
Hilbert W et V et le probléme abstrait a la forme suivante :

Trouver u € W, solution de : (6)
a(u,v)=L(v) YveV,

ou a(u, v) est une forme bilinéaire continue sur W x V.
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Formulation variationnelle des problémes aux limites elliptiques
Formulation v onnelle des problemes modeles
Probléme val nel abstrait

Soient W et V deux espaces de Hilbert, a(.,.) € L(W x V,R) et L € V'. Le probleme
(6) est bien posé si et seulement si :

@ il existe une constante 3 > 0 telle que

inf sup —2V) o oo
weW ey [|wllw |Ivllv
eona:
vweV, (Ywe W,a(w,v)=0) = (v=0).

Dans ces conditions, nous avons I'estimation

vLe V', lullw < ZlILllv.

Démonstration : Voir le livre de V. Girault - PA. Raviart : "Finite Element Methods for
Navier-Stokes Equations (Theory and algorithms)". Chap.l-page 58.
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Introduction

On se place dans le cadre abstrait suivant :
@ V est un espace de Hilbert munit de norme ||.||
@ a(.,.) une forme bilinéaire sur V, continue et V-elliptique
@ L(.) une forme linéaire et continue sur V

Soit u la solution du probleme

Trouver u € V, tel que: 7
a(u,v)=L(v) Yvey,

@ V est un espace de dimension infinie

@ Dans les applications, généralement, impossible de calculer exactement la
solution exacte.

ALLA Abdellah abdellah.alla@gmail.com Méthode des Eléments Finis (MEF)



Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Méthode d’approximation

Pour définir le probleme approché :
@ Nous considérons un espace de dimension finie Vj, C V
@ Nous considérons alors le probleme

Trouver up, € Vp, tel que : (8)
a(Un, vh) = L(vn) ¥ vy € Vp,

qui n’est rien d’autre qu’'un systéme d’équations linéaires. La matrice associée
est:
o symétrique si a(., .) est symétrique,
e définie positive grace a la V-ellipticité.
@ SiV,¢ZV:
o |l faut vérifier la Vp-ellipticité qui n’est plus déduite de celle dans V
o il faudra souvent considérer de nouvelle formes ay(., .) et Lx(.),
@ et le probléme devient

Trouver up € Vp, tel que :
an(un, vn) = Ln(vh) VY V4 € Vp,
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Méthode d’approximation

A 4 P L s finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis Siililfe

Approximation Interne

Cadre du théoreme de Lax-Milgram :
Soit u la solution du probléme continu (P)

Trouver u € V, tel que:
a(u,v)=1L(v) Yvey,

Nous allons décrire ici la méthode générale d’approximation interne du probléme (P).
On se donne un sous-espace V}, de V, de dimension finie N(h) et dépendant d’'un
parametre h > 0 déstiné a tendre vers 0.

On définit alors le probleme approché (Py) par

Trouver up € Vj, tel que :
a(up, vp) = L(vp) V vy € Vh,
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Approximation Interne

Le probleme (P) admet une solution unique up € Vj,

Démonstration : - - -
Examinons I'erreur commise lorsqu’on passe du probléme (P) au probléme (Pp).

Nous avons la majoration

M
lu—unll < — inf [|u— vy (10)
@ VREV)

Démonstration : - - -
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Approximation Interne

Supposons que a est symétrique. Alors I'estimation est meilleure

M
lu—upll <4/ — inf Jlu— vl (11)
a VREV)

Sachant que ¥ > 1.
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Convergence de la méthode

Comme premiére conséquence de ce théoréme, nous avons le résultat général de
convergence suivant.

Supposons qu'il existe un sous-espace V de V dense dans V et une application
rp YV — Vj telle que hlimo |[rav — v|| =0 Vv € V. Alors nous avons la
—

convergence, i.e. lim |lu, — ul| = 0.
h—0

Démonstration : - - -

On dit que I'approximation converge a l'ordre k (k € R, k > 0), si et seulement si

3C>0 |lu—upl| < CH
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Méthode d’approximation

A 4 P - Elé
Approximation par la méthode des éléments finis

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions
approchées

I
-
thpdu

T

h=1/4 h=1/5 h=1/10
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Méthode d’approximation

A 4 P - El 5 1D
Approximation par la méthode des éléments finis Siililfe

Ex

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions
approchées
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions
approchées

—
i

(i

h=1/4 solution excate
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Méthode d’approximation

s A . - Elé s finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis EES il

re de convergence
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Méthode d’approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions

approchées

A 7
h=1/4 h=1/8 h=1/12

ALLA Abdellah abdellah.alla@gmail.com Méthode des Eléments Finis (MEF)



Méthode d’approximation

A 4 P L s finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis Siililfe

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions
approchées

ha1/16 h = 1/60 h = 1/100
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Méthode d’approximation
nis 1D

Approximation par la méthode des éléments finis

Etude de l'ordre de convergence : Maillages raffinés et solutions
approchées

i

h = 1/100

h=1/4 solution excate
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Méthode d’approximation

A 4 P L finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis s

Ordre de convergence

la pente = 1.7721

log10(errL2)
o
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Méthode d’approximation

- 4 P L Eléments finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis EES il

Résolution

N
Soit N = dim(V},) et (wy, - - -, wy) une base de V},. On cherche u, tq : up = Z uiw;.
j=1

La résolution du probleme (P,) se rameéne a la résolution du systeme linéaire

AX = b,

avec
A= (alj) S RNXN7 a/j = a(Wl'v M/])7

b=(b)eRN, b=Lw),
X = (uy;) € RN.
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thode d’approximation
Eléments finis 1D
Exemple 1D

Approximation par la méthode des éléments finis

Fonctions "Chapeaux”

Les Fonctions "Chapeaux" sont données par :

X=Xt i . .
X=Xt six € [x_1,x]
X —X .

OO =\ 5h=s six e bl (12
0 sinon

Les fonctions (w;)1<j<n—1 forment une base de V.

Onaa; = 0pourl|i—j| > 2.
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Viéthode d’appro»

Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple : Eléments finis en 1D
—u"(x)+u(x) =f(x) xeQ=]a,s]
{ u(0) = 0(B) = 0. (13)

@ Lespace, Maillage uniforme, Lespace d’approximation.

Vi C Hy ([a, B)).

Ecrire le systeme linéaire obtenu par I'approximation éléments finis de type P; du
probléme (13).
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Approximation par la méthode des éléments finis

Influence du raffinement P1

m
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Exemple 1D

fir

002 /
004 % ¢
% /
X /
00 /
X 4
008 X /
\ /
a x /
¢
012 \\L //
%
o1 oy
S
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09

< oot
- —o— ol approche
o0t
%
008
00
o1
012
o
0
37 03 04 05 05 07 66 09 T 02 ©5 o4 05 96 07 08 68



Elém fir
Exemple 1D

Approximation par la méthode des éléments finis

Influence du raffinement P1




ode d’approximation

- 4 P L Eléments finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis Gl

Exercices

Soit € L2 (]0, 1]). On s’intéresse au probléme suivant :

{ —u"(x) + u(x

= pour x €]0, 1],
u'(0) —u(0) =0, (1) =

(14)

@ Donner une formulation faible du probléme ? y-a-t-il existence et unicité des
solutions faibles de (14) ?

@ Ecrire une discrétisation par éléments finis Py pour un maillage non uniforme.
© Ecrire le systéme linéaire obtenu.
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ode d’approximation

- 4 P L Eléments finis 1D
Approximation par la méthode des éléments finis Gl

Exercices

Soit € L2 (]0, 1]). On s’intéresse au probléme suivant :

{ —u"(x) — U'(x) + u(x) = f(x) pour x €]0,1[, (15)

u(0) +u/'(0) =0, u(1) =1.

@ Donner une formulation faible du probléme ? y-a-t-il existence et unicité des
solutions faibles de (15) ?

@ Ecrire une discrétisation par éléments finis Py pour un maillage non uniforme.
© Ecrire le systéme linéaire obtenu.
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D
Eléments finis en 2D

Exemple d’application

Dans un domaine €2, on considére le probléme suivant :

{ —Au+u= dans Q,
ou

_ (16)
o = 0 surT.
La formulation variationnelle continue est :

{ Trouver u € V,telle que :

a(u,v)=1L(v) VveV, (17)
ou:

o V=H\(Q)

oa(u,v):/Vqudx—i— /uvdx
Q Q

oL(v):/vadx
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Eléments finis en 2D
Maillage

Soit © un ouvert polygonal borné de R2. Un maillage de © est défini par un nombre fini
de mailles notées T;, qui seront des triangles. On a :

e Q=T

o Ty Ty =0pour/#/.

e T, T, estsoit le vide, soit égal & un sommet, soit égal & une face compléte.
Nous dirons que c’est un maillage conforme et on parlera de triangulation.

[¢]
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Méthode d’approximation
Eléments finis 1D
Exemple 1D

Eléments finis 2D
Exemple 2D

Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis en 2D

Structure maillage

Niri le nombre de triangles

Nsom le nombre de sommets

Coorneu Numtri
Tableau de coordonnées des = Tableau de composition des

sommets triangles
X1 Y1

5w

YNeom
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Eléments finis en 2D

Probléme approché

La formulation variationnelle approchée (ou le probléme approché) est donné par :

Trouver up € Vp, telle que : (18)
a(up, vp) = L(vp)  Vvjp € Vp,

ou:

© Vy={vheCOQ): vhrePi, VTeTh}

@ a(up, vp) = / YVup Vv, dx + /u;7 vp dx
Q Q

° L(vh):/ﬂfvh dx
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Eléments finis en 2D

Ecriture Matricielle

Le probléme (18) s’écrit sous la forme matricielle suivante
AU = L
ou:
e A=K + M
° K,'j:/QVWjVW,‘dX

@ My = [, w;w; dx

o]L,:/fW,dx
Q

R , . N,
@ U; = u; ol on a décomposé u, = > u; w;

(wy, -, wy,) estune base de Vj, et dim A = Nj.
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Eléments finis en 2D

Espace d’aaproximation

On pose : .
Vp=1{vy € CO(Q),(vh)‘Tk € Py VT €T}

avec
Py ={p, p(x,y)=a+bx+cy}.

On posera aussi :
V,? = {Vh € Vh,vp =0 sur QQ}

Vi C HI(Q).

Démonstration :

Montrer que v € V}, a une dérivée faible dans L?(Q).

Soit w € L2(Q), W = (%)‘T. Formule de Green, ¢ € C5°(£2)
]
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Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis en 2D

/9 v g:dx_ Z (- /7()()”(’( dX*/d e(X)v(x)nT jdv(X)).

v est continue sur Q. On pose Ty N To = L une aréte de 7. Nous avons v|T1 =y T
sur L et ny, = —nr,. Ce qui donne
/ V(X)aidx = —/ (X)W (x)dx + Z/ (Vi;. = V| )enr, dv(x)
Q 8Xj a / —J1 T Ty 1
=~ [ etama.
Q

qui est finie, donc

av

== =w e [3(Q).

8Xj 1 € ( )
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d’approximation
finis 1D
emple 1D
Eléments finis 2D
=

Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis en 2D

w; fonction de base associées au sommet S; :

w;(S;) = dj-

Fonction de base chapeeu.
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

ts finis en 2D

@ La fonction w; est un élément de V.

@ Lensemble (w;)1<j<n forme une base V.

@ la dimension de V}, est égal au nombre de noeuds (sommets) du maillage.
@ Support de w; = union des triangles ayant le noeud S; pour sommet.

ALLA Abdellah abdellah.alla@gmail.com Méthode des Eléments Finis (MEF)



Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

ts finis en 2D

Considérons un triangle T = T, donné, noté S; S, S;3.

Il existe un unique polynéme de P; prenant les valeurs fixées aux sommets de T.

Systeme linéaire :
a+ bx; + cyj = «, pouri=1,2,3.

Le déterminant du systeme :
A=2T|>0.

Donc a, b et ¢ existent et sont uniques.

Remarque : Les fonctions de base de P, sont également les fonctions chapeaux, qui
valent 1 en un noeud et 0 sur les autres noeuds. Il suffit alors de définir les noeuds : il
faut 6 points pour définir complétement une fonction dans P,, donc nous considérerons
les noeuds comme étant les sommets des triangles, ainsi que les milieux des arétes.
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Coordonnées barycentriques

Caractérisation des w; sur chaque triangle
Les fonctions chapeaux sont égales sur chaque triangle aux fonctions barycentriques.

e Definition d'une numérotation locale

@ Correspondance entre numérotation des sommets

globale et locale

i=Numtri(n,1l) j=Numtri (n,2) k=Numtri (n,3)

Fonctions de base locales :

M =WiT,, A2 = W 1, A3 = W7, ou:

vie {1,2,3}, A\ : Me T, — X\(M) € [0,1], telles que :
o YMeT, OM=\(M)OS| + A\(M)OS, + As(M) OS]
@ VYMe Ty 1=XM) + Xo(M) + X3(M)
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Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis 2D
2D

Exen

Coordonnées barycentriques

MG+ X y)xe 4+ As(xy)xa = X
MG+ xeGy)ye + 0 M(Gy)ys o=y (19)
A(x,¥) +  a(xy) +  As(x,y) = 1
4
Miey) = SRR,
>\2(va) = X: 2;5 g Eig 2 Ey y1 (20)
- (x—x; y— y
O R ¢ AT ey )

VI,J €{1,2,3}, \(S}) = o3

Echelle de couleur -]
1 o]
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Matrices élémentaires

Pour un triangle 7n = S;S; Sk, la matrice élémentaire Meem associée & la matrice de
masse M est donnée par :

y Jrwiwi - fo wi vy [ wiwi
Melem — anWjWi anWIWJ anWjWk (21)
S wewi [ wew; o [ i wg

et la matrice élémentaire K™ associée & la matrice de rigidité K est donnée par :

/ an vw; Vw; an vw; Vw; an Vw; Vwg
Kelem — an Vw; Vw; an Vw; Vw; an Vw; Vg | . (22)
Jrn VW Vw2 VW Vw o [ Vwe Vg
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Matrices élémentaires

Ce qui donne :
Pour la matrice élémentaire M€%e™ associée a la matrice de masse M :
SR AN JR NN e N
MEIem = an )‘j Ai an )‘j )\j an )\I‘ Ak . (23)
[ESS VY ) VS VI i YO V)

Pour la matrice élémentaire K¢™ associée a la matrice de rigidité K :

Jr VANVA [ VAV [ VA VAL
K™ = | [ VNV [ VAV [ VAV | (24)
Jr VYA [ VAV [ VAV
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Méthode d’approximation
Approximation par la méthode des éléments finis WSS S il
Exemple 1D
Eléments finis 2D
Exemple 2D

Calcul des coefficients de la matrice

Calcul des coefficients de la matrice M;; = E wiw;dQ
M=0 ( initialisation ) S
pour £=1,N.;( boucle sur les triangles ) 1,5, S €T

T
Détermination des coordonnées des Tableaud:_mmrc:sition des
sommets du triangle/ riange
Calcul de la matrice élémentaire

i = Numtri(é,1) ( numero global )
M;; = Mi; + M$= N i h A
o ( assemblage )
M; = M; + Mg U ] k
fin

G
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Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Assemblage et résolution

@ Calcul des coefficients de la matrice A=K + M
@ Calcul des coefficients du second membre L.
@ Calcul de I'unique solution Ue RNsom de

AU = L.
ol :
® Ay = a(w;, wy)
o L;=L(w)
o U; = up(S)

Convergence de I’'approximation :

u—up|| <C inf |Jlu—v
lu=wll < C int llu=vill

i=1
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proximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Exemple 2D

Probléme de Dirichlet homogéne

Chercher u, telle que :
—Au=f dans Q,
u=20 sur .

avec :
e Q=]0,1]
@ f(x,y) =cos(x)*y
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approximation

Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis
Exemple 2D

Maillage h = §

ifllage uniforme
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approximation
Approximation par la méthode des éléments finis

Eléments finis
Exemple 2D

Maillage h =

lLiage uniforme
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1D

Approximation par la méthode des éléments finis

Maillage h = 55

lLiage uniforme
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Formulation variationnelles des problémes modéles
N ' x . A
Probléme d'évolution E;

Equation de la chaleur

Données :
@ Q ouvert borné de R" de frontiére I' = 9Q.
@ Qr =0, T[xQ, X7 =]0, T[xT,
o Up:Q— R,
o f:Qr - R

Probléme : Chercher une fonction u : (t, x) € Qr — u(t, x) € R solution du
probléme :

% — Au(t,x) =f(t,x) dans Qr (équation de la chaleur)
u(t,x) =0 sur X7 (condition aux limites) (25)
u(0,x) = up(x) dans € (condition initiale)
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Formulallon vanallonnelles des problémes modéles

Probléme d'évolution

Formulation variationnelle

Démarche :
Pour le probléeme d’évolution (25), et lors de la transformation sous la forme
variationnelle, on :

@ On multiplie I'équation par une fonction test v € Hg (2) qui ne dépend pas du
temps.

@ On intégre sur le domaine Q.
@ Et par intégration par parties,
nous obtenons :

Jo Zu(t, x)v(x) dx + [, Vu(t, x)Vv(x)dx = [, f(t,x)v(x)dx Vv € H}(Q)
u(o, x) = Uy
(26)
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Formulation vanallonnelles des problemes modeéles

Probléme d'évolution

Formulation variationnelle

La formulation variationnelle est donnée par :
Trouver u : t €]0, T[— u(t) € H{(Q), telle que :

& <ut),v >z +a(u(t),v) =< f(t),v >12(q) Vv € H}(Q).
u(t=0,x) = up(x) Vx € Q

Ou: 5
— t) u(t, adx
ot <YMV >i@ /at x)v(x) ox
est le produit scalaire dans L2(Q), et

a(u(t),v) = /QVU(L x)Vv(x) dx

est une forme bilinéaire sur Hg(Q).
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Formulation variationnelles des problémes modéles

5 ' x . méthode des éléments finis
Probléme d'évolution “

Cadre général

Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||[F) deux espaces de Banach.

@ On dit que F s’injecte continlment dans E si F C E et si I'inclusion est continue,
c’est-a-dire
3C >0 telque Vx € F ||x||g < C||x]|F,

onnote F — E.

@ On dit que linjection F — E est compacte si, de plus, de toute suite bornée pour
|I.llF, on peut en extraire une suite convergent dans (E, ||.||g)-
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Formulation variationnelles des problémes modéles
Appro a éthode des éléments finis

Probléme d'évolution
Elém:

Cadre général

Théoréme

Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V — H avec injection compacte et V
est dense dans H. Soit a(u, v) une forme bilinéaire, symétrique, continue et coércive
dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée initiale vy € H, et un terme source

f € L2(]0, T[, H). Alors le probléme (25) a une et seule solution

u e L3(]0, T[, V) nc(]o, T[, H).

Démonstration.
@ Voir [1] pages 241-244

@ Dans le cas du probléme modele (25), il suffit de prendre :

V=H(Q), H=L3Q)
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Formulation variationnelles des probléemes modéles
Approximation par la méthode des éléments finis

Probléme d'évolution
Eléments finis en dimension un

Probléme continu et approché

La formulation variationnelle du probléme est donnée par :

Trouveru € V tel que : (28)
& < u(t), v >z +a(u(t),v) = L(v), Vv € V,
ou V= H&(Q) est un espace de Hilbert.
@ Rappel : V est un espace de dimension infinie
Pour définir le probleme approché :
@ Nous considérons un sous-espace de dimension finie V}, C V, puis
@ On cherche a résoudre le probleme suivant :
Trouver u, € V), tel que : (29)
& < Un(t), v >12(q) +a(Un(t), vh) = L(Vh), VVh € Vi,
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Probléme d'évolution . - q -
Eléments finis en dimension un

Discrétisation de I'espace

@ La premiére étape dans la définition d’'un schéma d’éléments finis est la
construction du maillage.

@ On découpe le domaine © =]0, 1] en sous-domaines |x;_1, X[, i =1,2,.., N+ 1.
On note

Ki :=]xi_1,Xxi[, hj:=x; — xj_1et h:= max h;.
i ]/17/[ i i i—1 1§i§NI

@ En 1D, un mallaige de Q2 est la donnée de N+2 points

O0=Xp < X1 <Xp<...<XNy<XNpq=1

ALLA Abdellah abdellah.alla@gmail.com Méthode des Eléments Finis (MEF)



Formulation variationni
Approxim:

Probléme d'évolution . - " .
Eléments finis en dimension un

Espace d’approximation

On définit :
VE = {v, € C°() tel que Vi € B(Ki),i=1,2,...,N+1}
Cas k=1:
° Vj ={vheCoQ)telque vy, €Pi(K),i=12...,N+1}
o dmV! =N+2

@ Onnote Vj, = V!
@ Lensemble {w;}o<j<n1 €st une base de Vj, (ou w; est donnée par (12)).
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Formulatio
Approximation f

Probléme d'évolution
Eléments finis en dimension un

Décomposition de la solution

En décomposant ujy sur sur cette base {W;}o<j<n1 -

N
= 5" u(twix).
=1

Pour v, = w;(x), Le probléme (29) devient :

N N

STUt) < wi W > 20y + Y ui(ha(wi, w) = L(w).
i=1 i=1

Posons :
M=my=<w;,w;>, pour 1<ij<N

A =a;=a(w;,w), pour 1<ij<N.
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Formulation
Approximatio e
Eléments finis en dimension un

Probléme d'évolution

@ M = (mj)1<;j<n estla matrice de masse,
@ A = (aj)1<ij<n estla matrice de rigidité.
Le probleme (29) s’écrit soua la forme :
Trouver u(t) € V telleque :

M u'(t) +A u(t) = L(t), te€]o,T[ (30)
u(0) = up

Avec
o u(t) = (ur(1), ..., un(1)),
@ uU'(t) = (Uj(t), ..., up (1)),

o L(t) = (Li(1), ... Ln(t))  avec Li(t) =< (1), w; >= /X"+1 £(t, x)wi(x) dx
Vie{1,--- N}
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Formulation variation
Approximation par la

N " ’ a
Probléme d'évolution . - " .
Eléments finis en dimension un

Matrice de Rigidité - Matrice de Masse

Les calculs donnent :

2 1 0 .0 4 1 0 .0
1 2 1 0 1 4 1 0
o -1 2 —1 o0 plo 1 4 1 0
A= — M= —
h ' 0 6 0
: 0 -1 2 -1 : 0 1 1
0 .0 -1 2 0 .0 1

Pour calculer le second membre, on fait appel aux méthodes d’approximation
d’intgrale. Ici, on utilise la formule de trapézes pour calculer le vecteur L.
On obtient :

Li=hxf(x) Vie{l,---,N}.
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EDO
6-méthode

" . Ex
Discrétisation en temps

Grille temporelle

@ Apres avoir discrétiser 'équation de la chaleur en espace par la méthode des
éléments finis, on termine la discrétisation en temps du probléme par la
6-méthode.

@ Le probléme a résoudre est le suivant

Mu/(t) + A u(t)=L(t), t€]0,T[
u(t=0) = up.

e At= ;> 0le pas de temps,

@ La grille temporelle t, = n At pour tout n = 0, ..., M. On note u" I'approximation
de u(th).
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Discrétisation en temps

Schémas de différences finies

Un+1 _n—1

o Ladifférence finie centrée,  SY(1", x;) ~ ~—5 /1 —

—1
e Fia rd F) - ul—u?
o Ladifférence finie rétrograde, 37 (1", x;) ~ ~—x—
iee s - . Ou n umt—up
o La différence finie progressive, G (1", x;) ~ 7.

Pour calculer numériquement des solutions approchées (31), le schéma le plus simple
et le plus utilisé est le §-schéma.
Pour 6 € [0, 1], la #-méthode s’écrit de la maniére suivante :

un+1 —un

M———+ A[ou™ + (1 — )" = oL™ + (1 —0)L" (32)
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Discrétisation en temps

0-méthode

@ Si 6 = 0, on appelle (32) schéma d’Euler progressif :

Mu™" = (M — At A)u" + At L™

@ Sif# = 1/2, on retrouve le schéma de Crank-Nicholson :

1 1 1
(M + At A = (M — SALA)" + 5 At (L 4 L.

@ Sif =1, il s’agit du schéma d’Euler régressif :

(M 4+ At A)u™! =M u" + At L™,
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Discrétisation en temps

0-méthode

Le systéme (32) peut s’écrire sous la forme : vV 6 € [0, 1],

(M+0AtA) U™ = (M — (1= 0)AtA)U" + At (OL™" + (1 — 0)L").

@ Les trois méthodes sont implicites.
@ Inverser la matrice (M + 0 At A)

@ Cette matrice n’est pas toujours diagonale
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EDO
6-méthode

Discrétisation en temps EBEmEL

Exemple

Pour simplifier on prend f = 0.

@ La solution exacte
u(t, x) = sin(wx)exp(—=°t)

La condition initiale

uo(x) = sin(mx)

.(t, x) €]0,1[x]0, 1[.

°
@ dt =0.001.
@ dx = 0.05.
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EDO
6-méthode
Exemple

Discrétisation en temps

Exemple

Pourd =1et6=1/2.

solution numérique en différents instants en utiisant Euler implicite, w=0.4 solution numérique en diférents instants en utiiisant Crank-Micolson, =04
RIS 1
v condition initial ndition initiale
098 > solution approchée 09 lution approchée
#
a8 # g N 08
% gl
o Hg el ] gz \
s \
06 / 1 06 %
S %o, LS
Zos £ e > ST& i 208 N N
= e P ey 8 R £ 8 R\
04 s ﬁ""/ e, “rw 04 R\Q\\
2, 3 1 o
/f’//}/ B TS i, B ﬁ&\ e TS DT e e NOARY
/i o D ey, ® 50
03 2 NG 03 et
s e e RO RO
o2} g RN 02 RN
/f ‘] Qg AN
74 W
o g2 N 4 01 A
01 0z 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 08
x x

FIGURE — Graphes représentants la solutions approchée a partir de la condition initiale
uo(x) = sin(mx) : Figure a gauche 6 = 1, Figure a droite 6 = 1/2

de des Eléments
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EDO

6-méthode
Discrétisation en temps EBEmEL
Exemple
Pourd =0
solution numérigue en temps t=0.02 en utilisant Euler explicite
1 T T T T T T T
// andition initiale
0sr 7 olution approchée [
i s
08 // @ A E G, . . |
P
o7t s P o J
A w N
£ F BN
0B 7 % i
Ly 3
— f A e
<057 ’ e 8\ ]
04 8 N
L ; \ A
i RY
L 74 Aoy &l
03 "’p/ \
/ 1
02w W
D1p ﬂ Ei\ 4
& W
0 / . L . L . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08

FIGURE — Graphe représentant la solution approchée a partir de la condition initiale
Up(x) = sin(wx) avec 6 = 0 a l'instant t = 0.02.
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EDO

6-méthode
e an Exemple
Discrétisation en temps P
Pour6 =0
4 10° solution numérique en temps t=0.04 en utiisant Euler explicite 4 10" solution numérigue en ternps t=0.06 en utiisant Euler explicite
2 5

FIGURE — Graphes représentants la solution approchée a partir de la condition initiale
up(x) = sin(wx) avec 6 = 0 a l'instant t = 0.04 dans la figure a gauche, et a l'instant t = 0.06
dans la figure a droite.
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EDO
6-méthode
Exemple

Discrétisation en temps

Exemple

Pour6 =0
x 10% solution numérique en temps t=0.08 en utilisant Euler explicite alyflon numérique en difiérents instants en utilisant Euler explicite, p=0.4
5 b
condition initiale
solution approch
!
fi |
I Yol
A
= DD =
- T T 5
B it [T
i \/ é{
\ ]
{
&
-15
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

FIGURE — Graphes représentants la solution approchée a partir de la condition initiale
up(x) = sin(mwx) avec 6 = 0 a l'instant t = 0.08 dans la figure a gauche, et & l'instant t = 0.1 dans
la figure a droite.
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EDO
6-méthode

Discrétisation en temps EBEmEL

Remarques

On considere une des deux normes discretes :

N

1
u"||s = Ax|U"P)2 et ||U"||eo = max |ul|.
llu™l2 (;71 lul'l%) lu"loo 1§j§N|’|

Un schéma est dit stable pour une de ces normes s'il existe une constante K > 0
indépendante de At et Ax telle que

lu"ll < K|lu®|| ¥n >0,

quelle que soit la donnée initiale u°.
Si cette inégalité a lieu sous une condition entre At et Ax, on dit que le schéma est
conditionnellement stable.

De ces figures, on tire les remarques suivantes :
@ Pour 6 > 1/2 le #-schéma est dit inconditionnellement stable.
@ pour 0 < 0 < 1/2, le -schéma est dit conditionnellement stable.
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EDO
6-méthode

Discrétisation en temps EBEmEL

Exercice

On considére maintenant le probléme instationnaire suivant :

{ atu(tvx)f axxu(t,X)Jr U(t,X) =0 (t,X) € [07 T]X]071[7
u(t,0) = u(t,1) =0 (33)
u(0,x) = to(x) x €]0,1],

avec f € L2(]0, T[, L?(2)), et up € L3(]0, 1]).
@ Trouver une formulation faible de (33).
@ On considére I'espace d’approximation défini par

Vi := {vh € C°(Q); YO < i < N, vy, € Py; vy(0) = v4(1) = 0}.

Xig]

Trouver le systéeme d’équations différentielles, en donnant les matrices de ce
systeme.

© Utiliser le schéma de Crank-Nicholson pour approcher la solution.
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