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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

Chapitre 1: I’ESPACE EUCLIDIEN R”

1 L’espace vectoriel R"

1.1 La structure de ’espace vectoriel R”

Définition 1.1 Soit n € N*. L’ensemble R™ est, par définition, formé des n-uplets
(1,...,Tp), 0U X1,..., 2, € R, c’est a dire:

R = {(z1,...,2n) : z1,...,2, € R}
Exemples 1.2
2
(2, V6) € R?; (;, cosl, ) € R3.

Définition 1.3 Soit n € N*. On munit R" de deux lois de composition, 'une
interne et 'autre externe:
i) La loi de composition interne est notée ” +

b

, et est définie par:
(1, ymn) + Y1y Yn) = (@1 + Y1y, T+ Yn), TlyeeosTnyYiy---5Yn € R

it) La loi de composition externe est notée ”.”, et est définie par:

a(x1,.. . xpy) = (@1, ... 0my), @, T1,...,2, €R.
Exemples 1.4 1) Dans R?:

(1,7)+(-3,0) =(-2,7); 2.(5,3) = (10,6).
2) Dans R3:
(0,8,-3)+ (1,2,-6) = (1,10, —-9); —4.(5,—1,6) = (—20,4, —24).

Propriétés 1.5 (Propriétés de ’addition) On vérifie les propriétés suivantes:
1) L’addition est associative, c’est a dire:

VX, Y, ZeR": (X+Y)+Z=X+ (Y +2).
2) L’addition est commutative, ¢’est a dire:

VX, YeR": X4+Y =Y+ X.

3) Ogn = (0,...,0) est un élément neutre de R™, c’est a dire:
vX ER" : X+0Rn :ORn+X
4) Si X = (x1,...,25) € R", écrivons —X = (=1).X = (—x1,...,—x,). Alors =X

est un opposé de X pour la loi "+7, c’est a dire:

VX €R", X + (—=X) = (—X)+ X = Opn.
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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

Remarque 1.6 Souvent, on écrit 0 au lieu de Ogn.
Exemples 1.7 1) Dans R?,
[(1,5) + (—1,7)] 4+ (3,4) = (1,5) + [(—1,7) + (3,4)] = (3, 16).
2) Dans R3,
(6,7,8,9) +(0,1,—-1,5) = (0,1,—1,5) + (6,7,8,9) = (6,8,7,14).
Des propriétés de la multiplication et ’addition dans R, on déduit:

Propriétés 1.8 (Propriétés de la loi externe) On vérifie les propriétés suivantes:
1) Pour tout X € R", 1.X = X.

2) Pour tous o, € R, pour tout X € R": (a+ ().X = a.X + (.X.

3) Pour tout a € R, pour tous X, Y e R": a.(X +Y)=a.X +a.Y.

4) Pour tous o, B € R, pour tout X € R": (a x 3).X = a.(8.X).

Exemples 1.9 1) (2x3).(—2,0,1) = 2.[3.(-2,0,1)] = (-12,0,6).
1,5) 1

L’ensemble R™, muni des lois "+, .” est appelé espace vectoriel, et est noté (R", +,.).
Ses éléments sont appelés vecteurs. Les éléments de R sont appelés scalaires. Sou-
vent, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, la loi externe ”.” est notée par
juxtaposition. C’est a dire, on écrit X au lieu de a.X, pour tout a € R et pour
tout X dans R".

La notion d’espace vectoriel, dans le cadre général, sera étudiée plus tard (Algebre
IT). Pour ce semestre, nous allons juste énoncer la définition.

Définition 1.10 Soit E un ensemble muni de deux lois de composition "+ et ”.”,
ot "+7 est interne et .7 est externe définie de R x E vers R. On dit que (E,+,.)
est un espace vectoriel sur R si de plus, on a les propriétés:

1) L’addition est associative, c’est a dire:

VXY, ZeE: (X+Y)+Z=X+ (Y +2).
2) L’addition est commutative, c’est a dire:
VX,)YeE: X+Y =Y +X.
3) L’addition admet un élément neutre "U”, c’est a dire:
AU € E vérifiant VX e E: X +U =U + X.

Cet élément neutre est noté Og ou 0 s’il n’y a pas de risque de confusion.
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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

4) Tout élément de E admet un opposé pour +, c’est a dire:
VXeE, 3Y e E vérifiant X +Y =Y + X =U.

L’opposé de X est noté —X.

5) Pour tout X € E, 1.X = X.

6) Pour tous o, 8 € R, pour tout X € E: (a+ )X = a. X + (.X.

7) Pour tout o € R, pour tous X, Y € E: a.(X +Y)=a.X +a.Y.

8) Pour tous a, § € R, pour tout X € E: (a x £).X = a.(5.X).

Les éléments de l'espace vectoriel (B, +,.) sont appelés vecteurs. Les éléments de R
sont appelés scalaires.

1.2 Familles libres et bases de R"

Définition 1.11 Soient r,n € N*. On dit qu’une famille de vecteurs {Xi,..., X, }
de R™ est linéairement indépendante (ou libre) si:

aXi+...00.X, =0 = og=...=a,=0, Vay,...,a, €R.
Si la famille {X1,...,X,} n'est pas libre, on dit qu’elle est liée, ou linéairement
dépendante.
Remarque 1.12 Avec les notations de la définition ci-dessus, {X1,..., X, } est liée

si:
I (ag,...,ap) #0 tel que an X1+ ..., X, =0.

Exemples 1.13 1) Dans R?, la famille {(0,2),(3,0)} est libre, en effet:
Soient a, B € R.

a(0,2) + B5(3,0)=0 = (33,2a) =0
= [B=a=0.

2) La famille {(2,-1,4), (1, —%,2)} n'est pas libre car
1
(2,—1,4) =2 (1, —5,2).
Lemme 1.14 Dans R™, le vecteur Ogrn ne peut pas appartenir a une famille libre.

Preuve. 1 Soient uy,...,u, € R" et considérons la famille {Ogn,uq,...,u,}. Soit
a un scalaire quelconque non nul. Alors

alOpn +0u; +...4+0u, =0,

par contre (a,0,...,0) # 0.
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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

Lemme 1.15 Soient X1, Xo deux vecteurs de R™. Alors {X1, X2} est libre si, et
seulement si, les vecteurs X1 et Xo ne sont pas colinéaires, c’est a dire:

VaeR, X 7& a.X7 et Xq 7& a.Xo.

Preuve. 2 =) Supposons que {X1, Xo} est libre. Alors pour tout a € R, (1, —a) #
0 et donc
X1*O[X27é0 6L‘X2—04X1 7&0

<) Réciproquement, supposons que les vecteurs X1 et Xo ne sont pas colinéaires.
Supposons de plus qu’il existe (a, 3) # 0 tel que X + Y = 0.
On aa#0 ou B #0. Supposons par exemple que o # 0, alors
X + éY =0, c’est a dire X = —QY,
o @
ce qui contredit I’hypothése.

Propriétés 1.16 1) Pour tout X € R", ou X # 0, la famille formée d’un seul
vecteur { X} est libre.

2) Soit { X1, ..., X,} une famille libre de R™. Alors toute famille extraite de { Xy, ..., X, }
est libre.

3) Soit {X1, ..., X,} une famille lice de R™. Alors toute famille contenant { X1, ..., X, }
est liée.

Preuve. 3 1) Soit X € R"™ tel que X # 0. Alors pour tout scalaire o # 0, aX # 0.
D’ou , {X} est libre.

2) Supposons qu’on a extrait une famille C de B ={X1,...,X,}. Quitte a changer
les indices, on peut supposer que la famille extraite est C = {X1,..., Xk}, ou k <.
Soient aq,...,a € R tels que

ay X1+ ...a X =0.

Alors
o1 X1+ ... X +0 X1 +...0X, =0.

Comme B est libre, alors (ay,...,a,0,...,0) =0. Dot , (aq,...,0) =0, et par
suite C est libre.

3) Soit D = {X1,..., X, Xrt1,... Xt} une famille de vecteurs de R™ tel que B =
{X1,...,X,} est lie. Soient des scalaires ay,...,q, vérifiant

aXi+...+a. X, =0 et (ar,...,0p) #0.
Alors

o Xi+...00 X, 40X, 4+...0X, =0 et (a1,...,04,0,...,0) #0.
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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

Définition 1.17 Dans R™, une famille libre ayant n éléments est appelée base de
R™,

Rappelons que si E¥ est un ensemble fini, le nombre d’éléments de E est appelé
cardinal de E et est noté card E.

Exemples 1.18 1) La famille B = {(1,0),(0,1)} est une base de R?. En effet, il
est clair que (1,0) et (0,1) ne sont pas colinéaires. Donc B est libre. Le cardinal de
B est égal & 2, donc B est une base de R%. B est appelée base ”canonique” de R2.
2) La famille C = {(1,1,0),(0,2,2),(3,1,1)} est une base de R®. En effet, card C =
3, donc il suffit de montrer que C est libre. Soient o, 3,7 € R tels que

a(1,1,0) + 5(0,2,2) +~(3,1,1) = 0.
Donc (a4 3vy,a+ 268+ v,28+v) = (0,0,0). On en déduit que o = =~ =0 et

par suite C est libre.

Lemme 1.19 DansR"™, considérons la famille {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),
coyen=1(0,...,0,1)}. Alors la famille {ey, ... ey} est une base de R™, elle est ap-
pelée base canonique de R™.

Preuve. 4 Soient a1,...,a, € R. Supposons que
aje1 + ages + ...+ ape, = 0.

Alors (... ,an) = 0. Dot , B est libre. Or, B contient n éléments. D’ou , B est
une base de R™.

1.3 Coordonnées d’un vecteur de R" dans une base
Soit X = (x1,...,2,) un vecteur de R™. Soit B = {ey,...,e,} la base canonique de
R"™. Remarquons que

n
X:J,‘1€1+...+£Un€n: E xX;€;.
=1

Remarquons aussi que cette écriture est unique, c’est a dire que si
/ /
X=xe+...+xpe, =z1€1+... + 760,

alors (z1,...,2,) = (2),...,2}).

Lemme 1.20 SoitC = {uq,...,u,} une base de R™. Supposons que pour un vecteur

X de R, il existe y1,...,Un,Y1s---- Yy € R tel que X = D0 yiug = >y yiu,.
Alors y; =y, pour tout 1 <1i < n.
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1 L’ESPACE VECTORIEL R¥

Preuve. 5

n n n
X =) g =) vius = Y (%i—y)ui=0
=1 =1 =1

= y—y=0Vl<i<n.

Nous admettrons le Théoréme suivant:

Théoréme 1.21 Soit C = {uy,...,u,} une base de R™. Alors pour tout vecteur
X de R™, il existe yi,...,yn € R tel que X = ' | yu;. De plus, la famille de
scalaires yi, ..., yn vérifiant ’égalité ci-dessus est unique.

Définition 1.22 Soient B = {uy,...,un} une base de R" et X un vecteur de R".
Sotent y1,...,yn € R tel que X =>"7" | yu;. Alors le n-uplet (y1,...,yn) est appelé
coordonnées de X dans la base B, le scalaire y; est associé a u;.

Exemples 1.23 1) Soit X = (z1,...,2,) € R™. Alors (z1,...,x,) représente les
coordonnées de X dans la base canonique B de R™.

2) Donnons les coordonnées (o, 3) de (5,7) dans la base C = {(5,0), (0,14)} de R2.
(5.7 = a(50)+5(0,14) =
6,7 = (Galdp) =

1
Etant donné une base B = {u1,...,u,} de R", et un vecteur X € R", pour trou-
ver yi,...,Yn dans R tel que X = Y | y;u;, on résoud le systéme correspondant,

apres avoir remplacé X et les u; par leurs valeurs.

Vocabulaire. 1) Soit {ui,...,u,} une famille de R™ et soit X € R™. S’il existe
des scalaires a,..., o, tel que X = Y77 | aju;, alors on dit que X s’écrit comme
combinaison linéaire de u1, ..., U.

2) Si tout vecteur de R™ s’écrit comme combinaison linéaire de uy, ..., u,, on dit
que la famille {uy,...,u,} est une famille génératrice de l’espace vectoriel R” (ou
engendre l’espace vectoriel R™).

Remarque 1.24 Remarquons que toute base de R™ engendre [’espace vectoriel R™.

Notation. Soient uq,...,u, des vecteurs quelconques de R™, ou r € N. On note
T
Vec{uy,...,u} = {Zaiui, ou ai,...,ap € R}
i=1

Ainsi, Vec{uy,...,u,} est 'ensemble des combinaisons linéaires de uy, ..., u,.
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2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

Exemples 1.25 1) {(1,—1),(0,1)} est une base de R?, donc c’est une famille
génératrice de R2, c’est ¢ dire

Vec{(1,-1),(0,1)} = R

2) Vec{Ogn } = {Ogn }.
3) Dans R3, Vec{(1,1,-1)} = {(a,, —) : o € R}.

2 La structure de I’espace euclidien (R",+,.,(.,.))

2.1 Produit scalaire, Norme et distance dans R"

Définition 2.1 Soient X = (x1,...,2zy) et Y = (y1,...,yn) deux vecteurs de R™.
1) Le produit scalaire de X et'Y est la quantitée notée (X,Y) et définie par

n
i=1

2) La norme de X est la quantité notée || X|| et définie par :
X1 = V(X X).
3) La distance entre X etY est la quantité notée d(X,Y) et est définie par
dAX,Y)=|X-Y]|.

4) L’ensemble R™ muni des opérations +, ., et du produit scalaire (.,.) est appelé
espace euclidien.

Exemples 2.2 Dans Uespace euclidien R?,

Propriétés 2.3 (Propriétés du produit scalaire) Pour tous éléments X,Y,Z
de R" et pour tout o € R, on a:

1) (X,Y) = (¥, X)

2)(X+Y,2)=(X,2)+ (Y, Z).

INX,)Y +7)=(X,Y)+ (X, Z).

INa.X)Y) =(X,a.Y) =a(X,Y) .

5) |1 X]|? = (X, X) >0, on dit que le produit scalaire est positif.

6) |1 X)?=(X,X)=0= X =0.
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2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

Preuve. 6 Posons X = (x1,...,2y), Y = (y1,...,Yn) €t Z = (21,...,2n). Alors
n n
V)= miyi =Y v = (¥, X)
i=1 i=1

n
<X+KZ>:le+yz 2 = ZJCZZZ-FZ,%ZZ— +<KZ>
=1

La troisieme assertion découle des deux premieres.

n

(@.X,Y) =) (az)y; = o(X,Y).
=1

n
== xR
=1

D'ou , si | X| = 0 alors || X||> = 0 et par suite x; = 0 pour tout 1 < i <n, c'est a
dire X = 0.

Les propriétés ci-dessus nous permettent d’établir les égalités suivantes:

Proposition 2.4 Pour tous X,Y € R",

DX +Y|? = [|X]* +2(X, V) + ||Y||2

2) | X —Y|? = ||X|P - 2(X,Y) + |[Y].

) (X +Y, X -Y)=|X|>—|[Y]*

4)(X,Y)=1(IX +Y|? = ||X = Y|?) (identité de polarisation).

Preuve. 7
[X+Y[]? = (X+YV,X+Y)
= (X+Y,X)+(X+Y)Y)
= (X, X)+ (¥, X) +(X,)Y)+ (YY)
= HX||2+2<X,Y>+IIYH2-
IX-Y|? = X+ (V)|

= [IXI? +2(X,-Y) + || - Y|*.
X112 = 2(X,Y) + [V

(X+Y,X-Y) = (X, X))+ X)+(X,-Y)+(Y,-Y)
= <X,X>—|—<Y,X>—<X,Y>—(Y,Y>
X117 = [1Y]].

La quatriéme identité découle de 1) et 2).
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2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

Exemple 2.5 Calculons ((2,3,0),(1,1,5)) de deux maniéres différentes:
1) Directement: ((2,3,0),(1,1,5)) =2+34+0=>5.
2) En utilisant 'identité de polarisation:

1(2,3,0) + (1,1,5)||* = [|(3,4,5)||* = 50, [|(2,3,0) — (1,1,5)* = [|(1,2,—5)||*> = 30,
1
par suite ((2,3,0),(1,1,5)) = 1(50 —30) =5.

Définition 2.6 Un vecteur v de R™ est dit unitaire si sa norme ||v|| est égale a 1.

Remarque 2.7 Si v est un vecteur quelconque non nul de R™, alors ﬁ est un

vecteur unitaire de R™. On dit qu’on a normalisé le vecteur v.

Théoréme 2.8 (Inégalité de Cauchy Schwartz) Pour tous X,Y € R", on a:
(XY < [IX Y-
L’égalité est vérifice si et seulement si X et Y sont colinéaires.

Preuve. 8 Soient X et Y deuxr vecteurs fixés de R™. Pour tout t € R, on a,
|X +tY||> > 0. Donc

| X% 4+ 2t(X,Y) + 3||Y]|* > 0,Vt € R. Do
A= (X,Y)? — | X|? [[Y[* <.
Cest a dire, (X, V)2 < || X||? [Y]|?. D’ou l’inégalité souhaitée.
Remarque 2.9 On utilise aussi la forme suivante de l'Inégalité de Cauchy Schwartz:

Pour tous X = (z1,...,2,),Y = (Y1,...,yn) € R™, on a:

n

(ny) < (3 ) (Ziﬁ)

=1

2.2 Orthogonalité dans R"

Soient X et Y deux vecteurs non nuls de 1’espace vectoriel R” muni du produit
scalaire usuel. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a:

IIPRNC.E0 S
XYl
Il existe donc un unique réel 6 dans l'intervalle [0, 7], tel que:

(X,Y)

—— ' — cosf.
XYl

Profs.: A. ALLA, N. BOUDI 9 Profs.: A. HAJJI, H. MAHZOULIL



2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

0 est appelé mesure de [’angle non orienté des vecteurs X et Y, ou écart angulaire
entre X et Y. On déduit la célebre formule:

(X,Y) = [IXI[Y]] cos 0.

Exemple 2.10 Dans R?, l’angle non orienté des vecteurs u = (2,2) et v = (0,1)
est 0 = 5. En effet, d’apres la formule ci-dessus, on a:

(w,v) 2 _L_@
Jullloll — v8VI V2 2

cosf =
D’ou: 6 = 7

Définition 2.11 On dit que deux vecteurs X et Y de R™ sont orthogonauz si leur
produit scalaire est nul, et on écrit X LY.

Remarque 2.12 Pour tout X € R” on a X 1 0.

Exemples 2.13 Dans R%: ((1,—1),(1,1)) = 0. Donc les vecteurs (1,—1) et (1,1)
sont orthogonauz.

Dans R3: ((—1,0,1),(0,1,0)) = 0. Donc les vecteurs (—1,0,1) et (0,1,0) sont
orthogonauzx.

Proposition 2.14 1) L’angle formé par deuz vecteurs non nuls orthogonaux X et
Y est égal a 5.
2) Deux vecteurs X et'Y sont orthogonauz si, et seulement s,

X 4+ Y2 =|X]|*+||Y|]* (théoréme de Pythagore).

Preuve. 9 1) Soient X etY deux vecteurs non nuls vérifiant (X,Y) =0. Si 0 est
Pangle formé entre X et'Y, alors cos@ =0, et par suite, 0 = 3.

2) Soient X et'Y deux vecteurs quelconques de R™ orthogonauz. Alors d’apreés la
Proposition 2.4- 1) , on a lidentité souhaitée.

La notion d’orthogonalité se généralise a une famille quelconque de vecteurs de R™:

Définition 2.15 Une famille de vecteurs {uy,...,u,} est dite orthogonale si et
seulement st (u;, u;) = 0 pour tout i # j.

Exemple 2.16 La famille de vecteurs {u1,us,us} ot u; = (1,0,0,2), ug = (—1,0,0, %),
uz = (0,1,1,0) est une famille orthogonale de R*. En effet:

(ur,ug) = (ui,ug) = (ug,ug) = 0.
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2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

Proposition 2.17 Soit n € N*. Toute famille orthogonale formée de vecteurs non
nuls de R™ est libre.

Preuve. 10 Soit {uy,...,u,} une famille orthogonale de R™. Supposons que pour

des scalaires o, ..., on a
.
E ;U = 0.
i=1

Alors (31 ajuj,ur) =0 = aq(ui,ur). Do, a; =0 et Y i o au; =0. De méme,

r

(Z a;ug, ug) = 0 = as(ug, ug).

=2

Par suite, ag = 0. En itérant le procédé, on déduit que oz = ... = a, = 0.

2.3 Bases orthonormées de R"

Nous avons la définition suivante:

Définition 2.18 Soit B = {uy,...,u,} une base de R™.

. B est appelée base orthogonale si {ui,...,u,} est une famille orthogonale.
B est appelée base orthonormale si B est orthogonale et ||u;]| = 1 pour tout
1=1,...,n.

Exemples 2.19 1) {(1,0),(0,1)} est une base orthonormale de R?. En effet, elle
est orthogonale et
1L, O)fF = 11(0, ) = 1.

2) Plus généralement, la base canonique de R™ est une base orthonormale.

L’importance des bases orthonormales provient du fait que ’expression du produit
scalaire dans ces bases (en fonction des coordonnées) devient simple. Soit B =
{e1,...,en} une base orthonormale:

eSiX =xie1+...+txpep et Y =yie1 + ...+ ypen, alors:

n
<X7Y>:Z$iyi et [ X =
=1

e Si X =uz1e1+ ...+ xpep, alors (X, e;) = x; pour tout ¢ =1,...,n. On a donc:
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2 LA STRUCTURE DE L'ESPACE EUCLIDIEN (RY, +. ., (.,.))

v Xizn:<X,€z> €;.
=1

VXYY =) (X ) (Ve

i=1
n
2
X = DX e
i=1
Remarque 2.20 Etant donné une famille orthogonale {uq,...,u,} de R™, on peut
facilement construire une famille orthonormale en normalisant les vecteurs u;: u; =
Yi o Ainsi, la famille {u}, ..., ul} est orthonormale.

fluall
Exemple 2.21 La famille de vecteurs B = {uj, ug,us} ot
1
uyp = (1>O7 2)7 Uz = (_1707 5)) uz = (07 170)

est une base orthogonale de R3. En effet, elle est orthogonale puisque

(u1,ug) = (u1,us) = (uz,u3) =0,
et son cardinal est égal a 3. Mais B n’est pas orthonormale puisque

lur]l = 1I(1,0,2)] = v/5 # 1.

On peut déduire de B une base orthonormale, il suffit de diviser chacun des vecteurs
par sa norme. Donc, la famille de vecteurs {u},uh, us}, ot

1 4 1
’U/l = %<1,0,2), U/2: g(—1,0,§), Ug:’U{’),
est une base orthonormale de R3.
Lemme 2.22 Soient n,r € N*. Soient v,uq,...,u, € R". Supposons que v.lu;
pour tout i = 1,...,r. Alors pour toute combinaison linéaire u de uq,...,U., On a
vlu.
Preuve. 11 Soient aq,...,0, € R,

s

(iug + ... + apuyp,v) = Zai<ui,v> =0.
=1
Définition 2.23 Soient M et N deuz parties de R™, oun € N* . On dit que M et

N sont orthogonales et on note M LN si pour tout X € M et pour tout Y € N, on
a XL1Y.
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2.4 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 2.24 Soient n,r € N*. Soit {v1,...,v,.} une famille libre de R™. Alors

il existe une unique famille {uy, ..., u,} vérifiant:

1) Vect{uq,...,u;} = Vect{vy,...,v;} pour touti € {1,...,r}.

2) {u,...,u.} est une famille orthonormale.

3) (vi,ui) > 0 pour tout i € {1,...,7}.

La famille {uy,...,u,} est appelée orthonormalisée de Gram-Schmidt de {v1, ..., v, }.

Preuve. 12 (résumée) Le procédé suivant donne la famille orthonormale que ’on
veut obtenir (on peut faire une preuve rigoureuse par récurrence).

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt: Soit {v1,...,v.} une famille libre
de R™.
Etape 1: Posons
U1
U = —.
[[or]

Alors le vecteur uy est unitaire. De plus, il est clair que uy est l'unique vecteur
unitaire vérifiant
(vi,u1) >0 et Vect{us } = Vect{v; }.

FEtape 2 ( sir > 2): Posons ul, = vy — (va,u1)uy. Alors
<U,2,U1> =0et <U27u,2> = <U2 - <'L)2,’LL1)U1,U,2> = <ul27ul2> > 0.

Ensuite posons

!
Ug

sl

Alors la famille {u1,us} est orthonormale, de plus (va,uz) > 0. Vérifions que

ug =

Vect{uy,us} = Vect{v, ve}.

Vect{ui,us} = {ous + puz:a,f R}
= {dv+puy:d, 5 eR}
{d'vy + B (v2 — (v, ur)uy) : &, 3’ € R}
= {yv1+dv2:7,0 € R}
= Vect{vy, va}.

Pour lunicité, remarquons que l'unique réel o vérifiant (vy + aui,u;) = 0 est
a = —(u1,va). D’autre part, (qui,u1) # 0 pour tout o # 0. D’ou, les éléments
de Vect{vi,v2} qui sont orthogonaux & uy sont de la forme auly. Pour qu’on ait
(ve, auy) > 0, il faut avoir o > 0. Et enfin, ug doit étre unitaire, d’ot l'unicité de
son choiz.
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FEtape 3 (si T > 3): Posons
ufy = vy — (vs,ur)uy — (v3,ug)ug, alors (uy,us) = (ug,us) = 0.

De plus,
(vg,ul) = (v3 — (v3,u1)us — (v3, ug)ug, us) = (ujs, us) > 0.
FEnsuite posons
us
ug = —>—.
[Jug |

La famille {u1,us,us} devient orthonormale. De plus, (vs,ug) > 0 et on vérifie que
Vect{ui, ug,usz} = Vect{vy, v2,v3}.

Pour lunicité, on procede comme ci-dessus, en étudiant d’abord les éléments de la
forme auy + Bus + v3 qui sont orthogonaux & uy et us.

FEtape i (si v > i ): La famille {u,...,ui—1} est orthonormale. Posons ul, =
v — Zi;ll (vi, ugyug, alors (uf,uy) =0 pour tout t € {1,...,i —1}. On vérifie que

i—1
(i, uf) = (vi = > (v, )k, ug) = (u, uf) > 0.
k=1
Ensuite, posons u; = ”Z;:”. Alors la famille {uy,...,u;} est orthonormale. De plus,

N

(viyug) > 0, et Vect{uq,...,u;} = Vect{vy,...,v;}.

Exemples 2.25 1) Dans R?, orthonormalisons la base B = {(1,1),(2,0)}.
Posons

_ @y 1
“E ) vt
Posons 1
UIQ = (270) - §<(27O)7 (17 1)>(17 1) = (270) - (17 1) = (17 _1)'
Soit uy = gty = J5(1,-1).

2) Dans R3, orthonormalisons la base B = {(1,0,1),(0,1,—1),(0,1,1)}. Soit

o1 1
“= o) =~ vzt

Posons

uh = (0,1,-1) — %((1,0, 1),(0,1,—1))(1,0,1) = (0,1, —1) + (%,0, %) = (%, ,—%).
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Soit y /31 »
wp = 2~ ¥21y 71y
Jugl| V3277 2
Posons
21 -1 1 -1 1
uf’i = (Oa 1a 1) - §<(§a 1? 7)? (07 17 1)>(§7 1a 7) - 5«1’0’ 1)7 (Ovla 1))(1303 1)'
Alors /3
2 ut 3
b=2(-1,1,1) et uz = —>— = ~=(—1,1,1).
B e T I R

Donc lorthonormalisée de Gram-Schmidt de la base B est la famille

V2,1 -1 V3
f(i’l’T)’?(_l’l’l)}'

1
= 17 07 1 )
{ \/i( )
Finalement, résumons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt:
Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit {v1,...,v,} une famille libre de R™.

Etape 1: Posons
U1

e

Etape 2: ( si r > 2): Posons ufy = vy — (v, u1)u;. Ensuite posons

U1

Uy

ug = .
[l

Etape 3 (si r > 3): Calculons

ufy = vg — (vs,u1)us — (v3, ug)us,

i
|u

o~

ensuite calculons ug =

WS

u'
[

NS

Etape i (si 7> ): Posons u}, = v; — Y4} (vi, ug)uy, ensuite posons u; =

N

Etape r: On itere le procédé jusqu’a 'ordre r.

La famille obtenue {uq,...,u,} est appelée orthonormalisée de Gram-Schmidt de
{’Ul, oo ,UT}.
Remarque 2.26 Si on change Uordre de la famille {vi,...,v.}, il est clair que

lorthonormalisée de Gram-Schmidt change aussi.
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