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Géométrie élémentaire dans R? et R?

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous limiterons notre étude a R? et R3. Nous rever-
rons la géométrie euclidienne traditionnelle, en utilisant et exploitant
les propriétés algébriques développées dans le chapitre précédent. Lorsqu’on
fait la géometrie de cette maniere, c’est a dire, en combinant Algebre et
Géométrie, on dit qu’on fait de la Géometrie analytique. La Géometrie
analytique est basée sur la méthode des coordonnées, il est donc généralement
nécessaire de choisir un repere de I'espace considéré.

Noui d@)ignerons par P le plan muni d’un repere orthonormal Ry =
(O, i, 7 ), et par £ l'espace muni d’un repere orthonormal R, =

_)
(O, i,75,k). On dit que P est un espace a deux dimensions, et
que & est un espace a 3 dimensions.

1. RAPPELS.

1.1. Rappels sur le plan. Considérons le plan P muni d'un repere
orthonormal Ry = (O, 7, 7) fixé. On a la correspondance bijective
suivante

R*? — P

(,y) — M(z,y)"

Cette représentation permet d’identifier R? et P. Donc tout élément
(z,y) de R? est représenté graphiquement par un point de P d’abscisse
z et d’ordonnée y. L’élément neutre (0,0) de P'espace vectoriel R?
correspond a l'origine O du repere Ry.

On parle ausi de vecteurs dans le plan. Un vecteur est une grandeur qui
détermine une longueur, une direction et un sens (Fig. 1). Etant donné

e
deux points M (z,y) et M'(x’,y") du plan, on associe a M M’ le vecteur
de R? de coordonnées (¥’ — x,y' — y). Du théoréme de Pythagore, on

déduit que la longueur de MM’ (ou la distance entre M et M') est
MM =dM,M') = /(2 —2)2+ (v —y)*.
S
Remarquons aussi que d(M, M') = || M M'|].

Soient u = @ = (z,y) et v = ¥ = (2/,9') deux vecteurs de R? as-
sociés aux points M (z,y) et M'(2',y’) de P. Alors @ et U peuvent étre
—

représentés par OM et OM’. En particulier, 7 correspond (1,0) et j
correspond a (0, 1).

Rappelons les relations suivantes pour tous points M, M’ et M” du
plan:

MM =-M'M, MM + MM’ =MM" (relation de Chasles).
1
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FI1GURE 1. Vecteurs dans le plan

Remarquons qu’en travaillant dans R? et en utilisant les propriétés de
(R%, +,.), ces relations restent vérifiées.

— —
Notons que dans le plan, on peut avoir 1’égalité vectorielle AB = DC
meéme si les points A, B, C', et D sont des points distincts deux a deux
du plan (Fig. 2). Plus exactement, on a

Lemme 1.1. Soient A, B,C et D quatre points du plan. On a [’égalité
— —
AB = DC si, et seulement si la figure (ABCD) est un parallélogramme.

Si on veut faire directement 'addition de deux vecteurs , v dans le
plan on peut choisir 3 pomts A, B et C' du plan de sorte que AB = i,

BC = T et on a @ +U = AC’ ou bien on peut appliquer la regle du
parallélogramme (Fig. 3).

Rappelons aussi le lemme suivant:

Lemme 1.2. Soient A, M et M’ trois points du plan. Alors les vecteurs

H % . . . . .
AM et AM' sont colinéaires si, et seulement si les points M, M’ et A
sont alignés.

Pour ’orientation du plan, on conviendra que le sens direct (on
dit aussi: positif ou trigonométrique) est le sens inverse des aiguilles

—_— —

d’une montre. On dira que le repeére orthonormal Ry = (O,0A, OB)
— —

est direct si la mesure de I'angle orienté entre OA et OB est égale a 7.

. 7/ H % Id \
Lorsque la mesure de I'angle orienté (OA, OB) est égale a —7, on dlt
que le repere Ry est indirect.

Déﬁ_r)ﬁiig)n 1.3. Munissons le plan d’un repére orthonormé direct Ry =
(O, i, 7). Soient U et U deuz vecteurs du plan. Soient A et B deux
— —
points du plan tel que © = OA et v = OB. Alors (u,v) est l’angle
) , , — —_— —

orienté formé entre les vecteurs OA et OB (On tourne de OA wvers
—

OB dans le sens direct). Ainsi, (U,4) = —(u, V).

2
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F1GURE 2. Egalité de vecteurs dans le plan

1.2. Rappels sur P’espace.
On munit l'espace £ d’'un repére orthonormal Ry = (O,4,7,k). On a
la correspondance bijective suivante

R3 — &
(z,y,2) — M(z,y,2) "

Cette représentation permet d’identifier R? et £. L’élément neutre
(0,0,0) de I'espace vectoriel R? correspond & l'origine O du repere Ry.
On parle ausi de vecteurs dans l'espace. Comme dans le plan, un
vecteur est une grandeur qui détermine une longueur, une direction
et un sens. Etant donné deux points M(x,y,z) et M'(2',y/,2') de
I’espace, on associe a W le vecteur de R® de coordonnées (z' —
x,y —y,7 — z). Notons que i correspond A (1,0,0), j correspond A
(0,1,0) et k correspond a (0,0,1). Rappelons aussi que {;, 7, IZ} est la
base canonique de R3.

Soit M (z,y,z) € €. Soit M'(x,y,0) la projection orthogonale de M
sur le plan (Ozy). En appliquant le théoreme de Phytagore au triangle
rectangle OM'M, on aboutit a

OM? = OM"™ + M'M?,

d'ott d(O, M) = OM = /22 + 32+ 22 = ||OM||, qui correspond & la
norme euclidienne (issue du produit scalaire euclidien) de (z,y, z) dans
R3.

Deux vecteurs quelconques de 'espace sont nécessairement dans un
méme plan. On peut donc se ramener au cas du plan pour les propriétés
liées a I'étude de deux vecteurs (angles non orientés, addition, produit
scalaire,...). Rappelons en particulier les relations suivantes pour tous
points M, M’ et M” de I'espace:

MM =—-M'M, MM + MM’ =MM" (relation de Chasles).

Remarquons aussi qu’en travaillant dans R? et en utilisant les pro-

priétés de (R3, +,.), ces relations restent vérifiées.
3
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FiGURE 3. Addition de deux vecteurs-Regle du parallélogramme

Rappelons aussi que dans l'espace, on peut avoir 1’égalité vectorielle
E = C'—D> meéme si les points A, B, C, et D sont des points distincts
deux a deux de l'espace. Plus exactement, on a 1’égalité AB = CD
si, et seulement si la figure (ABDC') est un parallélogramme. En par-
ticulier, on en déduit que pour deux point quelconques M (z,y, z) et
M'(«',y/,2") de l'espace

I " — ! 2 / 2 ! 2
MM’ = [|[MM'|| = /(2 = 2)? + (y — y)? + (' — 2)%.

Enfin, pour Porientation de ’espace, on adoptera l'orientation
—_— = —
usuelle. On dira donc que le repere orthonormal Ry = (O, OA, OB, OC)

—
est direct si un homme traversé par le vecteur OC' de la téte aux pieds,

regardant O—/l, a le vecteur OB A sa gauche. Dans le cas contraire,
on dit que le repere R est indirect. Ainsi, un repere orthonormal
Ro = (0, &1, €5, €3) est direct si €3 peut étre déduit de &}, €5 par rota-
tion dans le sens direct.

2. MODES DE REPERAGE DANS LE PLAN ET L’ESPACE

2.1. Coordonnes cartésiennes. Dans le plans ou 'espace, on utilise
divers reperes, suivant les situations, pour faciliter les calculs. Tout
point A du plan (resp. de l'espace) peut étre vu comme origine d’un
repere donné dans le plan (resp. dans I'espace).

Définition 2.1. 1) On appelle base du plan P tout couple de vecteurs
(d,T) non colinéaires (autrement dit, {u,v} est une base de R?).
2) On appelle base de l’espace £ toute base de I'espace vectoriel R3.

Définition 2.2. 1) On appelle repére cartésien du plan P tout
triplet R = (A, u,7) ou A est un point de P appelé origine du repére
et (u,v) est une base du plan P.
2) On appelle repére cartésien de l'espace & tout quadruplet R =
(A, U, U, 'LB) ou A est un point de £ appelé origine du repére et (6, U, u7)
est une base de l’espace &.

4
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Exemples 2.3. 1) Le triplet (A(1,2),(3,4),v(—1,4)) est un repere
cartésien du plan. En effet, A est un point du plan, et la famille {u, v’}
est libre.

2) Le quadruplet (B(0,0,2),(1,7,8),7(1,0,0),wW(1, —1,0)) est un repere
cartésien de l'espace. En effet, B € &; on vérifie que la famille {, ¥, @}
est libre, et donc c’est une base de R3.

3) Le triplet (A(4,—1),u(2,4),v(1,2)) n’est pas un repere du plan. En
effet, @ = 20, donc {u, 7} n’est pas une base de RZ.

Vocabulaire.

1) Munissons le plan P d’un repere cartésien (A, €7, €3). Alors, comme
{é1, &} est une base de R?, pour tout vecteur @ du plan P, il existe un
unique couple (z,y) de réels tels que

U= Igl + ye}.

i) Le couple (x,y) s’appelle les coordonnées cartésiennes du vecteur
@ dans le repere (A, €, ).
i1) Pour tout point M du plan P, les coordonnées cartésiennes (z,y)

—
du vecteur AM sont appelées les coordonnées cartésiennes du point
M.

2) Munissons I'espace £ d’un repere cartésien R = (A, e7, e, €3 ). Alors
pour tout vecteur @ de l'espace &, il existe un unique triplet (z,y, 2)
de réels tels que

U= (,y,2) =xe] +ye; + 2e;.

i) Le triplet (z,y, z) s’appelle les coordonnées cartésiennes du vecteur
i dans le repere R = (4, ¢7, e, €3).
i1) Pour tout point M de l'espace &£, les coordonnées cartésiennes

—
x,1, z) du vecteur AM sont appelées les coordonnées cartésiennes
Y
du point M.

3) Si trois vecteurs u, U et w forment une base de 'espace, on dit qu’ils
sont non coplanaires.

Remarque 2.4. Pour parler de coordonnées cartésiennes dans le plan
ou l'espace, il faut avoir fixé d’avance un repeére cartésien. Lorsque
le repere cartésien est clairement fixé, et qu’il n'y a pas de risque
d’ambiguité, on peut parler de coordonnées cartésiennes sans préciser
le repere.

Exeicig? 2.5. Dans le plan P muni du repere orthonormal Ry =
(O, i, j ), considérons deux points A(x,y) et B(x',y’). Donner les
coordonnées du milieu du segment [AB].
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F1GURE 4. Coordonnées polaires

Solution. Soit C(z¢,yc) le milieu du segment [A, BJ.

— — / ’
CA=-CB & (v—zc,y—yc)=—(7 =20,y —yo)
& x—xcz—$'+xc,y—ycz—y/+yc
z+2 y+vy
C .
( 2 7 2 )

2.2. Coordonnées polaires. Munissons le plan P d’un repere or-

thonormal direct Ry = (O, 1, ])
Soit M (z,y) un point fixé de P, différent de 'origine O.

On pose 0 = (7,5]\_/[) (Fig. 4) et r = |OM|| = \/22 + y2. Alors

x =71 cosf, et y=r sinf.

Définition 2.6. Soient (r,0) € R? et M(z,y) un point du plan P. On
dit que (r,0) est un couple de coordonnées polaires pour M dans le plan
%

{ x =1 cosl

y =1 sinf.

Remarques 2.7. 1) Remarquons que si un point M du plan a pour co-
ordonnées cartésiennes (z,y), et pour coordonnées polaires (r, §) alors:
r? = 2% + y2. Pour obtenir 6, on peut utiliser la fonction arctan:

tanf = 2 < Ik € Z, 0 = arctan(g) + k.
T T

2) Si I'on veut associer a chaque point M du plan différent de I'origine
des coordonnées polaires (r, ) de maniére unique, on peut exiger que
r >0 et que 0 € [0, 27].

3) Soit 6 € [0, 27[. On utilise souvent le repeére orthonormal qui fait un

angle 6 avec Ry: (O, cos @ i+sinf j,—sinf i+ cosf J)
6
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—1 ..

& i
= -r.-’f} [
H/-/_/_/_/_'_:'- = -

F1GURE 5. Coordonnées cylindriques

Exemples 2.8. 1) Soit M € P de coordonnées polaires dans Ry, (2, §).
Alors les coordonnées cartésiennes de M sont

(2 cos(%)7 ZSin(%)) = V2(1,1).

2) Soit M € P un point de coordonnées cartésiennes (—2,2). Déterminons
des coordonnées polaires (r, ) de M.

On prend r = /4 + 4 = 2v/2. D’autre part,
2 V2 2 V2

cos=————=—"" ginf=—— ==

02 2’ "2 2

Dol 6 = 3% ( mod 2r).

2.3. Coordonnées cylindriques. On munit I'espace £ du repere or-
thonormal Ry = (O, 1,7, k).

Définition 2.9. Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes
(x,y, 2) et soit M : (z,y,0) la projection orthogonale de M dans le plan
xOy. Les coordonnées cylindriques de M sont (r,0,z) ot (r,0) sont les
coordonnées polaires du point M’ dans le plan xOy muni du repére or-
thonormal (O, ZD et z est la cote du point M (sa troisiéme coordonnée
dans le repére Ry) (Fig. 5). On a donc

x=rcosfh, y=rsinf, etr=/22+y>.

Exemple 2.10. Dans l'espace £ muni du repere orthonormal R, on a
le point A(3,1,2). Déterminer les coordonnées cylindriques de A.
Considérons le point A’(3,1,0), qui est la projection de A sur le plan
(xOy). Les coordonnées polaires (r,0) de A" dans xOy vérifient:

1
r=v9+1=+v10, cos) = —, sinf = —.
10 V10

Par suite, ¢ € [0, 7], et donc 0 = arccos(%). Les coordonnées cylin-

driques de A sont donc

(v/10, arccos(
7

w

o

3
\/_1—0)’2)'
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F1GURE 6. Coordonnées sphériques du point P

2.4. Coordonnées sphériques.

Définition 2.11. Soit M (z,y, z) un point de l’espace £ muni du repére
orthonormal direct Ry = (O,Z,f, E) Soit M'(x,y,0) la projection or-
thogonale de M dans le plan xOy. Les coordonnées sphériques de M
sont déterminées par le triplet (,0, 0, 4,0), ou p € [0, 7],

p=|lOM| = OM, 0 = (O, 0M"),

et @ est la mesure de l’angle ((72’, OT/[) L’angle ¢ est appelé colatitude
de M, et l’angle 0 est appelé longitude de M.

Proposition 2.12. Soit M(x,y,z) un point de l’espace € muni du

repere orthonormal direct Ry = (O,Zj, E) Alors les coordonnées
sphériques (p,0, ) de M wvérifient:

x = psinp cosl
y = psinp sinf
Z = pcosy

p =/ 2%+ y? + 22
Preuve. Soit M'(x,y,0) la projection orthogonale de M dans le plan
xQOy. Alors
—_— —_—
z = ||OM'||cosf, y = ||OM’||sin6.
- —
D’autre part, £ L OM' et on a
—_
|OM'|| = psing, et z = p cose.
D’ou les égalités désirées. U
Remarque 2.13. Avec les notations de la définition ci-dessus, con-

sidérons la sphere de centre O et de rayon p. Coupons cette sphere
par un plan contenant l'axe Oz et le point M, appelé plan méridien
—

(ce plan contient donc les vecteurs ket OM ). Alors ce plan méridien
coupe le plan (0,7, 7) en la droite (OM").
8
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Exercice 2.14. Dans l'espace & muni d’un repere orthonormal Ry,
considérons le point A(—\/§ , —3,—2). Donner des coordonnées sphériques
de A dans R,.

Réponse. 1) Trouvons (p, 8, ) de sorte que p > 0,60 € [0,27[, p € [0, 7]
et

x = psing cosl, y=psing sinf, z = pcosey.
Onap= /224 y?+ 22 =4. Comme z = pcosp et ¢ € [0, 7], on peut
récupérer . On a cosp = _71 donc ¢ = 2?“
D’autre part, de y = —3 on déduit que sinf = %g Dou 6 =m+ 3
ou § = =F. Mais d’apres le signe de x, cosf) < 0 donc 0 =7+ F = 4?”.

2.5. Changement de repére. Supposons que P (resp. &) est muni
d’un repeére cartésien Ry = (A, é1,€3) (resp. Ry = (A, €1,€,¢€3)). Un
changement de repere dans P consiste a considérer un nouveau repere
Ro d’origine B et de base (u, V) (resp. (¢, ¥, w) ) et trouver les nouvelles
coordonnées de chaque point. Dans ce paragraphe, nous donnerons les
formules explicites de changement de repere dans le cas du plan.

Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans 'ancien repére
Ry et de coordonnées (z',y") dans le nouveau repere Ry. Cherchons
a exprimer les nouvelles coordonnées (z’,y’) en fonction des anciennes

(2, y).
Notons (xg, yo) les coordonnées de A dans R,. On a

— o
— —

= BM — BA

= (2 —xo)u+ (v — yo)U
Si (a, ), (7,0) désignent les coordonnées respectives de €; et €; dans
R = (B, , V), on déduit que

xe| +yey = x(aﬁ—l— 617) + y(’yﬁ—i— (517)
= (az+yy)i+ (Bz+dy)T.

On obtient alors les formules de changement de repeére suivantes:

Proposition 2.15 (Formules de changement de repére). Les nou-
velles coordonnées (z',y') de M en fonction des anciennes (x,y) sont
données par les relations:

¥ —xg =ar+yy
Y —yo = Pr+dy

Conseil. Pour éviter de se tromper, il est conseillé de retrouver la for-
mule. C’est a dire, faire le calcul a chaque fois, en utilisant la relation:

— —_— =
AM = AB + BM.
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Remarque 2.16. Dans le cas ou les deux reperes Ry = (A, €1, €3) et
Ry = (B, @, ¥) sont orthonormaux directs et § = (i, €} ), alors

—

€ =cosOuU-+sinfv etéy=—sinh d+ cosb v.

Exemples 2.17. 1) Soit M € P de coordonnées (z,y) dans le repere
orthonormal Ry = (0,7,). Soit A € P de coordonées (x4,14).
Considérons le repere R = (A,Z, ;) Alors M a pour coordonnées
(x — x4,y —ya) dans R.

2) Supposons que le plan P est initialement muni du repere Ry =
(0,1,7). Considérons le repére cartésien R d’origine A(0,1) et de base
{u(1,1),v(—1,0)}. Soit M € P de coordonnées (x,y) dans Ry. Trou-
vons les coordonnées (z',y’) de M dans R en fonction de (z,y).

Onai=—vetj=1ud+ 7. Donc
— —_— =
AM = AO +0OM =
di+y'v = —j+xity; =

¥=—-14y ; y=—-1—zx+y.

Remarque 2.18. Supposons que ’espace £ est muni d’un repere cartésien
initial Ry = (A, €}, ,,€3), et on se donne un nouveau repéere Ry =
(B, 1w, Us, 13). Siun point M de 'espace a pour coordonnées (z,y, z)
dans Ri, pour trouver ses coordonnées dans Ry on procéde comme
dans le cas du plan, en utilisant 1’égalité évidente

— —_— —
AM = AB + BM,
et en faisant les calculs par rapport a la nouvelle base {u}, u3, u3}.

3. PRODUIT SCALAIRE
3.1. Produit scalaire dans le plan.

Définition 3.1 (Définition géométrique du produit scalaire).
Soient U et U deux vecteurs du plan P, muni du repére orthonormal

Ro = (O,Z,]) On définit le produit scalaire de @ et U par:

u.v = ||| ||v]] cos(w,v) siu#0 et v#£0,

u.v =0 situ=0o0u v=0
Proposition 3.2. Soient dans le plan P muni du repére orthonormal
Ro = (0,i,j) deuz vecteurs i (z,y) et v (z',y'). Alors:

u.? =xx + yy'.
Preuve. Si u =0 ou v = 0, I’égalité est clairement vérifiée. Suppﬁ)@rls
donc que 4 et ¥ sont non nuls. Soient A, B € P tels que © = OA et

7 = OB. Posons (Z,7) = 0 et (i,@) = 0. Alors A a pour coordonnées
(x,y) et B a pour coordonnées (x',y') avec

x = ||u| cos By, y = ||u| sinby
10
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et
o' = ||0] cos(0 + 6o), y = || sin(6 + o).
Donc
zz' +yy = |[@|||v] (cosbycos(d + ) + sin by sin(6 + )
= [l ||v]| cos(6 + 6o — bo)
= [Jall[[7]| cos 6
= U.U

g

Remarque 3.3. Le produit scalaire géométrique que l'on vient de
définir coincide avec le produit scalaire de R?. Donc on utilise les deux
notations 4.7 = (i, V).

Corollaire 3.4. 1) Si un vecteur @ a des coordonnées (x,y) dans une
base orthonormale (i,j) du plan, alors:

r=uiety=1u.yj.

2) Soient U et U deux vecteurs non nuls du plan. Alors 4.V = 0 si, et
seulement si U et U sont géométriquement orthogonaux (i.e. cos(u, V) =
0).

3) Si (A, u,v) est un repére orthonormal, alors {U,U} est une base
orthonormale de l'espace euclidien R?.

Preuve. 1) Découle de la proposition 3.2.

2) Découle de la définition.

3) Comme (A, i, ¥) est un repere orthonormal, alors les vecteurs @ et U
sont unitaires, non colinéaires et cos(i, ¥) = 0. En particulier, @.7 = 0.
D’ou, la base {i, U’} est orthonormale. O

Interprétation géometrique du produit scalaire. Soient deux

vecteurs non nuls @ et ' du plan. Soit é; un vecteur unitaire orthogonal

(géométriquement) a 1, donc le repere R = (O, ﬁ, ) est un repere
—

orthonormal. Soit M le point de P tel que v = OM. Alors on a

— /
U =2x,

o

ou z’ est I’abscisse de M dans R. Autrement dit, si H est la projection
orthogonale de M sur I’axe des abscisses dans le repere (O, ”—1%”,62),

=

alors
—

uv=u.0OH.

11
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FIGURE 7. Produit Scalaire

3.2. Produit scalaire dans l’espace. Etant donné un point A de
I’espace et deux vecteurs non colinéaires « et ¢, on peut considérer le
plan déterminé par A, @ et ¥. On peut aussi identifier ce plan a R?,
et on peut calculer le produit scalaire des deux vecteurs u et ¢. Nous
montrerons dans ce paragraphe que le cosinus géométrique coincide
avec le cosinus défini via le produit scalaire dans R3.

Définition 3.5. Soient u et U deux vecteurs de ’espace. Siu et v sont
non nuls, leur produit scalaire est:

u.v = ||d||||V]| cos(u, V).
Siiu=0 ouv =0, on pose u.v = 0.
Considérons un plan déterminé par deux vecteurs de ’espace u et .
— —
Soient O, A, B trois points de ce plan tel que @ = OA et v = OB, alors
—
|| — V|| = ||BA| = d(A, B). Et on a:

I . I
= S (l® + 191 — [l — o[1%).

£y

On en déduit la formule suivante:

Théoreme 3.6. Soient i et U deux vecteurs de l’espace et soit Ry =

(O, i f, lg) un repére orthonormal de €. Supposons que 4 = (z,y,z) et
v=(2,y,2") dans R. Alors

u.v =xx' + yy + 22
Proof. Appliquons la formule

— 1 — — — e
= 5 (Il + 191 = 1@ — &%)

£y

Donc

1

ﬂ:ﬁ: §(x2+y2+22+:c'2+y'2+z’2— (a:’—x)Q—(y'—y)Q— (Z/—Z)2).

D’ou I’égalité souhaitée. O
12
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FIGURE &. Produit Vectoriel

Interpretation géométrique du produit scalaire

Soient 4 et v deux vecteurs de 1'espace £.
Supposons que @ # 0 et soit A un point quelconque de 1’espace.
Choisissons deux vecteurs unitaires e;, e5 de £ de sorte que R =

(A, ﬁ, €, €3) soit un repere orthonormal. Soient a,b, ¢ € R tels que
v=a 4 +bes +coes.
]l
Alors
7= a i, (ie: o7 =a)
’ ]l

En particulier, on déduit immédiatement la proposition suivante:

Proposition 3.7. Soient © et U deux vecteurs non nuls et A un point
de l’espace €. Soient B et C' les points définis par AB =1 et AC =7.
On désigne par H le projeté orthogonal de C' sur (AB) et K le projeté
orthogonal de B sur (AC') (voir la figure 7). Alors

i.i=AB-AC = AB - AH = AC - AK.

Le produit scalaire géométrique (dans I'espace) coincide avec le pro-
duit scalaire défini dans R®. Et on déduit:

Proposition 3.8. 1) Deux vecteurs non nuls de l’espace £ sont or-
thogonauz (géométriquement) si leur produit scalaire est nul.

2) Un repere cartésien R' = (A, €1, €9, €3) de l'espace est orthonor-
mal si {€1, €9, €3} est une base orthonormale de R®.

4. PRODUIT VECTORIEL

Définition 4.1. Munissons l’espace d’un repére orthonormal direct.
Soient U et v deux vecteurs de £. Le produit vectoriel de u par v est
le vecteur u N U défini par:
(1) Siu et ¥ sont colinéaires, i N v = 0.
13
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(2) Si i et U ne sont pas colinéaires, le vecteur i ANV est orthogonal
dans le sens direct au plan déterminé par (O, U, V), et sa norme
est

[@ ATl = |[al||o)] |sin(d, 7)|,  (Fig. 8).
Remarques 4.2. 1) De la définition, on déduit que le produit vectoriel
est antisymétrique (on dit aussi anti-commutatif ), c’est a dire:
ANT=—UAU, u0eR.
2) En général, le produit vectoriel n’est pas associatif, c’est a dire:
(GAT) AT £ TN (TAWD), U 0,0 eR.

- —

Un exemple simple: Soit Ry = (O, 1, j, E) un repere orthonormal direct
de T'espace £.

(GADA]=0, maisiAGA])=iAk#0.
Exemples 4.3. Considérons I’espace £ muni d’un repere orthonormal
direct (A, €}, e, €3). Alors
1) 51/\52 :e_;i;, é’g/\ég’,Z(?}, 63/\51 :gg.
2) Soit a € R. Alors €] A a € = a €3, et par antisymmétrie, on déduit
que a €1 A €5 = aez. En effet, €1 A a €5 est orthogonal a €] et a €3, donc

. « s . N = — — N
il est colinéaire & e3. D’autre part, ||€1 A a €| = |al, d’on
€1 /\Na € =aéz ou e Aa ey = —aes.

Comme le repere (A, €1, aés, €1A\a ;) doit étre direct, on déduit 1'égalité
souhaitée.

Propriétés 4.4. (1) Deux wvecteurs sont colinéaires si, et seule-
ment si, leur produit vectoriel est nul.
(2) L’aire d’un parallélogramme ABCD est la norme du produit

e
vectoriel AB N\ AD.
(3) Pour tous a, 3 € R, et @,7,wW € R3, on a
UN (ot + puf) = a(d A U) + B(d AW, et
(atl + V) A = a(d A &) 4+ B(T A W).
Preuve. 1) et 2) découlent de la définition du produit vectoriel.
3) 1l suffit de démontrer la premiere égalité, la seconde sera déduite
par antisymétrie. Munissons £ d’un repere orthonormal direct Rg =
(O, &, &5, ¢€3) et calculons d’abord uj(a’,V/, ") = €3 AU, ou U = aéy +

bes + ce3, et a,b,c € R.

—

u.e3=0=c =0, et 3.Uv=0=da+bb=0.

U
Do, il existe A € R tel que (a’,0") = A\(—b,a). Et par suite (¢’,V', ') =
A(—=b,a,0). D’autre part,

[ai ]l = 7] lsin(eélf)l = |lae + béa|.



Profs.: A. ALLA, N. BOUDI, A. HAJJI, H. MAHZOULIL

D’ou,

w; = —bey + aéz ou uy = bey — ae;.

—

Comme (O, €3, 7, 1)) est direct, on a

—

1= —bél + aéy = — (€3, V)€1 + (€1, V)é3.

Maintenant, pour @,7 et w quelconques, si @ = 0, I'égalité 3) est

évidente. Supposons donc que u # 0 et choisissons €7, €5 dans £ de
sorte que R = (O, €1, €3, ﬁ) soit un repere orthonormal direct.

”_,” A (ot + pw) = —(&,at+ fud

En multipliant de part et d’autre par |||, on déduit 1'égalité désirée.
U

Exercice 4.5. Considérons 'espace £ muni d’un repere orthonormal
direct (A,i,7,k). En utilisant uniquement la définition du produit
vectoriel, donner

—

—0 @ =kA(i —2)).

- - -
7

Réponse. 1) w est orthogonal au plan déterminé par i et j, donc
—_—
il est colinéaire & k. De plus, |[w'|| = \/_ \/_ sinf = 2. Donc
w' e {2k, —2k} L’orientation de la base { i 47, G- j,w'} doit étre
directe, donc w' = —2k.
2) @ doit étre orthogonal a k donc il doit étre de la forme (a,b,0).
— —

De plus, il doit étre orthogonal a ¢ — 27, donc il est colinéaire a
- - - - - =2 . -
24 +j. Comme [[@| = || k] || i —2j] sinZ = /5, alors @ €
- = - = . . iy - A
{2i +j,—2i —j}. Lorientation de la base { k, i — 27,4} doit étre

— —
directe, on déduit que W =21 + 3.

Théoreme 4.6. Dans l’espace muni d’un repére orthonormal direct

R = (O,?,;’, E), soient les vecteurs U = (x,y,z) et ¥ = (2',y,2').
Alors
x x
int=\y | A ¥ | = =2y 22" -z 2y — ya').
z 2!
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Preuve. 11 suffit d’appliquer la linéarité et 'antisymétrie du produit
vectoriel.

INT = (zi+y]+2k)A@T+yT+ k)
= (o — AT + (0 — )TN + 07— )G AR
= (zy —2'Yk — (z2' — 2'2)] + (y2' — 2y)i.
U

Exemple 4.7. Dans l'espace muni d'un repere orthonormal direct
(O, i, 7, k), calculons @ A U, ou @ = (—3,—1,2) et v = (—2,-2,3):

-3 -2 —3+4 1
-1 Al =2 |=| —-(-94+4) | =15
2 3 6—2 4

5. DETERMINANT.
5.1. Cas du plan.

Définition 5.1 (Définition géométrique du déterminant). Mu-
nissons le plan d’un repére orthonormal direct. Soient @ et U deux
vecteurs de P. On définit le déterminant de U et ¥ par:

det (u,v) = ||d||||0]| sin(@,v) si@d #0 et ¥#0,
det (u,v) =0 sitt=0ou v=0
det (71, 17) est aussi appelé produit mixte de u et U, et on le note aussi

—

[, V]
On a le résultat suivant, analogue a la Proposition 3.2:

Proposition 5.2. Considérons le plan P muni d’un repére orthonor-

mal direct Ry = (O,Z]) Soient U et U deux vecteurs de P ayant pour
coordonnées respectives (x,y) et (z',y") dans Ro. Alors:

det (@, 7) = zy — x'y.

Preuve. Si 4 = 0 ou v = 0, 1’égalité souhaitée est Cl&il”i) Supposg1>s
que 4 et U sont non nuls. Soient A, B € P tels que © = OA et v = OB.
Posons (i, ¥) = 0 et (;, CTél) = fy. Supposons que A a pour coordonnées
(x,y) et B a pour coordonnées (z’,y’) dans Ry. Alors

xy — 2’y = |dl|||V]] (cosbysin(d + Oy) — sin by cos(d + 6p)
= /|l sin(6 + 6o — 6o)
= /o] sin®
= [d,d].

16
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Notation. Si u(z,y) et ¥(2’,y’) sont deux vecteurs de P, on note

z x
y v

det(u, v) =

Remarque 5.3. On a en particulier det (ﬁ, ﬁ) = 0, pour tout vecteur
i du plan.

Proposition 5.4 (Déterminant et base). Soient @ et ¥ deux vecteurs
quelconques du plan. Alors

1) @ et U sont colinéaires si, et seulement si, det (E, '17) = 0.

2) {@, 0} est une base si, et seulement si, det (@, 7) # 0.

Preuve. 1) Remarquons que
det (@,7) =0 < ||@]| =0 ou ||7]| =0 ou sin(@,v) = 0.

2) Découle de 1), puisque {u, v} est une base si et seulement si @ et U
sont non colinéaires. 0

Interprétation de déterminant en terme d’aire. L’aire du par-
allélogramme construit sur deux vecteurs @ et v du plan est égale a
| det (1, V)|

Propriétés 5.5 (Propriétés du déterminant). 1) Soient @ et U
deux vecteurs du plan P. Alors det(ﬁ, 17) = — det(f}', ﬁ) On dit que le
déterminant est antisymétrique.

2) Soient U, Uy et Uy trois vecteurs, et Ay, Ay deuz réels. Alors:

det (ﬁ, )\1771 + /\2’[72) == )\1 det (ﬁ, 171) + >\2 det (ﬁ, 772),
et par antisymétrie:
det ()\1171 + )\2172, ﬁ) = /\1 det (171, 1_[) + )\2 det (172, ﬁ)

On dit que le déterminant est linéaire par rapport a chacune de ses
variables.

Preuve. 1)
det(d,#) = @] 7] sin(, )
= —llall|[7] sin(7, )
= —det (v, 7).
2) Supposons que P est muni du repere orthonormal Ry = (O,Z, ;)
Soient (z,y) les coordonnées de u et (z,v}), (x4, y5) les coordonnées
respectives de vy et v3. D’apres la Proposition 5.2, on a

det (0, M1 + Aov3) = (Mg + Aays) — y(Maz] + Aot
= Mi(zyy — yrh) + Aa(ayy — yrsy)
= A det (@, vh) 4 Ao det (@, 72)

17
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Exercice 5.6. Dans le plan P muni d’un repere orthonormal direct R,

considérons les vecteurs (1, 1) et (0, —1). Donner I'angle 6 = (i, ¥/)

Solution. On a

1
u.v = —1 = ||d|| ||U|| cos@, donc cosh = ———.
| {|]] 7
Or,
(@, 7] = —1 = ||d|| ||U]|siné < 0 donc sin@ < 0.

ot T — o7
Do, 0 =7 +m = °F.

5.2. Cas de l’espace.

Définition 5.7. Munissons l’espace d’un repére orthonormal direct.
Le déterminant (ou produit mizte) de trois vecteurs de R® est le
nombre réel défini par le produit scalaire du premier vecteur avec le
produit vectoriel des deux autres:

i, 0,1 € R® — [i, 0,) = @ - (5 A D)

9
Le produit mixte [u, U, W] est aussi noté det(ﬁ, U, 117)

Exemples 5.8. Soit Ry = (O, i 7, E) un repere orthonormal direct de
I’espace. On a

(1.3, K) = 7. k,4] = [k, i, = 1.
Remarques 5.9. 1) La valeur absolue du produit mixte de trois vecteurs
est le volume du parallélépipede défini par ces vecteurs.
2) Soient u(x,y, z), v(a',y, 2") et W(z",y", 2") trois vecteurs de ’espace
(muni du repere orthonormal direct Ry). On utilise aussi la notation
suivante pour le produit mixte

z x
[ﬁa ?77 u_f] =1y y/
z 2

— bl

3) Le signe du produit mixte [i, ¥, @] d
indique son orientation.

une base orthonormale {, U, W}

Proposition 5.10 (coplanarité). Trois vecteurs non nuls de R? sont
coplanaires (ou forment une famille liée) si, et seulement si, leur
produit mixte est nul.

Preuve. Soient u, U, et w trois vecteurs de ’espace. Supposons que la
famille {u, v, @} est liée. Alors soit @ € Vec{¥,w} ou {¥,w} est liée.
Siu € Vec{v,w}, alors @ est orthogonal a A et donc - (17/\ 117) =0.
Si la paire {U, W} est liée, alors v A @ = 0.

Réciproquement, supposons que - (27 A w) = 0. Alors les vecteurs u et
U AW sont orthogonaux. Donc soit @ = 0 ou ¥AwW = 0 ou 4 est parallele
a tout plan dirigé par ¢, w. Ainsi, la famille {#, ¢, W} est linéairement
dépendente. O

18
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Proposition 5.11. Le produit mizte est linéaire par rapport a chaque
variable: Pour tous o, 3 € R, et @,w,7,w € R3, on a

it + B, 0, 4] = ald, ¥, + B[/, T, @,
7, vl + Bul 0] = a7, i@, @] + 5[17,17,15],

0,0, ol + Bu!] = o[, @, @) + B[7, @, o).

Preuve.
[aii + Bu/,0,@] = (ai+ pu!).(TA D)
= il.(TA WD) + ful (T A D)
= [, v, + B, T, ).
On démontre les autres égalités de la méme maniere. U

Proposition 5.12. 1) Le produit mixte est antisymétrique, c’est a dire
que si U,V et W sont trois vecteurs de l’espace, alors le signe de [id, U, W]
change si on permute deux des trois vecteurs:

[4, U, W] = —[V, u, W] = [V, W, d].
2) Le produit mixte est invariant par permutation circulaire, c’est a
dire, si u,U et W sont trois vecteurs de [’espace, alors

[t, U, W] = [0, W, u] = [0, d, V.

Preuve. 1)

On établit autre identité de la méme manieére.
2)

@, U, W] = —[V, u,w] = [V,0,d] = —[w

=1
=

I
&
\-:l
=)

Proposition 5.13. Soient ii(x,y, 2), v(a',y',2"), et W(z",y", 2") trois
vecteurs de l’espace £, muni d’un repere orthonormal direct Rg =

— = —
(O, i,7,k). Alors

I " n_!

r x x
@, 0,7 =y v o' =z@2" —y"d) =2 (y" —y"2) +2"(yz' —y'2).
z 2 2z

On dit qu’on a développé le déterminant par rapport a la premiere ligne.
19
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Preuve.
R - - - e N " w3l
W, 0,0 =[zi +yj +zk, 2" i +y' j+Zk, 2" +y" 5 +2"k]

En utilisant la proposition 5.11, on déduit que

@5, =y (7,7, K]+ a2y’ (7K, 7]

!0 - = 77 ! .01 = 7 -

+ya' 2", k] vy g ki

_i_le //[? - / //? - =

y'lk, i, jl+ay2"[k, j, il
Pour conclure, on utilise le fait que [ @ ,7, ?] = 1 et la Proposition
5.12. O

Remarque 5.14. Dans la proposition ci-dessus, on aurait pu aussi
développer le déterminant par rapport a la deuxieme ligne, ou la troisieme.
On peut aussi développer le déterminant par rapport aux colonnes au
lieu des lignes.

Exemple 5.15. Dans R3, la famille {uy, us, u3} ol
w = (1,5,7), us=(-1,2,1) us=(2,1,0),

est linéairement indépendante. En effet, on a

1 -1 2
det(ul,u2,u3) =15 2 1].
7 1 0
Développons ce déterminant par rapport a la colonne 3, on obtient
damhwm@=2§ ?—ﬁ zlzzﬁ—L@—u+7y:46%0

Remarque 5.16. On peut aussi utiliser la définition d’une famille
libre, c’est a dire supposer que pour des scalaires réels aq, as, a3, on a

3
E a;U; = 0,
=1

et travailler le systeme. L’avantage de 'utilisation du déterminant, est
qu’on travaille uniquement avec les coordonnées des ;.

6. EQUATIONS DE PLANS ET DE DROITES.

6.1. Droites dans le plan. Soient M et M’ deux points du plan. La
droite (M M) est dirigée par le vecteur M M.

Exemples 6.1. Munissons P d’un repere orthonormal Ry = (O, i j)
1) La droite d’équation y = 1 passe par le point (0, 1) et est dirigée par
le vecteur .
2) La droite d’équation y = 3x passe par le point O et est dirigée par
le vecteur (1, 3).

20
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Soient A un point du plan et @ un vecteur du plan. La droite D
passant par A et dirigée par u est formée par les points M du plan tels

que AM et 4 sont colinéaires. Autrement dit
—
D={MecP: AM € Vec{i}}.
On déduit le résultat bien connu suivant:

Proposition 6.2. Toute droite du plan P admet une équation cartésienne
du type:

ar + by + ¢ = 0, avec (a,b) € R*\ {(0,0)}.

Réciproquement, toute équation de la forme ax +by+c =0 ot (a,b) €
R2\ {(0,0)} représente une droite du plan.

Preuve. Soit D une droite du plan passant par un point fixé A(ag, by)
et dirigée par le vecteur @(zg,yo). Soit M(z,y) un point quelconque
du plan.

MeD & {AM,a} lice
T —ay o
y—">bo Yo
& —xo(y —bo) +yo(z —ag) =0
& YoT — Toy — AoYo + boxo = 0.

& =0

Réciproquement, étant donné une équation (F) de la forme ax+by—+c =
0 ou (a,b) # (0,0), considérons trois points du plan A(zo,vo), B(x1,y1)
et M(z,y) qui vérifient (F). Alors

¢ = —axo—byo, a(xr1—xo)+bly1—yo) =0, et alx —xz)+b(y—yo) = 0.
Sia # 0, alors

b b
Ty — o = ——(yl —yo), et v —xo = ——(y—yo)-
a a
D’ou,
det(AB, AM) = |71~ 0 &7 To) _
Y1—Y% Y—Y

On obtient la méme conclusion si b # 0. Donc (E) représente la droite
(AB). 0

Définition 6.3. Soit D une droite du plan dirigée par un vecteur .
Un vecteur non nul 1 du plan est dit normal a D s’il est orthogonal a
u, c’est a dire n.u = 0.

Remarque 6.4. Soient D une droite du plan et 77 un vecteur normal
a D. Alors 77 est géométriquement orthogonal a D.
21
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Exemple 6.5. Donnons I’équation cartésienne de la droite D passant
par le point A(1,—1) et dirigée par le vecteur (3,0). Soit M(z,y) un
point du plan.
é . 7’ . ’
MeD < {AM,(3,0)} linéairement dépendante

& det((z — Ly+1),(3,0) =0

& 3y+1)=0

& y=-—1
Donc I'équation cartésienne de D est :” y = —1.7
Donnons un vecteur normal & D. Soit ¥(z,y) € R?. Alors ¢ est normal
a D ssi

((3,0),7) =0, c’est a dire 3z = 0.
D’ou, (0,1) est un vecteur normal a D.

Proposition 6.6 (vecteur directeur, vecteur normal). Soient (a,b) €
R?\ {(0,0)} et c € R. Soit D la droite d’équation cartésienne

ar + by + ¢ = 0.

Alors le vecteur @ = (—b, a) est un vecteur directeur de D et le vecteur
H \
n = (a,b) est un vecteur normal a D.

Preuve. Soient M (x,y) et M’ (z',y") deux points de la droite D. Alors
-
D est dirigée par M M’.
ar+by+c=0etar’ +by +c=0 =
a(z’ —z)+ by —y) =0 =
—_— _
det ((=b,a), MM') =0 = ((a,b), MM')

——
Donc @ et M M’ sont colinéaires et 71 est orthogonal a M M. O

Remarques et Astuces.

e Pour trouver une équation cartésienne d’une droite D passant
par un point A et de vecteur directeur u, on peut écrire:

M € D <= det(AM, i) = 0.

e Pour trouver une équation cartésienne d’une droite D passant
. —_ . ,
par un point A et de vecteur normal 7', on peut considérer la
proposition:

M eD s AM.7 = 0.

e Pour trouver une équation cartésienne d’une droite D passant
par deux points distincts A et B, on peut considérer:

_—
M € D <= A,B,M alignés <= det(AM,AB) = 0.

Rappelons que deux droites sont dites paralleles si elles ont la méme

direction.
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Proposition 6.7. Soient Dy et Dy deux droites d’équations cartésiennes
respectives apx + by + ¢4 = 0 et asx + by + co = 0.

e Dy et Dy sont paralleles ( Dy || D) si, et seulement si, les
vecteurs (ai, by) et (as,by) sont proportionnels, c’est a dire, si
la famille {(ay,b1), (az,b2)} est lice.

e Dy et Dy sont perpendiculaires ( Dy L Dq) si, et seulement si,
a1ae + b1b2 = 0.

Preuve. D est dirigée par le vecteur (—by, a;) et Dy est dirigée par le
vecteur (—bg, asz). D’on

Dy || Dy < {(—=b1,a1), (—bg,a2)} est liée < {(ay,b1), (az,b2)} est liée, et

D, LDy & <(—b1, al), (—bg, a2)> =0« biby + arax = 0.
U

Définition 6.8. Soit D une droite dirigée et orientée par un vecteur
unitaire . Soient A et B deuz points de D. On appelle mesure
algébrique AB, du couple de points (A, B), l'unique réel X\ tel que
—

AB = \u.

Remarque 6.9. Si AB et @ ont le méme sens, alors AB = AB. Sinon,
AB = —AB.

Rappelons que si D est une droite du plan et M € P alors la distance

de M a D est égale a || M H||, ou H est la projection orthogonale de M
sur D. De plus, d(M,D) < d(M, N) pour tout point N de D.

Proposition 6.10. Distance d’un point a une droite
Munissons le plan P d’un repére orthonormal Rg = (O,Z, ;) Soit
M € P de coordonnées (xpr,ynr) et soit D une droite du plan. Si D a
pour équation cartésienne ax + by 4+ c =0, alors la distance de M a D
est

a4 byar + |

Preuve. Le vecteur (a,b) est normal a la droite D. Donc si H (2, yn)

d(M, D)

—
est la projection orthogonale de M sur D, alors M H et le vecteur (a, b)
sont colinéaires. De plus, axy + byy + ¢ = 0 puisque H € D. D’ou,

— —
((MH, (a,b))| = [MH]| |/(a,b)|| =
— (g — xpr)a + (yu — yur)b|
MH| = =
H H Va2 + b2
dM.D) — laxpr + byar +c]'

Va? + b?
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Exemple 6.11. Soient D la droite d’équation 2z +y —1=0et A le
point du plan de coordonnées (3,0). Donnons d(A, D).

C2x3 -1 55
RV

Exercice 6.12. Soit M € P et soit D une droite du plan. Désignons
par H la projection orthogonale de M sur D. Montrer que pour tout
point M’ de D,

d(A, D)

d(M', M) = d(M,D) < M = H.

Solution. On a

e
dM',M) = ||M'M|| = |M'H + HM||.
—_ —
Or, M'H L HM. Do,
— —_— —_— — —_—
IM'H + HM|* = |M'H|]* + || HM|* = |M'H|]* + d(M, H)*.
Ainsi,
d(M', M) =d(M,H) < M' = H.

Proposition 6.13. Soit D une droite du plan, muni d’un repere or-
thonormal Ro = (0,;,5) Une équation de D en coordonnées polaires
est de la forme:

1) 8 =6y si D passe par O.

_ 1 ;
2)r= o o0 5 e S D ne passe pas par O.

Preuve. Supposons d’abord que D passe par l'origine et soit A un point
de D de coordonnées polaires (rg,f0y). Alors pour point M de P de
coordonnées polaires (r,6), on a

Ainsi, D peut étre déterminée par 'angle qu’elle fait avec 'axe (Ox).
par Supposons maintenant que la droite D ne passe pas par 'origine.
Soit (E) : az 4+ by + ¢ = 0 I"équation cartésienne de D. Alors ¢ # 0.
Ecrivons en coordonnées polaires

xr=rcosf, y=rsinf.

Donc
—c
a cosf +b sinf’

(E) & r(acos@ +bsinf) = —c<r=
O

Exemple 6.14. Dans le plan muni d’un repere orthonormal Ry, con-
sidérons la droite verticale D qui passe par le point A(2,0). Donnons

son équation polaire.
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D est la droite dirigée par le vecteur (0,1) et passe par A. Donc une
équation cartésienne de D est x = 2. D’ou, une équation polaire de D
est

2

cos B’

T =

Proposition 6.15 (Equation paramétrique d’une droite). Dans
le plan P, muni d’un repére orthonormal Ry = (0,4,7), une droite
D dirigée par i = (uyz,u,) et passant par un point A de coordonnées

(xa,ya) peut étre paramétrée par:

T =Tq+tu,
, avec t € R.
Yy =yattuy

Preuve. Soit M(x,y) € P.
—
MeD o {MA,7a) lie
—
& dteR, MA=tu
& FteR, (xa—2,ya —y) =t(ug, uy).
U

Exemple 6.16. Soit D la droite passant par (1,2) et dirigée par
(2, —1). Alors une paramétrisation de D est

r =142t
, avec t € R.
y =2-—t

Exercice 6.17. Soient A, B et C' trois points du plan vérifiant
AB+ BC = AC.

Montrer que les points A, B et C' sont alignés.

Réponse. TD.

6.2. Plans dans l’espace.

Proposition 6.18. Dans l’espace £ muni d’un repere orthonormal
Ro = (O,E, 7, E), considérons le plan P dirigé par les vecteurs 4 =
(Oé,ﬁ,”)/) et v = (o/, ﬁ’,fy’) et passant par le point A(xA, YA, ZA). Alors
on a les équations paramétriques sutvantes de P:

r—xy =ta+tad (1)

y—ya =to+16 (2)

z—za =ty+t'yY (3) avect,t' €R.
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4

X

FIGURE 9. Plan dans l'espace

——
Preuve. Soit M(x, v, z) un point de l'espace. Si M € P, alors AM est
un vecteur de P. La réciproque est aussi vraie. D’ou,

MePe3(tt) R AM = ti +1'7,

Théoreme 6.19. Dans l’espace £ muni d’un repére orthonormal, soit
P un plan quelconque. Une équation cartésienne de P est donnée par:

ar +by +cz+d=0.
De plus, le vecteur . = (a, b, c) est orthogonal au plan P.

Preuve. Supposons que P est déterminé par un point A(za,ya, z4) et
deux vecteurs u(a, 3,7), U(c/, 3,7") de . Soit M(x,y,z) € £.

—
MeP & [uv,AM]|=0
a o T—1x4

< B 08 y—yal=0
Y Y z—za

On développe le déterminant et on obtient
M e P < (87 —F7)(z—za)+Hv—ay) (y—ya)+(af' —Ba) (z—2a) = 0.
D’ou I'équation désirée. Il

Exemple 6.20. Dans ’espace muni d’un repere orthonormal R, don-
nons une équation cartésienne du plan (ABC'), déterminé par les points
de l'espace A(1,2,3), B(—1,2,1) et C(0,3,3).
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Soit M € £.
—_— s —
MeP < {AM,AB,AC} linéairement dépendante .

r—1 -2 -1

S ly—2 0 1]1=0
z—3 =2 0
y—2 0 r—1 =2|

¢ |a-3 —2'_ c—3 —2| ="

& x+y—z=0.

Proposition 6.21 (Distance d’un point & un plan). Soit P un
plan et M(xq,yo, 20) un point de Uespace. Alors on a les deux formules
suivantes pour d(M,P).
(1) Si P admet une équation cartésienne: ax + by + cz +d = 0,
alors la distance de M a P est:

. |ax0+by0+czo+d|
WP == e

(2) Si A est un point de P et W est un vecteur normal a P, alors
la distance de M a P est:

IAM AT
AMLP) =

Preuve. Considérons la projection orthogonale H (2, ym, zrr) de M sur

— —
le plan P. Alors H € P et d(M,P) = |[MH|. De plus, MH et la
normale au plan 7i(a, b, ¢) sont colinéaires. Ainsi,

e R E—d -
[(MH,m)| = [|MA] 7] =
|a(zn —x0) + b(yn — yo) + c(2n — 20)| = [MH|Va? + 02 + 2 =
| —d —awy — byo — cz| = |[MH||[Va2 +b2 +c2 =
d(M, p) = 1a%0 b + e ],
Va2 + b2 + 2

— —_—
D’autre part, soit ¢ = (7, AM). On a AH L 7, et

AH|
|sin¢9\ = .
|AM||
Par suite,
|AM A
n —_— . —
A |AM]||sin 0| = [[AH]|.
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F1Gure 10. Distance d'un point a un plan

6.3. Position relative de deux plans dans 1’espace. Donnons d’abord
des définitions abstraites de plans paralleles et de plans perpendicu-
laires.

Définition 6.22. 1) Deux plans de [’espace sont paralléles, s’ils ad-
mettent un vecteur normal non nul commun.

2) Deuz plans de l’espace sont perpendiculaires, s’ils admettent des
vecteurs normaux non nuls orthogonauz.

Exemple 6.23. Considérons 'espace £ muni d’un repere orthonormal
Ro = (0,1, j,k). Soit o un réel non nul. Le plan (xOy) a pour équation
z = 0 et est parallele au plan d’équation z = «a.

Proposition 6.24 (Caractérisation de la perpendicularité ou
du parallélisme de deux plans a partir de leurs équations
cartésiennes respectives). Soient P et P’ deuz plans d’équations
cartésiennes respectives:

ar +by+cz=detdr+by+dz=d.

(1) Les plans P et P' sont paralléles si, et seulement si, il existe un
réel A # 0 tel que:

a = \a,b = \b et d = Ac.

(2) Les plans P et P’ sont confondus si, et seulement si, il existe
un réel X # 0 tel que:

a = Xa,b = \b,d = Xc etd = \d.
(3) Les plans P et P" sont perpendiculaires si, et seulement si,
aa’ +bb' + e = 0.
Preuve. Le vecteur m = (a,b,c) est normal & P et le vecteur 1’ =
(', 0, ) est normal a P’.
1)
P || P < {i,n'} estlibe < 3INeR, (,V,¢)=\a,b,c).

Certainement, A doit étre non nul.
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/Al

FIGURE 11. Droites dans I'espace

2) Supposons qu’en plus, P = P’. Soit M (z,y,z) € P. Alors ax + by +
cz=d. On a
MeP & de+by+dz=d
& dax + ANy + Aez =d'
& d = )\d.
iln ein=0%s ad +bb +cd =0.
]

Proposition 6.25. Soient P et P’ deux plans de l’espace. Alors on a
l'un des cas suivants:

(1) P ="P', c’est a dire que les deux plans sont confondus.

(2) P et P sont paralléles et P # P'. Dans ce cas, PP = 0.

(3) Les deuz plans sont sécants, et donc leur intersection est une
droite.

Preuve. Supposons que P # P’ et que PNP' # 0. Soit A e PNP.
Considérons un repere orthonormal R = (A, u,0) de P et un repere

orthonormal R’ = (A, ', v') de P'. Comme P # P’, on a soit u/ & P
ou v/ ¢ P. Supposons par exemple que u ¢ P. Alors la famille
{@, 7, u'} est libre. Donc c’est une base de I'espace. Par suite, il existe
x,y, 2z € R tel que
V' =2+ yT+ 2, dou v — 2u/ = 2l +yde PNP.

Ainsi, P NP’ contient la droiteﬁiussant par A et dirigée par zu +
yu. Soit M € P ﬂ&)tel_ql)le AM = xi + yv. Soit M' € PN P
et supposons que {AM’', AM} est libre. Alors pour tout M” € &
vérifiant AM” = aAM + AM’, Z\ﬂ) véri_ﬁe> les équations de P et P’.
D’ou P NP’ contient le plan (A, AM, AM’). Ce qui contredit notre
hypothese. D’ou, {W, F/f} est liée et P NP’ est une droite. O
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FIGURE 12. Intersection de deux plans

6.4. Droites dans ’espace.

Proposition 6.26. Dans l’espace € muni d’un repere orthonormal

Ro = (O, i 7, IZ), considerons une droite D passant par le point A(xa,ya, 24)
et dirigée par le vecteur i = (a, 0, 7). Alors une représentation paramétrique
de D est de la forme:

rT—rT4 =to
y—ya =1tp
Z—2z4 =1y

Proof. Tout point M (z,y, z) de D est tel que:
N .
AM =tu, avect € R.
D’ou les équations ci-dessus. O

Toute droite peut étre définie comme l'intersection de deux plans
sécants. Soulignons que les deux plans qui définissent une droite ne
sont pas uniques.

Proposition 6.27 (Equations cartésiennes d’une droite). Toute
droite D de ’espace admet des équations cartésiennes de la forme:

ar +by+cz+d =0
dr+by+dz+d =0

avec (a,b,c) et (a',V,c") non colinéaires.

Preuve. Supposons que D admet la représentation paramétrique :

rT—x4 =to
Yy—ya =tp
z—z4 =17

ou A(za,ya,z4) € D et u(a, B,7) dirige D. Alors («, 3,7) # 0. Sup-
posons par exemple que a # 0, alors on déduit que

r —TA r —TA

r — X
y Y =Ya+ =

t= B, z=z4+ 7.
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D’ou, D est déterminée par l'intersection des deux plans d’équations
—Br+ay—ays+ Pra=0, —yr+az—azs+yrs=0.

Remarquons que (—f, «,0) et (—,0, @) sont non colinéaires, donc les
deux plans sont bien sécants.
O

Proposition 6.28. Lintersection d’un plan P et d’une droite D est:

e soit vide: D est paralléle a P,
e soit un point: D et P sont sécants,
e soit la droite D: D est incluse dans P.

Preuve. Munissons 'espace € d'un repere orthonormal Ry = (O, 07 E)
Supposons que I’équation de P est ax+by+cz+d = 0 et que D passe par
le point A(x4,ya, z4) et est dirigée par (o, 3,7). Soit M(x,y,z) € &.

rT—x4 =1t
MeDNPsar+by+cz+d=0etIHeR: ¢ y—ysa =1t
z—zpa =17.

Donc il suffit de résoudre I’équation (en t)
t(aa + b0 + cy) +axa + bya + cza+d = 0.

Trois cas se présentent:

Cas 1: aa+b8+cy=0et ary +bys+cza+d=0. Donc A € P et
u.nn =0, ou 7 est la normale a D. D’ou, D C P.

Cas 2: aa + b6+ cy=0¢et ars+ bys + cza +d # 0. Alors le systeme
n’a pas de solution et DNP = (.

Cas 3: aa + b0 + ¢y # 0. Alors le systeme admet une unique solution
et D NP se réduit a un seul point. O

Exercice 6.29. Dans ’espace muni d’un repere orthonormal R, soit
D une droite dirigée par un vecteur (a, b, c), ot a # 0.

1) Donner les équations des plans orthogonaux & D.

2) Soit M (z,yo, 20) un point de l'espace. Donner 1’équation du plan
orthogonal a D et passant par M.

Réponse. TD

Exercice 6.30. 1) Donnons une preuve algébrique du résultat bien
connu suivant:

” Soient D et D’ deux droites du plan. Alors soit D || D', ou DN D'
est réduit a un point.”

2) Dans ’espace, donner un exemple de droites D et D’ qui ne sont ni
paralleles, ni sécantes.

Réponse. 1) Munissons le plan d’un repere orthonormal Ry. Supposons
que D a pour équation cartésienne ax+by+c = 0 et D’ a pour équation

cartésienne a'x + b'y + ¢ = 0.
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Supposons que D et D’ ne sont pas paralleles, alors leurs vecteurs
directeurs (—b,a) et (=¥, a’) ne sont pas colinéaires. Par suite

a a
b # 0.
Soit M (z,y) € P. Alors
p ar +by = —c
MeDnD <:>{ dr+by =—c.

Donc ce systeme d’équations est un systeme de Cramer, et admet une
unique solution.

2) Dans l'espace, soit D la droite d’équations x = y = 0 et soit D’ la
droite d’équations z = 1,z = 0. Alors

D={M(0,0,2) €&, ze R}, D' ={M(1,y,0) €&, yec R}

Donc DND' = (). D’autre part, D est dirigée par (0,0,1) et D’ est
dirigée par (0,1,0), donc elles ne sont pas paralleles.

7. EQUATIONS CARACTERISTIQUES DE CERCLES, DE SPHERES ET
D’ELLIPSES

7.1. Cercles.

Proposition 7.1. Munissons le plan P d’un repére orthonormal Rg =

(0.7,5).
1) Le cercle C(A, R) de centre A(xa,ya) et de rayon R admet pour
équation:

2 2
(I —JJA) + (y—yA) = RQ.
2) Tout cercle admet une équation cartésienne du type:
2ty +ax+by+c=0,
ol a,b et ¢ sont des réels constants.
Preuve. Soit M (x,y) € P. Alors
—
MeC(AR) & |[AM| =R
T2 _ P2
& ||[AM||F =R
2 2
& (m—xA) + (y—yA) = R%
Pour 2), il suffit de développer 1'équation du cercle. O

Remarque 7.2. Si on a une équation cartésienne du type x? + y? +
ax + by + ¢ = 0, on remarque que:

b2

ZJ

2
x2+ax:(x—l—g)g—azetgf—i-by:(y—l—g)g—
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FIGURE 13. Paramétrage du cercle

et si an + % — ¢ > 0, on se ramene a une équation du type:
2 2
(x—xA) —i—(y—yA) = R?,
avec: $A:_%7yA:_getR2:§+%—c‘

Proposition 7.3. Soient A et B deux points distincts du plan. L’ensemble

— —
des points M du plan pour lesquels (M A, M B) est un angle droit est
le cercle de diamétre [AB].

Preuve. Soit O le milieu de [AB] et considérons le repere orthonormal
R =(0,1,j), tel que A et B soient sur I’axe des abscisses. Donc A et B

ont pour coordonnées respectives (z,0) et (—xg,0). Soit M(z,y) € P.

Alors
MAMB =0 (o — x)(—20 — ) + 9y =0
4y’ —ai =0
2+ =]
M € C(O, xy).

t ot

g

Proposition 7.4 (Paramétrage du cercle). Dans le plan P muni
du repére orthonormal Ry = (O,1,7), une équation paramétrique du
cercle de centre A(xa,ya) et de rayon R est donnée par les relations:

r =x4+ R cosf
, avec 0 € R.
y =ya+ Rsind

Preuve. Soit M € C(A, R) de coordonnées (z,y) dans Ry. Considérons
le repere R = (A,;,j) Alors M a pour coordonnées (x — x4,y — ya)
dans R. D’autre part, les (300fd0£111_é_€§> polaires de M dans R sont
(R cosf, R sinf), ou 0 est 'angle (i, AM). D’ou,

r=x4+ Rcosf, y=ys+ Rsin.
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N :

d(A,D) <R dA,D) >R d(A,D) =R

FIGURE 14. Intersection d’un cercle et d’une droite

Propriétés 7.5 (Intersection d’un cercle et d’une droite). Soit
C un cercle de centre A et de rayon R, et soit D une droite du plan P.
1) Si d(A,D) > R, alors C et D n'ont aucun point d’intersection.

2) S1 d(A,D) = R, alors C et D ont un seul point d’intersection qui
est la projection orthogonale H de A sur D. Dans ce cas, D est dite
tangente a C en H.

3) Sid(A, D) < R, alors C et D ont deux points d’intersection distincts.
Preuve. Cas 1. d(A,D) > R. Alors pour tout M € D, d(A, M) > R.
D'ott, DNC = 0.

Cas 2. d(A,D) = R. Soit H € D tel que d(A,H) = R. Alors H est
la projection orthogonale de A sur D. Il est clair que H € C et H est

unique ( Exercice 6.12).
Cas 3. Si d(A,D) < R. Soit H la projection orthogonale de A sur D.

Alors ||Z]j1>|| < R. Donc I'équation
ITEVAIE 2 _ 1 AHI2
IHM|]" = R” — |AH|]*, M €D

admet deux solutions (opposées par rapport a H) M; et My. Con-
sidérons le triangle rectangle (AHM;). On a

TANZ NN I2 — AN 12
[HA|" + [[HM:[|” = [[AM]]%,
—_—
donc ||AM;|* = R% D’ott M; € C. De méme pour le point M. O

7.2. Sphere.
Définition 7.6. Soient A un point de l’espace € et p un réel stricte-
ment positif.
e La sphére S de centre A et de rayon p est l’ensemble des points
M de l’espace tels que:

—_—
[AM|| = p.

e La boule B de centre A et de rayon p est l’ensemble des points
M de l’espace tels que:

—
[AM]| < p.
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On déduit facilement I’équation cartésienne d’une sphere.

Proposition 7.7 (Equation cartésienne d’une sphere). L’équation
de la sphére de R? de centre A(xo,vo,20) et de rayon p est:

(x = 20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = p*.
Exemple 7.8. Déterminons la nature de I’ensemble d’équation cartésienne:

(B): 22+ +22—20+42—1=0.

(B) & (-1 -1+ +(2+2*-4-1=0
& (z-1>24+y"+(2+2)°=6.

Donc (F) est I’équation d’une sphere de centre (1,0, —2) et de rayon

V6.

7.3. Equation cartésienne réduite de ’ellipse. Donnons la définition
bifocale de I'ellipse.

Définition 7.9. Soient F' et F' deux points distincts fizés dans le plan.
Posons d(F,F') = 2c, ot c € RY. Soit a € R tel que a > c. Alors
[’ensemble

E={MeP:dM,F)+dM,F)=2a}

est une ellipse de foyers F' et F'. La distance focale de € est la quantité
d(F, F").

Avec les notations de la définition ci-dessus, soit b € R% tel que a® —
c* = b?. Soit O le milieu de [FF']. Considérons le repere orthonormal
R = (0,1,]) tel que F et F' soient sur 'axe des abscisses. Déduisons
I’équation réduite de £.

M(z,y) €€ & d(M,F)+d(M,F") = 2a
VE+e)2+yr+/(@—c)2+1y2=2a
(z+0)° +y° = (2a— /(x — ) +4°)°

22+ 2cr + A+ y? = 4a® + 2% — 2cx + A + v — da/(x — ¢)? + 12

dex — 4a® = —4dar/(x — )% + y?
(cx — a?)? = a*((x — ¢)* + y?)
a2b? = b2 + a2y

2 2
Yy
2—24—1)—2—1-

tooe T

O est le centre de l'ellipse. Les sommets de ’ellipse ont pour coor-
données (a,0), (—a,0) et (0,b), (0, —b).
La droite (F'F') est appelée axe focal de ellipse. La médiatrice du

segment [F'F'] est appelée axe non focal de Uellipse (Fig. 15).
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FiGURE 15. Ellipse

Proposition 7.10. Dans le plan muni du repéere orthonormal Ry =
(0,1,7), Uéquation cartesienne réduite de l’ellipse de centre O et d’axes

(0,1), (0,7) s’écrit:

ot a,b € RY et 0 <b<a.

Exercice 7.11. Dans le plan muni du repere orthonormal Ry = (O, i j),
considérons 'ellipse £ d’équation

a? oy \

—+5=1LouabeRet0<b<a.

a b?
Posons ¢ = va? — b?, e = £ et considérons le point F' de coordonnées
(¢,0) et D la droite d’équation z = % :
Montrer que

E={M eP:dM,F)=ed(M,D)}.
Réponse. Soit M(xg,yo) € P.

d(M,F) =ed(M,D) < d(M,F)*=¢c*d(M,D)?
2, 2 C a .,
& (c—x) +yy = ?(1’0— ?)
2
& A tag—2cro+y; = gxg—i—aQ—ZCxo
2
& Ataytys =5 — §x3+a2

2

Nous pouvons maintenant énoncer la définition monofocale de I’ellipse
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Définition 7.12. Soient F' un point de P, D une droite de P et e €

10,1[. Alors Uellipse de foyer F, de directrice D et d’excentricité e est
[’ensemble

E={M eP:d(M,F)=ed(M,D)}.
7.4. Barycentre.
Définition 7.13. Soient My, ..., M, des points de £. On associe a

chaque point M; un réel a;. Alors on dit que la famille des points
(M;, «;) est pondérée.

Théoreme 7.14. Soit (M;, o;)1<i<n une famille finie de points pondérés

de Uespace tel que Y1, a; # 0. Alors il existe un unique point G de €
—

tel que Y, a;GM; = 0. De plus, pour tout point H de €, on a

n

1
> i Qi ;

Le point G est appelé barycentre de la famille (M;, a;)1<i<n-

— —

Preuve. Soit H un point quelconque de 1’espace. Munissons 'espace &
d’un repere orthonormal R d’origine H et supposons que dans R, M;

a pour coordonnées (z;,¥;, z;) pour tout i. Soit G(z,y,z) un point de
I’espace.

n —

Y aGM; =0 &

i=1
Zai(xi_x7yi_y7zi_z) - 0 <
i=1

1 n
(1:73/72) = zn—zaz(ﬁ’%yz;zz)

i=1 %
U

Proposition 7.15. 1) L’ensemble des barycentres de deuz points dis-
tincts A et B de l’espace est la droite passant par A et B.

2) L’ensemble des barycentres de 3 points non alignés A, B et C' est le
plan défini par A, B et C.

Preuve. Soit R un repere orthonormal fixé de €.

1) Soient (z4,ya,24) et (v, yn, 25) les coordonnées respectives de A
et B dans R. Soient «, 3 € R tel que que a+3 # 0. Alors le barycentre
G de (A, a) et (B, ) a pour coordonnées

1
ara + fre,aya + ,aza+ Bzp), dou
a+ﬁ( A+ Bxp,ayas + Byp, aza + Bzp)
AG b ( ) AB
= TB — TA,YB — YA, 2B — 24) = )
a+p B A, YB — YA, ZB A

a+pf3
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En particulier, G € (AB).

Réciproquement, si G € (AB), alors il existe A € R tel que AG = MB.
Choisissons «, 3 € R tel que aa+ ( # 0 et A = aLiﬁ Alors G est le
barycentre de (A, ) et (B, ).

2) Soient (xa,ya,z24), (TB,YB,28) €t (xc,yc, 2¢) les coordonnées re-
spectives de A, B et C et soient «, 3,7 € R tel que a+ 3+~ # 0.
Alors le barycentre G de (A, «) , (B, ) et (C,v) a pour coordonnées

———(axas + P +vTo, QYA + + ,aza + Pz +vz2¢0),
a+ﬁ+7( A+ Brp +yxo, aya+ Bys + VYo, aza + Bz + v20)

dott AC L (BAB +4AC)
ou = )
a+ [+ K
En particulier, G est dans le plan contenant A, B et C.
Réciproquement, si G est un point du plan défini par A, B et C, alors
— — —

il existe A\, ) € R tel que AG = AAB + NAC. Clairement, on peut
trouver a, f et v € R tel que o+ [+ v # 0 et

b et N = 7

T at+B+q a+ B+

Alors, G est le barycentre de (A, «), (B, ) et (C,7).
U

Vocabulaire. Soient A, B et C' trois points non alignés fixés de ’espace
et soit M un point du plan défini par A, B et C. Si (z,y,2) € R? est
tel que z +y + 2z # 0 et M est le barycentre de (A, x), (B,y) et (C, 2),
on dit que (z,vy,z) est le triplet de coordonnées barycentriques de M
relativement a (A, B, C'). Si de plus, on suppose que z+y+2z = 1, on dit
que (z,y, z) est le triplet de coordonnées barycentriques normalisées du
point M. De la preuve ci-dessus, on déduit que le triplet de coordonnées
barycentriques normalisées est unique.

8. QUELQUES TRANSFORMATIONS PRINCIPALES DU PLAN ET DE
L’ESPACE

8.1. Définitions et quelques propriétés. Une transformation du
plan P (resp. de 'espace &) est une application du plan P (resp. de
'espace) dans lui-méme. Dans ce cours, nous étudierons des exemples
de transformations géométriques simples du plan et de I'espace. Cer-
taines d’entre elles sont bijectives, comme les translations, les rotations,
d’autres ne le sont pas, comme les projections.

Certains auteurs emploient le terme ”transformation” uniquement dans
le cas bijectif. Dans ce cours, nous utiliserons ce terme au sens général.

Translations.
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Définition 8.1. 1) Une translation t de P de vecteur U est une
application
t:P — P
M - M
s .
tel que MM' = 4. On la note t;.
2) Soit @ un vecteur de R3. L’application tz : € — & qui a chaque
—_—
point M de l'espace associe le point M’ tel que MM' = @ est appelée
translation de vecteur .

Remarques 8.2. 1) Dans P, t7 = idp, ol idp est I'application identité
idp(M) =M, YM € P.

De méme, dans &, t5 = ide.

2) Munissons P (resp. £) d'un repere orthonormal Ry. Si M (z,y) € P
(resp. M(z,y,2) € &) et U (xo,y0) (resp. @ (xo, Yo, 20)) est un vecteur
de P (resp. de &), alors tz(M) = M'(x + xo,y + yo), (resp. tz(M) =
M'(x + x0,y + Yo, 2 + 20))-

Lemme 8.3. Sit est une translation non triviale du plan ou de [’espace
(t #idp), alors t n'admet pas de point invariant.

Preuve. Faisons la preuve dans le plan. Le cas de I'espace est similaire.
Posons t = tz ou @ a pour coordonnées (xg,3p) dans P muni du repere
orthonormal Ry. Soit M(z,y) € P.

Comme t # idp, alors (zg,yo) # (0,0). D’o,

ta(M) = M' (2 + 0,y + yo) # (2, ).
Par suite, t n’admet pas de point invariant. U

Proposition 8.4. 1) Pour tous points M, M’ du plan ou de l’espace,
t =t est Uunique translation du plan vérifiant t(M) = M'.
2) Pour tous vecteurs @, 7 de R? (resp. R?), tz oty = ta s

3) Toute translation tz sur P ou & est bijective et t7' = —tz.

Preuve. Traitons le cas du plan. Le cas de 'espace est similaire.
Munissons P d’un repere orthonormal R,.

1) Soient M (z,y) et M'(2’,y") deux points du plan. Soit @(xg,yp) un
vecteur du plan.

tﬂ(M):M, g ($+$an+y0):($,ay,)
& xo=2 —aetyy=9y —y

e
& = MM,
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2) Soit M(z,y) € P. Soient (z¢,yo) et (x5, y)) les coordonnées respec-
tives de @ et . On a

(taotz)(M) = talts(M))
= ta(M'(z + x5,y + yp)
= M"(x+ x5+ 20,y + Yy + Yo)
= tara(M).
3) Soient (zg,yo) les coordonnées de i dans Ry. Soit M (z,y) € P.
t_golg=1_grg=1g=tgol g,
Or, tg = idp, d’ou ¢z est bijective et sa bijection réciproque est t_gz. [

Proposition 8.5. L%mage d’une droite D par une translation tz est
une droite D' qui est paralléle a D. Si de plus, @ dirige D, alors D =D'.

Preuve. D et @ sont dans un méme plan. Donc on peut se ramener au
cas du plan.

Munissons P du repere orthonormal Ry. Soit ax + by + ¢ = 0 une
équation cartésienne de D, ou a, b et ¢ sont des constantes réelles.
Soient (xg,yo) les coordonnées de @ et soit M(x',y') € D. Alors az’ +
by +¢=0. On a

ta(M) = M'(2"+x0,y'+yo) et a(z’+z0) +b(y +yo) +c—azo—byo = 0.
D’ou, tz(D) C D', ou D’ est la droite d’équation
(E) : az + by + ¢ — axy — byy = 0.
D’autre part, soient x,y € R vérifiant ’équation (E). Soit M; € D de
coordonnées (r — xo,y — yo). Alors tz(M;) = M(z,y). Ainsi, tz(D) =
D'.
Enfin, supposons que « dirige D. Alors il existe ¢t € R tel que & =
(—tb, ta). Or
¢ —a(—tb) — b(ta) = ¢,

D'ott tz(D) = D.

O
Notation. Si A et M sont deux points du plan ou de I’espace, on note

M = A+ AM, d'ott M = A+ AM = t—(A).

Remarque 8.6. Avec la notation ci-dessus, si D est une droite dirigée
par le vecteur u et passant par le point A dans le plan ou ’espace, on
a

D={Mec&:M=A+7, ouv e Vec{u}} = A+ Vec{u}.

Homothéties.
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Définition 8.7. 1) Soit A un point du plan et soit k un réel non
nul. Une homothétie h de centre A et de rapport k est une
transformation h : P — P définie par

/ AR Y,
M +— M’ et tel que AM' = kAM.

On la note aussi hy .
2) Soient A € € et k € R. L’application hay : € — £ qui a chaque

. % .
point M € &€ associe M’ tel que AM' = kAM est appelée homothétie
de centre A et de rapport k.

Remarque 8.8. Dans P, hs; = idp et dans £, hy; = ide.

Proposition 8.9. 1) Soit h une homothétie de centre A et de rapport
k du plan ou de l’espace. St k # 1, alors h admet un unique point
invariant qui est A.

2) Soient A et B deuz points du plan (resp. de ’espace) et soient k et
k' deux réels différents de 1. Si hay = hpp alors A=A et k=Fk.

Preuve. Faisons les preuves dans le cas du plan. Le cas de I'espace est
similaire.
1) Soit M € P un point invariant pour h.

h(M) =M < AM = kAM < AM = 0 ( puisque k # 1).

D’ou, M = A.

2) Supposons que hay = hpp. Comme k et k' sont différents de 1,
alors 'unique point invariant est A = B. Soit M € P, M # A. Posons
har(M)= M'. Alors

— — —
AM' = kAM = k' AM.
—_—
Or AM #0, d'ott k = k. O

Proposition 8.10. Soit A un point du plan (resp. de l’espace) et soit
h = hay une homothétie de centre A et de rapport k, ou k € R*.

1) L’homothétie h agrandit les figures si k > 1, et les réduit si k < 1.

2) Soit F une figure du plan (resp. de l'espace). L’aire de h(F) est
multipliée par k2.

3) Si k <0, alors h change l'orientation des figures.

4) Si k # 1, limage d’une droite D par h est une droite D', telle que:

vV D=D" si A est surD.
vV D|| D si A nlest pas sur D.

5) Soit k' € R*. Alors hag ohay = hagw-

Preuve. Traitons le cas du plan. Le cas de l'espace est similaire. Si
M € P, notons h(M) = M’'. Soit F une figure donnée dans le plan. Si
My, My € F, alors

MM, = MIA+ AM), = k(M A + AM,) = kM, Ms.
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B
23]

FIGURE 16. Projection sur une droite D parallélement
a une droite §

Donc si k > 1, h agrandit la figure et si k& < 1, h réduit la figure, d’ou
1). On en déduit aussi 2). D’autre part, si k& < 0, h change 'orientation
de F, ce qui prouve 3).

Pour 4), si My, My € D, alors

- N
M My = kM, Ms.

Donc si My, My, M3 € D, leurs images M, M;, M5 restent alignés.
Donc I'image de D est contenue dans une droite D’ qui a la méme di-
rection que D. D’autre part, étant donné un point M’ € D', I'équation
M{M'" = EM; M admet un unique point M solution. D’ou h(D) = D'.
En particulier, si A € D, alors D et D' ont un point commun. D’ou
D="7D.

Finalement, pour 5), si M € P, posons hy (M') = M. Alors

—_— - —_—
AM, = K'AM' = kk'AM.
D’ou hA,k’ o) hA,k(M) = hAJfk/(M). l

Projections.

Définition 8.11. Soient D et D’ deux droites sécantes du Plan P. On
appelle projection sur D parallélement a D' ['application qu’on
note Ppp et qui a un point M du plan associe le point M', qui est le
point intersection de D et D, la droite paralléle a D' et passant par
M (Fig. 16).

Si D et D' sont orthogonales, Ppp est la projection orthogonale sur
D, et on la note Pp.

Remarques 8.12. 1) Avec les notations de la définition ci-dessus, on
a: PfD,fD/ (D) =7D.
2) Pour toute projection P = Ppp/, on a: P*= P,

Exemple 8.13. Dans P muni d'un repere orthonormal, soient D la

droite d’équation = = 2 et D’ la droite d’équation y = x + 1. Donnons
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I'image du point M(1,1) par Ppp. Posons Ppp (M) = M'(z,y).
Alors:
M eDet (MM | D' & x=2et {(2,y),(1,1)} liée.

D’ou, M’ a pour coordonnées (2,2).

Définition 8.14. Dans l’espace £, soient P un plan et A une droite qui
n’est pas contenue dans P. La projection sur P parallélement a
A est Uapplication notée Pp o qui a chaque point M de l'espace associe
le point M' qui est le point intersection de P avec la droite Ny, qui

est paralléle a A et passe par M (Fig. 17). St A est orthogonale a P,
on la note Pp, c’est la projection orthogonale usuelle.

Exemple 8.15. Soit P le plan (xOy) dans 'espace muni du repére
orthonormal Ry = (O, i 7, k). Soit A la droite dirigée par i+ k et soit
M (x0,yo,20) € €. Trouvons M'(x,y,z) = Pp a(M).
_ 5
MePnNAy & z=0et {MM' i+ k} liée

& z=0et It eR, (z,y,2) = (t + 2o, Yo, t + 20)

& t=—20,T =29 — 20,Y = Yo,z = 0.
D’ou M/(SL’O — 20, Yo, O)
Remarque 8.16. Soit P une projection (comme définie ci-dessus).
Alors P? = P. Cette propriété caractérise les projections.
Exercice 8.17. Dans 'espace £ muni du repere orthonormal direct
(O,1i,7,k), soient P le plan d’équation = + y + z = 1 et D la droite
dirigée par i+ ; — k et passant par l'origine. Donnons l’expression

analytique de la projection Pp p par rapport a P, parallélement a D.

Réponse. Soit M : (x,y, z) un point de l'espace et soit M’ : (2’ v/, ')
son image par rapport a Pp p. Il faut avoir

M’ €P et MM i+7—k
et MM’ € Vect{i+ j — k}.

Donc on a
¥y 4+ =1
et il existe A € R tel que
r—x= A
y—y= A
Z—z= =X

Par suite, 1 —x —y — 2z = A. D’ou

= —y—z+1
y= —x—2z+1
Y= x+y+2z-1

Rotations dans le plan.
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FiGURE 17. Projection sur P parallelement a D

Définition 8.18. Soient o un réel et A un point du plan. La rotation
r de centre A et d’angle « est la transformation r : P — P, qui
laisse A invariant, et si M est un point du plan distinct de A alors

.y —
r(M)=M" avec (AM,AM") =«, et AM = AM'.
On la note aussi r4.q.

Remarques 8.19. Soit r = r4, une rotation de centre A et d’angle
Q.

1) Soit M € P. Si M a pour coordonnées (pcos by, psinfy) dans le
repere orthonormal direct R = (A,4,j), ou p € R, alors ry (M) = M’
ou M’ a pour coordonnées (pcos(a + 6y), psin(a + 6p)).

2) TA—aOTAa =TAaOTA-—a = 1d73

Propriétés 8.20. Soit r une rotation de centre A et d’angle o qui a
chaque point M du plan associe un point M'. Alors

1) r preserve les angles, c’est a dire si My, My sont deux points du plan,
(AM;, AMy) = (AM], AMY)).

2) r conserve les distances, c’est a dire si My, My sont deux points du
plan, alors My My = M/ M.

3) L’image par r d’une droite D est une droite D' telle que D et D’
forment un angle c.

Preuve. 1) Appliquons la relation de Chasles pour les angles orientés:

= —a+ (AM,, AM;) + «
= (AM;, AM,).
2) Considérons les triangles (AM;M;) et (AM{M)). On déduit de 1)

et du fait que AM| = AM;, AMS = AM, que My My = M M.
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_—
(On peut aussi faire la preuve algébriquement en constatant que (AM|, AM}) =
(AM;, AM,), et en utilisant la relation

—_— _— —
MM = [|MIA + AM;)|%.)

3) Soient A, B et C' trois points alignés de P, ou B est entre A et C.
Alors AB + BC = AC. Donc d’apres 2), A'B' + B'C" = A'C’. De
I'exercice 6.17, on déduit que A’, B’ et C’ sont alignés. D’ou, 3). [

Rotations dans ’espace.

Définition 8.21. Soit & un vecteur de l’espace. Soit P un plan normal
a u. On dit que ce plan est orienté par U si une base directe de ce plan
est {€1, e} tel que {u,Ey,E} est une base directe de E.

Définition 8.22. Soit 0 un réel, et soit (A) une droite de l’espace
orientée par un vecteur u firé. Pour tout M € &, soit Py le plan
passant par M, orthogonal a i et orienté par w. On appelle rotation
de mesure 0 autour de lU'axe A [’application RZ,@ qut laisse la
droite A invariante, et qui a chaque point M € &, associe le point M’
situé dans Py tel que M’ =rag(M), ot A est le point intersection de
P avee la droite A et rag est la rotation plane de centre A et d’angle
orienté 0 (Fig. 18).

Exemple 8.23. Soit R = Ry . une rotation de mesure 7 autour
2

d’une droite A dirigée et orientée par un vecteur unitaire @(a,b,c).

Exprimons analytiquement I'image d’un point M (xq, yo, 20) de I'espace.

Posons R(M) = M'(z',y, ).

Soit Py le plan orthogonal & « qui passe par M. Soit N(x,y,z) € £.
N ePy < (MN,4) =0< a(r — ) + by — yo) + c(z — 20) = 0.

Soit A(a’,b', ') le point intersection de A et Pys. Alors AM 1 @ et

_— —— —_—
M" = ryz(M). Donc M' € Py et (AM,AM') = 7. Ainsi AM' =
i A AM (puisque [|[AM'|| = ||AM]|). D’ou, on peut déduire 2’,y’ et 2/
a partir de I’équation:

/ /

¥ —a a To—a
y=b =10 |A| yv%o—0>
2= c 20— C

Symétries dans le plan:

Définition 8.24. Une symétrie centrale s de centre O est une trans-
formation définie par:

s: M — M tel que O est le milieu de [MM'].
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F1GURE 18. Rotation d’axe ¢ et d’angle a

Remarque 8.25. 1) Une symétrie centrale est une rotation d’angle .
Donc les propriétés des rotations s’appliquent.
2) sos=idp.

Définition 8.26. Une symétrie orthogonale (ou axiale) s d’axe
A est une transformation définie par:

s: M — M tel que A est la médiatrice de [MM'].

Une symétrie orthogonale d’axe A est aussi appelée réflexion d’aze
A, et notée sa (Fig.19).

Remarques 8.27. Soit s une une symétrie orthogonale d’axe A.

1) L’ensemble des points invariants par s est 'axe A.

2) sos=idp.

3) Supposons que A est dirigée par un vecteur unitaire € et soit A un
point de A. Choisissons un vecteur unitaire es du plan de sorte que R =
(A, €1, €3) soit un repere orthonormal direct. Si M a pour coordonnées
(x,y) dans R, alors M' = s(M) a pour coordonnées (z, —y). De plus,

— —
si (€1, AM) = «, alors (€1, AM') = —a.

Propriétés 8.28. Soit s une symétrie orthogonale d’axe A. Alors

1) s conserve la mesure des angles, mais ne conserve pas leur orienta-
tion.

2) L’image d’une droite D par s est une droite D', telle que:

VD=D siD=AousiDLA.

vV D|D siD| A.

V' A est la bissectrice de l’angle formé par les droites D
et D' dans les autres cas.

- =

Preuve. Munissons P du repere orthonormal direct R = (A, €7, €) ou

A € A et e dirige A.
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!

FIGURE 19. Symétrie axiale d’axe d

1) Soient M, N € P tel que s(M ) M’ et s(N) = N'. Alors
—_— —
(AM',AN") = ( er) + (e1, AN')
= —(AM, &) — (&, AN)
— —(AM,AN).

2)SiDNA =0. Alors D || A et D a pour équation y = a, ou a € R.
Si M(x,a) € D, alors M’ = s(M) a pour coordonnées (x, —a). D’ou,
s(D) C D' ou D' est la droite d’équation y = —a. De plus, tout point
de D’ est image d’un point de D, d’ou ’égalité.

Supposons maintenant que D N'A # (). Donc on peut supposer que
Ae Dﬂ A. Dans ce cas, D D a pour équation § = «. Soit M € D. Alors

(el,AM) = q, et (el,AM’) = —a. D’ou, l'image de D est contenue
dans la droite D’ d’équation # = —«. En plus, tout point de D’ est
image d'un point de D. D’ou, s(D) = D’. Ainsi, A est la bissectrice
de I'angle formé par les droites D et D’. En particulier, si D L A, ou
D = A, alors D' = D. O

Exercice 8.29. Soit P le plan muni du repere orhonormal direct
(O,Z, ;) Soit T la transformation du plan qui laisse O invariant et
qui a chaque point M de coordonnées (z,y) du plan associe le point
M’ de coordonnées (x, —y).

1) Donner la nature de 7.

2) Peut on dire que 7" est une rotation du plan de centre O?

Réponse. 1) T est une symétrie axiale d’axe (O,17).
2) Remarquons que T ne préserve pas 'orientation des angles. Donc T
ne peut pas étre une rotation de centre 1’origine.

Exercice 8.30. Soient D et D’ deux droites sécantes, qui se rencon-
trent en un point A.

1) Montrer que sp o spr est une rotation de centre A.

2) Réciproquement, soient B € P et r une rotation de centre B
et d’angle a. Montrer que r se décompose en la composée de deux

réflexions d’axes D et D’ sécants en B.
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FIGURE 20. Symétrie par rapport a un plan

Solution. TD.
Symétries dans ’espace.

Définition 8.31. Soient P un plan de l’espace. On appelle symétrie

orthogonale (ou réflexion) par rapport a P lapplication définie

de £ dans € qui a chaque point M de [’espace associe le point M’
_—

vérifiant M' = Pp(M) + M Pp(M), c’est a dire MM' = 2M Pp(M)

(Fig. 20).

Exemple 8.32. Dans l’espace muni du repere orthonormal Ry =
(O,Z, 7, /2), soit sp la réflexion par rapport au plan P = (Ozy). Soit
M(z,y,z) € €. Alors Pp(M) = (z,y,0). Posons M'(2',y/,2") =
sp(M). Alors

(@', 2") = (x,y,0) + (0,0, —2) = (x,y, —2).
Exercice 8.33. Dans l'espace £ muni du repere orthonormal direct
(O,4,j,k), soit (P) le plan d’équation z = ¢. Donner l'expression
analytique de la réflexion Sp par rapport a P.
Réponse. Soit M (x,y, z) un point de l'espace. Désignons par
M'(z',y, 2’) son image par Sp. On a
—_—

M' = Pp(M) + M Pp(M),

ou Pp est la projection orthogonale sur P. Posons Pp(M) = H. Alors

H € P et MH est colinéaire a k. Donc H a pour coordonnées (x,y, c).
—
Comme M’ = H 4+ M H, alors

¥=x, Y=y et J=-—2+4+2c

8.2. Isométries et applications affines de 1’espace et du plan.
Soit O € &£ (resp. P). A toute transformation f de l'espace (resp. du

plan), on associe une transformation vectorielle fo : R® — R3 (resp.

— —— —_—
R? — R?) définie par fo(OM) = f(O)f(M). Remarquons que cette
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transformation vectorielle dépend en géneral du point O. Dans ce para-
graphe, nous étudierons des transformations de '’espace (ou du plan)
auxquelles on peut associer de maniere naturelle une unique transfor-
mation vectorielle.

Définition 8.34. 1) Soit f : & — & une application. On dit que f
est une tsométrie de £ si elle préserve les distances, ¢’est a dire pour
tous points A et B de l’espace, on a

d(A, B) = d(f(A), f(B)).
2) Une application f : P — P est appelée isométrie si
d(A,B) =d(f(A), f(B)), VA,B e P.

Exemples 8.35. 1) Toute rotation du plan est une isométrie.
2) Toute translation de ’espace est une isométrie qui conserve l’orientation.

Remarque 8.36. Si f est une isométrie de ’espace (resp. du plan), et
A et B sont deux points quelconques de 1'espace (resp. du plan), alors
I'image de la médiatrice du segment [AB] est égale a la médiatrice du

segment [f(A) f(B)].

Théoreme 8.37. Soit f une isométrie du plan ou de [’espace.

1) Supposons que f laisse fizes 3 points non alignés A, B et C' de &,
alors f est égale a l’identité.

2) Supposons que [ laisse fixes deuz points distincts A et B de [’espace.
Alors f est soit égale a l'identité, soit égale a la symétrie d’axe (AB).

Preuve. Faisons les preuves pour ’espace, le cas du plan est traité de
maniere analogue.

1) Faisons la preuve par I’absurde et supposons que f # idg. Soit
M e & tel que f(M)=M"+# M.

d(f(M), f(A)) = d(M', A) = d(M, A).

Donc A est dans la médiatrice de M et M'. De méme pour B et C.
D’ou les 3 points A, B et C' sont alignés, ce qui contredit ’hypothese.
2) Supposons que f # idg. Soit M € & tel que f(M) = M' # M.
Alors comme dans 1), on voit que A et B sont dans la médiatrice de
M et M'. D’ou, f est la symétrie d’axe (AB). 0

Définition 8.38. 1) Soient n,m € N* et soit f : R" — R™. On dit
que [ est linéaire si
flaz + By) = af(x) + Bf(y), Va,y€eR", Va,feR.
Exemples 8.39. 1) Soit k£ € R. L’application
R — R?
—  kx

k idRS .

est une application linéaire.
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2) Soit @ un vecteur fixé de R3. Alors l'application f : R® — R? définie
par U +— 4 A U est linéaire.
2) Soient #, ¥ deux vecteurs fixés de R3. Alors I'application [, ¥, .] :
R3 — R définie par @ — [i, U, W] est linéaire.
Définition 8.40. 1) Soit f : £ — & une application. On dit que [ est
N .
affine s’il existe une application linéaire f : R3 — R3 telle que
—_—— =
f(A)f(B) = f(AB) VA, Be€.
2) Soit f : P — P une application. On dit que f est affine s’il existe
é
une application linéaire f : R? — R? telle que
e e J—
F(A)F(B) = T(AB) YA, Be¢.
Exemples 8.41. 1) Toute translation de I'espace t; est une application

affine, I'application linéaire associée est l'identité. En effet, dans &,
soient les points M;, My et posons M| = M; + @ et M), = M, + 4.
Alors M{Mj = M M.

2) Toute translation du plan est une application affine, I’application
linéaire associée est l'identité.

3) Toute homothétie h 4, de I’espace est une application affine, 'application
linéaire associée est kidgrs. En effet, soient M;, My € & et posons
M| = hai(My) et M) = hyr(Ms). Alors

MM, = M/ A+ AM), = kM A + kAMy = kM, Ms.

4) Toute homothétie h 4 ; du plan est une application affine, 'application
linéaire associée est k idp2.

Remarque 8.42. L’application linéaire associée a une application affine
est unique.

Lemme 8.43. Soit f : £ — & une application et soit A un point fixé
ﬁ
du plan. Supposons qu’il existe une application linéaire [ vérifiant

FA)F(M) = F(AM) VM €€,
alors f est affine.

Preuve. Soient M7 et M, deux points quelconques de I'espace. Alors

FOIMG) = F(MA+ AM;)
= TOLA) + T (AMD)
= (M) f(A) + f(A)f (M)
= F(My)f(Ms).

g

Remarque 8.44. Le Lemme ci-dessus reste valable dans le cas du

plan.
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Théoreme 8.45. 1) Soient n,m € N* et soit f : R — R™ une

application qui conserve le produit scalaire, c’est a dire,

(f(), f(y)) = (z,y), Ya,yeR"

Alors f est linéaire.
2) Toute isométrie de lespace est une application affine.
3) Toute isométrie du plan est une application affine.

Preuve. 1) Soient x,y € R" et a, 3 € R. Alors

lof () + Bf ()II* = =
lf @)+ B W+ 2(af (2), Bf(y)

o*llzl* + Bllyll* + 208(f (), f(y)) =

ozl + Byl + 208z, y)

locw + Byl|*

Par suite,

I f(az + By) — af(x) = BfW)* =

1f(ax + By)|I* + llaf(x) + BF)I* = 2{f(ax + By), af(z) + Bf(y))
2||laz + By|I* — 2a(f(azx + By), f(x)) — 26(f(az + By), f(y))
2llaz + By|)* — 2alaz + By, z) — 26(ax + By, y)
2[laz + By||* — 2{ax + By, ax + By)
2[lazx + By|* — 2]z + By||* = 0.
D’ou, f est linéaire.
2) Soit f une isométrie de 'espace et soit A € £ . Pour tout M € &,
posons f—A>(AM) = f(A)f(M). Soient M,N € &. Alors

(f(A (M), F(AF(N)) = %(Ilf(M)f(z‘l)H2 +IF A SN = 1L (M

1 — — —
(A, FAFIN) = SUIMAJ® + [[AN] = [|]MN]F) =
—_— —— = — —_— —
(fa(AM, fa(AN)) = (AM,AN).
D’apres 1), ﬁ est linéaire. D’ou, f est affine.
La preuve de 3) est similaire a celle de 2). O

Les rotations de 'espace sont des applications affines, déterminons
les rotations vectorielles associées:

Théoreme 8.46. Soit © un vecteur unitaire de l’espace, muni du repére
orthonormal direct R = (O,1i,j,k). Soit Ry , la rotation de mesure

—_—
0 autour de l'ave A dirigé par le vecteur unitaire u. Soit Rz , la
transformation vectorielle définie par:

1) Siu et v sont orthogonauz

]_%)9,1;(:5) = cos(0)x + sin(f) @ A v.
o1

)F(N)IF) =
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2) Si U est quelconque,

Roa(x) = (@, 2)T + cos(0)(T — (@, B)@) + sin(0)@ A 7.
Alors ]a) est lapplication vectorielle linéaire associée a RZ,@'
Preuve. Soient My, My € €. Posons Rz, = R, et R(M) = Mj,
R(Ms) = M. Désignons par Py, (resp. Pas,) le plan orthogonal a

qui passe par M; (resp. Ms). Procédons comme dans l’exemple 8.23.
Soient A le point intersection de A et Py, et B le point d’intersection

de A et Py, . Alors AM; L 4. et on a: M{ = rue(M). Donc
_ —

M € Py et (AM,, AM]) = 6. Donc

_— N > —_— _—

AM] = cos@ AM; + sin 0 a@ AN AM; ( puisque ||AM]|| = ||AM;]|).
De méme,

BMj = cos BMy + sinfd A\ BM,.

D’ou,

re—— — —_— e
MM, = MjA+ AB+ BM,

_ — — — —

= cosl (M A+ BMy) +sinf (i N M1A+d N BMy)+ AB
—_ — —_ —

= cosf (MyMy — AB) +sin6 (4 AN My My —u N AB) +

(u, My My)u

— — — —
= cosf (M1M2 — <ﬁ, M1M2>TI) + sin 6 (’Zj/\ M1M2> + <'L_l:, M1M2> .

—

Finalement, remarquons que dans le cas 1) x peut étre identifié a AMj,
—

tandis que le cas général peut eétre identifié a My M;. O

Proposition 8.47. Toute rotation de [’espace est une isométrie.

Preuve. Soit R = RZ’,e une rotation de I'espace, ou A est dirigée par
le vecteur 4. Soit M € £ et posons R(M) = M’. Désignons par P le
plan orthogonal a @ qui passe par M. Soit A un point fixé de A et soit
B le point intersection de A et Py;. Alors

—_— —_—
IBM'| = |BM||, AB L BM et AB L BM".

D’ou
— — — — S —_—
IAM|[* = [[AB|]* + [ BM|* = | AB||* + | BM'||* = | AM"|>.
Ainsi, pour tout vecteur ¥ de 'espace, ||f£>(17)|| = [|¥/]|, d’'ott R est une
isométrie.

Exercice 8.48. 1) Montrer que les projections Ppp sur un plan P,
parallélement a une droite D sont des applications affines.
2) Méme question pour les réflexions de 1’espace.

Réponse. TD.

En conclusion de ce chapitre, énonons la définition abstraite de la struc-

ture affine de I'espace.
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Définition 8.49. L’espace affine € est un ensemble non vide de points,
pour lequel il existe une applz'catz’o%e ExE — R3, qui a chaque couple

de points A, B associe le vecteur AB et qui vérifie les deux propriétés
sutvantes:

1) Pour tout point A € & et pour tout vecteur @ de R3, il existe un
—
unique point M € & vérifiant AM = i, et on note M = A + 4.
] - — —
2) Pour tous points A, B et C de £, AB+ BC = AC.

La structure du plan affine est définie de maniere analogue.
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