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Nombres complexs

1. INTRODUCTION

Dans R, I’ensemble des nombres réels, tous les nombres positifs ont
une racine carrée. Par contre, aucun réel négatif n’a de racine carrée
(réel). Les nombres complexes offrent la possibilité de pallier a cette
insuffisance .

Définition 1.1 (Le nombre 7).

— Le nombre i est un nombre dont le carré vaut —1. Ainsi, i = —1.
— De plus, son opposé —i a aussi pour carré —1. En effet : (—i)? =
2
1 = —1.

— Les deux racines de —1 sont les deux nombres irréels 1 et —i.

Un peu d’histoire : La notation ¢ fut introduite par Fuler en 1777,
puis reprise par Gauss au début du X 1.X" siecle. Cependant, le pre-
mier a parler de nombre imaginaire fut Descartes en 1637.

Définition 1.2 (Nombres complexes). Il eziste un ensemble noté C,
appelé ensemble des nombres complexes qui posséde les propriétés sui-
vantes :
— C contient l’ensemble des nombres réels R.
— C contient le nombre irréel i (tel que i* = —1)
— L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux
nombres complexes et les regles de calcul restent les mémes.
— Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique z = a + b avec
a et b réels.

2. FORMES ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Définition 2.1 (Forme algébrique). Soit z un nombre complexe. L’écriture
z=a+1ib avec a et b sont des réels est appelée forme algébrique de z.

e a est la partie réelle de z, notée Re(z), b est la partie imaginaire de

z notée I'm(z).

e Sib =0, le nombre z est un réel. Si a = 0, le nombre z est dit
imaginaire pur. L’ensemble des mombres complexes imaginaires purs
est noté iR.

Exemple 2.2. Re(1+2i) =1 et Im(1 + 2i) = 2.

Les calculs avec les nombres complexes se font comme avec les nombres
réels avec la convention i? = —1.

Exemple 2.3. (1+2i)(5 —3i) =5 — 3i + 10i — 6i*> = 11 + 7i.
1
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Le résultat suivant justifie I'unicité de la forme algébrique d’un nombre
complexe.

Proposition 2.4 (Egalité de deux complexes). Soient z,y, 2" ety des
nombres réels. Alors,

r+iy=a +iy <= arx=2ety=1y.

En particulier, x + iy = 0 équivalent a x =y = 0.

Démonstration. Supposons que z+iy = x’'+iy’. Alors, z—2' = i(y—y').
Ainsi, (z—2")? = i*(y—y')? = —(y—v')% Par suite, (z—2/)?+(y—y')* =
0. Par conséquent, © — 2’ = y — 3y’ = 0. Le sens inverse et clair.

Remarques 2.5. Dans I'ensemble C,

(1) il n’y a plus la notion d’ordre usuelle (On ne pourra pas com-
parer un nombre complexe a un autre ou dire s’il est positif ou
négatif etc--- excepté pour les imaginaires purs ou l'on peut
définir un ordre naturel comme pour les réels).

(2) on évitera I'usage abusif du symbole radical , /~ qui reste réservé
aux réels positifs.

Définition 2.6 (Représentation géométrique des nombres complexes).
Munissons le plan P d’un repére orthonormé (O, €7, é3) direct.

A tout nombre complexe z = a + ib (avec a et b réels), on peut
associer le point M(a;b).

— le point M (a;b) s’appelle l'image du nombre complexe z = a + bi.

— le nombre complexe z = a + ib s’appelle Uaffize du point M (a;b).
("Affize” est un nom féminin)

— on note souwvent z = af fize(M) ou z = af f(M).

— L’aze des abscisses est dénommé axe des réels (puisqu’il ne contient
que les points dont les affizes sont des réels).

— L’aze des ordonnées est dénommé aze des imaginaires purs (puis-
qu il ne contient que les points dont les affixes sont des imaginaires
purs).
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L'affixe est souvent

Axe des imaginaires purs p
notée entre
parentheses derriere le

Axe des réels

Siza = x4 +iya est Uaffixe du point A et 2z = xp +1yp est affixe du
—
point B, on peut associer au vecteur AB le nombre complexe

zp — z2a = (v —wa) +i(yB — Ya),
. e
dit affixe du vecteur AB, et on note

af f(AB) = af f(B) — af f(A) = z5 — za.

Cela permet de traduire des problemes de géométrie en relations
entre nombres complexes. Par exemple, on utilisera souvent que deux
vecteurs sont égaux si, et seulement si, ils ont mémes affixes. Ou encore,
on utilisera que I'affixe d’'une somme de deux vecteurs est la somme des
affixes de ces vecteurs :

af f(i+7) = af f(@) + af f(V)
Exemple 2.7. Soient A(2,—1) et B(—1,3). Donc, aff(A) =2 —i et
af f(B) = —1+ 3i. En plus,
af f(AB) = 25 — 24 = (=1 +3i) — (2 — i) = —3 + 4i

Si on considere les points I(1,0) et J(0,1) alors e; = O et e; = O.J.
—
Donc, aff(e1) = aff(OI) = z; — 2o = 1 et de méme af f(es) = 1.

3. CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE. INVERSE D’UN NOMBRE
COMPLEXE NON NUL

Définition 3.1 (Conjugué d’un nombre complexe). Soient a et b deux
nombres réels. Le nombre complexe conjugué de z = a+1b est le nombre
complexe Z = a — 1b.

Remarque 3.2. (1) II est clair que le conjugué de z est z. On dit

alors que z et Z sont deux nombres complexes conjugués.
3
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(2) Re(z) = Re(z) et Im(z) = —Im(Z2).

Les points M et M’ d’affixes respectives z et Z sont symétriques par
rapport 1’axe des réels :

Axe des imaginaires purs

B e 22 e —  Miz)
|
|
r 3
=5 |
e, |
. o o)
e ~ Axe des réels
é |
|
|
|
b - — = M(7)

Exemple 3.3. 2 -3i =2 +3iet 51 + 1 = —5i + 1.
Proposition 3.4 (Critére pour qu'un nombre complexe soit réel (resp.
imaginaire pur)). Soit z un nombre complexe. Alors,
24z =2Re(z) ; z—Zz=2iIm(z).
En particulier,
(z est réel <= z = 2) et (z est imaginaire pur <= z = —Z).

Démonstration. Notons z = a+1ib avec a et b deux réels. Alors, 2+ 2z =
2a et z — zZ = 2¢b. En particulier,

2=Z25b=0<%« zréel,

et
z = —2zZ < a = (0 & 2z lmaginaire pur.

Proposition 3.5 (Inverse d'un nombre complexe). Tout nombre com-
pleze non nul z = a + ib (avec a et b deux réels non tout les deux
nuls) admet un inverse pour la multiplication, noté % dont la forme

algébrique est

I a—ib

z a2+
Démonstration. Cherchons 2/ = a’ + b’ tel que z2’ =1. On a

22" = (ad" —bV') + i(ba’ + ab’).
Donc,
22 =1oad b =letbd+al =0 a' = —— et b = - .
a2 + b2 a2+ b?

Proposition 3.6 (propriétés du conjugué). Pour tout nombres com-
plexes z et 2/, on a :

4
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(1) z+2=2+72
(2) —z=-2

(3) 22/ =z2

(4) 2" =(2)" (n €N)
()

z
(f) = Zi,(z’ #0).
Démonstration. Exercice.

Exemple 3.7. Le conjugué de z = 2=3% est 7 =

2431
144 1—2 -

Exercice 3.8. Mettre sous la forme algébrique les nombres complexes
suivants :

3+ 2i 1+20\? 1+2 1-2

2 —3i ? 1—i ST 1—i 144

21

4. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Proposition 4.1. Pour tout nombre complexre z = a + ib (avec a et b
réels), la quantité z zZ est un nombre réel positif :

2Z2=a’4+b e R".
Démonstration. 11 suffit de calculer z z.

Définition 4.2. Pour tout nombre complexe z = a + ib (avec a et b
réels), on appelle module de z la quantité positive |z| = va? + b? =
VZZ.

Exemple 4.3. [14+2i| =12+ 22 =/5et /32| =3 +4=T.

Proposition 4.4 (Propriétés de module). Soient z et 2" deuz nombres
complexes. On a :

1) [zl=0e2=0 , [—zl=l , [d=1Iz] ,
|z + 2| < |z| +|#| (Inégalité triangulaire).
(2) 22| =12l , ["| =" (n€N)

(3) Pour 2 #0, || = |Zi,|‘

Démonstration. (1) |z| = 0 est équivalent & a*+b* = 0 (avec a et b des
réels tels que z = a 4 ib) ce qui est équivalent a a = b = 0.

Ona |z>=2%Z=(—2)(—2) = | — 2|*. Donc, |z| = | — z|.

Ona |z|>=2z=2zz=|z]?. Donc, |z| = |Z|.
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Soient z = a + b et 2/ = a’ + b’ les formes algébriques de z et 2'.
Donc, z 4+ 2 = (a+d') +i(b+ V). Ainsi,

lz+ 2 = (a+d)+ (b+b’)2
= (a®+b%) + (a® +b?) + 2ad’ + 20V
< (@ + 0+ (d? +V?) +2vVa2 + b2V a2 + b2
)

= (V(a2+02) ++/(a? + b'2))

= (Il + 1)
(2) On a
|22/ = 2222 = 2227 = |2 | = (2] |¢])".
Dong, |z 2| = |z||¢/|. La deuxieme égalité est déduite de la premiere
par une simple récurrence.
(3) Onalz| = |22| =|%||2'|. Done, | 5] = {5,

Proposition 4.5 (Interprétation géométrique de la notion de module).
Munissons le plan P d’un repére orthonormé (O, €1, €3).

(1) Si z est Uaffize du point M alors |z| =

(2) Si za et zp sont respectivement les affives des points A et B
alors AB = |zp — za|.

© Axes des imaginaires purs Axes des imaginaires purs

Bizg!

—

: Axe des réels Axe des réels
a D —

e,I el

Démonstration. On sait déja en géométrie que si M (a,b) alors OM =
va? + b?. Donc, OM = |a + ib|.

Aussi, si z4 = x4 +1iys et zg = xp + iyp alors
AB = \/(ZITB —x4)%+ (yp — ya)? = |z — 24|.

Exercice 4.6. Soit z un nombre complexe différent de 1, M le point
d’affixe z et 2/ = ZZ+’ Déterminer F' I'ensemble des points M tels que

2| = 1.
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Exercice 4.7 (Identité du parallélogramme). Soient z et 2’ deux nombres
complexes. Montrer que |z + 2/|? + |z — 2/|> = 2 (|z|> + |Z']?).
(Indication : Utiliser la relation |z]? = 2 2/).

Exercice 4.8. Soient u et v deux nombres complexes distincts et de
méme module. Montrer que le nombre complexe Z—J_’Z est imaginaire

pur.

5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE

Définition 5.1 (Argument d’'un nombre complexe). Munissons le plan
P d’un repére orthonormé (O, €1, €3). Soit z un nombre complexe non
nul d’image M. On appelle argument de z toute mesure, en radians,

de l'angle orienté 6 := (e_f, 5?\7) On le note 0 = arg(z).

Axe des imaginaires purs

Axe des réels

Un nombre complexe possede une infinité d’arguments. Si 6 est un
argument de z, tout autre argument de z est de la forme 0 + 2k7 (k €
7). L’unique argument 6§ appartenant a l'intervalle | — ;7] s’appelle
I’argument principal.

On notera par exemple arg(z) = § [27] ou arg(z) = Fmodulo 21 pour
signifier que arg(z) peut étre égal & m/4 mais aussi égal a n’importe
lequel des nombres 5 4 2km ou (k € 7).

Attention!! Le nombre complexe nul z = 0 ne possede pas d’arguments

——
car, dans ce cas, l'angle (e_f, OM) ne se défini pas.

Exemples 5.2. arg(i) = § [27]; arg(1) = 0 [27]; arg(—1) = 7 [27];
arg(l+1i) =7 [27].

Remarques 5.3. (1) un réel strictement positif a un argument
égal & 0[27] et un réel strictement négatif a un argument égal
a m[2m].

7
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On peut dire :
ze€R < (z=0o0uarg(z) =0[r]),

un imaginaire pur dont la partie imaginaire est strictement po-
2) un imaginai dont la partie imaginaire est strictement
sitive a un argument égal a 7 [27] et un imaginaire pur dont la
partie imaginaire est strictement négative a un argument égal
a —5 [2m].
On peut dire :

z€iR< (z=0o0uarg(z) = 5 [7]).

Méthode générale pour calculer ’argument principal d’un
nombre complexe non nul :
On note z = a + b avec a et b des réels. Soit 6 'argument principal
de z. Alors z est l'affixe du point M(a,b) du plan. Des coordonnées
polaires de M sont (|z],6) et on a :

el

sin(f) = & = Il

Rappelons la preuve de ce résultat bien connu. Considérons d’abord les
2 cas suivants ou 6 est positif :

Axe des imaginaires purs Axe des imaginaires purs
M2 — — — 4
|
| 1]
8:
N arg(2)
Axedes réels (.; 0 = ' o
i
R
_a_Reld)
2] 7]
b Im(2)
2| 2]
Cas ou 0 € [%;’N] :
OH —a  Re(z)
cos(f) = —cos(m —0)=———=——=——= et
(6) = —cos(m =) = —g =~ = .

Axe des réels
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Dans les cas ou # est négatif, on raisonne de méme, en tenant compte
du fait que sin(—60) = —sin(0) et HM = —b.
Dans tous les cas, nous avons :

Exemples 5.4. (1) Argument principal § de z = —2v/3+42i : On a
|| = 1244 = 16. Nous devons maintenant résoudre le systeme

suivant :
{ cos(f) = —_24*/§ = %ﬁ :

sin(f) = % = %

En utilisant le cercle trigonométrique, nous concluons : § = %’T.
(2) Argument principal § de 2 =3 —4i : On a |z|> = 9 + 16 = 25.
Nous devons maintenant résoudre le systeme suivant :
cos(f) = % :
sin(f) = =% .
Ce ne sont pas des valeurs remarquables. La calculatrice donne

|0] = 0,9273 rad. Mais sin(f) est négatif, donc 6 est négatif :
0 ~ —0,9273 rad.

Exercice 5.5. Donner un argument du nombre complexe z = N
De la figure suivante

Axe des imaginaires purs

Axe des réels

M(Z)

on déduit le résultat suivant :

Proposition 5.6. Pour tout nombre complexe non nul z, on a :

arg(z) = —arg(z) [2n], arg(—z) = arg(z)+n 27|, arg(—z) = n—arg(z)[27].

Remarques 5.7. Soit z un nombre complexe non nul et A un réel non
nul.

9
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(1) Si A >0, arg(Az) = arg(z) [27],
(2) SiA<0, arg(Az) = arg(z) + 7 [27].

Les propriétés suivantes sur les arguments permettent de multiplier
et diviser simplement deux nombres complexes :

Proposition 5.8. Pour tous nombres complexes z et z' non nuls, on

a:

(1) arg(z2') = arg(z) + arg(?') [27]

(2) arg (3) = —arg(z) [27]

(3) arg (%) = arg(z) — arg(2') [27]

(4) arg (z") = narg(z) 2] pour tout n € Z.
Démonstration. (1) Soient z = a + b et 2/ = a' + it/ les fomres
algébriques de z et 2’ respectivement. Donc, la forme algébrique de
22" est zz/ = (ad’ — bb') + i(ab' + a'b). Soit @ un argument de z2’ et

soient # et 6’ des arguments de z et 2’ respectivement. Donc,

aad’ =b a d bV
cos(a) = T e cos(0)cos(8')—sin(6) sin(0) = cos(6+6").
De méme on trouve sin(«) = sin(f + 6’). Donc, a = 6 + 6’ [27].
(2) On a 0 = arg(l) = arg(z.1) = arg(z) + arg (%) [27]. Donc,
arg (1) = —arg(z) [27].
(3)Onaarg (%) =arg (2%) = arg(z)+arg (&) = arg(z)—arg(z') [2n]
(4) Le résultat est déduit sur N de (1) par une simple récurrence sur
n, et il est prolongé a Z en utilisant (2).

Remarque 5.9. (1) On notera I’analogie entre ces relations et les
propriétés de la fonction logarithme.

(2) Pour multiplier deux nombres complexes non nuls, on multi-
plie les modules et on additionne les arguments. Pour diviser
deux nombres complexes non nuls, on divise les modules et on
soustrait les arguments.

Exercice 5.10. Soient v =1 +i et v = —1 +i\/3.
(1) Déterminer les modules de u et v.
(2) Donner un argument de u et un argument de v.

(3) Déterminer le modules et un argument des nombres complexes
u, wv, v3 et 4
v
(4) En déduire les valeurs de cos (52F) et sin (52F).

(5) Donner explicitement le nombre complexe v3.

10
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6. FORME TRIGONOMETRIQUE, FORME EXPONENTIELLE D’UN
NOMBRE COMPLEXE

Soit z = a 4 ib un nombre complexe non nul avec a et b deux réels.
On peut aussi écrire

:m( “ b )

+1
Va2 + b2 Va2 + b2

Or Va2 +b* = |z, ToE = cos(f) et \/ﬁ = sin(f) ou @ est un
argument de z. Donc,

z = |z|(cos(8) + isin(d)).

Définition 6.1. Soit z un nombre complexe de module r et d’un ar-
gument 6. L’écriture z = r(cos(f) + isin()) s’appelle une forme trigo-
nométrique de z.

Proposition 6.2. Soit z un nombre compleze. Si z = r(cos(f) +
isin()) avec r > 0 alors |z| =1 et arg(z) = 6 [27].

Démonstration. On a |z| = /r2cos(0)? + r2sin(f)2 = r. En outre, si
a est un argument de z alors
6 in (0
cos(a) = rcos () = cos(#) et sin(a) = rsin(9) = sin(0).
r r

Donc, arg(z) = 0 [27].

Définition 6.3. Pour tout réel 6, on note € le nombre complexe
cos(f) + isin(0).

Un nombre complexe de module r et d’argument 6 sera écrit alors re®.
Cette écriture est appelée une forme exponentielle de z.

Une simple transcription des propriétés vues sur les arguments donne
alors :

Proposition 6.4. Pour tout 0 et 0 de R, on a :

i0
. iy . ’ (& . ’ . n ;
e ' = ! 0+0) = ' (0=0) (62(0)) =™ pour toutn € Z.

Proposition 6.5 (Formule de Moivre). Pour tout § € R et tout n € Z
(cos(8) +isin(F))" = cos(nh) + isin(nh)
(cos(f) — isin(f))" = cos(nh) — isin(nh).
Démonstration. Utilisons les formes exponentielles :
(cos(0) +isin(h))" = ()" = €™ = cos(nf) + isin(nd).

D’ou la premiere formule de Moivre.

Si on remplace 6 par —6, on obtient la seconde formule.
11
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Proposition 6.6 (Formule d'Euler). Pour tout § € R

i0 | ,—if 0 _ ,—i0
cos(f) = % sin(f) = %
Démonstration. On a :

e 4 e =2cos(f) et €?— e =2isin(h).
D’ou la formule d’Euler.

Exercice 6.7. Soit § €] — 7; w[. Mettre sous forme trigonométrique les
nombres complexes z = e + €20 et 2/ =1+ €.

Application la trigonométrie : Les nombres complexes sont tres
utiles pour de nombreux calculs de trigonométrie. Par exemple, les
formules d’addition :

cos(a+b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b) sin(a+b) = sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b).

ne sont qu’une autre écriture des parties réelles et imaginaires de e*®e®.

» Linéarisation de cos™(f) et sin™(#) :

Linéariser cos™(f) et sin™(f) c’est les exprimer comme combinai-
sons linéaires de cos(kf) et sin(kf). Cette opération est tres utile en
particulier pour trouver des primitives.

Exemple 6.8. Linéarisation de sin®(f) : En utilisant les formules d’Eu-
ler, on obteint :

i0 —io\ 6
_ 1 . : . . . )
sin®(0) = (—6 2; ) = ——64(667’9—664Z9+156229—20+156_2Z0—66_4194-6_629).

On regroupe les termes en e et e~ de maniere & faire apparaitre
cos(kf) ou sin(k0) :

1

Sil’lG(e) — _6_4 ((66i6 + 6—61'9) . 6(641'0 + 6—4@‘9) + 15(6%6 + 6—2i9) o 20)
1
= 5 (cos(66) — 6 cos(46) + 15 cos(20) — 10)

» Expression de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cos(f) et sin(f) :

Exemple 6.9. Pour exprimer cos(50) et sin(56) en fonction de cos(6)
et sin(#), on commence par écrire la formule de Moivre :

(cos(#) + isin(f))® = cos(50) + i sin(50).

puis apres avoir développé, par la formule de bindme, le premier membre

de I’égalité, on identifie les parties réelles et imaginaires de deux membres
12
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de I’égalité obtenue, ce qui donne :
cos(50) = cos’(#) — 10 cos®(6) sin?(#) + 5 cos(#) sin*(0)
sin(50) = 5cos(#)sin(f) — 10 cos*(#) sin®(#) + sin®(#)

Si on remplace sin?(#) par 1 — cos?(#) dans I'expression précédente de
cos(50), on obtient :

cos(56) = 16 cos”(6) — 20 cos®(#) + 5 cos(6).

7. RESOLUTION DANS C D’ EQUATIONS DU SECOND DEGRE A
COEFFICIENTS REELS

On se propose de résoudre 1'équation (E) az® + bz + ¢ = 0 dans C
avec a,b et ¢ sont des réels et a # 0. On peut mettre 1’équation (E)
sous la forme a(z + )%+ ¢ — % =0.

Considérons le discriminant A = b? — 4ac. L’équation sera de la forme
(z + %)2 — % = 0. En distinguant les cas suivant le signe de A, on
obtient :

Proposition 7.1. Etant donnés trois réels a,b et ¢ avec a # 0, considérons
l’équation :
(E): az* +bz+c=0,
et A = b? — 4ac son discriminant.
(1) Si A = 0, l’équation (E) admet une solution réelle (double)
€gale a : —%.
(2) Si A #0, l’équation (E) admet deux solutions distinctes :

(a) réelles si A >0 : 2z = %ﬁ ety = b=VA

2a ’
(b) complexes conjuguées si A < 0 : 2z = —7“;@ -2 et
_ _b—iv/=A
e TR

Exemple 7.2. Résolution de 'équation 22 4+ 3z + 3 = 0.
On a A =9 — 12 = —3. Donc, les solutions sont

_ =3+i0V3  —3-40V3

1 2 2

22

8. RESOLUTION D’EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS
COMPLEXES

Démarche pour résoudre I’équation 22

complexe inconnu :

= zg ou zg est un

On pose 2y = a +ib=re? et 2z = x + iy.
Si un argument 6 de zy est connu, ’équation est facile a résoudre, ses
solutions sont :

0
2 = \/re'? 29 = —21.
13
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Dans le cas contraire, on procede analytiquement pour obtenir :

%+ y2 =,
22 —y? =a,
2zy = b.
et donc
12 — T-;a’
y2 — 7“ga7
xy = %

Le fait que r = va?+ 0% > |a| assure l'existence des x et y, et on
choisit leur signe de telle sorte que leur produit soit du signe de b (afin
de satisfaire la condition 2zxy = b).

— Sib >0, on prend :

r+a+, r—a r+a o Jr—a
21 = 7 : 29 = —Z21 = — —1 .
1 A/ 9 \/ 9 ; 2 1 \/ 9 \/ 5

- Sib <0, on prend :

r+a . fr—a r+a o /r—a
21 = 5 —1 5 ; R = —21 = — 5 +1 5

Exemples 8.1. Résolution de 1'équation z? = i.
On a

"2 o =™ ou 2 = —e/4,

P=ist=c
Résolution de I’équation 2?2 = —7 — 244.

Ona|—7—24i| = V7 +24% = /19 + 576 = /625 = 25. Si 6 est

argument de —7 — 247 alors

—7 —24
0) = — in(f) = —.
cos(0) o sin(0) o
Ces valeurs ne sont pas connues et ne nous donne pas idée sur la valeur
exacte de 0. Alors, 'autre choix est de travailler d’'une maniere analy-
tique.
On pose z = x + iy (la forme algbrique de z). On a :

z? +y? = 25,

l’2 _ y2 — _77

2ry = —24.
Donc,

?=8 =9

!

Yy = 2 )

Ty = —12
Donc, (z,y) = (3,—4) ou (z,y) = (—3,4). Ainsi, les solutions de
I’équation sont z; = 3 — 41 et 2o = —3 + 4.

14
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On se propose maintenant de résoudre 'équation (E) az®+bz+c = 0
dans C avec a,b et ¢ sont des nombres complexes et a # 0. On peut
mettre 'équation (E) sous la forme a(z + )% + ¢ — % =0.
Considérons le discriminant A = b* — 4ac (Attention!! ici A est un
complexe). On considére § tel que A = ¢% (On a déja vu Pexistence).

L’équation sera de la forme (z 4+ 2)? — (25—&)2 = 0. Enfin, 'équation

92 . b+o b—4

s'écrit de la forme (z + %2) (2 + 52) = 0.

Proposition 8.2. Etant donnés trois complexes a,b et ¢ avec a # 0,
considérons l’équation :

(E): az®+bz+c=0,
et A = b> — 4ac son discriminant.
(1) Si A =0, l’équation (E) admet une solution (double) égale a :
_b
2a”
(2) Si A #0, en appelant 6 une racine carrée de A, l’équation (E)

admet deux solutions distinctes :
_ —b+9 . _ —b-9
T T, ’ 2T T
Exemple 8.3. Résolution de I’équation iz? + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0.
On a :

A = (1-5i)*—4i(6i —2) =1 —10i — 25+ 24 + 8i = —2i = 2¢~ /2

B S e It S

Alors, les solutions de notre équation sont :

—1+50+1—1 —1+5—-14+7 .
: =2 ; 2o = , =i+3.
21 21
Remarque 8.4. Contrairement aux équations dont les coéfficients sont
des réels, ici les nombres complexes z; et zo ne sont pas nécessairement

conjugués.

21 =

Exercice 8.5. Soit 'équation (E): 2° —iz+1—1i=0.
(1) Montrer que (E) admet une racine réelle.

(2) Donner les solutions de (FE).

9. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

Dans toute cette section, le plan est muni d'un repere orthonormé
direct (O, e7,€3).

Proposition 9.1 (Calcul d’angles). Si A et B sont deuz points dis-
tincts du plan d’affizes respectives a et b alors :
(e1, AB) = arg(b— a) [27].
15
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Axe des imaginaines purs
/]
H{h)

arg{ b - al

2 Al o
= = Axe desrdcls

Va . . . —) %
Démonstration. Soit M une point tel que OM = AB. Donc
vy =2 —24=0b—a, et

(&, AB) = (&1,0M) = arg(=y) = arg(b — a) [2n].

Corollaire 9.2. Si A, B et C sont trois points deux a deux distincts
du plan d’affizes respectives a, b et ¢ alors :

(CA.CB) = arg (b_c) 27,

a—=cC

En particulier :

b—rc

a—=¢C

est réel < les points A, B et C sont alignés,

b—c

a—=c¢

est imaginaire pur < les droites (C'A) et (CB) sont perpendiculaires.

Démonstration. On a

<C’—1>4,C—B>> = <e_f, C—B>>—<e_f, C—1>4> = arg(b—c)—arg(a—c) = arg (b — C) [27].

a—c
En particulier,

b—rc

a—=c

a—=c

est réel & (CT/L C’—B>> =arg ( C) = 0; 7 [27]

< les points A, B et C' sont alignés.

b—rc

a—=c

SN
< les droites (C'A) et (CB) sont perpendiculaires.
16
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10. NOMBRES COMPLEXES ET QUELQUES TRANSFORMATIONS DU
PLAN

10.1. Transformations du plan. Munissons P d’un repeére ortho-
normal Rg. Rappelons qu’'une translation t de P de vecteur  est une
application
t:P — P
M - M
_—

tel que MM’ = 4. On la note t.
Donc si M(x,y) € P et @ (x9,0), alors tz(M) = M'(x + xo,y + yo)-
Proposition 10.1 (Ecriture complexe d’une translation). La transla-
tion de vecteur U , d’affize a, transforme un point M(z) en un point
M'(Z) tel que :

2 =z+a.

Axe des imaginaires purs

M M(Z+ a)
M(Z)

_’ A(a)

- ™ Axe des réels

€|

Démonstration. Dire que M’ est I'image de M par la translation de

——
vecteur 4 signifie que M M’ = 4. Ce qui se traduit, en termes d’affixes,
par 2 — z = a.

Soient 6 un réel et €2 un point du plan. Rappelons que la rotation r
de centre (2 et d’angle 6 est la transformation r : P — P, qui laisse (2
invariant, et si M est un point du plan distinct de Q alors

s —
r(M) = M"avec (QM,QM') =0, et QM = QM.

On la note aussi rq .
17
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Proposition 10.2 (Ecriture complexe d’une rotation). La rotation de
centre Q(w) et d’angle 0 transforme M (z) en un point M'(2') tel que :

—w =%z —w).

z
Axe des imaginaires purs M(z"
Z'—w
B
M(z)
A Z=0
¢ Q(w)
=)
= Axe des réels
0| < )
€

Démonstration. Si M = ), la relation 2/ — w = €"(z — w) est vérifiée.
Supposons désormais M # €). Dire que M’ est 'image de M par la

rotation de centre Q(w) et d’angle 6 signifie que :
QM _ 1
M,
QM; QM’) — 0 [2q].

Ce qui se traduit, en termes d’affixes, par :

=L
{ (552) = 02,

On en déduit alors que z/_;f: = ¢ D’ott le résultat.

Cas particuliers :

— Si w = 0, alors I’écriture complexe de la rotation devient :

~ Si 0 = % (quart de tour de sens direct), alors I'écriture complexe

de la rotation devient :
7 —w=i(z —w).

— Siw = 0et 0 = 7, alors I'écriture complexe de la rotation devient

2 =iz.
18
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Soit  un point du plan et soit k£ un réel non nul. Rappelons quune
homothétie h de centre (2 et de rapport k est une transformation
h : P — P définie par

SN N
M +— M’ et tel que QM = EQM.
On la note aussi hq .

Proposition 10.3 (Ecriture complexe d’une homothétie). L’homothétie
de centre Q(w) et de rapport k € R* transforme M(z) en un point
M'(2") tel que :

7 —w=k(z-w).

Axe des imaginaires purs

Mz

Oy | =k

» Axe des réels

S &

Démonstration. Dire que M’ est I'image de M par I’homothétie de

. . % % .
centre (w) et de rapport k € R* signifie que QM’ = kQM. Ce qui se
traduit, en termes d’affixes, par 2z’ —w = k(z — w). D’ou le résultat.

Exercice 10.4. On considere dans I’ensemble des nombres complexes,
'équation (E) : 2%+ 222 — 16 = 0.

(1) (a) Montrer que 2 est solution de (FE), puis que (F) peut
s’écrire sous la forme (2 — 2)(az? + bz +¢) = 0 ol a, b
et ¢ sont des réels que 'on déterminera.

(b) En déduire les solutions de (F) sous forme algébrique puis
sous forme exponentielle.

(2) Le plan est rapporté & un repere orthonormé (O, ey, ). On
considere les points A, B et D d’affixes respectives z4 = —2—21,
zp=2et zp=—2+4 2.

Calculer T'affixe z¢ du point C' tel que ABCD soit un pa-

rallélogramme.
19
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(3) Soit £ I'image du point C par la rotation de centre B et d’angle
—5, et F' I'image du point C' par la rotation de centre D et

d’angle 7.
(a) Calculer les affixes zp et zp des points F et F.

(b) Vérifier que 2224 = 4. En déduire la nature du triangle
AFEF.

Soit €2 un point du plan. Rappelons que la symétrie s de centre €2
est la transformation s : P — P, qui laisse {2 invariant, et si M est un
point du plan distinct de 2 alors s(M) = M’ tel que €2 est le milieu du

— —
segment [M M'], c’est a dire QM = —QM’.
Proposition 10.5. (Ezpression complexe d’une symétrie centrale). La
symétrie de centre Q(w) transforme le point M(z) en un point M'(z")
tel que :
2 =2w— 2.

Soit A une droite du plan. Rappelons que la symétrie axiale sa
d’axe A (ou réflexion) est la transformation sp : P — P, qui laisse la
droite A invariante, et si M est un point du plan extérieur a A alors
SA(M) = M’ tel que A est la médiatrice du segment [M M’].

Proposition 10.6. (Ezpression complexe d’une symétrie azxiale d’azxe
A passant par lorigine). Soit A(zg) un point du plan, tel que zy =
roe®. Alors si A est la droite passant par O et A et M(z) est un point
du plan. M' = sx(M) a pour affize 2’ = e?7.

Démonstration. (Vérification.) Soient M(z) et M'(z") deux points du
plan avec z = re et 2/ = €297, Alors 2/ — z = re?% =0 — e,
Donc
2 — 2 =re (=0 _ o~i00=0)) — 9jrsin(fy — 0)e™™.
PR : —/ . - — —
Or, pour tout réel a, si @(e') et ¥(ie’*), on a (&, ¥) = 0. Donc MM" L
(A). D’autre part,
!/

z —|2— c g(ez’(QGO—G) —|—ei€) _ geieo(ei(oofe) 4 emilBo—0) _ r cos(fy _0)6100.

Donc, le milieu B du segment [MM’'] est dans la droite (A). Ainsi, la
droite A est la médiatrice du segment [M M'] et M’ est I'image de M
par Sa.

10.2. Similitudes.

Définition 10.7. Soit S : P — P une transformation du plan, qui a
chaque point M du plan associe un point M' et soit k € Ri. On dit
que S est une similitude de rapport k si

N FVEN;
|M'N'|| = k[|[MNJ|, VYM,N €P.
20
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Exemples 10.8. 1) Soit 4 j une homothétie du plan de centre le point
A et de rapport k € R*. Alors hu est une similitude de rapport |k|.

2) Soit S la transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe
z associe le point M’ d’affixe 2z’ = az + b, on a,b € C et a # 0, alors S
est une similitude de rapport |al.

3) Si S est la transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe
z associe le point M’ d’affixe 2/ = azZ + b, on a,b € C et a # 0, alors S
est une similitude de rapport |a|.

Faisons la vérification pour I'exemple 2), I'exemple 3) se fait de la méme
maniere, et les homothéties ont la forme 2) :

Soient M (z) et N(w) deux points du plan. Soient M’ et N’ leurs images
par S. Alors az + b et aw + b sont leurs affixes respectives.

N — N
IMN]| = |w = z|, et [M'N'|| = |a(w — 2)| = |al[[ MN].

Exercice 10.9. Soit S une similitude de rapport k& € R*. Soit A un
point quelconque du plan. Montrer que h, 10 S est une similitude
de rapport 1 (c’est a dire, une isométrie). Déduire, qu’il existe une
isométrie 1" tel que S = hypoT.

Proposition 10.10. Soit S une similitude du plan. Alors S préserve
la mesure des angles en valeur absolue.

Preuve. Pour tout M € P, notons S(M) = M’ et soit k le rapport de
S. Soient M, N, P € P. Alors

—_
(M’N’,M'P’> = ||M’N’|| ||M’P’||cos(M’N’,M’P’).
Et on a aussi

! D/
P

(M'N',M'P"y =

-1 — ——
- (IM'N' = M'P'|I = [M'N'|” = [M'P'|]") =

-1 —
- (IPN|P = MNP = [ M'P'|%) - =
2

-1

——
- FUIPNIP = [IMN|* = |MP|?) =

K2(MN,MP) =
ST TR _—
(1) k2| MN| | MP| cos(MN, MP).

D’ou, on déduit que
/P/

_—
cos(MN, MP) = cos(M'N', M'P").

i

Avec un simple schéma, on peut voir que toute similitude conserve
)
I'orientation des angles, ou inverse 'orientation des angles. Donc on

peut énoncer la définition
21
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Définition 10.11. Soit S une similitude du plan.

1) Si S préserve les orientations, on dit que S est une similitude directe.
2) Si S inverse les orientations, on dit que S est une similitude indi-
recte.

Exemples 10.12. Soient a,b deux nombres complexes, avec a # 0.
Alors :

1) Si S est la transformation du plan qui & tout point M du plan d’affixe
z associe le point M’ d’affixe 2/ = az + b, alors S est une similitude
directe de rapport |a|. En effet, considérons le plan P muni du repere
orthonormé (O, €7, €5). Soient A, M € P tel que A a pour affixe 1 et
M a pour affixe z, ou |z| = 1. Alors b est l'affixe de O’ = S(O), a4+ b
est l'affixe de S(A) = A’ et az + b est l'affixe de S(M) = M. Posons
(0—1)4, 5?\7) = 0. M est I'image de A par une rotation de centre O et
d’angle 6, donc z = €. D’autre part, a et az = ae sont les affixes
— —_— —_— ——

respectives de O'A’ et O'M’. Donc (O’A’,O'M') = 6. D’oti, S préserve
I'orientation des angles.

2) Si S est la transformation du plan qui a tout point M du plan
d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2/ = az + b, alors S est une
similitude indirecte de rapport |a| (la preuve est analogue a celle du
premier exemple).

Théoreme 10.13. Soit S une similitude du plan.

1) Si S est directe, alors il existe a,b € C, tel que a # 0 et S est la
transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe z associe le
point M d’affize 2’ = az + .

2) Si S est indirecte, alors il existe a,b € C, tel que a # 0 et S est la
transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe z associe le
point M’ d’affize 2’ = aZ + 0.

Preuve. Considérons le plan P muni du repére orthonormé (O, 7, €5 ).
Soient A, M € P tel que A a pour affixe 1 et M a pour affixe z.
Soit b laffixe de O" = S(O), « l'affixe de S(A) = A" et 2/ Iaffixe de
S(M) = M".
Cas 1. S préserve 'orientation des angles. Soit

— _—

(OA,OM) = (O'A",O'M'") = 0.

Soit N le point du plan d’affixe HO%M”, alors N est 'image de A par une

rotation de centre O et d’angle 6, donc
vy
z=¢e"||OM]|.
De méme, comme
— —_——
oA OM
———, ———) =20, alors
jO"A"|| [Jo'M|
22
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2 —b p a—Db

—_— =€ /.

|O"M| |O"A'|
Or, si k est le rapport de la similitude S, alors

_— —_— _—_ e
|O'M'|| = K|OM]| et [|O"A"[| = k[|OA]|.
D’ou,
— .
7 —b=||OM|e’(a —b).

Donc on déduit que 2’ = (v — b)z + b.

— —

Cas 2. S inverse l'orientation des angles. Soit (OA, OM) = 6, alors
—_— ——
(O'A',O'M') = —6. On a toujours

OO = _ o~ N
z =¢€"||OM]||, donc Z =e "||OM].

Et on a
2 —b i a—b
— =€ —_— -
|O" M| 10" A"

On procede comme dans le premier cas, on déduit que 2’ = (o — b)zZ +
b. O

Exemples 10.14. 1) Les rotations sont des similitudes directes.
2) Les symétries axiales sont des similitudes indirectes.
3) Les translations sont des similitudes directes.

Exercice 10.15. Si S est une similitude du plan, et A, B et C' sont 3
points alignés de .S, alors leurs images respectives par S, A’, B’ et C’
sont alignés.

Exercice 10.16. Soit S une similitude directe non triviale (c’est a
dire : différente de l'identité). Soient a,b € C tel que a # 0 et si M € P
a pour affixe z, S(M) = M’ a pour affixe az + b.

1) Montrer que S admet un point invariant si, et seulement si a # 1,
et dans ce cas, le point invariant est unique.

2)Vérifier que si S n’admet pas de point invariant, S est une translation.

Exercice 10.17. Soit S une similitude directe, d’expression complexe
z+—az+b,oua,beCeta0. Soient A, B, M € P. Soient A’, B" et
M’ leurs images respectives par S. Montrer que

(AM,AM') = (AB, A'B') = arg(a) [27].

Remarque 10.18. Soit S une similitude directe. Si .S admet un point

invariant, il est appelé centre de S. L’argument de a est appelé angle

de S.
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11. SOLUTIONS DES EXERCICES

FEzxercice 5.8.

- 3+2i _ (3+20)(2—3i) _ (3+2i)(2+3i)

2-3i  (2-3)(2-3) (2-30)(2+3i)
6+9i+4i+9 15+13i 15

92 1 32 3 13"

(12 fa+20)(1 40\ [—1+30)°
s (T) B < <1—z’><1+z'>> ) < 2 )
1-6-9 —8—0 :_2_%.
4 4 2
On peut bien aussi calculer les carrés des composantes de la fractions z,

(numérateur et dénominateur), et ensuite chercher la forme algébrique
de 25 :

(1+2¢)2 (142) 1+4i—4
Zo = = =

1—i)  (1-i2 1-2i—1
—3+4i  (=3+4i)yi —4-3i 5 3.
= = = = — p— —Z.
—2i (—21)i 2 2

Pour simplifier z3 on peut mettre les deux fractions de cette différence
sur un meéme dénominateur :

= A¥2 1-2 (1420049 (1200 -9

1—1 1+ (1 —14)(1+414)
B 1—|—i—|—2i—2—1+i+22’+2_6i_3.
- 1+1 —o
Si on remarque que % = %, on peut déduire que :
1+ 2
23:2i]m< + ,Z>.
1—2
Or,
1+2  (1+2)(1+d) 14i+2i—2 —1+3i
1—i (1= 414) 1+1 2
Donc,

23 = 21 (g) = 3i.

FEzercice 4.6. Cherchons F' I'ensemble des points M(z = x + iy) tels

que ‘j_iﬂ =1.
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Méthodel :

Cfi’:l o il =lr— 1P
& (z+)(z—1)=(2—1)(z—-1)
& z2z—wztiz+l=22—2—-2+1
s —i(z—2)=—(2+2)
& —i2iIm(z) = —2Re(z)
< Im(z) = —Re(2)
& v+y=0.

Ainsi, F est la droite d’équation = + y = 0.

\(F):WX—D

Méthode2 : On considere les points A(—i) et B(1). On a alors :
| z+1
z—1

=1 & |[z+1i]=]z—-1]

< AM = BM

& F est la droite médiatrice du segment [AB].
Ezercice 4.7.

2+ 2P+ 22 = (+2)e+2)+(z2—2)(z—2)
= 22+ 22 + 22+ 4 22— 22 =2+
= 2(zz+7'7)
= 2(]zP + ).
Exercice 4.8. Soient u et v deux nombres complexes distincts et de

méme module. Montrons que le nombre complexe z—jj est imaginaire

25



Profs.: A. ALLA, N. BOUDI, A. HAJJI, H. MAHZOULIL

pur.
Puisuqge u et v sont distincts et de méme module, ils sont tout les deux
non nuls. On a alors,

u+v\  a+0  wituv  |uP4u P4 ud 004 ud
(u—v) C u—0 ut—uv  |ju2—uv  |u]2—uv 00— up
o vtu  utv
T ouv—u  u—v

D’ou le résultat.
FExercice 5.5. Pour chercher un argument de z, il faut d’abord le mettre
sous forme algébrique :

143 (1+aV3)(V3+E) VB +i+3i -3
VB (VBB ) 4
Donc, arg(i) = 7 [27].

Exercice 5.10. Soit # un argument de v = 1 + 7 et # un argument de

v=—1+iV3.
(1) JulVT+1T=v2et o] =V1+3=V4=2.
(2) Argument de u : On a

1

cos(f) = 7 ; sin(f) =

sl

Donc, 0 = 7 [27].
Argument de v : On a

cos(0) = _71 ; sin(f') =

%

Donc, §' = 3 [2n].

(3) On a [a] = Ju| = v2; Juv| = [u] Jo] = 2vZ; |o?] = [u]* = & et
|_| lul _ f _ 1
ol — V2
Pour les arguments on a:
arg(u) = —arg(u) = =7 [27

]
arg(w) = arg(u) + arg(v) = 5 + 2 = L [2n]
arg(v?) = 3arg( ) = 3% =21 = 0 [2n]
arg (¥) = arg(u) — arg(v) = T — & = =3 [271]

(4) On a

u 1+i (1+d)(-1-iv/3  —1-i/3—i+V3
v —1+ivV3  (—1+iV3)(-1—iV3) 1+3
—1+V3 V341

1 1
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S

()2
(5) On a [v3| = 8 et arg(v®) = 0[27].
Donc, v* = 8(cos(0) 4 isin(0)) = 8.

Ezercice 6.7. Dans ce genre d’exercices, on factorise souvent par la
moyenne des deux arguments :

b o= e 4 e = M2 (m0/2 4 /%) = 9cos (0/2) 01
= 2cos(0/2) (cos (30/2) + isin (cos(360/2)) .

Donc,
~1++3 , (—57r) N
V2

S

Zl — 1 + ei9 — ei9/2 (6—20/2 + 6i9/2) — 2COS(0/2)€Z€/2
= 2cos(0/2) (cos(0/2) +isin(0/2)).
Comme 0 €] —m;7[, 0/2 €] —7/2;7/2], et par conséquent cos(6/2) > 0.
Donc, 2 cos(6/2) est bien le module de z et 2’
Exercice 8.5.

(1) Soit x une racine réelle de (E). Alors, x* —iz+1—14 = 0. Ainsi,
(x> 4+ 1) —i(z + 1) = 0. Par suite, 2> + 1 =0 et z + 1 = 0. Par
conséquent, r = —1.

(2) On divise 2 —iz+1—1i par z+ 1 pour obtenir 2% —iz+1—1i =
(z+1D)(z2—z+1—14).

Cherchons les solutions de 'équation (E'): 22 —2z+1—1i=0.
OnaA =1—4(1—i) = 1+4i—4 = 1+2(2i)+ (20)% = (1+2i)2.
Dong, les solutions de (E’) sont :
1-1—-2: 1+1+2
n=——s—=—-i , Zs=—
2 2
Enfin, les solutions de (F) sont —1, z; et z5.

Ezercice 10.4.
(1) (a) On a 23 +2.22 — 16 = 0. Donc, 2 est une solution de (E).

=1+

a=1,
b—2a=2 a=1
23422216 = (2—2)(az* +bz+c) & e b — 0’ S Q0 b=4,
P c=8.
—2c = —16.

Dot 2% + 222 — 16 = (2 — 2)(2* + 82 + 4).
(b) A =16—4.8 = —16 = (47)*. Donc, les racince de 2% +8z+4

sont
4+ 4 2 2 4
7 = ; L= 94 92i=2V2 (—g + z\/?—) = 2¢/2eB7/4,
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2 2 .
=T =—2—2i=2V2 <_£ _ 2£> — 2y/2¢37/4,

Les solutions de (F) sont 2, z; et zs.
(2)
— —
ABCD est un parallélogramme < AB = DC
& ZB—ZA=Zc — ZD
S zZo=2z2zp+2p — 24 = 2+ 4.
(3) r=nr(B;=%) et r' =r(D; %)
(a)
E=r(C) & z2p—zp=e¢ '%2(2¢ —2p) & 25 — 25 = —i(2c — 2B)

& zp = —i(2¢c —25)+ 25 = 6.

F=7r(C) « ZF—ZDZGi%(ZC—ZD)<=>ZF—ZD=Z'(ZC—2D)
& zp =1i(zc — zp) + 2p = —4 + 6i.

(b)
op—za  —A+6i+2+2  —2+8i  i(2i+8)

zg—24 64242 84+42%  8+2
On a alors,
Zp — 2

| A‘:M:1<:>AF:AE<:>AFEestisocéleenA.
ZA

ZE —

Et aussi,

arg < r A) =arg(i) = 3 27] < (AF) L (AE)

ZE — RZA
& AFE est rectangle en A.

Ezercice 10.9. Soient M, N € P. Posons
S(M)=M', S(N)=N', et hA’%(M’) =M", hA%(N’) = N7,
Alors

1 1
M’'N” =M"A+ AN” = E(M'A—i—AN’) = EM’N’.
D’ou,
7 7 1 ! /
1M N7 = SMN|| = [|MN.

Ainsi, h 4105 est une isométrie. Posons T' = h 4 105. Alors S = hgoT.

Exercice 10.15. Clairement, on peut supposer que les points A, B et
C sont distincts deux a deux. Désignons par z1, z5 et z3 leurs affixes
respectives et par zj, z5 et z4 les affixes respectives de leurs images
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respectives A’, B’ et C'. La famille {1@ ,A—C>’} est liée. Donc il existe

A € R tel que z5 — 21 = A(23 — 21).

Supposons d’abord que S est directe. Donc il existe a,b € C, ou a #

0 tel que si M(z) est un point du plan, M’ = S(M) a pour affixe

az + b. Considérons les affixes respectifs a(zqo — 21) et a(zz — z1) des
_—

vecteurs {A'B’, A'C"}. Alors a(zy — 2z1) = Aa(z3 — 21). Ainsi la famille

_—
{A'B", A'C"} est lice.
Le cas des similitudes indirectes est traité de maniere analogue.

Exercice 10.16. Si a # 1, 'équation z = az + b admet une unique
solution. Donc si a # 1, S admet un unique point invariant. Si a = 1,
comme S n’est pas Iidentité, b # 0. D’ou S est une translation, et n’a
pas de point invariant.

Exercice 10.17. Désignons par 21, 29 et z les affixes respectives de A, B
— —
et M. Alors z — z1 et zo — 21 sont les affixes respectives de AM et AB.

—
Donc A’M’ a pour affixe a(z — z1). Et par suite
-y —
(AM,A’M'") = arg(a) [27].
—_— ——

De méme pour (AB, A'B’).
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