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Introduction
EDP

On cherche u, telle que : {
−4u + u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ.

(1)

avec :

Ω un ouvert, borné, régulier de Rd (d = 1 ou 2),

Γ = ∂Ω,

f ∈ C0(Ω).
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Introduction
Problème continu

Formulation variationnelle :{
Trouver u ∈ V, tel que :
a(u, v) = L(v) ∀ v ∈ V, (2)

avec :

a(u, v) =

∫
Ω

(∇u∇v + u v) dx ,

L(v) =

∫
Ω

f v dx ,

V = H1
0 (Ω).

Lemme Lax-Milgram =⇒ existence et unicité de la solution exacte.
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Introduction
Problème approché

On se donne :

Th une triangulation conforme de Ω,

Vh = {vh ∈ C0(Ω); vh|K ∈ P1(K ), ∀ K ∈ Th} ⊂ V .

Le problème approché : {
Trouver uh ∈ Vh, tel que :
a(uh, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Vh,

(3)

Lemme Lax-Milgram =⇒ existence et unicité de la solution approchée.
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Introduction
Equation du résidu

Equation du résidu :
On pose : e = u − uh,

a(e, v) = R(uh; v) ∀v ∈ V, (4)

avec :
R(uh; v) := L(v)− a(uh, v) ∀v ∈ V, (5)

↪→ R(uh; .) ∈ H−1(Ω).

Estimation :
‖e‖ ≤ ‖R(uh; .)‖H−1(Ω), (6)

↪→ la norme n’est pas directement calculable.

Des estimations de ‖R(uh; .)‖H−1(Ω) seront cherchées.
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Introduction
Estimations d’erreur

Deux types d’estimations pour l’erreur :
a priori :

‖e‖ ≤ H(h, u, f ) (7)

fournit des informations sur le comportement
ou

le taux de convergence de l’erreur.

a posteriori :
c1η(uh) ≤ ‖e‖ ≤ c2η(uh), (8)

c1 et c2 sont des constantes indépendantes de h.

↪→ Premiers travaux : I. Babuska, W. Reinboldt (1978).

Les estimations a posteriori nous permettent de Mesurer la qualité de la solution et de
Contrôler des algorithmes d’adaptation de maillages.
Ces algorithmes sont basés sur des opérations locales :
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Introduction
Opération locale : R-adaptation
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Introduction
Opération locale : Retournement d’arêtes
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Introduction
Opération locale : Raffinement
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Introduction
Opération locale : Déraffinement
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Introduction
Estimations d’erreur

Comment construire cet estimateur ?
Deux approches :

• Approche 1 : Résidu de l’équation.

↪→ Une référence standard : R.Verfürth "A review of A Posteriori error Estimation and
Adaptive Mesh-Refinement techniques", Wiley and Teubner Mathematics,(1996).

R(uh; .) est un élément de l’espace dual H−1(Ω) où la norme n’est pas directement
calculable. Ce qui conduit à utiliser des normes discrète pour établir des résultats
théoriques. On obtient une borne supérieure et une borne inférieure de l’erreur
commise à l’aide d’indicateurs dits par résidus qui sont généralement formé de norme
dans L2(Ω) du résidus de l’équation forte et des sauts de la dérivée normale à travers
les inter-éléments.
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Introduction
Estimations d’erreur

Comment construire cet estimateur ?
• Approche 2 : Approximation d’ordre supérieur.

↪→ Approche utilisée par les codes commerciaux MEF.
↪→ Ne dépend pas de l’équation.

Si on dispose d’une meilleure solution (obtenue avec une méthode d’ordre supérieur),
la différence entre cette solution et celle dont on veut évaluer la qualité peut être
considérée comme un estimateur d’erreur.

Un moyen d’avoir une approximation de degré supérieur en utilisant le résidu :

Estimateur d’erreur hiérarchique
Bank R. E., Smith R. K. (1993)

↪→ Bank R. E., Smith R. K. : "A posteriori error estimates based on hierarchical bases",
SIAM J. Numer. Anal., Vol 30, N4. pp.921-935, August 1993.
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Définition
Notations et Espaces

Cas : k = 1

Notations :
Vh = {vh ∈ C0(Ω); vh|K ∈ P2(K ), ∀ K ∈ Th} ⊂ V,

uh est solution du problème : a(uh, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Vh.

Décomposition hiérarchique :

Vh = Vh ⊕ Eh, (9)

avec :

Eh = {vh ∈ C0(Ω)/ vh|Ki
∈ P2(Ki ) et vh(ai ) = 0 ∀ai sommet de ∈ Th},

Vh = {vh ∈ C0(Ω); vh|K ∈ P1(K ), ∀ K ∈ Th} ⊂ V.
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Définition
Problème hiérarchique

e = u − uh,

a(e, v) = R(uh; v) := L(v)− a(uh, v) ∀v ∈ V.

Estimateur d’erreur hiérarchique :{
Trouver eh ∈ Eh, tel que :
a(eh,wh) = R(uh; wh) ∀ wh ∈ Eh,

(10)

avec :

Eh = {vh ∈ C0(Ω)/ vh|Ki
∈ P2(Ki ) et vh(ai ) = 0 ∀ai sommet de ∈ Th}.
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Estimation d’erreur hiérarchique

Théorème (R. E. Bank, R. K. Smith, 1993)

Sous les hypothèses :
1 (HS) ∃β, 0 < β < 1 telle que ‖|u − uh‖| ≤ β ‖|u − uh‖|,

2 (CBS)

{
∃γ < 1 indépendante de h, telle que
∀v ∈ Vh ∀w ∈ Eh |a(v ,w)| < γ ‖|v‖| ‖|w‖|,

nous avons :
‖|eh‖|2 ≤ ‖|e‖|2 ≤

1
(1− β2)(1− γ2)

‖|eh‖|2.

Rappel :

Vh = {vh ∈ C0(Ω); vh|K ∈ P2(K ), ∀ K ∈ Th},

uh est solution du problème : a(uh, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Vh,

Vh = {vh ∈ C0(Ω); vh|K ∈ P1(K ), ∀ K ∈ Th},
uh est solution du problème : a(uh, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Vh.
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