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CHAPITRE 1

Notions sur la topologie de R

1. Rappel de quelques propriétés de R.

Proprieté 1.1. (Caractérisation de R) L’ensemble R posséde les propriétés sui-
vantes :

1) (R, +,.,<) est un corps comutatif totalement ordonné,

2) R vérifie la propriété de la borne supérieure,

3) R est un corps archimédien.

Exercices 1.1. 1) Déduire de la propriété 1.1, que R wvérifie la propriété de la borne
inférieure.
2) Montrer que si (uy), est une suite croissante magjorée (resp. décroissante minorée), alors
elle est convergente et on a lim u, = supu, (resp. lim u, = inf u, ).
n—00 neN

n—oo neN

3) Vérifier que la suite (1/n),en+ converge vers 0.

Remarque 1.1. Pour tout z € R on peut définir :

1) La valeur absolue || = max{—z, z}.

e L’existence de la valeur absolue découle de 1) propriété 1.1.

2) La partie entiere [z] qui n’est autre que I'unique entier relatif vérifiant [z] < z < [x] + 1.

e [’existence de la partie entiere découle de 2) propriété 1.1, et le fait que N est bien-ordonné.

Définition 1.1. Un sous ensemble A de R est dit dense dans R si tout élément de

R est une limite d’une suite d’éléments de A.
Proposition 1.1. Q dense dans R.

Démonstration. Soit z € R, alors on a

[10™ - x] [10™ - 2] + 1
Dbl Vg b S
T T R
ainsi
10™ .
xz = lim [ 7]

n—oo 107

.0
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Exercices 1.2. 1) Montrer que R\ Q dense dans R.

2) Montrer q’un sous ensemble A de R est dense dans R si, et seulement si, tout intervalle,
non vide, |a,b] de R contient un élément de A.

3) Pour tout (x,y) € R?, si x <y, alors |z,y| contient une infinité de rationnels et une

infinité d’irrationnels.

2. Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Définition 1.2. Soit (u,), une suite réelle, on appelle sous suite extraite de (uy),,
toute suite de la forme (ug(n))n ou o : N — N est une application strictement

croissante.

Remarque 1.2. 1) On a pour tout entier n, o(n) > n.

2) On a (Un)n, (U2n)n, (U2n+1)n, (Usn)n, (Usnt1)n, (Usni2)n sont des sous suites extraites de
la suite (uy,),-

3) Si (kn)n est une suite d’entier strictement croissante, alors (uy, ), est une sous suite
extraite de (up)n.

4) Une sous suite extraite d’une sous suite extraite de (u,), est une sous suite extraite de

Proposition 1.2. Soit (u,), une suite réelle, on a

1) si (u,), converge vers une limite |, alors toute sous suite extraite de (u,),
converge vers |[.

2) si (uy), tend vers +oco (resp. —0), alors toute sous suite extraite tend vers

+0o (resp. —o0).
Démonstration. Exercice. [J

Remarque 1.3. 1) Si deux sous suites extraites d’une suite (u,,), convergent vers deux
limites différentes, alors la suite est divergente.
2) La proposition précédente donne une méthode pour démontrer que certaines suites ne

sont pas convergentes. Par exemple la suite ((—1)"),, est divergente, car

lim ug, =1# —1 = lim wug,yq.
n—oo

n—0oo

Corollaire 1.1. Soit (uy,), une suite réelle, Alors (u,), tend vers une limite, finie ou infinie,

[ si et seulement si (uay)n €t (Uopi1)n tendent vers l.
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Démonstration. Exercice. [J

Une propriété équivalente a celle de la borne supérieure et le théoreme suivant :

Théoréme 1.1. (de Bolzano-Weierstrass) Toute suite réelle bornée admet une

sous suite extraite convergente.

Démonstration. Soit (u,),en une suite bornée. Il existe un segment [m, M| qui contient
tous les éléments de la suite (u,)nen. Soient (a,), et (b,), les deux suites définies par ay =

m, bo=M, et si{k €N : w € [a,, 2F]} est infini

Qpr1 = Ay €t by = n ;_ bn
dans 'autre cas

tyy = ; b et by = b,
alors on a (a,), est une suite croissante, (b, ), est une suite décroissante et b, —a,, = M2;m — 0.
Donc (ay), et (b,), convergent vers une méme limite [, en effet, [ c’est sup{a, : n € IN}.

Rappelons que pour tout entier n I'intervalle [a,,, b,] contient une infinité de termes de la suite

(ug). Posons kg = 0 et choisisons pour tout n > 0 un entier k, vérifiant
kn > max{ko, ..., kn_1} et ux, € [an,by]

Alors (ug, ), est une sous suite extraite de (uy,), et on a lim ug, = 1. O

n—oo

3. Suites de Cauchy dans R.

Définition 1.3. Une suite (u,).cn est appelée suite de Cauchy si elle vérifie la
propriété suivante, appelée critére de Cauchy :
Ve>0, ANeN : Vn >N, Vm > N, |u, — un| <e.
Le critere de Cauchy peut étre aussi s’énoncer ainsi :

Ve>0, AN €N : Vo > N, Vp >0, |upyp —un| <e.

Exercices 1.3. Vérifier qu’une suite (u,)nen est de Cauchy si, et seulement si lim M, =0

n—o0

ot

M,, = sup |tup4p — un| = 0.
peN
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Attention 1.1. La suite (In(n 4 1)),, est une suite qui vérifie pour chaque entier p fixe

)l

n+p+1

n_n:1
|Untp — Un| = [ In( ntl

donc

lHm Uy — un| =0

n—oo

Mais (In(n + 1)), n’est pas une suite de Cauchy car par exemple on a pour tout n € N
|uont1 — un| = In(2) 4 0.
Proposition 1.3. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,),en une suite convergente vers une limite [, alors on a :
Ve>0, INeN : Vn> N, |u, —Il| <e

par suite

Vn > N, Ym > N, |u, — ] < |u, =1 + |l —upl <2e. 0
Proposition 1.4. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (u,),eny une suite de Cauchy. Pour ¢ = 1, il existe un entier N
tel que pour tout n > N, |u, — uy| < 1 ainsi |u,| < 1+ |uy|. D’ott pour tout n € N on a

|un| < M, ot M = max{|ug|, |uil, ..., [un_1|, Jluy| + 1}. O

Théoreme 1.2. Toute suite de Cauchy est convergente.

Démonstration. Soit (u,)nen une suite de Cauchy. Donc elle est bornée, d’apres le
théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe une sous suite extraite (uy(n))nen qui converge vers
une limite [. Montrons que (u,),en converge vers [. Soit € > 0, alors il existe un entier N; tel
que

Vn > Ny, ’ug(n) — l| <e€
il existe aussi un entier Ny tel que
Vn,m > Na, |u, —uy| <ée
Posons N = max{N, N2}, pour tout n > N on a :

|un — l| < |un — UU(N)| + |UU(N) — ll < 2e.

On dit alors que R est un espace complet.
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Exemples 1.1. L’espace Q n’est pas complet.
4. Notions sur la topologie de R.
4.1. Voisinages, ouverts et fermés dans R.

Définition 1.4. Soit z € R, un voisinage V' de z est un sous ensemble de R

contenant un intervalle centré en z.

Remarque 1.4. 1) Un ensemble V' est un voisinage d’un élément x si, et seulement si, V/
contient un intervalle ouvert contenant x.

2) Si V est un voisinage de x et W D V| alors W est un voisinage de z.

3) Une intersection finie de voisinage de x est un voisinage de x.

4) Une réunion quelconque de voisinages de = est un voisinage de z.

Définition 1.5. 1) Un sous ensemble O de R est dit ouvert s’il est voisinage de
chaqun de ses points.
2) Un sous ensemble F' de R est dit fermé si son complémentaire R \ F' est un

ouvert.

Exemples 1.2. 1) L’ensemble R et l’ensemble vide sont des ouverts et des fermés.

2) Les ouverts sont stables par réunion quelconque et par les intersections finies.

3) Un intervalle ouvert est un ouvert.

4) Une réunion quelconque d’intervalles ouverts est un ouvert.

5) Un intervalle fermé est un fermé. En effet, R\ [a,b] =] — 00, a]U]b, 00| est un ouvert.
6) Un singleton est un fermé.

7) Un ensemble fini est un fermé.

8) L’ensemble Z est un fermé dans R.

Exercices 1.4. Soit E un sous ensemble de R.

1) Montrer que l’ensemble F des fermés de R contenant E est non vide et (| F est le plus
petit fermé contenant E. e

2) Montrer que l’ensemble O des ouverts de R contenus dans E est non vide et |J O est

0€0
le plus grand ouvert contenu dans E.

Définition 1.6. 1) L’intérieur d’un ensemble E, noté E est le plus grand ouvert
contenu dans F.

2) L’adhérence d’un ensemble E, noté E est le plus petit fermé contenant E.
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4.2. Ouverts et fermés d’une partie de R. Soit A un sous ensemble de R et soit

x € A, alors on a la définition suivante :

Définition 1.7. 1) Un voisinage V' de x dans A est une intersection d’un voisinage
W de z dans R et A.
2) Un ouvert O dans A est une intersection d’un ouvert U dans R et A.

3) Un fermé F dans A est une intersection d’un fermé H dans R et A.

Remarque 1.5. 1) Toutes les propriétés vérifies par les voisinages (resp. ouverts, fermés)
restent vraies pour les voisinages (resp. ouverts, fermés) relativement a un sous ensemble de R.

2) Si A est un sous ensemble fermé dans R, alors un sous ensemble F' de A et fermé dans A
si, et seulement si, il est fermé dans R.

3) Si A est un sous ensemble ouvert dans R, alors un sous ensemble O de A et ouvert dans
A si, et seulement si, il est ouvert dans R.

4) En général les voisinages (resp. ouverts, fermés) relativement a un sous ensemble de R

ne sont pas nécessairement des voisinages (resp. ouverts, fermés) dans R.
4.3. Limites et continuité.

Proposition 1.5. Soit (u,), une suite réelle et soit | € R, alors on a
l’équivalence :
1) lim u, =1,

2) pour tout voisinage V de l, il existe un entier N € N, tel que pour tout

n>N, u, €V.

Définition 1.8. Soit f une application définie d’une partie A de R a valeurs réelles.
Soit z( € Z,
1) on dit que f converge vers un élément y, € R lorsque = converge vers 7o, et

on note lim f(z) = yo, si
T—x0

Ve>0, In>0,: VeeA |[xt—xo <n

= [f(z) —wo| <,

2) si zp € A, f est dite continue en z, si lim f(z) = f(zo),
T—x0

3) f est continue sur A, si f est continue en tout point x de A.

Proposition 1.6. Soit f: A — R une applications. Alors
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1) Pour un élément = € A, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) [ est continue au point r,
b) l’image réciproque de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x dans A,
c) pour toute suite (u,), dans A qui converge vers z, la suite (f(u,)), converge
vers f(x)
2) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) [ est continue sur A,
b) l’image réciproque de tout ouvert est un ouvert de A,

c) limage réciproque de tout fermé est un fermé de A.

Remarque 1.6. On a les criteres pratiques suivants pour reconnaitre certains ouverts et
fermés de R.

1) Si F est un fermé dans R, si de plus fi, fa, ..., f, sont des applications, a valeurs réelles,
continues sur F', alors 'ensemble {x € F' : f; >0, 1 <i <n} est un fermé dans R.

2) Si O est un ouvert dans R, si de plus fi, fo, ..., f, sont des applications, a valeurs réelles,

continues sur O, alors 'ensemble {x € O : f; >0, 1 <i <n} est un ouvert dans R.
4.4. Parties fermées et suites.

Proposition 1.7. Soit F' sous ensemble de R, alors on a l’équivalence :
1) F est fermé dans R,

2) pour toute suite (u,), C F', qui converge vers une limite [ € R, on al € F.

Démonstration. Soit F' un fermé dans R, et supposons que (u,), une suite d’éléments
de F' qui converge dans R vers une limite [. Supposons que [ € F, donc [ est in élément de
I'ouvert R\ F. Donc il existe un entier N, tel que pour tout n > N, u, € R\ F. En particulier
uy € R\ F, absurde.

Réciproquement, Supposons que 2) est vraie et que F' n’est pas fermé, donc R\ F' n’est pas
un ouvert. Donc il existe a € R\ F tel que aucun intervalle centré en a n’est contenu dans
R\ F. Ainsi pour tout n € N*, FFN]a — %, a + %[ est non vide, soit x,, un élément quelconque
de cette intersection. La suite (x,,),, est une suite d’éléments de F' qui converge vers a ¢ F', ce

qui est absurde. [

Exercices 1.5. I) Soit A une partie de R, montrer que les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1)z € A,
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2) x est une limite d’une suite d’éléments de A

3)inf{|lr —a|l : a€ A} =0.

II) Un sous ensemble A de R est dit complet si toute suite de Cauchy dans A est convergente

dans A. Montrer A est complet si et seulement si A est fermé.

Définition 1.9. Soit F un ensemble fermé un sous ensemble A de F' est dit dense dans F'

siA=F.

Exemples 1.3. 1) L’ensemble Q est dense dans R.
2) L’ensemble QN [0, 1] est dense dans [0, 1].

5. Applications continues et parties compacts.

Définition 1.10. Un sous ensemble K de R est dit compact si toute suite

d’éléments de K admet une sous suite extraite qui converge dans K.
Proposition 1.8. Les compact dans R sont les parties fermées bornées.

Démonstration. Soit K est une parties fermée bornée de R. Si (u,), est une suite
d’élément de K, alors (uy), est bornée donc elle possede une sous suite extraite (uq (), conver-
gente dans R. L’ensemble K est fermé donc la limite de (uo(n))n est un élément de K, ainsi K
est un compact.

Inversement, supposons que K est un compact, alors K est borné sinon il existe alors une
suite d’éléments de K qui diverge vers oo ou —oo. Une telle suite ne possede aucune sous suite
extraite convergente, absurde donc K est borné. L’ensemble K est fermé, car pour tout z € K
il existe une suite (u,), dans K qui converge vers x. Donc il existe une sous suite extraite de

(un)n qui converge dans K, une telle sous suite converge vers z, ainsi z € K. [J
Exercices 1.6. Tout compact de R admet un plus grand élément et un plus petit élément.

Proposition 1.9. L’image d’un compact par une application continue est un

compact.

Démonstration. Soit K un compact est f une application continue sur K. Soit (y,)n
une suite dans f(K), pour tout entier n il existe z,, € K, tel que f(x,) = y,. La suite (z,),
possede une sous suite extraite (T4(n)), convergente vers un élément = de K, f est continue en
x donc la suite (f(Zy(n)))n qui n'est autre que la sous suite extraite (Yo(n))n de (yYn)n, converge

vers f(x) € f(K). D'ou f(K) est un compact. [J
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Corollaire 1.2. Toute application continue d’un compact de R dans R est bornée

et elle atteint ses bornes.
Démonstration. Exercice. [J

Définition 1.11. Soit f : A — R une application, on dit que f est uniformément

continue sur A si
Ve>0, In>0: Vr,yeA, |ltr—y|<n

— |f(z) = fly)l <e
Remarque 1.7. 1) Soit f : A — R une application, si f est uniformément continue sur
un ensemble A, alors f est continue sur A.
2) Lapplication f : R — R; z + z? est continue sur R, mais elle n’est pas uniformément,
continue sur R.
3) L’application f :]0,1[— R; z +— 27! est continue sur |0, 1[, mais elle n’est pas

uniformément continue sur |0, 1].

Théoréme 1.3. (de Heine) Toute application continue sur un ensemble fermé

borné est uniformément continue.

Démonstration. Supposons que E est un fermé borné et que f est continue mais non
uniformément continue. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier n > 1, il existe z,,y, € E
vérifiant |z, — y,| < 1/n et |f(x,) — f(yn)| > €.

Il existe une sous suite extraite (xg(n))n de (z,), qui converge vers un élément [ € FE.
On a |z, — yn| < 1/n, donc (Y,(m))n converge vers .
La fonction f est continue au point [, donc (f(Zs(m)))n €t (f(Yom)))n converge vers f(l), ceci

contredit le fait que | f(2s(m)) — f(Yom))| =€, n € N. O
6. Sérien°1

Exercice 1. Soit u = (u,), une suite.

1) Vérifier que si les deux sous suites extraites (uay, ), et (Ug,y1)n convergent vers une méme
limite, alors u est convergente.

2) Vérifier que si les sous suites extraites (ugp)n, (Uon+1)n €t (un2), convergent, alors u est
convergente.

3) Vérifier que si les sous suites extraites (us,)n, (Usn+1)n €t (Ugni2)n convergent, alors u

est convergente.
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Exercice 2. Donner la nature des suites suivantes :

n?++/n

(n+41)%cos(n%)

3

sm(ng),

Exercice 3. (e est irrationnel) Soient u et v les suites définies par

n n

Uy = %etan%%-Z%
k=0 k=0
1) Vérifier que u et v sont deux suites adjacentes.
2) Soit [ leur limite commune et supposons que [ est un rationnel, c’est a dire que | = p/q
pour un certain (p,q) € IN x IN*,

a) dire pour quoi u, < [ < v,

b) déduire un encadrement de
q

1
= (] — —V.q!
k=0
c¢) le nombre N est-il un entier, conclure.

3) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, vérifier que pour tout entier n,

_ < -
o= un| < (n+1)!

4) conclure que e est irrationnel.

Exercice 4. Soit I un intervalle de IR, et soit f : I — IR une une application telle que
I'image de toute suite convergente est une suite convegente. Montrons que f est continue.

1) Soient x € I et (uy), une suite de I qui converge vers z, construire dans / une suite
convergente (w,,), admettant (u,), et une suite constante comme deux sous suites extraites.

2) Que peut on dire de la suite (f(wy))n-

3) En déduire que la suite (f(u,)), converge vers f(z), conclure.

Exercice 5. I) Vérifier que pour tout réel w > 0, 'ensemble (wZ,+) est un sous groupe
additif fermé de IR.

IT) Soit (G,+) un sous groupe additif propre de IR, supposons de plus que G est fermé.
Posons w = inf{g € G : ¢g > 0}.

1) supposons que w = 0,
a) vérifier qu’il existe une suite (g, ), d’éléments de |0, 1] N G qui converge vers zéro.
b) Soit zz € IRT vérifier que pour tout entier n il existe un entier u, tel que u,g, < x <

(un +1) - gn.
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c) Vérifier que la suite (u,g,), converge vers x.
d) En déduire que x € G, et que IR C G, conclure.
2) D’apres ce qui précede w > 0,
a) vérifier que w € G,
b) montrer que G = wZ (Ind. s'il existe g € G N IR qui n’est pas de la forme wIN, considérer
I'élément g — [g/w]w).
IIT) Soit = € IR tel que x/7 est irrationnel, et soit £ = {cos(nz) : n € Z}.
1) Vérifier que E = {cos(g) : g€ G} ou G =aZ + 21 %Z.
2) Vérifier que G est dense dans IR.
3) Conclure que E est dense dans [—1,1].

Exercice 6. Soit [ un intervalle fermé et soit f une application contractante, c’est a dire
k-lipschitzienne 0 < k < 1. Supposons de plus que f(I) C I.

1) Soit = € I, montrer (f™(x)), est une suite de Cauchy.

2) En déduire que f admet un point fixe unique.

3) Que peut on dire dans les deux cas suivants :
a) f est lipschitzienne, c’est a dire 1-lipschitzienne,

b) I n’est pas fermé.

Exercice 7. Montrer qu'une application continue sur [0, 1] est uniformément continue si,
et seulement si, elle est prolongeable par continuité au point 1 (Ind. Si f est est uniformément
continue, soit (u,), une suite d’éléments de [0, 1] qui converge vers 1, vérfier que (f(uy))n est
de Cauchy donc elle converge vers un réel [. Soit (v,), une suite quelconque d’éléments de [0, 1]

qui converge vers 1 vérfier que (f(v,)), converge vers [).
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Série 1, Solution.

Exercice 5. II) 1) a)Par hypothese 0 = inf{g € G : g > 0}, donc pour tout entier n > 0,
il existe g, € {g € G : g >0} tel que 0 < g, < 1/n. D’ou (g,), C]0,1] NG et g, — 0.

b) Il suffit de poser u,, = [x/g,] (partie entiere de x/g,).

c)Onal<z—u,g, <gnet g, — 0. Donc (u,g,), converge vers z.

d) G est fermé, (gom))n € G et upg, — 2. Donc x € G. Donc IR* C G, or G est un groupe
donc IR~ C G.

2) a) Par hypothese w = inf{g € G : g > 0}, donc pour tout entier n > 0, il existe
gn€{9€G : g>0}telquew <g, <w-+1/n. Dou (g,), C G et g, = w. Dot w € G car
G est fermé.

b) Sig € G et g>0.Posons ¢ =g — [g/w]w. Ona ¢ € Get 0 < ¢ <w donc ¢ =0 car
w=inf{g € G : g>0}. Doug=|g/wjw € wIN.

I11) 2) a) G est aussi un groupe car G # () et si x,y € G, il existe (1), et (yn)n deux suites
dans G telles que =, — z et y, — y, Aot x,, —y, — = — y, ainsi  —y € G.

b) Si G est de la forme wZ, alors e Z +2rnZ = G C wZ. Ainsi x € wZ et m € wZ. Donc
il existe n,m € Z* tels que x = wn et y = wm. Ainsi /7 € @), ce qui est absurde.

3) Soit y € [—1,1], il existe x € IR tel que cos(x) = y. Il existe (g,,)n C G telle que g, — =,
donc cos(g,) — y, mais pour tout entier n, g, = a, + b, avec a, € *Z et b, € 2rZ. Donc

cos(a,) = cos(g,) — y, remarquons que (cos(a,)), € E d’ou E est dense dans [—1, 1].

Exercice 6. On a pour tout (z,y) € I?, |f(z) — f(y)| < k|z — y|. fixons x € I.
1) Soit m > n,

7™ (@) = [ @) = (" (@) = [ @) + ("7 @) = 77 @)+ (1 () = (@)
< @) = @)+ L) = ST+ [ () = ()]

Or on a pour tout entier k, | f"*(z) — f*(x)| < k"|f(x) — z|. D’ou

" <
1—-k —1-k

™) — M) S KT R4 R =k

Ainsi (f"(z)), est une suite de Cauchy. Donc elle converge vers une limite a.

2)Onaac€l,car f(I) CI. Donc

f(a) = lim f(f"()) = lim f**'(2) = a.

n—oo n—oo

3) Posons I = IR, x — x + 1 est 1-lipschitzienne mais elle n’admet aucun point fixe.
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4) Pour I =]0,1], z — x/2 est 1/2-lipschitzienne mais elle n’admet aucun point fixe.

Exercice 7. Soit f : [0,1]— IR, une application.

1) Si f est prolongeable par continuité au point 1 en une fonction g, alors g est continue
sur le compact [0, 1], donc g est uniformément continue sur [0,1]. Ainsi f est uniformément
continue sur [0, 1].

2) Supposons que f est uniformément continue sur [0, 1].

a) Montrons que l'image par f d’une suite (a,), qui converge vers 1, est une suite conver-
gente. On a,

Ve>0, >0, [z—yl<n=|[f(z) - fly) <e

Donc il existe un entier N, tel que pour tous m >n > N, |a, — a,,| < n donc

|f(an) — flam)| < ¢

Donc (f(ay)), est de Cauchy. Donc elle converge vers une limite .

b) Montrons que [ est unique. Si (b,), une suite d’éléments de [0, 1] qui converge vers 1.
Soit (¢,)n la suite définie par ¢y, = a, et cap1 = by,. Alors la suite (¢,), converge vers 1, ainsi
(f(¢n))n converge vers une limite I’. Ainsi

[ = lim a, = lim ¢y, ="' = lim ¢y, 41 = lim b,
D'ou si b, — 1 on a f(b,) — [l. Ainsi f admet une limite quand = — 1, par suite f

prolongeable par continuité au point 1.






CHAPITRE 2

Séries numériques

1. Suites dans C.

Une suite complexe est une application de N dans C. Toutes les propriétés des suites réelles,
autres que celles qui dépendent de l'ordre, restent vrais pour les suites complexes. Dans le
reste de ce paragraphe, et sauf montion explicite du contraire, toutes les suites considérées sont

complexes.

Définition 2.1. Une suite complexe (u,), est dite convergente vers un élément

[ € C si la suite réelle (|u, —[|), converge vers zéro.

Soit (uy), une suite complexe et soit, pour tout n € N, a,, (resp. b,) la partie réelle (resp.

imaginaire) de u,. Donc on a pour tout entier n, u, = a, + ib,. Avec ces notations on a

Proposition 2.1. (u,), convergente vers une limite | = a+ib € C si, et seulement

st
lim a, =a et lim b, =b.
n—oo n—oo
Démonstration. On a pour tout n € N,
la, —a| < |u, —1] et |b, — b < |u, —1].
Donc

lim |u, — | =0= lim a, =aet lim b, =b.
n—oo n—oo n—oo

Réciproquement, si lim |a, —a| = lim |b, —b| = 0, alors lim |a, — a|®* 4+ |b, — b|> = 0, c’est &
n—oo n—00 n—oo

dire que lim |u, — 1] =0. O

2. Séries numériques.

Soit (uy)nen une suite numérique et pour chaque n € N soit S,, = ug + - -+ + u,, la somme

de n + 1 premiers termes de cette suite. Alors on a

21
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Définition 2.2. 1) La suite (5,,), est appelée série de terme général u,,, cette série

sera notée »_ u, ou Y u,.
n

2) S, = > uy est appelée la somme partielle d’ordre n de la série.
k=0
3) La série > u, est dite convergente si la suite (5,,), est convergente, dans ce

n
cas lim S, = lim ) ug, est alors appelée somme de la série ) u,, et désignée par

Up OW Ug + -+ F Uy + -+
n=0
4) La série ) u, est dite divergente si elle n’est pas convergente.

Remarque 2.1. 1) On peut avoir une suite (uy)n>n, qui n’est définie qu’a partir d’'un

certain indice ny > 1. Dans ce cas la série > u,, est la série de terme général u,, ou u, = 0
n

pour 0 <n <ng—1.
2) Soit (uy)n>n, une suite. Par abus de langage, et aussi suivant certains auteurs, on va se

o0 o
permettre d’utiliser la notation » wu, pour désigner a la fois la série > u,, et la somme > u,,
n=ng n n=ng

[e.e] o0
si elle existe. Mais pour éviter toute confusion, les expressions : série Y u,, >, u, converge
n=ng n=ng

o, ¢]
(ou diverge) ..., signifient qu’il s’agit d’une série, par contre les expressions : la somme > wu,,

n=ng
00

> wuy, égale a un scalaire (ou a Uinfinie) ..., signifient qu’il s’agit d’une somme.
n=ng

Exemples 2.1. 1) Soit r € R, la série géométrique de raison r est la série Y r", on a
n
> r™ converge si, et seulement si —1 < r < 1. En effet, sir €] —1,1],

n

I
n: o= T = .
1—r 1—r
k=0 k=0
Pourr =1, S,=n+1, donc Y r* = .
k=0
Pourr >1,S,>n+1, donc > r* = oo.
k=0

Pour r = —1, S_r* diverge. En effet,
k

1 — (_1)2n+1
S A
et
1— (-1 2n+2
S2n+1 = # = 0.

1—(=1)
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Pour r < —1, S"r* diverge. En effet,
k

1 _ r2n+1
Sop = donc lim S, = oo
1—r n—o0
et
1 _ 7.2n+2
Sont1 = I donc nhjgo Sopt1 = —00.

2) La série
Z :
~ n(n+1)

est convergente, car pour tout entier n > 1,

Donc
Sp =(1=5)+G-g++G— )
1oL
Ainsi,
- 1
Skt
“—~n(n+1)

Définition 2.3. La somme de deux séries ) u, et ) v,, notée > u, + Y v,, est

la série
E Uy, + Uy
n

Pour tout scalaire A € C, le produit de ) et la série > u,, notée \-> u,, est la série

Z AUy,

Proposition 2.2. Si ) u, et > v, sont deux séries convergentes et si \ et [ sont

deux scalaires alors lansém'e
- Z u, + - Z Uy,
est convergente et on a : ’
)\-iun + ﬁ-ivn :i)\un+ﬂvn.
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Découle du faite que cette propriété est vraie pour les suites formées

par les sommes partielles. [J
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Proposition 2.3. Une série ) u, est convergente si, et seulement si elle vérifie
n
le critére de Cauchy suivant :

Ve>0, INeN : Vm>n>N, | Z ug| < e.
k=n-+1

n
Démonstration. Découle du critere de Cauchy pour la suite (Y wug),. O
k=0

Proposition 2.4. Si une série ) u, converge, alors lim u, = 0.

—
n n—oo

Démonstration.
n n—1
lim w, = lim (> w — > ug)
oo nmee k=0 k=0
n n—1
= lim > wup — lim > wy

k=0 k=0

Attention 2.1. La réciproque de la proposition 2.4 n’est pas vraie en général. Voici deux
exemples :

1) Soit la série

> n+1
| )
;M7Z)

Le terme général de cette série converge vers zéro. Mais

ém%q—émmm—mm
=In(n+1) — oo.

2) Un exemple remarquable est donné par la série harmonique
I
n n ‘

Le terme général de cette série est 1/n qui converge vers zéro. Mais on a

1 1 1
Sm—=Sn = satosto Tt
N 1—|—1+ +1
- 2n  2n 2n
ntgrrmes
_ 1 _ 1
= Mg = 9

donc la série harmonique ne vérifie pas le critere de Cauchy donc elle est divergente.
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3. Séries numériques a termes positifs.

Dans se paragraphe on s’intéresse aux séries a termes généraux positifs, c’est a dire les séries

> u, telles que, pour tout n € N, u,, > 0.
n

Proposition 2.5. Une série > u, a4 termes positifs est convergente si, et seule-
n

ment st elle est bornée.

n
Démonstration. La suite () ug), est croissante, donc elle converge si, et seulement si
k=0
elle est bornée. [

oo n
Remarque 2.2. Si ) u, une série a termes positifs, alors > u,, = sup > ux. D’ou
n n=0 neN k=0

Zun € R" U {0}
n=0

Proposition 2.6. Soient Y u, et > v, deur séries a termes positifs, supposons
de plus que pour tout n € N, u, <wv,, alors :

o o
1) si la série Y v, converge la série > u, converge et on a Y up < Y. .
n n k=0 k=0
2) st la série ) u, diverge la série ) v, diverge.
n n

n n oo
Démonstration. Si ) v, converge, alors pour tout n € N, > w < > v < > v < o0,
n k=0 k=0 k=0
[e.9] o0
Dot Y up < > vg. O

k=0 k=0

Exemples 2.1. Ftudions la nature de la série

o)

1
ﬁ.
n=1
On a pour tout entier n > 2,
1 1

< -
n? =~ (n—1)-n’

o0 oo
1 EIA 1
or §2m est convergente, d’ot Y =5 converyge.
n—=

n2
n=1
Corollaire 2.1. Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs, supposons de

n n
plus que u, = O(v,) lorsque n tend vers co. Si Y v, converge, alors ) u, converge.
n n
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Démonstration. Il existe un réel M > 0 tel que pour tout n € N, u,, < Mwv,. La série

> Mu,, est convergente, donc > u, converge. []
n n

Corollaire 2.2. Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs, supposons de
plus que u, ~ v, lorsque n tend vers co. Alors les séries > u, et > v, sont de

n n
méme mnature.

Démonstration. Il suffit de remarquer que u,, = O(v,) et v, = O(u,). O

4. Regles de convergence.

4.1. Regle de Riemann.

o0
Proposition 2.7. Soit a € R, la série de Riemann ) n% est convergente si, et
n=1

seulement si o > 1.

Démonstration. Cas o = 1, (voir aussi Attention 2.1, 2)) on a

% ~ In(1+ %) =In(n+1) —1In(n)

o
donc la série Y 1 diverge.
n=1
Cas a # 1, pour tout entier n > 2 on a :

(n _11)a1 - nall - (n _11>a1 (1-(0- %)a1>-

Remarquons que

n
d’ou
1 1 1
(n—1)e—1 no—1 " (O[ 1)(n—1)a*1n
~ a1
na
Or on a
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(&)

Ainsi, > -L converge si, et seulement si, o > 1. O
n
n=1

Corollaire 2.3. (Régle de Riemann) Soit )_ u, une série a termes positifs.
1) S’il existe un M >0 et o > 1 tels que n®u,, < M, en particulier si lim n®u,

existe, alors la série >  u, converge.

2) S’il existe un M >0 et a <1 tels que n®u, > M, alors la série >  u, diverge.

Démonstration. Exercice. [J

4.2. Regle de Cauchy. Ici on vas étudier les séries comparables aux séries géométiriques.

Proposition 2.8. (Régle de Cauchy) Soit > u, une série a termes positifs.
1) S’il existe 0 < A <1 tel que pour n assez grand Yu, < )\, alors la série > u,
converge.

2) Si pour une infinité d’indices on a /u, > 1, alors la série >  u, diverge.
n

Remarque 2.3. Comme cas particulier de la regle de Cauchy, on a si ) wu, une série a

n
termes positifs, et si de plus lim /u,, = A, alors :
n—oo
e si A\ < 1, la série converge,
e si A > 1, la série diverge,

e si A =1, on peut rien dire.
4.3. Regle de d’Alembert.

Proposition 2.9. Soient > u, et > v, deur séries, supposons de plus qu’il existe
no € N tel que pour n > ng, u, >0, v, >0 et

Un+41 < Un+1

Un Un
1) St ) v, converge alors ) u, converge.

2) Si > u, diverge alors ) v, diverge.

Uni1 un Ung

Un+1 - Up Un - Ung

e
]

Démonstration. Pour tout entier n > ny, , ainsi

u N s
U, < v, D'ou le résultat. [
no
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Corollaire 2.4. (Régle de d’Alembert) Soit > u, une série a termes positifs,
supposons de plus que lim “Z—:l = A, alors :

1) Si A <1, la série >  u, converge.

2) Si A > 1, la série ) u, diverge.

Démonstration. Exercice. [J

5. Comparaison série-integrale.

Soit f : [ng,00] — R, out ng € N, une fonction décroissante et positive alors on a :

Théoréme 2.1. La série > f(n) et l’integrale fnoj f(z)dx sont de méme nature.
n=ng

De plus :
1) La série

> ([t — f)

n=ng+1 n

est une série a termes positifs convergente.

2) Si la série ). f(n) converge, alors :
n=ng

> < [ <Y s

Démonstration. 1)

[e.9]

;ﬂ(/ﬂnlf(x)dx - fm) < :z:ﬂ (f(n—1) = f(n))

— lim f(no) ~ f(n)
Une telle limite existe car f est décroissante.

2) Exercice. O

Exemples 2.2. Considérons la Série de Bertrand :

o0

1

w0 <F

n=2
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. ;. . 2
o sia> 1, la série converge (lim —t——5 =0),
1

e si <1, la série diverge (lim ey = 00),

esia=1,r— ﬁ(m) est une fonction définie sur 2,00 décroissante et positive de plus

L st = [, tenposant 1= ()

[o.¢]
d’ou l'integrale est convergente si, et seulement si 3 > 1, ainsi ZQ W.
n—=

6. Série a termes réels ou complexes.

6.1. Séries absolument convergentes.

Définition 2.4. Une série a termes réels ou complexes ) u, est dite absolument
n
convergente si la série ) |u,|, est convergente.
n

Proposition 2.10. Une série absolument convergente est une série convergente.

Démonstration. On va appliquer le critere de Cauchy. La série Y |u,| est convergente
n
donc

q
Ve >0, AN € N : VqZpZN,Z|un|<5.
n=p

L’inégalité triangulaire donne

q
Ve >0, AN €N : VqZpZN,]Zun\<s.

n=p

D’ou la série Y u,, vérifie le critere de Cauchy donc elle converge. [J
n

Remarque 2.4. Tous les résultats et les regles du paragraphe précédant s’étendent au cas
général mais en remplacant ’convergente’ par ’absolument convergente’, les termes généraux

par leurs modules et 'divergente’ par 'ne converge pas absolument’.

Attention 2.2. [’équivalence des termes généraux de deux séries qui ne gardent pas un
signe constant, n’entraine pas le fait que les deux séries sont de méme nature. Cosidérons
les deux séries suivantes :

—1)" 0 —1)"
I )
n+l ‘= Vn+1+(=1)"

n=0
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les termes généraux de ces deux séries sont équivalents, mais la premiere série est convergente

(voir le sous paragraphe sur les séries alternée) et la deuxieme est divergenente. En effet, on a

Z W et S = Z (\/W ﬁ%)(n_l)n) sont de méme natures. De plus

=" _ (=" _ (—1)"vn+ +1-(=1D)"vn
Vn+1 Vn+l+(—1)"™ vn (\/TL+ +(=1) )

- \/n+1(\/n+1+(—1)")
Y 7 7’ o, . 1
Donc S est une série de terme général positif NS TR

Ty > n%l pour n > 2, d’ou elle
diverge, ainsi Z T +)( Ty diverge.

6.2. Séries produit.

Définition 2.5. Soient Z u, et Z v, deux séries, la série produit des séries

n=ng n:no
o0 o0
> u, et > v, est la série :
n=ng n=n/
o0
> wn
n=no+ng
ou
W, = E Upyq
p+q=n
p>no, q>n'o

Remarque 2.5. 1) Dans la définition précédante si ng = njy = 0, alors

YUy = UpV  Up—1V1 + -+ UV,
ptg=n
n
= Z Up—k Uk
k=0

2) La série produit de deux série est appelée aussi produit de Cauchy.

Proposition 2.11. La série prduit >, w, de deux série absolument conver-

n=ng+ny
[e.e] o0
gentes > u, et > v, est absolument convergente et on a
n=ng n=ny,
o0 oo (e e]
n=ng+ny n=ng n=ny,

Démonstration. a) Cas ou les deux séries Z Uy, et Z vy, sont a termes positifs, on a
n=ngo n:nO

pour tout entier m > ng + no,

m m 2m 2m 2m

(Zun)(ZUn)S Z wnS(Zun)(Zvn)

n=ng n=ny, n=ng+ny, n=ngo n=ng
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o0
donc si les deux séries sont convergente alors la séries > w, converge. Il découle des deux
n=ng+ny
inégalités précédantes que
[e.e] [e.e]

Z wn:(z un)(z Up).

n=ng+ny n=ngo n=ny,

b) Cas général. Soit pour tout entier m > ng + ny,

Y e (N w) (Y] =Y

n=ng+nj n=ng n=ny, m<p+q
p<m, g<m

> ||
m<p+q
p<m, q<m

IN

Soit > w!, la série produit de > |u,| et > |v,|. Alors on a

n=no+ng n=mno n=n,
m m m
Yo lurgl = Y wh = (O ) (D feal):
m<p+q n=ng+ny n=ng n=ny
p<m, g<m

Donc d’apres a), lim > |uyv,| = 0. D’ou

m—00

m<p+q
p<m, g<m
m m m
lim | E wn—(g un)(g v,) |= 0.
m—0o0
n:n0+n6 n=ng n:n{)
Ainsi, la série produit est convergente et on a
o0 oo o0
E wn:(g un)(g Un)-
n=ng+ny n=ng n=ny,

De plus pour tout entier n > ng + ng, on a |w,| < w!, donc la série produit est absolument

convergente. [

Exemples 2.3. Soit r €] — 1, 1], étudions la série

[e.9]

Z(n + 1)r™.

n=0
On a pour tout n € N, (n+ 1)r" = > r"*r*k. Donc la série > (n + 1)r" nest autre que la
k=0 n=0

o0 &)
série produit de Y r™ et Y, r". D’ou elle est absolument convergente et on a
n=0 n=0

()

0 n=0

8

> i =

3

R
1—r

H
|
5
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Attention 2.3. En général

n=0 n=0 n=0
par exemple
g =245 =)
n=0 n=0

6.3. Séries alternées.

Définition 2.6. Soit > u, une série convergente, le reste d’ordre n de cette série
n

o
est la somme > u,.
k=n+1

Remarque 2.6. En général le reste d’ordre n d’une série est noté R,,, doncona S = S,+ R,

ou S et S, sont respectivement la somme et la somme partielle d’ordre n de la série.

Définition 2.7. Une série alternée est une série dont le terme général u, est de
la forme u, = (—1)"v,, ou

e (v,), est une suite décroissante,

e (v,), est une suite positive,

e (v,), converge vers zéro.

Remarque 2.7. 1l existe d’autres définitions des série alternées la plus générale dit qu'une
série de terme général u, est alternée si (—1)"u, garde un signe constant. Dans une autre

définition une telle série est alternée si (—1)"u,, est décroissante positive.

Proposition 2.12. Toute série alternée > (—1)"v, est convergente. De plus :
1) (Formule de majoration du reste) Pour tout entier n, |R,| < v,i1.

2) La somme partielle S, vérifie
S2n+1 S Z(_]-)nvn S S2n-
n=0
De plus les deux suites (Sa,11), €t (San), sont adjacentes.

Démonstration. Posons pour tout n € N,

Qyp = S2n+1 et bn - S2n'
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On a
(py1 —Qp = V2pyo — U2pyz 2> 0,
bny1 —by, = —Uzpq1 +Vapg2 <0,
bn —n = V2py1 — O+.

Donc les deux suites (a,), et (b,), converge vers une méme limite qui n’est autre que la somme
S de la série Y (—1)"v,. Par suite Sy,11 < S < Sop,.
n

Il reste a montrer 1). On a pour tout entier n :

‘Rin = lim |52m+1 - 52n| = lim Sy, — S2m+1
m—0o0 m—00
< Son, — Sont1 = Vont1
< V2n41-
|R2n+1| = lim |52m - S2n+1|
m—0o0
= lim Sy, — Szn+1
m—0o0
< Son+a — Sopt1 = Vango. U

Exemples 2.4. Les séries

cos(nm —1)"In(n+1
5 costim) 5~ (1) o+ 1)

n—+1 n+1

n

sont des séries alternée donc elle convergent.

7. Série n° 2.

Exercice 1. Déterminer la nature des séries (a € R) :

1 + sin(n?) 241y (na)™ 1
Zn2+1—sin(2n)’;6 ’Z n! _a#e’

n n

1 ‘ (nla™)? ‘ n®
nln(n)(In(ln(n)))e’ 2n)! 7 T ’ 14+ nae”
2 TG 2 @ 0 0F B D meeos(Trg)

[e.o]
Exercice 2. Déterminer la nature de ) %an, a € IR, et calculer sa somme dans le

n=0 o0 o0

cas ou elle existe (Ind. donner I'expression de la série produit (> a") - (Y. a™)?).
n=0 n=0
Exercice 3. (Formule de Stirling). On considere la suite :
nntz x
Ty = ¢~ et on pose u, = In(=21)

1) Montrer que u, = O().
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2) En déduire que la série > u, converge et que la suite (z,), converge vers une limite
n

x> 0.
3) En utilisant la formule de Wallis :

. 2:2 4.4 2n - 2n s
hm . e —_
n—oc1-3 3-5 (2n—1)-(2n+1) 2
montrer que lim @ /E
oo (2n)1/2nF1 2
4) En remarquant que lim -%22; = 1 déduire que lim z, = —=.
n—oo (Z‘n) z n—oo \/ﬂ

5) En déduire que (n!), et ((ne™')"v/2mn),, sont équivalents.

6) En déduire la nature de la série ) ("671#

Exercice 4. 1) En utilisant le théoréme de comparaison série-integrale, vérifier que

—~ 1
z = In(n)
k=1

converge vers une constante C' (constante d’Euler).

2) Soit la série harmonique alternée :

o0
3 (=1)"
1
n=0 n+
S
Démontrer que la some partielle Sy, .1 de cette série vaut : 9,11 — 0, OU 0, = kzo -

3) Prouver que lim Sy,.; = In2 et que la somme de la série harmonique alternée existe et
n—oo

elle vaut In 2.

4) En déduire une valeur approchée de In2 a l'ordre %.

Exercices facultatifs

Exercice 5. (Regle de Duhamel) 1) Soit (u,), une suite de termes positifs vérifiant :

Montrer que pour 5 € IR\ {1}, > u, converge si et seulement si 3 > 1.
2) Soit (uy), une suite de termes positifs vérifiant :
Q

. 1
“+1:1——+O(—ﬁ) a>0, 6>1
Uy, n n

On pose v, = nu,, étudier la série 3 In(=2*) et déduire que la suite (v,), possede une limite

[ > 0. En déduire la nature de la série ) u,.
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3) Etudier la nature des séries de termes généraux :

2k’ (ne=h)n
. (n))? -1/2), .
| | ; (n!) | |sm P

k=1

|y
(np ) : (p-‘rm-‘r +p+n)’ (pE W*, a > 0)
(pn)!
Exercice 6. Dans cet exercice nous admettons le résultat suivant dit regle de Abel : 5%

(un)n est une suite a termes positifs décroissante et converge vers zéro et si (vy,), est une suite

n
telle que pour tout > v, est bornée alors la série Y u,v, est convergente.
k=0 n

Montrer que pour 0 €]0, 27[, la série ) | ET

Z sin(nd) ot Z cos(nd) ‘

n

Exercice 7. 1) Soit (uy,), et (v,), deux suites positives équivalentes. Montrer que :
n

[e.9]

1) Si Y u, diverge, alors les sommes partielles > uy et Y vy sont équivalentes.
n=0 k=0 k=0
[e.e] o0

oo
2) Si > w, converge, alors les restes Y wug et > v, sont équivalentes.
n=0 k=n+1 k=n+1

3) Donner la nature de la série de terme général (Y kln(1+ 1))% a € R.
k=1
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Exercice 1.

1+sin(n?) 2
°0< n?2+41—sin(2n) — n2?’
. . (2 a
esia<0, lime ™+ £,
n—o00
. . (2 a
sia>0, lim n2e (D" =0,
n—00
(nla™
° U, = 2n)' , a# 2,
wnn _ (D0 g2
un  (2n+2)(2n+1) 4>
_ (na)” 1
® Uy = nl e’

T =a(l+1)" — ae,

1
® W) (m{m(n))?

onauf—fln(3 Lde,

e arccos(

)
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Série 2, Solution.

la série converge;
la série diverge, (terme général -4 0),

la série converge, (Riemann);

la série converge <= a < 2, (d’Alembert);

la série converge <= a < L, (d’Alembert);

comarable & [ = [;* mdx, posons t = In(z),

la série converge <= a > 1, (série-intégrale);

I'équivalence au voisinage de 1, arccos(y) ~ /2(1 — y),
~ 1 V2
entraine arccos(qi—) ~ /2777 =~ et

la série converge <= a > 2;

Exercice 2. Si |a| > 1, la série diverge, car le terme général ne tend pas vers zéro.

o0
sia€]—
n=0

absolument convergente, et on a

o0

Z(n + 1)a" =

n=0

o0

donc la la série produit (> a")(

n=0

3 (n+2)2<n+ Do _ SO S arF(k + 1)ah) = : i mt :

n=0 k=0

Tn4+1

30w -

n=0 k=0

[e.o]

1,1[, la série Y a™ est absolument convergente, donc la série produit (Y a™)?* est

n=0

o0 n [e.9]

Q_a" =

n=0

Y,

1—a

o0
Y (n+ 1)a™) est absolument convergente, et on a
n=0

n

(nt1)"HHE

Exercice 3. 1)

U, ln(wnzl) =—

=—1+1—

2) De 1) la série > u, converge, donc Y _(In(z,41) —

= T
Tn n" T2 (n41)

In(x,)) converge d’ou (In(z,)), conver-

n n
gever une limite s, ainsi (z,), converge vers une limite z = e® > 0.
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3)
( (27-n!)? )2 o (2-2-4-4---2n-2n)? 1
(2n)v/2n+1 ~ 12372n-(2n—1)-1-2:3--2n-(2n—1) 2n+1
—( 22 44  2n2n 2.2.4-4--2n-2n 1
13 35 (2n—1) 2:24-4--2n-2n 2n+1"
(27 -n!)? 22 44 2n-2n _ @) T
= = e — h e — % —.
@ D)-a1) 20 Ainsi 7}520 @n)lv2n Tl

9 N 2
Dot (Gimvams) = 15 7 35
4) On a 11mxn—:c7é0 doncginolo(jc”%’gz:—g

V2(2)2 (n)2 (27 a2 \/2n+1‘

8
I

1
. D’autre part

Ton _ (2n)2n+% —2n (TL')Q 2n __
()2 (2n)! n225 2n)! pi 0 2n)-V2n+ 1 Vn
D’ou d’apres 3) 1 = nh_% ay = Z(v/2)?, donc z = \/Lz?
5) D’apres 4) on a lim % 2T — 1, ainsi n! ~ (ne”')"v/2mn.
6) On a aussi (”6;!1)n ~ \/21%, donc les séries zn: M et > \/2#% sont de méme nature,

(”e;,l)n diverge.

donc >

Exercice 4. 1) L’application f : [1,00[— R; = — % est décroissante positive donc, d’apres
le théoreme de comparaison série-intégrale, la série

S ([ e -

k=2

| =
SN—

est une série convergente, c’est a dire que

1T k T
k=2 k=2
est convergente, d’ou
oL =1 (a3
——Inn)=1- —dx — -
k 1T k
k=1 k=2

converge vers une constante C.

2) Soient S, = > EL et g, = 3O =5 Ona
k=0

k+1

2n+1 n
(71)k o (71)2k ( 2k+1 1
Z Z( + 2k+1+1 ) Zk 0(2k+1 - 2k+2)

S2 +1 -
n = k+1 = 2
— 1
kzo(%—i-l 2k:+2 22k+2)
2n+1 " n 1
= (> k—H)— Zk_H:O-QTH-l_O-TL
k=0 k=0

3) lim Sy,4+1 = 09, —In(2n)+1In(2)+1In(n)—0, — C+In(2)—C = In(2). La série harmonique

n—
alternée est une série alternée (de terme général tend vers zéro), donc elle converge vers une

=In(2).

limite S, par suite S,,,1 converge aussi vers S, donc S
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4) D’apres la formule de majoration du reste pour les séries alternées, on a

9
1) 1
[In(2) Z/<:+1 =10’

k=0

??‘

/\

d’ou Z (k —1 est une valeur approchée de In2 a I'ordre %



CHAPITRE 3

Espaces vectoriels normés

1. Définitions générales.
1.1. Définition et exemples.

Définition 3.1. Soit £ un espace vectoriel une norme sur F est une application :
E — R*, z — ||z| telle que

1 |zl =0 <= = =0,

2) ||z +y| < |lz|l + |ly|| inégalité triangulaire,

3) pour tout A € R, on a |[Az| = |A|[|z]|.

L’espace (E,|| ||) est appelé espace vectoriel normé.

Exemples 3.1. 1) Sur R™, n € N, on peut définir des normes par (pour x = (x1,--+ ,x,)) :

o |zl = |z|+ -+ |zl

o |zl = /]zi]2+ -+ |zal?,  norme euclidienne
o |zl = max{fzs],- -, zal}.

Montrons, par exemple, que

|z +yllz < l|zfl2 + [[¥ll2;
c’est a dire
e N L I e T
+Hl? + -+ |yl
+2(z1y1 + -+ TpYn)

Or on a
(@} 4+ 2D+ ) — @+ aaga)?
= > ai-yi+al-yl - 2ayimgy;
1<i<j<n
= > (my;— ) >0
1<i<j<n
Ainsi on a

2<m1y1+"'+l‘nyn) S 2|x1y1++xnyn|
< Vat e Fadyi byl

39
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par suite ||z +ylla < [lzll2 + [ly[l2. O
II) Sur lespace C([a,b]) des fonctions continues sur l'intervalle [a,b] ot a < b, on peut

définir les trois normes suivantes :

o [[f]le= m[a}é] |f(x)] norme de la convergence uniforme

o |flh=[11f(x)dx
o Ifll2=(f) 1/ (x)[Pdw)z

La seule propriété qui n’est pas évidente est l'inégalité triangulaire pour ||-||o. Cette propriété
découle de l'inégalité de Cauchy-Schwartz | f;f(:z:)g(x)dﬂ < (fab ]f(x)\zdx)%(fab |g(a)|2dx)2
II1) Sur l’espace R[X] des polynomes a coefficients réels, on peut définir les trois normes

suivantes (pour P =ag+ a1 X + -+ a,X") :

® ||P”OO:ma‘X{|a1|7|a2|a---7|an|}
o [Pl =laol + las] + - - + |an|
o [IPlla=/l]aol* +]ai> + - + |a,?

Exercices 3.1. Soient a et b deux point différents d’un espace normé (E. || - ||), soit pour

tout t € R,

t
T =0+ 7—7(b—a)
t e

1) Donner zy, pourt =0 et pourt = |b— all.
2) Vérifier que ||xy — zs|| = |t — s].
3) Supposons r < s < 't, comparer ||xy — x| et ||v — x| + ||z — 2|

4) Comparer suivant les valeurs de t € R,
16— all, [lze = all, flz: = b]-

1.2. Suites et limites. Soit (F, || ||) un espace vectoriel normé. Une suite d’élément de

E est une application u : N — FE| cette application sera notée u = (uy)nen 0U (Up)p-

Définition 3.2. Une suite u d’éléments d’un espace vectoriel normé (F, | ||) est

convergente vers un élément [ € F, si la suite réelle (||u, — [||), converge vers zéro.

Proposition 3.1. (Unicité de la limite) La limite d’une suite dans un espace

normé est unique.
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Démonstration. Si [ et I’ sont deux limites d’une suite (u,), dans un espace normé

(E,| ||)- Alors lim |lu, — || = lim ||lu, — ||, donc
[ =]l <[l = unll + [Jun —U]| — 0,
ainsi [l =U'||=0et =100

Définition 3.3. Une suite u = (u,), d’éléments d’un espace normé (F,| ||), est

dite suite de Cauchy si :
Ve>0, ANEN : Vn >N, Ym > N, |Ju, —uyl| <e.
Exactement comme le cas réel on a :
Proposition 3.2. Dans un espace normé toute suite convergente est de Cauchy.
Démonstration. Exercice. [

Attention 3.1. Dans un espace normé (E,| - ||) une suite de Cauchy n’est pas
nécessairement convergente. Soit par exemple E = R[X] I'espace des polynomes a coefficients

réels, muni de la norme || - || définie par :
llag + a1 X + -+ - + 4, X"|| o = max{|ao|, |a1], ..., |an|}.

Alors, (up), ou u, = X + %X + -+ %X” est une suite de Cauchy car pour n,p € N,

1

—» mais pour tout polynome

Hun—f—p - un” <

P=a+au; X+ +a,X",

et pour tout n > m+1, on a

1
[un = Pl =
m+ 1
donc (uy,), ne converge pas vers P.

Définition 3.4. Un espace normé (E, ||-||) est dit complet si toute suite de Cauchy
de F est convergente.

Un espace normé complet est appelé espace de Banach.
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1.3. Notions de topologie.

Définition 3.5. Soit (E,| - ||) un espace normé, alors :

esiac F et reR ’ensemble
Bl,,={r€E : |z—a| <r}

est dite la boule fermée de centre a est de rayon r,

esiac F et r>01ensemble
Bun={r€E : ||z —al <r}

est dite la boule ouverte de centre a est de rayon r,

esiac Fetr>0Densemble
Sary ={r el : |lzv—a| <r}
est dite la sphere de centre a est de rayon r.

Remarque 3.1. La boule B(fo’l) (resp. Bo,1)) est appelée la boule unité fermée (resp.

boule unité ouverte) est elle sera notée B (resp. BY).

Définition 3.6. Dans un espace normé (E, | - ||), un esemble B C E est dit borné

si {||b]| : b€ B} est borné.

Remarque 3.2. 1) Un sous ensemble B d’un espace normé (E,|| - ||) est borné si, et
seulement si il existe r > 0 tel que B C Byg,.
2) Une réunion finie de bornés est un borné.
3) Tout sous ensemble d’un ensemble borné est borné.

4) Une suite (u,), est dite bornée si I'ensemble {u,, : n € N} est borné.

Définition 3.7. Soit (£, - |) un espace normé.

e Un sous ensemble O de F est dit ouvert si pour tout = € O, il existe r > 0 tel
que la boule ouverte B(,,) C O.

e Un sous ensemble F' de E est dit fermé si F \ F' est un ouvert.

e Soient a € E et V C E, on dira que V est un voisinage de a si pour un certain

réel r >0, on a B, CV.
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Remarque 3.3. 1) L’ensemble vide () et E sont des ensembles ouverts et fermés.

2) Une réunion quelconque d’ouverts (resp. de voisinages d'un élément a de E') est un ouvert
(resp. voisinage de a).

3) Une intersection finie de ouverts (resp. de voisinages d'un élément a de E est un ouvert
(resp. voisinage de a).

4

Une réunion finie de fermés est un fermé.

6) Une boule ouverte (resp. fermée) est un ouvert (resp. fermé).

7

)
5) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
)
) Tout sous ensemble fini de E est fermé.

La remarque précédente permet de donner la définition :

Définition 3.8. Soient (£, | - ||) un espace normé et A une partie de E.

1) L’intérieur de A, noté A est le plus grand ouvert contenu dans A (il existe
au moins un a savoir (}). Un point de A est appelé point intérieur a A.

2) L’adhérence, ou la fermeture, de A, notée A est le plus petit fermé contenant
E (il existe au moins un & savoir F). Un point de A est appelé point adhérent & A.

3) La frontiere de A, notée Fr(A), est ’ensemble A \ A=An ca

Exercices 3.2. Soit (E,| - ||) un espace normé. Montrer que :
1) Toute boule ouverte est un ouvert.
2) Toute boule fermée est un fermé.

3) Pour tout r >0 eta € E, B(a r = Bar-

Solution. 1) Soit b € B(,,y, posons s = r — ||b — al|. Vérifions que B, 5y € Ba,. En effet,

pour tout ¢ € B, on a |lc — b|| < s, donc
le —all < lle = bl + 16 — all <'s +[lb —al| = 7.

D’ou ¢ € B(yy). Ainsi B, est un ouvert.

2) Soit b ¢ B(fa,r)’ on a [|b—al|| > r. Posons s = ||b—a|| —r, alors B N B(fw) = (), c’est & dire
B, € E\ B{a,r)’ d'on E'\ B(fw) est un ouvert.

3) Soit b € B(fw) sib & B, donc ||b—al| = r. Soit pour tout n € N*, b, = a+(1—2)b. On a

b —all = la+ 1= b= (za+ (1= 3)a)l
=[A=Db—a)=0-pr<r
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Donc b, € B(ay). De plus lim b, = b. D’ou b € B(,,). Ainsi B(fa ") C B(as), de plus B(fa -y est

n—oo

un fermé qui contient By,,), d’ou I'égalité.

Exercices 3.3. Soit (E,|| - ||) un espace normé. Si A et B deuz partie E, Montrer que :
1)AUB=AUB.

9)CA=Cp et Ci=CR.

2)ANB=ANBE.

Proposition 3.3. Soit (E,| - |) un espace normé et FF C E. Alors on a

l’équivalence :
1) F est fermé dans F,

2) toute suite d’éléments de F' qui converge dans FE, sa limite est dans F.

Démonstration. Analogue a celle donner pour R, le lecteur est invité a faire la preuve

en exercice.

Exercices 3.4. Soit (E,| - ||) un espace normé, A C E et x € E. Montrer [’équivalence :
1)z €A,
2) il existe (ay), dans A telle que lim a, = x.

3)inf{||z —al : a€ A} =0
1.4. Distances et topologie d’une partie d’un espace normé.

Définition 3.9. I) Soient F un ensemble non vide et d : £ x E — R une
application telle que :

e d(z,y) =0 < z =y,

e d(z,y) =d(y,x), (symétrie),

o d(x,z) <d(x,y) +d(y, z), (inégalité triangulaire).

On dit alors que d est une distance sur E et que (E,d) est un espace métrique.

IT) Soit A un sous ensemble non vide d’un espace normé (E,| - ||), I’application

d: Ax A—R"; d(z,y) = ||x — y|| est dite distance associé a la norme | - |.

Définition 3.10. Soient (E,||-||) et (F,] -||') deux espaces normés, A une partie de

E et B une partie de F. Soit f: A — B est une application :
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1) Si a € A, on dit que f converge vers b € F quand z tend vers a, et on note

lim f(x) =, si

r—a

Ve >0, In>0,Vye A, ||z —a|]| <n=||f(z) =] <e¢

2) l’application f est continue en un point a de A si lim f(x) = f(a)

3) f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.

Proposition 3.4. Si (E,||-||) et (F,||-]|) sont deuz espaces normés, ACE, f: A— F
une application et a € A. Alors on a l'équivalence :

1) lim f(z) = be F.

2) pour toute suite (x,), dans A,

lim z, =a = lim f(z,) =0

n—oo n—oo

Démonstration. Exercice. [J

Exemples 3.2. Soit (E,| - ||g), (F,] - ||r) deux espaces normés et A une partie de E.
1) Une application f: A — F et k un réel positif. On dira que f est k-lipschitziénne
si ||f(x) = f)| < kllz —vy||. Alors toute application k-lipschitziénne est continue.
2) Soit dg la distance associée a || - ||g, pour tout sous ensemble non vide A de E, on peut
définir Uapplication
f: E—R; z—d(z A
ot dg(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}, dite distance de x a A. Alors f est lipschitziénne.

3) Sur un espace normé (E,|| - ||) Uapplication
f: E—=F z— X 2x+a

oua € FE et A € R, est continue.
4) Soient A (resp. B) une partie non vide de (E,|| - ||g) (resp. (F,|| -||r)). Une application
[+ A — B est dite une isométrie si dp(f(z), f(y)) = dr(x,y) pour tout (x,y) € A x B

(c’est a dire ||z —y||lg = ||f(x) — f(y)||r). Alors toute isométrie est continue.

Définition 3.11. Soit A une partie non vide d’un espace normé (£, | - ||).

1) Un sous ensemble O de A est dit ouvert de A, si O =UNA ou U est un ouvert
de L.

2) Un sous ensemble F' de A est dit fermé dans A, si ' = GNA ou G est un fermé
dans E.
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Proposition 3.5. Soit A une partie non vide d’un espace normé (E, | -||) et soit
d la distance associée a || -||. Si de plus O une partie de A, alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1) O est un ouvert de A,

2) pour tout a € A, il existe r > 0 tel que
Bu(a,r)={z € A : d(a,z) <r} CO
Démonstration. Exercice. [J

Proposition 3.6. Soit A (resp. B) une partie non vide d’un espace normé (E, |-||)
(resp. (F,||-||r)). Si de plus f: A — B une application. Alors on a l’équivalence :

1) [ est continue sur A,

2) l’image réciproque de tout ouvert de B est un ouvert de A.

3) l’image réciproque de tout fermé de B est un fermé de A.

Démonstration. 1) = 2). Soit O un ouvert de b et U = f~!(O), montrons que
U est un ouvert de A. Soit a € U on a il existe une boule ouverte B(s(,) ) dans F', telle que
B(f(a),eyN B C O. La continuité de f en a entraine que pour un certain n > 0 et pour tout z € A
tel que ||z —al|p <n,ona | f(x)— fla)||r <&, c’est adire que f(ANB(ay)) € Bfa)NB C O.
D’ott AN Bay € U, ainsi U est un ouvert dans A.
2) = 1). Soit a € A, pour tout € > 0, dans F' la boule ouverte B est un ouvert,
donc f~1(B(f(a))) st un ouvert de A contenant a, donc il existe n > 0 tel que AN By, C
S (B(f(a)e)). Dot pour tout = € A tel que ||z —allg <nona | f(z)— f(a)|r <e, ainsi f est
continue sur A par suite f est contntinue en a pour tout a € A, donc f est continue sur A.

2) <= 3) Il suffit de remarquer que f~*(C}) = Cf;l(y)' ]
Proposition 3.7. Soient (E,| - ||g) et (F,| - |r) deur espaces normés et
f: E— F

une application linéaire, alors on a l’équivalence :
1) f est continue,
2) f est continue en 0,

3) il existe M >0 tel que pour tout x € E, || f(z)||r < M| z|g.

Démonstration. Les implications 3) = 1) = 2) sont évidentes. Montrons que 2)

— 3). Sinon donc pour tout n € N* il existe x,, € E, tel que || f(z,)||r > n||x,||g. Posons
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1 : - : B .
Yn = warqp Tns> O1 A nh_}rgo |lynllz = 0 donc JLI{)IO y, = 0. Mais

1S (yn) | e = 1 (@n)llr > 1.

1
nl|znlle

Ainsi (f(yn))n ne converge pas vers 0, ce qui est absurde.

Exercices 3.5. Soit (E,||-||) un espace normé. Soit || - ||" une autre norme sur E. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) || - est continue sur E,

2) || -||" est continue en zéro,

3) il existe un réel M > 0 tel que pour tout x dans E, ||z||" < M|z||.

" sont dites

Définition 3.12. Sur un espace vectoriel £ deux normes || - | et || - ||
équivalentes si il existe deux réels M et N strictement positifs tels que pour tout

rel,

Nzl < ||zl < Ml|].
Exemples 3.3. 1) Sur R™ les normes || -+ ||loo, || - |1 €t || - |l2 sont équivalentes. En effet,
I floo < -2 < Il < 0l - floo

2) Sur R[X] les normes || - ||o €t || - |1 ne sont pas équivalentes. En effet, pour P, = > Xk,
k=1

on a ||P,|l1 =n et ||Palloc = 1. Donc on ne peut pas avoir | P,||y < M||P,||1, pour tout n.

Remarque 3.4. Deux normes équivalentes sur un espace vectoriel définissent les mémes

ouverts, les mémes fermés, les mémes bornés, les mémes suites de Cauchy et les mémes suites

convergentes.
1.5. Parties connexes par arcs.

Définition 3.13. Soit £ un espace normé de dimension finie. Une partie non vide
de A de E est dite

1) convexe si pour tout (a,b) € A%, le segment [a,b] := {(1 —t)a+tb : 0<t <1}
est contenu dans A;

2) étoilée par rapport & un point a de A, si pour tout b € A, [a,b] C A

3) connexe par arcs si pour tout (a,b) € A?, il existe une application continue

f:[0,1] — FE telle que f(0) =a et f(1) =b.
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Remarque 3.5. 1) Il est évident que convexe —> étoilé — connexe pae arcs.
Vérifions par exemple que étoilé = connexe par arcs. Soit A un ensemble étoilé par rapport
& un point a, soit (b,c) € A? on a [b,a] U [a,c] C A. Le segment [b,a] est 'image de [0, 1] par
I'application continue f(t) = (1 — )b+ ta (resp. g(t) = (1 — t)a + tc). Soit

f(2t) sitel0,3]

h(t) =
© g2t —1) sitelz 1]

L’application h est continue sur [0, 1], h(0) = b, h(1) = c et h([0,1]) = [b,a] U [a,c] C A.
2) Dans R? un cercle, non réduit a un point, est un connexe par arcs qui n’est pas étoilé.
3) Dans R?, [(0,0), (1,0)] U[(0,0), (0,1)] est étoilée par rapport a (0,0), mais elle n’est pas

convexe.
Proposition 3.8. Les connexes par arcs de R sont les intervalles

Démonstration. D’abord tout intervalle est convexe donc il est connexes par arcs. In-
versement, si I est un connexes par arcs dans R. Pour tout (a,b) € 1%, a < b, il existe une
application continue f : [0,1] — I telle que f(0) = a et f(1) = b. Par le théoreme des valeurs
intermédiaires [a,b] C f([0,1]) C I. D’ou I est un intervalle.

Proposition 3.9. L’tmage d’un connexe par arcs par une application continue

est un connexe par arcs.

Démonstration. Découle du fait que le composé de deux fonctions continues est une

fonction continue. [

Corollaire 3.1. L’tmage d’un connexe par arcs par une application continue a

valeurs réelles est un intervalle.
Démonstration. Découle des deux propositions précédantes. [J
1.6. Parties compacts.

Définition 3.14. Soit F un espace vectoriel et Soit u = (u,), une suite dans FE.
Une sous suite extraite de u est une suite de la forme (u,(,)), o1 0 : N — N est

strictement croissante.
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Définition 3.15. Soit (E,|| - ||) un espace normé. Un sous ensemble K de F est
dit compact si de toute suite d’éléments de K on peut extraire une sous suite

convergente dans K.

Exercices 3.6. 1) Soit (E,||-||) un espace normé. Montrer que si K est un compact alors,
K est un fermé borné.
2) Soit (RIX],| - [|eo) €t FF={X"™ : n € N*}. Montrer que F' est un fermé borné qui n’est

pas compact.

Proposition 3.10. L’image d’un compact par une application continue est un

compact.
Démonstration. Exercice.

Corollaire 3.2. Soit K un compact d’un espace normé. Toute application f :

K — R continue est bornée et elle atteint ses bornes.
Démonstration. Exercice.

Définition 3.16. Soient (£, | -||) et (F,| - ||') deux espaces normés. Si de plus A
(resp. B) est une partie non vide de E (resp. F) et f : A — F une application.

On dit que f est uniformément continue sur A si

Ve>0, In>0: Vr,ye A, |lz—y|<n
— [If(z) = fWll' <e.

Remarque 3.6. Soit f : A — F une application, si f est uniformément continue sur

A, alors f est continue sur A.

Théoréme 3.1. (de Heine) Toute application continue sur un compact est uni-

formément continue.
Démonstration. Exercice.

2. Espaces vectoriels normés de dimension finie.
Proposition 3.11. Tout espace vectoriel de dimension finie posséde des normes.
Démonstration. Soit {e, -+ ,e,} une base de F, alors si x = z1e1 + - - - + x5,

[l = fa] + -+ |2l
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[2]loe = max [z;],
1<i<n

et |z)la = /]@1]? + - -+ + |zn|? sont toutes des normes sur E. O

Remarque 3.7. Dans le reste de ce paragraphe si E est un espace vectoriel de dimension

finie. On peut se permettre de définir les normes

M 1F- fl2s 1 floo

elles seront alors rapporter, sans le dire par fois, a une base quelconque de I’espace E. Signalons

que ces tois normes sont équivalentes.

Théoréme 3.2. (de Bolzano-Weierstrass) Soit E un espace normé de dimension
finie muni d’une norme | - |, ot une norme équivalente, alors de toute suite

bornée de E on peut extraire une sous suite convergente.

Démonstration. On peut supposer que E = RP et soit || - ||« la norme infinie sur £. On
démontre le théoreme par récurrence sur p. Si p = 1, le théoreme est déja démontré. Supposons
le résultat vrai pour p, Si (u,), est une suite bornée de R?™' donc u, = (u'y,...,u?™,),
alors la suite ((u'y,...,u”,)), est bornée dans R? donc, par hypothése de récurrence, elle
posséde une sous suite extraite ((u's(n),...,uPy(m)))n qui converge. La suite (uPtl,q,), est

bornée donc elle possede une sous suite extraite ((u's(pmn))s s Wo(p(n))))n qui converge. Donc

(U gop(nys - WP gop(n)) )n €St une sous suite extraite de (u,), qui converge. O]

Proposition 3.12. Soit E un espace normé de dimension finie muni de la norme
|- |ocs O une norme équivalente, Alors les parties compacts de E sont exactement

les parties fermées bornées.
Démonstration. Exercice.

Exemples 3.4. Soit E un espace normé de dimension finie muni d’une norme || - ||, 0t
une norme équivalente.
1) Les boules fermées est les spheres sont des compacts dans E.

2) Si (x,), est une suite qui converge vers un élément x dans E, alors l’ensemble
K={z, : neN}U{z}

est un compact.



Cours d’Analys 4, SM3-SMI3 51

En effet, Il est clair que K est borné. Vérifions que K est fermé. Soienta ¢ K etr = @,
il existe N € N, tel quen > N, x, € By, Soit s = min{r, |ja — xol|, [[a — z1||, ..., ||a — xn_1 ]|}
Alors By N K =0, dow E\ K est un owvert, c’est a dire K est fermé. Ainsi K est un

compact.

Théoreme 3.3. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes.

Démonstration. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et {ey,--- ,e,} une base

de E. Soit || - || une norme sur E, montrons que || - || est équivalente a || - ||». D’une part,

z]| < [lzrer]] + - -+ ||znen]]
< 1) .
< lfgg;(’fﬂz\) (leal] + -+ [leall)

= [lzllco(llexll + - -+ llenl])

Nous avons démontrer que = +— ||x|| est continue sur (E, | - [|[«) et puisque la spheére unité
S ={z € B |lz]lec = 1}

de la norme || - || est un compact dans (£, || - ||o). Donc & +— ||z|| atteint ses bornes sur Sy ..
D’ou il existe s € Sy tel que

inf [|z|| = ||s]| = N > 0.

zeS

D’ol pour tout x € E non nul, ||mx|| > N, c’est a dire ||z|| > N||z||«. Par suite pour tout

v e B, Nzl <zl < (lexll + -+ llen]])][[#]|oo- O

Théoreme 3.4. Toute espace normé de dimension finie est un espace de Ba-

nach.
Démonstration. Soit (£, || -||) un espace normé de dimension finie. Toute les normes sur
E sont équivalentes donc on peut utiliser la norme || - ||; par rapport a une base {ej,...,e;}

de E. Soit (u,), une suite de Cauchy dans E. Pour tout n on a u, = ule; + -+ + ule,.

)

* )n est une suite de Cauchy

Pour tout i € {1,...,m}, |u}, — ul| < [[tnsp — Upll1. Donc (u

dans R, donc elle converge vers une limite notée I* € R. Soit [ = l'e; + --- + [™e,,, on a

|, =11 = |ul =11 + -+ [u™ — 1™, ainsi lim |lu, —I||; = 0. D’olt (u,), converge vers [ dans
n—oo

E. 0

Proposition 3.13. Soient (E,| - ||) un espace normé de dimension finie, (F,| -|)

un espace normé et f: E — F, une application linéaire, alors f est continue.
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Démonstration. Soit {ey, ..., e,} une base de E et soit ||- ||o la norme infinie de £ associée

a cette base. Pour tout v = xe; +--- +2,¢, € £/, on a

LF@" <[l f el + - - + [l f(en)
< [lelloo(Lf ()]l + - - - + £ (ep)l)-

Sur I'espace F, la norme || - || est équivalente & la norme || - ||. Donc il existe M > 0, tel que

pour tout z € E, ||z||cc < M||z||. D’ott pour tout x € E, on a

1A @) < Mf (el + -+ 1 (ep) D1zl O

2.1. Quelques Exemples d’espaces vectoriels normés. I. Le corps C est un espace
vectoriel sur R de dimension 2, de plus l'application R*> — C; (a,b) — a + ib permet

d’identifier R? & C. Ainsi la norme || - || sur C n’est autre que le module | - |.

II. Soient (E,|| - ||) et (F,] - |I') deux espaces normés de dimension finie. Soit L(E,F)
'espace des homomorphismes de E dans F. Tout f € L(E, F'), est continue. Donc sup || f(x)]
ll=l|=1

existe et fini, alors f +— ||f|| := sup [|f(x)||" est une norme sur L(F, F'). On dira que f — || f||
l[x[=1
est la norme de L(E, F') (subordonée aux normes de E et F).

III. Soit L(E) I'espace des endomorphismes sur F, on a la norme || - || de L(E), subordonée

a la norme de FE, vérifie aussi ||f o g|| < |If] - ||g]|-

IV. L’espace M, (R) des matrices d’ordre n s’identifie a L(R™).

e Chaque norme sur R” donne naissance a une norme sur M,(R) qui vérifie pour tout
(A, B) € Mu(R)?, [[AB|| < [|A]l - | B].

e On aussi pour M € My(R), |M| = +/tr(M-M?) définie une nourme eucli-
diennee sur M, (R), ou tr(M) (resp. M") désigne la trace (resp. transposée) de M (en fait
(M,N) = \/tr(M - NY) est un produit scalaire sur M, (R)).

V. Si F' =R alors L(E, F) n’est autre que 'espace dual de F, noté E', c’est 1'espace des

formes linéaires sur F.
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VI. Si £ = R” muni de la norme ||-||5 dite norme euclidienne. On a (z,y) = z1y1+ - -+, Yn

est un produit scalaire sur R" et

[zllz = V/{z, z).

Pour tout x € R", 'application :
fm : R" — R,’y = <x7y>

est un élément de E' et on a E — E’; x +— f, est un isomorphisme isométrique (||z||2 = || fz|)-
Ainsi E s’identifie a E'.
VII. Soient (E, || -||) et (F,] - |I') deux espaces normés.

1) L’espace E x F' peut étre muni des normes équivalentes suivantes :

o (z,y) = [zl + [yl

o (z,y) — max{|lz|, [[y['}

o (z,y) = VIlzl*+ llylI”*.
L’espace E x F' est appelé espace normé produit de E et F.

2) Soit (G, ||]|") espace normé. Une application B : ExF — G, est dite bilinéaire si pour
tout © € E (resp. y € F') application : F — G; y — B(x,y) (resp. F' — G; = — B(x,y))
est linéaire.

3) L’application B est continue si et seulement si, il existe M > 0 tel que pour tout (x,y) €
Ex F,ona |[By)|l" < Mla|| - |yl

En effet (nous vérifions seulement une implication). Pour (z,y) € E x F et (zg,yo) € E X F,
on a

1B(x,y) — B(zo, yo)||” = [|1B(z,y) = B(x, o)

+B(x,y0) — B(zo, yo) "
< |1B(z,y = o)l
+[[ Bz — zo, 30) "
< |zllolly — volleaM
+llo = zollolyoll o M

4) De plus si E et F sont de dimension finie alors B est continue.

En effet, soient B = {ey, ..., e, } (vesp. B’ = {f1,..., fm}) est une base de E (resp. F). Pour

tous

r=x1+ --+axe, € Eety=y1+---+ymnem € F
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s0it || -+ |leo (resp. || - ||) la norme infinie de £ (resp. F') par rapport a la base B (rep. B').

1B " = | 22 @y; Bles, [i)II

i,J

< 2 llocllyllea o 11Bes £)17)

< M[zfloollyllo

ou M =3 [|B(es f;)|"-
irj
5) Si (E,| - ||) est un espace normé, alors les deux applications suivantes, qui sont

réspectivement linéaire et bilinéaire, sont continues :

oS EXFE—E; (x,y) mx+y

oIl :RXFE—FE; (\y +— A x.

Donc si on a z, — = et y, — y dans E, et A\, — A dans R, alors A\, - x,, + y, = A -z +y.

VIIL. Si Ei, Fs,..., E,, des espaces vectoriels normés de dimension finie.

1) On peut définir par récurrence l'espace normé produit
Ey x By x -+ x E,.
2) De méme on a toute application p-linéaire
fi By xEyx--xE, — F,
ou F' est un espace normé, vérifie pour un certain M > 0,
1f (21, 22, s 1) [P < M|zl (22| 6, - - ||,

pour tout (z1,2s,...,2,) € E1 X Ey x --- x E,. Donc f est continue.
3) Comme conséquence on a le déterminant dét : M,(IR) — R est une application
continue.

4) Le goupe linéaire GL,(IR) = dét™'(IR*) est un ouvert dans M,(IR).
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3. Série n° 3.

Exercice 1. Soit (E,|| - ||) un espace normé. Soient A et B deux sous ensembles de E.

Montrer que

1)E\z \ E\A=E\ A
2) AUB=AUBet ANB =ANEB

Exercice 2. Soit (E, || - ||) un espace normé. Soient (r,s) €]0,00[? et (a,b) € E?. Montrer
que (ind. dans cette exercice on peut s’inspirer des positions relatives de deux disques dans le
plan).

1) B(a,) est un ouvert et B(fa,r) est un fermé.

2) B( r) = B{a ) et B(ar) = B(a,r)-
3) B(ay,ﬂ) N B(b,s) + ) <— ||(L — b|| <r+s.

4) Blas) = Bpsy == (a,7) = (b, s).

Exercice 3. Soit M,(IR) I'espace des matrices carrées d’ordre 2, 'espace IR? est muni de

la norme infinie || - ||co-
. a1 Qr2 , .
1. Soit M = , vérifier que ||M|| = sup{||Mz|lw : [|Z]|oc < 1} est une norme
G271 022

sur My(IR) et que ||M]| =
2. Vérifier, de deux manieres, que si M et N dans My(IR), |[MN| < ||M]| - ||N]-

Exercice 4. Soit (E, || - ||) un espace normé et soit d la distance associée a || - ||. On rappel
que pour z € F et AC E, on ad(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

1) Montrer que : d(z,A) =0 <= z € A.

2) Montrer que l'application f4 : E — IR; z + d(z, A) est continue (ind. on montrera

qu’elle est lipschitzienne).

Exercice 5. Soit (E, || - ||) un espace normé dimension finie et soit d la distance associée a

I 11
1) Montrer que si A est une partie fermée non vide de E et = € F, alors il existe a € A tel

que d(z, A) = d(z,a).



56 Z. ABDELALI

2) En déduire que dans (R3] - ||2) si z € IR?, et A est une droite ou un plan dans IR,
alors il existe a € A tel que d(z,a) = d(z, A).

Exercice 6. Soient dans (IR?, ]| ||oc), A= {(z,y) € R* : © >0, zy=1} et B= R x{0}.
1) Vérifier que A et B sont deux fermés disjoints.

2) Vérifier que d(A, B) = 0.

Exercice 7. Soit dans C' la sphere unité dans (IR?, || - ||2). Soit f : C' — IR une application
continue.

1) Montrer que 'image de f est un intervalle fermé.

2) Montrer que f n’est pas injective (ind. considérer 'ensemble C'\ {a} ou f(a) est un

point situé a l'intérieur de f(C), puis dire si f(C'\ {a}) est connexe par arcs).

En déduire que f~! est continue.

Exercice 8. Soit (£, || - ||) un espace normé de dimension finie, (F, || - ||) un espace normé
et L: EE — F une application linéaire.

1) Soit f: B(0,r) — F, r > 0, une application telle que || f(z) — L(x)|" = o(||x||), montrer
que f est continue en zéro.

2) Supposons que f est la restriction d’une application linéaire G, montrer que L = G.

Exercices facultatifs

Exercice 1. Soit (E, || - ||) un espace normé et soit d la distance associée a || - ||. On rappel
que pour z € F et AC E, on ad(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

1) Montrer que : d(z,A) =0 <= z € A.

2) Montrer que I'application fa : E — IR; = +— d(x, A) est continue.

3) Soit F} et Fy deux sous ensembles non vides, fermés et disjoints.
i. Définissons sur E la fonction :

d(z, Fy)
d(z, F1) + d(z, Fy)

f e

Montrer que f est une application continue, f(E) C [0,1], f(F;) = {0} et f(Fy) = {1}.

ii. Déduire qu’il existe deux ouverts disjoints O; et O, tels que F; C Oy et Fy C Os.
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4) Si A et B sont deux parties de E, on définie d(A, B) = inf{d(z,vy)/ (z,y) € A x B}.
i. Vérifier que d(A, B) = inf{d(z, B)/ x € A} = inf{d(y, A)/ y € B}.
ii. Supposons que AN B = (), A est compact et B est fermé. Montrer que d(A, B) > 0.

5) Soient dans IR?*, A = {(z,y) € R* : zy =1} et B= IR* x {0}.
i. Vérifier que A et B sont deux fermés disjoints.

ii. Vérifier que d(A, B) = 0.

Exercice 2. Soit dans C' la sphere unité dans (IR?, || - ||2). Soit f : C' — IR une application
continue.

1) Montrer que 'image de f est un intervalle fermé.

2) Montrer que f ne peut pas étre bijective (ind. utiliser les propriété des ensembles

connexes par arcs) .

Exercice 5. Soient (E, || - ||) un espace normé. Un sous ensemble non vide A de F est dit
connexe si pour tous ouverts disjoints U et V de E, si ACU UV alors ACU ou ACV.

1) (Tout intervalle de IR est connexe) Soit I un intervalle de IR et soient U et V' deux ouverts
disjoints tels que I C U U V.

i. Soit (a,b) € I?, tel que a < b. Supposons que a € U et posons
E={z€la,b] : [a,z] CU}.

Montrer ¢ = sup F existe, a-t-on ¢ € V. Conclure.
ii. Que peut-on dire si a € V.
iii. En déduire que I CU ou I C V.

2) En déduire que tout connexe par arcs dans un espace vectoriel normé est un connexe
(ind. soit A un connexe par arcs dans F, s'il existe deux ouverts disjoints U et V' tels que
ACUUV, ANU # 0 et ANV # (), considérer une application continue f : [0,1] — A telle
que f(0) e ANU et f(1) e ANV).

Exercice 3. Soit M,(IR) munie de sa norme | - ||. Soit A et B deux éléments de M,(IR)
tels que AB — BA = B.
1) Calculer en fonction des puissances de B, AB™ — B"A, oun € IN*,

2) En déduire que B est nilpotente.






CHAPITRE 4

Suites et séries de fonctions

1. Suites de fonctions.

Dans tout ce chapitre K désignera le corps R, C ou un espace normé de dimension finie
(E,]| |)). Ainsi toute suite de Cauchy de K converge. Soit A un ensemble si pour tout n € N,

on a une fonction

fn:A—K

alors (fn)nen est appelée suite de fonctions.

1.1. Différents types de convergence pour les suites de fonctions.

Définition 4.1. Soit (f,,), une suite de fonctions définie sur un ensemble non vide A.
1) On dira que (f,), converge simplement, sur A, vers f : A — K si pour tout z € A
fixe, la suite (f,(x)), converge vers f(z).

2) On dira que (f,), converge uniformément sur A vers f: A — K, si
Ve >0, INeN, Vn> N Ve € A, |f(x) — fulz)] <e.

Remarque 4.1. 1) Si (f,), converge uniformément vers f sur A, alors elle converge
simplement sur A, vers f.
2) Si (fn)n est une suite de fonctions qui converge (simplement ou uniformément), alors sa
limite est unique.
3) (fn)n converge uniformément sur A vers f, si et seulement si, (sug | fu(z)—f(2)|)n converge
ze

vers zéro, si et seulement si, il existe une suite (\,), converge vers zéro et il existe N € N tels

que pour tout n > N et tout z € A, |f,(z) — f(z)] < A\,
Exemples 4.1. Soit pour tout n € N,
fo: [0,1] — Kz — 2"
On a (fn)n converge simplement vers
f:00,1] —K; f(1)=1, f(z)=0, siz€|0,1],

59
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mais elle ne converge pas uniformément vers 0. En effet, sup |f,(z)—0] > sup |z"—0| =1,
z€0,1] z€[0,1]
ne converge pas vers z€ro.
Définition 4.2. Soit (f,), une suite de fonctions définie sur un ensemble non vide A. On

dira que (f,,), est uniformément de Cauchy si elle vérifie le critére de Cauchy uniforme

suivant :

Ve>0, AN eN, Vn> N, VpeN, Vx € A, |foip(x) — ful(2)] <e.

Proposition 4.1. Une suite de fonctions définie sur un ensemble A, non vide, est uni-

formément convergente sur A si, et seulement si, elle est uniformément de Cauchy.

Démonstration. On peut vérifier facilement que la condition est nécessaire. Montrons
qui elle est suffisente. Soit (f,), une suite de fonctions qui est uniformément de Cauchy. On a
pour tout z € A, la suite (f,(z)), est de Cauchy dans K, donc elle converge vers une limite
notée f(z). La correspondance f: A — K; z+— f(z) est une applications. Par construction

(fn)n converge simplement vers f. Rappelons que (f,), est uniformément de Cauchy, donc

1
Ve >0,AN €N, Vn > N, Ym > N, Vx € A, |f.(z) — fo(2)] < 3¢

Dans ces conditions on a :

£ = Fal)] = i |fula) — ful@)] < e <<

D’ou (fy)n converge uniformément vers f. [J

1.2. Convergence uniforme, limite et continuité.

Remarque 4.2. Dans l'exemple précédant, les fonctions f,, n € N, sont continues et la
limite simple f n’est pas continue au point 1. Donc la convergence simple ne suffit pas pour

transporter la continuité.

Proposition 4.2. Soit (f,), une suite de fonctions continues en un point a d’une partie
A de K, supposons de plus que (f,), converge uniformément vers une fonction f sur A,

alors f est continue en a.

Démonstration. Soit £ > 0. Il existe N € N, pour tout n > N, sup|f(z) — f.(x)] < e.
€A
On a fy est continue au point a, donc il existe n > 0 tel que pour tout z € A, |[x —a| <n =

|fn(z) — fn(a)| < e. D’ou pour tout = € A tel que |[x —a| <n, on a

[f(2) = fla)| < |f(2) = fn(@)] + [fn(2) = fn(a)| + [fn(a) = fla)] < 3e.
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Ainsi f est continue en a. [

Corollaire 4.1. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur une partie non vide A
de K, supposons de plus que (f,), converge uniformément vers une fonction f sur A, alors

f est continue sur A.

Théoréme 4.1. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur une partie A de K,
supposons de plus que (f,), converge uniformément sur tout compact de A vers une

fonction f, alors f est continue sur A.

Démonstration. Soit (xy); une suite qui converge vers x dans A, montrons que (f(zx))x

converge vers f(z). L’ensemble
K ={z; : ke N}U{z}

est un compact (voir chapitre 3, §2, exemple 3.4). Donc (f,), converge uniformément vers f

sur K, ainsi f est continue sur K. Alors klim flxg) = f(x). O

Proposition 4.3. (Double limite) Soit (f,), une suite de fonctions qui converge uni-
formément sur une partie non vide A de K vers un fonction f. Soit a € A. Supposons de
plus que pour tout n € N, }SILI}L fulx) =1, existe. Alors les limites iliItll f(x) et nango l,, existent
et elles sont égales. C’est a dire que

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

T—a Nn—00 n—oo r—a

Démonstration. Chaque f, se prolonge en une fonction g, continue au point a, de plus
(gn)n vérifie le critere de Cauchy uniforme sur A U {a}, ainsi elle converge vers un fonction g
continue au point a et la restriction de g sur A est f. D’ou lim f(z) = g(a) = lim g,(a) =

r—a n—od

lim {,. OJ

n—oo

Proposition 4.4. (Double limite) Soit (f,)n, une suite de fonctions qui converge uni-
formément vers une fonction f sur un intervalle A = [a,+o0[ (ou | — 00, al). Supposons de
plus que pour tout n € N, lim f,(z) = l,, existe. Alors les limites lim f(z) et lim [, existent

T—00

et elles sont égales. C’est a dire que

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

—00 N—00 n—oo r—0o0
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1.3. Convergence uniforme, dérivée et intégrale.

Proposition 4.5. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur un ségment [a,b], sup-
posons de plus que (f,), converge uniformément vers f. Alors f est continue sur [a, ]

et
[} fle)de = lim [? £, (x)dr.

Démonstration. | [* f(x)— [ fo(z)dz| < [ f(z)— fu(@)|dz < [P sup |f(t)— fu(t)|dz =
tEla,b]
(b—a) sup |f(t) = fu(?)]. O

tela,b]

Exemples 4.2. (la convergence uniforme ne transporte pas la dérivée) Pour tout

n € N*, soit f,(x) = @/xQ—I—%. On a
|[ful@) = |z]| = \/2% + % = Va?|
1 1 1

n eI s
Ainsi la suite (f,), converge uniformément vers f : x v+ |z| el pour tout n € N*, f, est

dérivable (elle est de classe C™), mais f n’est pas dérivable au point 0.

Théoréme 4.2. Soit (f,), une suite de fonctions définies sur un intervalle borné I de
longueur 1, telle que :
1) pour tout n € N, f,, est dérivable sur I,
2) la suite de fonctions (f)), converge uniformément vers une fonction g sur I,
3) il existe c € I tel que (f,(c)), converge.

Alors (fn)n converge uniformément vers une fonction f dérivable sur I et on af' = g.
c’est a dire que

Jim £, = (1)
Démonstration. e Nous utiliserons le théoreme des accroissement finies. On a pour

tout z € 1 :
|(fn+p(x) - fn(‘r)) _(fn-i-p(c) - fn(c>)|
< Jo =l sup iy 1) = £1(0)

< L-sup|fr,(8) = £ ()]
tel
Donc pour tout x € I, on a

+|fn+p(c) - fn(c)|
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On a pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et tout p € N,

Sup (1) = F1(0)] < € ot () = fule)] < =

Par suite pour tout n > N, p € Net tout z € I,

[ftp(®) = fu(@)] < (I +1)e

Donc (fy,)n est uniformément de Cauchy ainsi elle est convergente uniformément vers une fonc-

tion continue f sur I. De plus pour tout (z,y) € I?,

)~ F@) ~(faly) = Fula))
= 1 [(fn(y) ~ Fon()) = (aly) = ()

< Jim |y = @fsup | f,(8) = £(2)]
m—0o0 c

ly — x| sup lg(t) — frL(D)].

e Fixons x € I, pour tout y € I, y # x on a

|f(y)—f($) N g(x)| < |(f(y)—f(r))—(fn(y)—fn(ﬂc))|
y—x — y—x
+ BUZRE - f(2)]
+| 15 () — g(2)]

< suplg(t) — £,(1)

+ L2=L) g ()|
Hfo(w) — g(2))-

Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, sup|g(t) — fl.(t)] < %5. Il existe n > 0, tel
tel

que pour tout y € IN|x — n,x + 7|, |w — fy@)| < %5. D’ou Ve >0, dn >0, Vy € I,

fly) = f(=)

ly—x|<n = |
Yy A

—g(@)| <e.

D’ou pour tout x € I, f est dérivable en z. [J

2. Différents types de convergence pour les séries de fonctions.

Soit (f,)n une suite de fonctions définie sur un ensemble non vide A. La suite de fonctions

(Sp)n, ot S, = fo+ fr + -+ + fa, est appelée série de fonctions et elle est notée > f,.

n
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2.1. Conséquences.

Définition 4.3. Soit (f,), une suite de fonctions définie sur un ensemble non vide A.
1) On dira que la série de fonctions > f,, converge simplement sur A, si pour tout = € A,
n
la série numérique Y f,(z) est convergente.

n
2) On dira que Y f,, converge uniformément sur A, si elle converge simplement et on a

Ve>0, 3INEN, Vn>N,
Vo € A, [Bu(@)l = 2 filz) = 2 ful@)] < e

Remarque 4.3. > f,, converge uniformément sur A, si et seulement si, la suite formée par
n
le sup sur A du reste d’ordre n, (sup |R,(z)|), converge vers zéro, si et seulement si, il existe
€A

une suite (\,), converge vers zéro telle que pour tout x € A et tout entier n, |R,(z)] < A,.

Proposition 4.6. Soit _ f, une série de fonctions définie sur un ensemble non vide A.

n
Alors Y fn converge uniformément si, et seulement si, > f,, est uniformément de Cauchy,
n

n
c’est a dire elle vérifie le critére de la convergence uniforme :

Ve >0, dNeN, Vn> N,VpeN,
Vz € A? |fn+1(x) + fn+2 Tt fn+p(x)| <E&.

Proposition 4.7. Soit > f,, une série de fonctions continues en un point a d’une partie A
n

oo
de K, supposons de plus que Y_ f, converge uniformément sur A, alors > f, est continue en
n n=0
a.

Corollaire 4.2. Soit ) f,, une série de fonctions continues sur une partie non vide A de
n

K, supposons de plus que (f,)n converge uniformément sur A, alors > f, est continue sur A.
n=0

Proposition 4.8. (double limite) Soit > f. une série de fonctions qui converge uni-
n

formément sur une partie non vide A de K et soit a € A. Supposons de plus que pour tout

n € N, lim f,(x) = [, existe. Alors les limites im > f,(x) et > 1, existent et elles sont
T—a L0 =0 n=0
égales. C’est a dire que

lin D ) = 3 tim ()
n=0 n=0

Proposition 4.9. (Double limite) Soit Y f, une série de fonctions qui converge uni-
n

formément sur un intervalle A = [a, +oo[ ou | — 00, al. Supposons de plus que pour tout n € N,
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lim f,(z) =1, existe. Alors les limites im »_ f.(x) et im > I, existent et elles sont égales.

T—00 ) n—oo

C’est a dire que
lim > fulw) = lim f,(x)
n=0 n=0

Proposition 4.10. Soit Y f, une série de fonctions continues sur un ségment [a, ],

supposons de plus que Y f, converge uniformément. Alors > f, est continues sur [a,b]
n n=0

/abnio%fn(x)dx = nio%/ab fo(z)de.

Proposition 4.11. Soit Y_ f,, une série de fonctions définies sur un intervalle borné I de

et on a :

longueur L, telle que :

1) pour tout n € N, f,, est dérivable sur I,

o0
2) la série de fonctions Y f! converge uniformément sur I,
n=0

o0
3) il existe c € I tel que Y f.(c) converge.
n=0
Alors la série de fonctions Y f, converge uniformément et dérivable sur I. De plus

n
on a !

Q_f) =2 f
n=0 n=0
2.2. Autres types de convergence.

Proposition 4.12. Soit (f,), une suite décroissante de fonctions positives sur un ensemble

A non vide, supposons de plus (f,), converge uniformément vers zéro, alors la série > (—1)" f,,
n

converge uniformément.

Démonstration. Pour tout z € A, > (—1)"f,.(x) est une série alternée, donc elle converge.

n

D’apres la formulle de la majoration du reste, on a |R,(z)| < f,41(z), ainsi le reste converge
uniformément vers zéro. D’ou la série converge uniformément vers 0.

Définition 4.4. Soit ) f,, une série de fonctions définies sur un ensemble A non vide. On

n

dira que :

1) > fn converge absolument, sur A, si la série ) | f,| converge simplement sur A.

n n
2) > f. converge normalement sur A, si on a la convergence de la série
n

> sup|fal2)].

- z€EA
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Remarque 4.4. 1) > f,, converge normalement sur A si, et seulement si, il existe une série

convergente » A, telle que pour tout = € A et pour tout n € N, | f,(z)| < A,..

n

2) On a la comparaison suivante :
Convergence normale = Convergence uniforme
Convergence absolue =  Convergence simple

Les autres implications ne sont pas vraies en général.

Exemples 4.3. Soit pour n € N*, f,, Uapplication définie sur [0, 1] par :
RS S
0 s2 ze€ [O, n—H]ﬂ]ﬁ, 1]

Considérons la série Y f,. On a pour tout x €]0,1], il existe un entier unique n € N*, tel

n=1

que fn(x) #0 et la somme de la série est nulle en 2éro. Do pour tout (n,p) € N*2,

| for1(z) + frra(®) + - + fogp(z)| = iR | fr()]

1
— n+1°

o
Ainsi la série Y f, vérifie le critere de Cauchy unifirme, par suite elle converge wuni-

n=1
formément sur [0,1]. De plus la série est formée par des fonctions positives donc elle est

aussi absolument covergente.

= % Donc la série

Mais, on a pour tout n € N*, sup |fn(x)|
z€[0,1]

sup | fn(2)]
n—1 x€[0,1]

diverge. Ainsi la série ne converge pas normalement.

Exercices 4.1. Considérons la fonction

= 1
¢: R—>R;xl—>§ — .
nIE

n=1

1) Donner le domaine de définition D(() de (.
2) i) Montrer que Y - converge uniformément sur tout intervalle [a,o0[, ot a > 1.
n=1

it) En déduire que ¢ est continue sur )1, 0ol.

iii) En déduire la limite lim ((x).
3) Montrer que ¢ est dérivable sur |1, 00| (ind. considérer les intervalle |a,b[ avec 1 < a < b)
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4) Montrer que ¢ est de classe C™ (ind. par récurrence en donnant l’expression de la dérivée
k-iéme).

5) i) Dire pour quoi la limite | = xli,rﬂ ((z) existe dans R U {+o00}.
it) Comparer ((x) et la somme partielle d’ordre n de la série au point x, x > 1, et déduire que
[ =o0.

Solution. 1) Pour tout x € R, ((z) est une série de Riemann, donc elle converge si, est
seulement si, x > 1. Ainsi D(() =]1, oo].

o0
2) i) On a pour tout x € [a,00[, = < = et on a a > 1, donc Y. - converge. Donc

e
converge normalement, par suite uniformément sur [a, co|. "

it) D’abord les fonctions x +— n%, n € N* est continue sur |1,00[. De plus pour tout compact
K CJ1,00[, on a pour a = min K, K C [a,00[. Ainsi { converge uniformément sur K. D’ou
d’aprés le cours ¢ est continue sur |1, 00].

iii) On a pour tout n € N*, 3711—{20 n% égale a 0 sin > 1 et elle est égale a 1 si n = 1. De plus on

a ¢ converge uniformément sur [2,00[. Donc

o0

lim ((x) = lim — = 1.

T—00 r—00 NT

3) On a pour tout n € N*, n—lz est dérivable sur |1, 00[ et on a

1 —1
() = (exp(—In(rn))) =~ In(n) expl— In(r)) =~
n® n®
Pour tout x €]a,b[, 1 <a <b, |(=5)] < |h;(f)|, la série de Bertrand |h;(f)| converge. Donc la
n=1

o
série Y (=)' converge normalement, donc uniformément, sur la,b[, de plus ¢ converge sur un
n=1

o
point, quelconque de |a,bl, d’ot d’apreés le cours,  est dérivable sur ]a,b] et {'(x) = > %an)
n=1

Ceci reste vrai sur |1, 00].

3. Séries entieres.

3.1. Définitions et propriétés.

Définition 4.5. Une série entiere est une série de fonction définie sur une partie de R (ou

C) qui est de la forme S(x) = > a,a™, ou (a,), est une suite réelle ou complexe.
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Proposition 4.13. Toute série entiére S = Y a,x™ posséde un rayon de convergence

R € Rt U {0}, c’est a dire que R est l'unique élément de RT U {oco}, qui vérifie :

si |x| >R, alors S(z) diverge
Ve e K, on a
si |z| <R, alors S(z) converge absolument

Démonstration. e Remarquons d’abord que pour (z,y) € K2, tel que |z| < |y|, si S(y)
converge, alors S(z) converge absolument. En effet, {/|a,z"| = {/|a,y"| - %, on a |a,y"| — 0,
donc pour n assaz grand {/|a,y"| < 1. Ainsi, {/|a,r"| - %" < %" < 1. D’ou d’apres la regle de
Cauchy > |a,z"| converge.

n
e Posons

R =sup{r € R* : S(r) converge absolument}.

On a R existe dans Rt U {oo}, car I'ensemble
A={reR" : S(r) converge absolument}

et non vide puisque il contient zéro. De plus d’apres la premiere partie de la preuve I est un

intervalle de la forme [0, R[ ou [0, R]. Donc pour tout z € K, tel que |z| < R, S(|z|) converge

absolument, ainsi S(x) converge absolument. Si |z| > R, on a S(z) diverge car sinon, S (MTJ“R)

|z|+R

5— > R absurde. D’ott R vérifie les conditions de la proposition.

converge absolument, mais

O

Définition 4.6. 1) L’élément R de R U {400} donné dans la proposition précédante est
appelé rayon de convergence de S.
2) L’intervalle | — R, R[ (resp. le disque {x € K : |z| < R}) est dit 'intervalle (resp. le

disque) ouvert de convergence de la série.

Proposition 4.14. Soit S(x) = ) a,a™ une série entiére. Alors on a :

1) Si nh_}rglo Yan| =1 existe, alors le rayon de convergence de S est R = 1 (avec les conven-

S N 1
tions 5 = +oo et =5 =0).

lan+1]

2) Si pour n assez grand a,, # 0 et lim o= [ existe dans RT U{+o0}, alors le rayon de

n—oo I

convergence de S est R = %

Démonstration. 1) Soit x € K*, lim {/|a,a™| = [-|z|, donc, d’apres la régle de Cauchy,

s . . . 1
la série S(x) converge absolument pour [ - || < 1 et elle diverge pour [ - |z| > 1. Ainsi R = 7.

. . n+1
2) Soit z € K*, lim L= 2 —
n—oo

lanz™|

[ - |z|, donc, d’apres la regle de d’Alembert, la série S(x)

converge absolument pour [ - |z| < 1 et elle diverge pour [ - |x| > 1. Ainsi R = % O
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Exemples 4.4. 1) f(z) = > 42", on a a, = =, donc nh_)rgo% = ,}LHQOHLH = 0. Donc
Ry = +o0.

2)g(x)=>" %x”, on a JLITOlO % =1, ainsi R, = 1. Donc | —1, 1] est lintervalle ouvert
de convergence. De plus g(—1) diverge et g(1) converge. D’ou l'intervalle de convergence est
| —1,1].

9) hx) = S+ Cyan tim /(34 C)m = 3, doi By = 5.

n—oo

Attention 4.1. Soit k(x) = Y 3"2?". 1l faut donner la représentation canonique de
n=0

o0

k(x) = > apa™. Donc ag, = 3" et ag,+1 = 0. Ici on ne peut pas appliquer les regles de la
n=0

proposition précédante. Mais pour calculer le rayon de convergence Ry de k, on applique les

regles de convergence des séries numériques. Posons u,, = 3"2?", on a lim {/|u,| = 3z°. Donc
n—oo

L

2
k(x) converge pour 3% <1 <= |z| <

et diverge si 312 > 1 < |z| > \/Lg Dot Ry, = \/Lg

Proposition 4.15. (Somme et produit) Soit f(z) = > a,z™ (resp. g(x) =D ba™) une
série entiére de rayon de convergence Ry (resp. R,), alors 071 a: !
1) La série somme (f + g)(z) = > (a, + by)x™ est une série entiére de rayon Ry, >
min{ Ry, R,}. !
2) La série produit (de Cauchy)
h = Z(Z agby_r)x"
n k=0

est une série entiére de rayon de convergence R, > min{Ry, R,}

Démonstration. On asiz € K vérifiant |z| < min{ Ry, R,}, alors f(z) et g(x) converegent

absolument. Donc, au point z, la série somme et la série produit converegent absolument. []

Remarque 4.5. 1) Si Ry # R, alors Ry, = min{ Ry, R,}.
2) Pour f=0cet g(z) =) 2" ona Ry =00 et R, =1, mais Ry, = co > min{ Ry, R,}.

Proposition 4.16. (Convergence normale) Soit f(x) = > a,a™ une série entiére de
rayon de convergence R > 0. Alors f converge normalement sur tout disque {x € K : |z| <r}

de centre zéro et de rayon r < R.

Démonstration. Soit 0 < r < R, on a pour tout n € N et tout x € K tel que |z| < r,

la,z™| < |anr"|, et d’apres la définition de R, la série Y |a,r"| converge. Ainsi f converge
n
normalement sur le disque {x € K : |z| <r}. O
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Corollaire 4.3. (Continuité) Toule série entiere est continue sur son disque ouvert de

Convergence

Démonstration. Soit R le rayon de convergence d’'une telle série. Si R = 0 on a rien a
démontrer. Si R > 0, alors pour tout compact K C {z €¢ K : |z| < R} onar = mlz(mx|k:|
existe donc r < Ret K C {x € K : |z| < r}. D’ou la série entiere converge normalement,
donc uniformément, sur K. De plus les fonctions qui déterminent la série sont continues sur

{z € K : |z| < R}, d’ou la série est continue sur {x € K : |z| < R}. O

Proposition 4.17. (Primitive) Tout série enti¢re f(x) =Y a,a™ de rayon de convergence
Ry > 0, posséde une primitive sur | — Ry, R¢[. De plus toute primitive F' de f est donnée par
F(x) = F(0)+ ) “=taz", c’est une série entiére de méme rayon de convergence que f,

n=1

c’est a dire Rp = Ry.
Démonstration. Exercice (elle découle aussi de la proposition suivante). O

Proposition 4.18. (Dérivation) Tout série entiere f(x) = Y a,a™ de rayon de conver-

gence Ry > 0, est dérivable sur | — Ry, Ry| et sa dérivé f'(x) = > (n+1)an412" est une série

n
entiére sur R de méme rayon de convergence, c’est a dire Ry = Ry.

Démonstration. pour tout r €]0, Ry, soit s €]r, Ry[, on a pour n assez grand ”T“(g)” <1,
donc [(n 4 1)ap 17| = |app1s™ - 22 (5" < apiis™™. La série Y |ay15™™| converge
donc > (n + 1)a,.17™, converge absolument d’ott Y (n + 1)a, 12" et de nrayon de convergence
Ry Zan et il est évident que Ry < Ry. Ainsi lg série des dérivées converge normalement,
donc uniformément, sur tout intervalle | — r, r[, avec r €]0, Rf[. On a f(0) converge donc f est

dérivable sur | — r,7r[ et on a f'(z) = > (n + 1)a,4+12". Donc ceci reste vrai sur | — Ry, Ry[. O

Corollaire 4.4. (Classe C*) Tout série entiére f(x) =Y a,a" de rayon de convergence

Ry >0, est de classe C™ sur | — Ry, R¢[ et on a pour tout k € N*,

o (z) = Z(n + k) (n+ 1Dappa" = Z %a%kx”

n n

est une série entiére sur R de méme rayon de convergence, c’est a dire R;uw) = Ry.

Démonstration. Par récurrence. O

. ‘ L . (n)
Corollaire 4.5. Soit f(z) = > a,a™ une série entiére, alors pour tout n € N, a,, = I n!(o)'

n
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Démonstration. On a pour tout entier k,
FE0) = (04F) - - - (041 agpr+(14+k) - - - (141)ag k0 +- - +(n4k) - - - (n4+1) apy s 0"+ - - = kl-ap. O

Remarque 4.6. (Définition et notation) Soit f(x) = > a,2™ une série entiere de rayon
n
de convergence Ry > 0, alors

Z(n + k) (n+ Dagppa”

n
est une série entiere sur C de rayon R;. Une telle série sera appelée dérivée d’ordre k de f

est elle sera notée f&

Exercices 4.2. Une fonction définie sur un ouvert, non vide, U de C est dite holomorphe
sur U, si pour tout zg € U, la limite
z) — f(z
i 1) = ()
2—20 zZ— 20

eziste. Cette limite sera notée f'(zo). Soit f(x) = > a,x™ une série entiére de rayon de conver-
n

gence Ry > 0 et soit f! sa série dérivée définie dans la remarque précédante. Montrer que pour
tout zp € {z € C : |z| < Ry},
z) — f(z
o )~ (=)

2—20 Z— 20

= fl(zo)-

Solution. On a f(2) — f(z0) = > (anz™ — anzy). Remarquons que a,z" — a,2i = a,(z —
n—1 B

20)Un(2), ot up(2) = 3. 22071F. Donc
k=0

f(zi - 5()(20) = anun(2)

Soit r €]|z0], R¢[. Pour tous |z| <r etn>1, on a
|, (2)] < |ag - Z Fpn=1=k — |, |nr" L.

[e.@]
La série > |a,|nr™!
n=1

sur [0, R¢[. D’ot la série de fonctions

converge, car sur R, f! et de rayon R; donc elle converge absolument

H(z)= ﬁ( 20) converge normalement, donc uniformément, sur

{z€C : |z] <r}\{20}. D’apres la proposition (double limite)

J() = f(z0) N N
lim Z lim a,u,(z) = Z anun(zo) = Zannz{} !
e S e n=1 n=1
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3.2. Fonctions développables en séries entieres.

Définition 4.7. Une fonctions f définie sur un intervalle ouvert contenant 0 est dite
développable en série entiére au voisinage de 0 s’il existe un intervalle | — r,7[, ou r > 0,
et une série entiere Y a,z" définie sur | — r,r| tels que f(z) = > a,z™ pour tout x €] — r,r|.

n n
Dans ce cas on dit aussi que f est développable en série entiere sur | — r, r|.

Proposition 4.19. Si f est développable en série entiere au voisinage de 0, alors cette série

est donnée par
) .
> ()

Remarque 4.7. 1) Une fonction qui est développable en série entiere au voisinage de zéro
est de classe C*. De plus sa série de Mac-Laurin est convergente.
2) Les conditions précédantes ne sont pas suffisantes pour dire que la fonction est

développable en série entiere. Soit par exemple la fonction

exp(s5) si z#0
0 si x=0

fx) =

On a f est de classe C'*° sur R*, par récurrence on montre que f est indéfiniment dérivable au

o
point 0 et (™ (0) = 0 pour tout entier n. Dot 5. %(O)x" = 0, pour tout z, mais f s’annule
n=0

oo
seulement au point 0 donc pour z € R*, f(z) # > %)(O)m” Ainsi f n’est pas développable
n=0

en série entiere au voisinage de 0.

Proposition 4.20. Soit f une fonction de classe C* sur | — R, R|, avec R > 0, pour que

f soit développable en série entiére sur| — R, R|, il suffit que pour tout r €]0, R],

,’,.77,

lim sup |f™(z)— =0.

=0 pe]—rr| n!

Démonstration. D’apres la formule de Mac-Laurin pour tout z €]— R, R[, soit r €]|x|, R],
il existe 0 €]0, 1] dépendant de = et n tel que
n+1

n f(k) (x)xk f("H)(Hx)x(”“) (n41) r
_ E — < n — — 0.0
(=) — k! =1 (n+1)! < xes]li%[ f (@) (n+1)!

Définition 4.8. Soit U un ouvert de R, une fonction f: U — R (ou C) est dite analytique
sur U si pour tout zy € U, la fonction g(x) = f(z + xy) est développable en série entiere au

voisinage de 0.
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3.3. Exemples de fonctions développables en séries entieres.
1) Fonction exp. @ On a exp(z) est de classe C* sur R.

e Pour tout r >0, sup |exp™(z)|Z; < exp(r)Z — 0.
z€]—r,r| ) )

o
e Donc cette fonction est développable en série entiere sur R et exp(z) = %L
n=0

2) Nous déduisons que cosh et sinh sont développables en séries entieres sur R et

0o Z‘ 2n+1
cosh(z) = Z o)) et sinh(z) =

n=0 n=0

Mg

2n—|—

3) Fonctions cos et sin. Ces deux fonctons sont développables en séries entieres sur R et

o0 2n

COS Z et sm i 2n—|—

n=

2n+1

4) Fonction f(z) = (14+2)%, o € R*. @ L’équation différentielle (14+2)y —ay =0, y(0) =1
possede f comme solution unique sur | — 1, 1[ (il suffit de calculer la dérivée de (1+ x) *y(x)).
e D’autre part montrons que cette équation possede une solution donnée par une série entiere.

Posons h(z) = > a,z™. Si h est une solution de 'équation sur | — 1,1[, alors (1 + z)h’ —
n=0

ah =0, h(0) =1. Donc ag =1, et (1 4+ z) > na,z™" —aZanx = 0, donc Znan 14+
n=1

n= 0 n=1

oo o0 o0
> napx™ — Y aaa™ = 0, clest a dire > (n + 1)a, 2™ + Z na,x" — Z aa,x™ = 0, d’ou
n=1 n=0 n=0 n=1 n=0

(a1 — aag) + > ((n 4+ Days1 + na, — aa,)z™ = 0. Nous obtenons les formulles a1 = aay =

a(a—l)--w?—(n—l))

lim 2=l = Jim =2 — 1. Do h(z ) =1+ Z (o= ("_1)):1:” et Ry = 1, ainsi h est définie

n—00 ‘ nl n—oo N1

sur | — 1, 1[. D’apres 'unicité de la solution de I'équattion différentielle on a pour x €] — 1,1]

a, (n+1)ay41+(n—a)a, = 0. Ainsi a,,

De plus pour tout entier n, a,, # 0 et

<1+x)a:f(x>:h(x):1+Za(a—1),;'a—(n—l))xn

n=1

5) Foncton arctan. e On a arctan(z) est de classe C'™.

e arctan’(r) = +x2, donc arctan’(z) est développable en série entiere sur | — 1,1[ et on a
o

arctan’(z) = > (—1)"z?".
n=0

e arctan s’annule en 0, donc elle est développable en série entiére sur | — 1,1] et on a

0 2n+1

arctan(x) = Z(—l)" ’

2n+1

n=0
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6) En remarquant que (arcsin(x)) = ﬁ (resp. (arccos(x)) = \/:7), vérifier que sur
|—1,1[,on a
o - 2n+1 ™ - 2n+1
arcsin(z) = nz 20 2n n 1):10 et arccos(z =5 nz BT 2n+ 1)35
3.4. Extension a C.
1) La série exp(z) = Y. £ est bien définie sur C. Cette fonction sera appelée fonction
n=0
exponentielle complexe. On a les propriétés :
e exp(z + 2') = exp(z) exp(?').
e Pour 0 € R,
2 (10" (i 2L (i0)PH SN (1P SN (—1)pere .
exp(if) = = — = ———+i ————— = cos(f)+isin(0).
p( ; n! pz Z (2p+ 1)! I; 2p)! ; (2p+1)! (O)tisin(9)

e Pour tout z € C*, I'ensemble {u € C : exp(u) = z} = {In(|z|) + i(arg(z) + 2k7) : k € Z}.
D’autre part, pour tout z = z + iy € C, | exp(z)| = | exp(x) exp(iy)| = exp(z) € R**.
2) On peut définir les fonctions sin, cos, sinh, cosh complexes comme sommations des séries

entieres sur C de rayon infinie :

& n 2n 0 (_1>n22n+1 e ZQn e 2n+1
cos( nz: , sin(z) = nz% I cosh(z) = ; o) et sinh(z) = nz% 21
De plus on a les propriétés suivantes :
e cos(z) = %W, sin(z) = w, cos(z + 2') = cos(z) cos(2') — sin(z) sin(2’),

sin(z + 2/) = cos(2) sin(2’) + sin(z) cos(2’) et cos?(z) + sin*(z) = 1.

e cosh(z) = w, sinh(z) = w et cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

e sin(z) = sinh(iz) et isin(z) = sinh(iz).

e cos(x +1iy) = cos(x) cosh(y) + i sin(z) sinh(y) et sin(z +1y) = sin(z) cosh(y) —i cos(z) sinh(y).
3) Les fonctions (1 + z)™!, In(1 + 2), arctan(z) sont définie sur le disque unité ouvert de C

par des séries entieres et on a :

o (1+2) 1= Z(](—l)”z", In(l1+2) = Zl(— )”“m arctan(z) = ZO(—l)"Z;T:II.

Exercices 4.3. 1) Etendre autres fonctions aux certains disques de C de centre zéro (par
exemple (14 2)"* a € R*,...).

2) Vérifier les propriétés données dans les exemples précédants.
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4. Série n° 4.

Exercice 1. Soit (P,), la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :
1 2
Py =0, Bun(w) = Bu(z) + 5 (2 = (Fu(2)))

1) Vérifier que (P,), est une suite de polyndmes, majorée par y/x et croissante.
2) En déduire que cette suite converge simplement vers /x.
3) Etablir, par récurrence, les inégalités :

2y
OS\/E_Pn(x)Sm

Indication : Si I'inégalité est vraie pour n, vérifier que

VI 4+ nx < 24 (n—1)yx
24+nyxr = 2+4nyr

Puis conclure 'inégalité pour n + 1 en remarquant que

1—%(\/5—1—]3”(1')) <1-

2+ (n=1DVo)2+ (n+ 1)Vr) < 2+ nve)? — 2 < (24 nvx)%

4) En déduire que la suite (P,), converge uniformément vers /x sur [0, 1].

Exercice 2. Pour z € IR, on pose : g(x) = > 7, (+)? exp(—na?).

1) Montrer que g est partout définie et continue sur IR.

2) Montrer que g est de classe C! sur IR.

Exercice 3. Soit (\,),>1 une suite croissante de nombres réels strictement positifs et ten-
dant vers +o00. On pose pour z € R : f(x) = > (—1)"exp(—A,z) (*).

n=1
1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Montrer que (%) converge uniformément sur tout intervalle [«, +00], ot a €]0, 400/,

)

)
3) En déduire que f est continue sur |0, 4o00.
4) Montrer que 'intégrale f0+°° f(z)dz est convergente.
)

5) A Taide de ce qui précede montrer la relation suivante :

+o0o

0 n=1

6) En déduire 3220 &

n
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Exercice 4. Calculer le rayon de convergence et la somme de chacune des séries entieres,

de terme général u,(z), = € IR, dans les cas suivants (a € IR) :

x™ cos(na) . (=) . na”
= (n = 1) b)un—m7 C)un—m

Exercice 5. (Une formule sur 7 découverte en 1995) Considérons pour tout entier p > 1,

a) u, =

la série entiere
o 1 $8n+p

nZOWSTL—Fp

fo(z) =

1) Montrer que f, converge sur | — /2, /2],
2) En déduire que f, et de rayon de convergence R, > 1.
3) Calculer la dérivée f;.

)

4) En déduire que pour z € [0, 1],

/ 16tP~ 1
16 — t8
5) Calculer 4f;(1) — 2f4(1) — f5(1) — fs(1) (ind. remarquer

4283 —tt—t7 = —(t—1)(P+2) (P +2t+2) et 16—1° = —(+*—2)(£* +2) (> + 2t +2) (t* — 2t +2),

puis calculer I'intégrale). En déduire une formule de 7.

Exercice 6. Déterminer le développement en série entiere a 1’origine des fonctions suivantes

en pricisant 'intervalle ouvert de convergence :

In(1 1
% @D ep(zsh(a)) ;@@ gin(zsin(a)) ; arctan(ljitan(a))
Exercice 7. Soit f la fonction : | — 1,1[— IR; x — (arcsin(z))?.
1) Vérifier que f est une solution de I’équation différentielle :
(1 _ $2)y// o a:y' —9 (*)
2) Déterminer toutes les séries entieres solutions de (x) sur | — 1, 1].
3) Justifier pourquoi f est développable en série entiere sur | — 1,1[ et déduire son

développement.
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Solution de la série 4.

Exercice 1. Nous supposons toujours que x € [0,1]. 1) e Il est simple de voir que P, est
un polynome (il est de degré 271 n > 1.

e Par récurrence, Supposons que P,(z) < /z. On a vz — Pi(z) = (Vo — P,(2))(1 —
1(Vz + Py(2))). Or o — Py(z) > 0et 1 — 1(/z + Pu(z) > 1 - L(y/z+ /x) > 0. Dot
VT = Poy(z) 2 0.

e Ppyi(z) — Py(z) = 3(z — (Pu(2))?). Par récurrence, en montre que P,(z) > 0. Donc z —
(P,(z))? > 0. Dot Pyyy > P,(2).

2) Pour z € [0, 1], la suite numérique (P, (z)), est croissante majotée donc elle converge
vers un limite . De plus il découle de P,i1(z) = P,(z) + 3(z — (Py(2))?), que | = 1+ 3(x — ?),
de plus on a l > 0, donc | = /x.

3) Voir les indications.

4) L’étude des variations de x +— 2i;/\5/5, sur [0,1] (ou directement), permet de voir que

2E I 2 Ty g -
sup 2V = = 5. D'ott lim sup |z — P,(z)| = 0.
2e0.1] 24+n\/x 24-nv/1 2+ n—0 4e(0,1]

Exercice 2. Pour n € IN*, posons g,(z) = (£)% exp(—na?).
1) g est définie et continue sur IR et |g,(z)| < -5. Donc la série converge normalement,
donc uniformément, sur IR, ainsi g est définie et continue sur IR.

2) g, est de classe C! sur IR et ¢/ (x) = —%‘”e’mz. Calculons le sup |g},(z)| = sup %xe’m”Q.

z€IR z€Rt
, . . _ 2 . .
L’étude des variations de z — 27‘”6 "" sur IR, montre que le sup est atteint au point = \/szn

Donc sup g/ (z)] = \g;(\/%fn)\ = n3—\//§2€_1/2. Donc h(r) = z_:l g, (r) converge normalement sur IR
donc elle est continue. De plus on a ¢(0) converge, donc d’apres le cours pour tout intervalle
] —r,r[, 7> 0, g est dérivable et ¢'(x) = h(x). Donc g est de classe C! sur | —r,7[, r > 0,

ainsi elle est de classe C! sur IR.

Exercice 3. Posons f,(x) = exp(—A,z). 1) @ Pour x <0, f,(x) > 1, donc le terme général
de la série ne tend pas vers zéro, d’ou la série diverge.
e Si x > 0, la suite (f,(z)), est décroissante, positive et elle converge vers zéro, ainsi la série
est une série alternée onc elle converge. D’ou le domaine de définition de f est ]0, 0ol

2) Soit a > 0, la série converge simplement sur [a, co[. De plus, d’apres le théoreme de la
majoration du reste | f(x)— Zn: (=1)"fu(2)] < far1(x) < frr1(a) — 0. Ainsi on a la convergence

k=1
uniforme sur [a, 0o].
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3) Pour tout a > 0, les fonctions sont continue sur [a, 00| et on a la convergence uniforme.
Donc f est continue sur [or, o[, a > 0, par suite f est continue sur |0, oof.

4) On a f est continue sur ]0,00[ et |f(x)| < fi(z) (majoration du reste), de plus il est
clair que fo fi(x)dz existe. Donc f est absolument intégrable sur |0, oo[, ainsi fo (z)dz est
convergente.

5) On a pour tout n > 1,

/OO fo(x)dz = lim Cfn(x)dx = lim [ﬂe‘%w]g I GO (—1)n'
0 0 N, "

c—00 c—00 )\n

i fade = 5 G =] [2(F@) = 2 fulade] € [ 1f@) - 3 fu@)lde

n=1

< fooo fr1(z)da — —0.

o )\m+1

6) Pour A\, =n,ona f(z) = > (—exp(—z))" = _QL(__?). Donc

1+exp(
n=1

Z(—;)”:/O“%ﬂdx ~ 1—11—ud = —[n(1+u)ly=-v2

u=exp(—2x)

n=1
Exercice 4. a) On a pour z €] — 1, 1], |u,(z)| < |z|", donc la série converge. Remarquons

que cos(na) ne convrge pas vers zéro. Donc pour |z| > 1, u, ne converge pas vers zéro donc

la série diverge. D’ou le rayon de convergence est 1. On a aussi u,(z) = 2" !cos(na) =
%(‘rnfleina + xnflefinoz' Donc
> u(o) =5 X () + 55 3 (e ) = i + e
= rtetar = 7 (10 = 2w cos(a) + 1)
De plus on a Y u,(0) =0 = 5+ 1n(]0? — 2 - 0 cos(a) + 1]), donc
n=1
= Zun(x) = 71n(|x — 2z cos(a) + 1), z €] —1,1[.
b) Il est clair que le rayon de convergence est +0o0. @ Pour z =0, »_ u,(0) = 1.
n=0
e Pour z > 0, on a /zu,(z) = & QH‘JQ , donc \/z Z up(x) = sin(y/z).

2n+1 0

e Pour z < 0, z = —y/—x, donc —zu,(z) = 2n+1 . Ainsi v/— Z up(z) = sinh(y/—x).
D’ou

sin(vE)

- NG si x>0

= Z up(z) =< 1 si =0
" Sh(V=2) i g <0

D
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) 11 est clair que le rayon de convergence est +o0o. Remarquons que u,(x) = xg),(
), ou g est la fonction définie dans (b).

5 () = 2g'(—

n=1

In(x) = ((2n)+1) Donc h(z) =

Exercice 5. 1) Pour |z| < V2,
o 1 x8n P » oo |m‘8

2 LR n

;’16”8n—|—p \/_;( 16)

—v2,V2].

< 1. D’ou f,(z) converge sur |

Ix\

cette série converge car

2)OnaR,> V2> 1.
3) Sur | — Ry, Ry,
8n +px8n+p—1 _ i p8ntp—1 _ i 8n o 1
16m —~ 16™ — %

) fp est une primitive de f] sur [0, 1] qui s’annule au point zéro. Donc pour z € [0, 1]
T 16t
dt.

:/Oxf;(t)dtz/o L

5) On a pour t € [0, 1],
/ / , b 4 23—t — 15
A =200 = KU =10 = o ym @ s a s @ — 2+ 9)
(t—1)(t2+2)(t2+2t+2) 1 —t+2 N 1
16 — 18 (t—i—\/_) 42 =2t +2)  8(t—?2)
1 2 — 2 1 1
_8(t2—2t+2)+4(t2—2t+2)+8(t—\/§)

T8t +v2)

1 1
2t-+2)+ 7 arctan(t—1)+ ¢ In(|t—+v/2|)]

2£3(1) = f5(1) = fof1) = [ (1 +v3) — < In(s*

16:w—16z .

4fi1(1)—
4 2 1 1 )1
+1 8n—|—4 8n+5 8n + 67 16"

sont développables en séries entiers sur | — 1, 1]

Exercice 6. ¢ On a In(1 +1t) et (1 +1¢)7!
est développable en série entiere sur | — 1,1 et on a

donc In(1 +t)(1+¢)~?
e = 3 S e = 300

In(1+1) f:
1+t n=1 n=0 k=1
n+1)1"| = | Z | — oo # 0. D’ou | — 1, 1] est lintervalle ouvert de

n n+1
tn

L&

Pour t =
—1

convergence.
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e L’inetvalle ouvert de convergence est IR.
e(xCh(a))Ch(l‘Sh(Oé)) — ezch(a)z( zsh(a) + 6—xsh(a)) 2( xch( )+azsh(a) 4 6a:ch(o¢)—ccsh(o¢))

— %(emea _i_ease’a) Z (ea)n (e™) nxn = E ch(na)xn'

n!

n=0
e Pososns f(z) = arctan(1=£tan(c)). On a f est dérivable sur | — 1,1[ et
_ 2 sin(a) cos(a) _ 2 sin(a) cos(a) e—i2a 20
f/(l’) T ((1—z) cos(a))2+((1+z)sin(a))? — (l—e2og)(l—e—2ag) (1 e—2ag l—ei%‘m)

3
_ % T (ei2a(n+) _ gi2atnt )y — S sin(2a(n + 1))z"
n=0 n=0

On suppose que a €] — 7, Z[, on a f(0) = a, donc pour = €] — 1,1], qui est I'inetvalle ouvert

de convergence,

flz)=a+ Z —sin(ina)xn.
n=1

Exercice 7. 1) Calcul direct.

2) Supposons que h(z) = > a,x™ est une série entiere solution de (*) sur | — 1,1[. On a

n=0
(x) =Y na,z™t,  h'x) =3 nn—1Da,xz" 2= > (n+2)(n+ 1)a, oz,
= n=2 n=0
zh'(z) = > na,a", 220" = > n(n — 1)a,z"
=1 n=2

D’ou
2 =(1-2¥)h"(x) — ah'(x)
=2as + (6ag — ay)z + > ((n+2)(n + 1)apio — n(n — 1)a, — na,)z"
n=2

=2ay + (6az —ay)z + > ((n+2)(n + 1)a,e — na,)z".

n=2
Ainsi ay = 1, 6az —a; = 0, et pour n > 2, (n+ 2)(n + 1)a,,2 — n*a, = 0. Donc
22 ((p—1)1)?
Qop = (2]7)' , P 2 17

(2p—1)*-.-3° ((2p)!)? (2p)!
(2p+1)! (2p+ 1)!- 22 . p! (2p+1)-2% . pl

Aop+1 =

00 B e
Dot h(z) =ag+ Y. 2217—’31)) P+ oap- Y %x%“. De plus pour 0 # |z| < 1, on a
p=0

p=1
| DB a2+ | )
. P .
I 2(2213(5)?(1(;);1)02 ol 22 <let lim (2p+3) 2(2p)! (p+12)' - — 21
P—00 | — o T p| P—00 ’m:E o ’

Donc d’apres la régle de d’Alembert les deux séries Z % et Z o +12p e A St
p=

convergent sur | — 1, 1[, donc h converge sur | — 1, 1].
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3) la fonction arcsin(z) est développable en série entiere sur | — 1, 1[, donc le produit f(z) =

o
arcsin®(z) est développable en série entiere sur |—1, 1[. De plus f est paire donc f(x) = >~ bopz??,
p=0

bo = f(0) =0 donc f(x) = ) bapx?P. D’out d’apres la question précédante on a by, = agy,, p > 1,
p:
ainsi sur | — 1, 1[, arcsin®(z) = > Wﬁp.

p=1






CHAPITRE 5

Intégrales dépendant d’un parametre

1. Rappels
2. Intégrales propre dépendant d’un parametre

Proposition 5.1. Soit f : [a,b] X [¢,d] — R une application continue, alors ’application

F:le,d - R; t— fabf(x,t)dx est continue.

Démonstration. Soit ¢y € [c, d], pour montrer que F soit continue en ¢ il suffit de montrer
que pour toute suite (u,,), d’éléments de [c, d] qui converge vers to, (F'(uy,)), converge vers F'(t).
Pour une telle suite (uy,),, posons f, : [a,b] = R; ©— f(x,u,) et f:[a,b] = R; z+— f(x,t0),
alors (f,), est une suite de fonctions continues. De plus, d’apres le théoreme de Heine,
f est uniformément continue sur le compact [a,b] x [c,d]. Fixons ¢ > 0, il existe n > 0,
pour tous (z,t) et (y,s) dans [a,b] X [¢,d], |[(y,s) — (x,t)]]1 <n, on a |f(y,s) — f(z,t)] < e.
Rappelons que u,, — tg, donc il existe N € N, tel que pour n > N, |u, — to] < 1, donc
| (2, un)— (2, t0)||1 = |un—1to] <n. AinsiVe > 0,3IN € N,Vn > N, Vz € [a,b], |fo(z)—f(2)] < e.
D’ou (fn). converge uniformément vers f. D’ou Jim ff fo(x)dz = fabf(x)dx, c’est a dire

que lim F(u,) = F(ty). Ainsi I’ contunie en tout ty € [c,d].

2.1. Deux théorémes a admettre. Une suite de fonction (f,,), est dite croissante sur
un ensemble A si pour tout n € N et z € I, fi1(x) < fu(z). La suite est dite dominée par

une fonction g si pour tout n € Net x € I, |f,.(z)| < g(x).

Théoréme 5.1. (Convergence monotone) Soit (f,), une suite de fonctions définie sur
un intervalle I, telle que :
1) (fn)n croissante sur I.
2) pour tout n € N, f,, est continue par morceaur sur I.
3) (fn)n converge simplement vers une fonction [ continue par morceaux sur tout

ségment de I.

Alors
/f(:r)dx = lim [ fu(v)dx.
I

n—oo I
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Corollaire 5.1. Soit Y_ f,, une série de fonctions positives et continues par morceaux
n

sur I. Si de plus > f, est Riemann-intégrable sur I, alors
n=0

>ty =3 [ e

Théoréme 5.2. (Convergence dominée) Soit (f,), une suite de fonctions définie sur
un intervalle I, telle que :
1) pour tout n € N, f,, continue par morceaux sur un intervalle I,
2) (fn)n est dominée par une fonction g Riemann-intégrable sur I,
3) (fn)n converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur tout
ségment de I.

Alors
/f(a:)dx = lim | f.(z)dx.
I

n—oo I

Corollaire 5.2. Soit > f, une série de fonctions continues par morceaux sur I telle
n
que la somme existe est continue par morceaur sur tout ségment de I. Supposons de plus que
n
(> fe)n est dominée par une fonction g Riemann-intégrable sur I.

k=0
Alors
/I;fn(x)dx = ;/}fn(x)dx.

3. Série n° 5.

Exercice 1. Soient f la fonction 27-périodique paire définie sur [0, 7] par f(z) = sin(x).

1) Donner la série de Fourier de la fonction f.

2) Déduire une décomposition de sin, sur [0, 7] en une série donnée par cos(nz).

3) En considérant lintégrale [ sin(¢)dt, € [0,7], déduire une décomposition de
cos(z) + 2z, sur [0,7] en une série donnée par sin(nz) (Justifier la permutation intégrale-

somme).

.1‘3—7T2$

Exercice 2. Soit f I'application 27-périodique définie sur [—m, 7 par f(z) = 3

1) Calculer les coefficients de Fourier de f.
2) i) Donner S(f) la série de Fourier de f,
ii) Montrer que f = S(f).

iii) Montrer sans calcul que S(f) converge uniformément vers f sur [—m, 7).
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3) Déduire les sommes des séries suivantes

— D)t
0(2n+1)3’z%

n n=1

Exercice 3. Pour x > 0, on pose

T e L e=a?(141%)
f(:v):(/o e " dt)” et g(:v):/o Wdt

1) Montrer que f et g sont de classe C'. Calculer la dérivée de f + g.
2) Vérifier que 0 < g(z) < e~**T. Déduire lim g(z) = 0.
3) En déduire que [;° e *dt = N

Exercice 4. Soit F' la fonction dédinie sur IR* par :

F(z) = /000 e sin(t) dt

t
1) En utilisons les conditions de domaination montrer que,
i) F est de classe C! sur |0, ool
ii) Déduire que pour = > 0, F/(z) = A\ — arctan(z).
iii) Vérifier que pour tout = > 0, |F(z)| < 1. Déduire la valeur de A.
2) i) Vérifier que F(z) = 2(—1)”1@1 ol u, = e "™ [ e_txiif%dt.
ii) Vérifier que la série définie dans 2), i), est une série alternée.
iii) Déduire que F est continue sur [0, col.

iv) Déduire que [ %dt =Z.
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Exercices facultatifs.

Exercice 1. Développer en série de Fourier la fonction f : R — R, impaire périodique de
période 27, définie par : f(t) = 1 pour t €]0, 7] ; les valeurs de f(0) et f(m) étant quelconques.

Calculer la somme de la série de f et déduire les sommes des séries :

;2714-1’ ;(2n+1)2

Exercice 2. Développer en série de Fourier la fonction f : R — R, périodique de période

27, définie par : f(t) = t* — 272 pour t €] — , 7.

En déduire les sommes des séries :

o0 o0

1
2 >

n=1

Exercice 3. Développer en série de Fourier la fonction f : R — R, périodique de période
27, définie par : f(t) = cos(at) pour t €] — m, 7| ot « est un réel qui n’est pas un entier. En

déduire la relation suivante pour tout réel non multiple de 7 :

cotcm = — + g
332 _ n27r2

Exercice 4. Soit (5, 'ensemble de fonctions f : R — C', continues périodiques de période

2. Pour f et g dans Cy,, soit f * g la fonction définie sur R par :

Featt) = 5= [ sttt - wau

1
b

a) Vérifier que f * g est un élément de Co;.

Montrer que (Cay, +, *) est un anneau commutatif.

)
)
2) Pour f € Cyy, notons ¢, (f) le coefficion de Fourier de f associé a e, : t — €™ (n € Z).
a) vérfier que e, * €, = dpm€n.-
b) Montrer que pour f, g dans Cor, cn(f * g) = cu(f)en(g).

)

3) (Application) Proposer une méthode pour calculer

o0

Exercice 5. Pour z € R on considere I'(z) = [~ e~t"dt.
1) Determiner le domaine de définition de T'.
2) Montrer que I' converge normalement sur tout compact de R} et déduire que I' et continue
sur R}

3) Pour x > 0 montrer que I'(z + 1) = zI'(x) et déduire I'(n) pour n € N*.
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4) Montrer que l'on peut prolonger continument I" & R\ (—N).

5) Montrer que I' est de classe O™ et donner I'*)(z).

Exercice 6. On considere pour z € R, I(x fo L
1) Montrer que I(x) est continue sur R et derivable sur R*.

2) Montrer que [ satisfait une équiation différentielle du premier ordre. Donner I(z).

Solution de la série 5.

Exercice 1. 1) f est paire donc b, =0, a,, = 2 [ sin(z) sin(nx)dx donc

2 ("1 21+ (-1)") si n#£l
ap = — / —(sin(z + nx) + sin(x — nz))dr = “(1_”2)( (=1)") 7
mJo 2 0 si on=1
2) S(f)(x) =%+ 21 a, cos(nx) = 2 + 231 mcos@px).
n= p=

On a f est continue sur [—m, 7], f est dérivable sur | — 7, 0[U]0, 7| est les dérivées a droite
et a gauche de f aux points —m, 0 et 7 existent, donc d’apres Dirichclet S(f)(z) = f(x) sur
[—m, @] D'ou sur [0, 7], sin(z) = 2 + Z 2 Ty Cos(2px).

3) La série 2 + Z

—2p)2) cos(2pz) converge normalement, donc uniformément, sur [0, 7],

ceci découle du falt que |WCOS(2p$N < W (On peut appliquer aussi ”Dirichlet
uniforme” ). Donc
—cos(z) +1 = [[sin(t)dt = [ 2+ Z( 27 cos(2pt))di
=2z + Z Iy @D 2 cos(2pt) =2z 4+ Z = (2 Ty Sin(2pt)
D’ou pour z € [0, 7], cos(z) + 2z = Z sm(2pt)

Exercice 2. 1) f est impaire donc a, =0, n € IN, b, = %fﬂ Mcos(nw)dac. Par une

0 12
d inté ti t t b — cos(nm) __ (=)™
€S 1mtegrations par partie on trouve 0, = 3 e

2) i) S(f)(x) = 5 E sin(na).

n=1

ii) f est de classe C' sur [—, 7] donc d’apres Dirichlet f = S(f).

iii) f est de classe C! sur [—m, 7], donc d’aprés Dirichlet uniforme on a S(f) converge

uniformémement vers f.
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9 One 1) = S - P

N T s (12 (-1
sm(n§) = Z ((Qpll)a sin((2p +1)3) = 230%'
pa -

p_
(Z )3 _ B GRED L, SO
Dou 22 = — Z (2p +1)3’ ainsi Z GpiD? = 812 7 320
D’apres Parseval
1 s ZL‘S 2 - 1 1
1 T -7z d7 _— = — 6.
5 | T3 Z - | 2 s 945"

- —

Exercice 3. 1) f n’est autre que le carré d’une fonction primitive de ¢ +— et

contnue sur IR, donc f est de classe C' sur IR, de plus f(z) = 2( fo _tgdt —a’

, qui est

e~ (1+t )
1+¢2

o 9 e—r2(1+t2)
, est définie et continue sur IR x [0, 1], o Lo —

On a e application (x,t) — e i

—2ge 7 (1417

et on a ¢'(x) = fol —2qe ()¢,

existe et continue sur IR x [0,1], donc d’apres Leibniz g est de classe C! sur IR

Le changement de variable u = xt permet d’avoir ¢'(z) = foz —2e T qy = — f! (x). Ainsi
pour tout x € R, (f +g)'(z) =0.

2) On a0 < g(r) =e fo 1_;; dt < e fo mpdt =e ~#*T On a lim_e” 71 =0, donc
lim g(z) = 0.

3) L’application h(z) = f(z) + g(x) est constante sur IR, h(0) = 0 + fol 1J+t2dzf = 7

Donc | [[Pe¥dt| = lim /f(z) = lim /f z)+g(z) = /Z. Or [[Fedt > 0, donc

fooo e "dt = \2F

Exercice 4. Posons f(x,t) = e*mw. On a |e*mSir;(t) | < e et [T e ™dt existe pour

tout > 0, d'ott F est définie sur |0, 00[. De plus pour z = 0, F(0) = [° =~ s 4t existe (une

intégration par parites permet de conclure) d’ou F' est définie sur [0, oof.

1) i) Soit @ > 0, pour (z,t) €]a, co[x]0, 0o, 8%6_“’@ existe et continue, ]%e_tIW\ =

le" ™ sin(t)| < e ™ et [ et est convergente. Donc F est de classe C* sur Ja, oof, pour tout
a >0, d’ou elle est de classe C'! sur ]0, oo

ii) Par une intégration par parties deux fois on trouve que F'(x) = D’ou il existe

1+x2
une constante A, telle que pour tout z > 0, F'(xz) = A — arctan(z).

iii) On a pour tout = > 0, [F(z)] < [ e7# W4t < [*°e~t*dt = 1. Donc lim F(z) =0,

Tr—00

ainsi 0 = lim (A — arctan(z)) = A — 7. D’ott A = %
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2) i) On a F(x Z [ nrn _t”m s d¢. Pour tout n € IN, le changement de variable
s =t — nm, permet d’ av01r
nA+T g sin(t) +nm)z sin(s+nm) - — sz sin(s+nmw)
fnw T f[) (s+nm)x . dS — e NTT fo sT e ds

— (_ ne—nTr:c fo —sz sin(s) ds = (_1) Up.

st+nm
ii) 11 est clair que (u,), est décroissante, en n, et positive, de plus pour n > 1 et z > 0, on

oo
au, << — 0. DuF(z) =3 (—1)"u, est une sfie alternée.
n=0
iii) Une application directe du théoreme de continuité des intégrales simples dépendants

d’un parametre, assure que u, est continue sur [0, c0[. De plus pour tout z > 0, u,(z) < %

D’ou la série converge uniformément sur [0, co], ainsi F' est continue sur [0, ool.

iv) On a [~ = ) gt = F(0) = 1iIgl+ F(z) = hI(I)l (5 —arctan(z)) = § — arctan(0) = 7.






CHAPITRE 6

Calcul différentiel

1. Applications différentiables.

Dans ce paragraphe E et F' désignent deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U

un ouvert de K, f: U — F une application et z € U.

Définition 6.1. e L’application f est dite différentiable au point x, s’il existe une

application linéaire L : £ — F telle que

f(x+h) = f(z) = L(h) = o(h).

e Si [ est différentiable en tout point de U on dit alors que f est différentiable

sur U.

Remarque 6.1. 1) L’application L de la définition est continue car elle est définie sur un
espace de dimension finie.

2) On a I’équivalence

f(x+h) = f(x) = L(h) = o(h)
—  qim Werh-—r@-rmi _
|ll—0 A0 '

3) Si E = R, alors une application f définie d’un ouvert U de R dans F et différentiable en un

f@A)=F@) oyiste
; .

point z € U si, et seulement si, elle est dérivable en x, c’est a dire f'(z) = lg%
Dans ce cas on peut identifie 'application L de la définition 6.1 & f’(x). Remarquons que le
premier membre de ’égalité précédante est une application linéaire et le deuxieme membre est
un vecteur, ceci a un sens grace a l'identification de toute application linéaire L : R — F' au

vecteur L(1) de F.

Proposition 6.1. St f est différentiable, alors on a :
1) L’application linéaire L, de la définition 6.1, est unique, elle sera motée
Df(x), df(x), dfc ou f'(z).

2) [ est continue au point .

91
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Démonstration. 1) Supposons qu'il existe une application linéaire K vérifiant la méme

formule. Alors I'application linéaire U = L — K = o(h). Donc

i 1O _ )
Irl—0  [[A]]

Pour tout € R™, non nul, on a pour ¢ €]0, oo :
W) _ . U]
el =0 [fe]]
D’ou ||U(z)|| =0, ainsi U =0 et L = K.
2)Ona f(z+h)— f(x) = L(h)+o(h), donc ||;£i||mof<x+h)_f<x) = lim L(h)4o(h) =0.0

[[2[|—0

=0

Remarque 6.2. 1) Si f : U — F est différentiable sur 'ouvert U, l'espace L(E, F’) des
applications linéaires de F dans F' est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors

e on peut définire 'application
df : U— L(E,F); x+— df(z).

Alors, si df est continue en un certain point x de U (resp. sur U) on dit que f est continument
différentiable au point = (resp. sur U);

e de méme on peut définir les différentielles d’ordre supérieur (1, 2, ...). Si la k-eéme
différentielle de f existe et continue on dit que f est de classe C*.

o si f est de classe C*, pour tout k£ € N, on dit que f est de classe C*°.

2) 11 est simple de voir que si f et g sont différentiables en un point = (resp. sur 'ouvert U)

alors Af 4+ (g, ou A, 8 € R, est différentiables en un point z (resp. sur 'ouvert U). De plus
d(Af + Bg)(x) = Adf(z) + Bdg().

Théoréme 6.1. Soit U (resp. V) un ouvert de E (resp. F') et soit x € U. Suppo-
sons que [ : U — F est différentiable en z, f(x) € V et g: V — G est différentiable
en f(xr), ou G est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors go f est

différentiable en x et on a :
d(go f)(z) = dg(f(x)) o df(z).
Démonstration. Posons

A=goflx+h)—goflz)
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A

(f(@) +df(z)-h+o(h) - g(f(z))
(df () - b+ o(h)) + o(df(x) - h+ o(h))
odf(z) - h+r(h),

\_/\_/

g(f(x
g(f(x

ou r(h) =dg(f(x)).(o(h)) + o(df(x) - h + o(h)), donc

g
dg(f(z))
dg(f(z))

(I < lldg(f (). (o(m)]| + llo(df () - b+ o(R))]|
< ldg(f @) - llo(W)]l + llo(df () - b+ o(R))]],

on a Wllle |df(z) - h+ o(h)|| =0, donc

e(df(x) - h+o(h)) = ei(h).
Posons s(h) = ||o(df(x) - h + o(h))||, donc

s(h) = l[df(z) - h+o(h)|lle(df(z) - h+o(h))]

< ([[df () - hll + [lo(R) ) lle(df (z) - ko + o(h))]]

< ([ldf @)l - [1pl + lleIIRID
(df(x) - h+o(h))

< [[hllex(h).

x|le

D’ou r(h) = o(h), ainsi g o f est différentiable en = et d(g o f)(x) = dg(f(z)) o df(x). O

Corollaire 6.1. Dans les conditions du théoréme si les applications f et g sont

de classe C*, k € N, alors go f est de classe C*.

Corollaire 6.2. Soit U un ouvert de E, supposons que f : U — F est
différentiable en un point x de U, si de plus f~! existe sur un ouvert V conte-

nant y = f(x) et si elle est différentiable en y, alors df(x) est inversible et

(df ()~ =d(f) ().

Démonstration. On a f~!'o f = I I'application identitée, donc I = dI(x) = d(f)(y) o
df(z). Dot (df ()~ = d(f)(y). O

Remarque 6.3. Avec les hypotheses du corollaire précédant, les espaces E et F' sont

nécessairement de méme dimension.
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2. Dérivées partielles et applications continument différentiables.

2.1. Dérivée suivant un vecteur. Dans ce paragraphe E et F' désignent deux espaces
vectoriels normés de dimension finie, U un ouvert de E, f : U —— F une application et

zeU.

Définition 6.2. Soit A € E un vecteur non nul, si la limite suivante existe

o J@+ th) = f(@)

t—0 t

Y

alors elle sera notée D, f(x) ou d,f(x), et appellée dérivée suivant le vecteur (ou

dérivée suivant la direction) h.

Proposition 6.2. St f: U — F est une application diffrentiable en un point

x €U, alors f admet une dérivée suivant tout vecteur non nul h et on a :
dpf(z) =df(x)-h .
Démonstration. Soit h vecteur non nul de E, on a pour un certain réel » > 0, I'application
o ]=r, r[—F
t— f(z+th)

est bien définie, de plus ¢ = f o g, ol
g :|—rr[— E, t— x+th.

On a g est difffentiable en 0, g(0) = = € U et f est difffentiable en z, d’ou ¢ est difffentiable

en 0 et
lim f(xH};)*f(fE) = dy(0)

t—0

Exemples 6.1. Soit

¢ :R?—R

2

S si () £ (0,0)

(@g) = 0 si (z,y) = (0,0)

Alors ¢ admet des partielles suivant toutes les directions au point (0,0) mais elle n'est pas

différetiable au point (0,0). En effet, soit h = (hy, hy) € R? non nul,
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e st hy =0 ou hy =0, alors

¢((0,0) 4 t(h1, ha)) — ¢((0,0))
t

=0

ainsi dpp(0,0) =0,
e sihy #0 et hyg #0, alors

#((0,0) + t(h, h2)) = ((0,0)) _, Mh3
t h} + t2h3

d’ot dpp(0,0) = 0.

e Maintenant si o est différentiable en (0,0), alors pour tout vecteur non nul h € R?,
de(0,0) - h =dpp(0,0) =0 = dp(0,0) =0.

Or Uapplication f : R — R2, t — (t2,t) est différentiable en 0 et f(0) = (0,0), par suite o f
sera différentiable en 0 et
t2,t)—(0,0
= 0200 _ g4 0 1)(0)
— d(0,0) 0 df(0) = 0

ce qui est absurde. Donc ¢ n’est pas différentiable en (0,0).

N[ =

2.2. Dérivées partielles. Soient n et p deux entiers non nuls, U un ouvert de R" et
f : U — RP une application. Soit {ej, - ,e,} la base canonique de R". Si la dérivée de f
en un point x de U suivant le vecteur e; existe, alors elle sera appeller la i-eme dérivée partielle

(ou la dérivée partielle par rapport a x;) de f en z et elle sera notée

0
Donc %f(x1,~- L Tiy -+, Xy,) est égale a
hmf(x17 in_i_t,... ,xn) _f(ml’... 7:1;7;7... 7xn>
t—0 t

Proposition 6.3. On a st f est différentiable en un point v € U, alors toutes les

dérivées partielles existent et

0 0

f(z)-hy .
Démonstration.

Af(x) - (ha,-+-  hy) = df(z)- <z hie,)
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D’apres 'exemple 6.1 'existence des dérivées partielles n’implique pas que ’application est

différentiable. Mais on a

Théoreme 6.2. Soit U est un ouvert de R", une application f: U — RP et conti-
nument différentiable sur U si, et seulement si, ses dérivées partielles existent

sur U et elles sont continues.

Soit {e],--- , e} la base canonique de RP. Alors pour toute application f : U — RP, on
a
flx) = (fi(x),- - f(2))
ou f; : U — R est la i-eme composante de f, c’est a dire f; = m; o f ou m; est la i-eme

projection. On a

Proposition 6.4. L’appliquation f est de classe C*, k € N, si, et seulement si,

pour tout 1 <i <p, f; est de classe C*.

Démonstration. Les projections m;, 1 < ¢ < p, sont linéaires donc elle sont de
classe C*. Si f est de classe C*, k € N, f; = m; o f est aussi de classe C*. Inversement, si les

fi, 1 <i < p,sont de classe C*, Iécriture f = fre|+-- -+ fpe, entraine que f est de classe Cck. O

2.3. Matrice jacobienne. Comme conclusion des résultats précédants on a

Corollaire 6.3. Une application
fU—RP,

est continument différentiable sur U si, et seulement st,

0
—fi, 1<i<p, 1<j<n
8xj

sont bien définies et continues.

Définition 6.3. Soit f : U — R” une application différentiabe en un point = de
U, la matrice jacobienne de f au point z, notée J(f)(z) est la matrice de df(z) dans

les bases canoniques de R" et R? respectivement, c’est a dire ( 2 > .
Ba:j 1<isp

1<j<n
La formulle de compositions des différentielles permet d’obtenir la regle de la chaine

suivante
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Proposition 6.5. Soit U (resp. V) un ouvert de R" (resp. R?) et soit x € U.
Supposons que f : U — RP est différentiable en x, f(z) € V et g : V — R? est
différentiable en f(x), alors pour tout 1 <k <gq

8 0
oz, (gro f)(x Za—gk 8 f(@

Démonstration. On a d(g o f)(z) = dg(f(x)) o df)(z), donc la matrice J(g o f)(x)

n’est autre que la matrice produit J(g)(f(z)) - J(f)(x). Donc les deux expressions de la k-eme

colonne de la matrice J(g o f)(x) donne le résultat. O

3. (% difféomorphismes.

Définition 6.4. Soit f une application bijective d’un ouvert de R" sur un ouvert
V de R". Alors on dit que f est un
1) homéomorphisme ou C’-difféomorphisme si f et f~! sont continues,

2) C*-difféomorphisme, k& > 1, si f et f~! sont de classe C*.

Remarque 6.4. Dans la définition précédante si on suppose que V est ouvert de R? et si
f est un C*-difféomorphisme, k € N, alors p = n nécessairement. Pour k > 1, on a df(x) est

un isomorphisme de R™ sur R”. Mais pour k£ = 0 la conclusion est difficile.

Théoréme 6.3. (d’inversion locale) Soit f une application de classe C*, k > 1,
sur un ouvert U de R" dans R", supposons que pour un certain point x de U, on
a df(z) est inversible, c’est a dire |J(f)(z)| # 0, alors il existe un voisinage ouvert
O CU de x et un voisinage ouvert V de f(zx), tels que la restriction de f a O est

un Ck-difféomorphisme de O sur V.
Démonstration. A admettre. O

Corollaire 6.4. (d’inversion globale) Avec les hypothéses du théoréme précédant. Sup-
posons de plus que f est injective sur U et pour tout x € U, |J(f)(z)| # 0, alors f(U) est un

ouvert et
[ U— f(U)
est un C*-difféomorphisme.

Démonstration. Exercice. [J

Une conséquence du théoreme d’inversion locale on a le théoreme important suivant
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Théoréme 6.4. (fonctions implicites) Soit O un ouvert de R" x R et soit

f 1 0—NR, (z,y) = f(z,9)

une application de classe C*, k > 1, si pour un certain (a,b) € O on a f(a,b) =0,
alors il existe

e U C R" voistnage ouvert de a,

e IV C R" voisinage ouvert de b,

e UXxV CO,

e une unique application o : U — V de classe C* telle que p(a) = b et pour

tout v € U, f(z,p(z)) =0.

Démonstration. Soit
o O—R"XR" (2,9) = (z, f(2,9)).

On a P est de classe C* et on a

I, 0
J(f)(x) = af(a,b)  8f(ab)
ox 0y

donc |J(®)(a,b)| = |I,] - |%‘;’b)| # 0, ainsi il existe un voisinage U’ x V' C O de (a, b) tel que &
est un C*—difféomorphisme de O sur un voisinage ouvert de (a,0) contenant un voisinage de

(a,0) de la forme U x U’. Donc I'application
0 : U—V; 2 mpeo® (x,0)

est de classe C* et f(z, p(x)) = 0. L'unicité découle du fait que s'il existe une autre application

1 définie de U dans V' vérifiant les mémes propriétés que ¢ alors

w(m) = TRrp © (I)_l(xa f(l', w(@))
= 7ge 0 @7 1(z,0)

= p(x). O

Exemples 6.2. Cas particuliers.

I) Courbes dans R?. Soit U un ouvert de R?, et soit f : R?* — R, une application de classe
Ck, k > 1, supposons qu’il existe (a,b) € U tel que f(a,b) =0 et %f(a, b) # 0. Alors il eziste
un intervalle ouvert I centré en a, un intervalle ouvert J centré en b et une fonction unique

¢ : I — J de classe C* tels que p(a) =b, I x J € U et f(x,p(x)) =0 pour tout x € I. Donc
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au voisinage de (a,b), l'équation f(x,y) = 0 définie une courbe possédant une paramétrisation

de la forme z = ¢(x). De plus la tangente en (a,b) est d’équation :

(@ = )5l ) + (v = b5 flah) =0

I1) Surfaces dans R3. Soit U un ouvert de R3, et soit f : U — R, une application de classe
Ck, k > 1, supposons qu’il existe (a,b,c) € U tel que f(a,b,c) =0 et % (a,b,c) # 0. Alors 1l
existe un intervalle ouvert I centré en a, un intervalle ouvert J centré en b, un intervalle ouvert
K centré en ¢ et une fonction unique o : IxJ — K de classe C* tels que p(a) = b, IXxJxK € U
et f(x,y,p(z,y)) = 0 pour tout (x,y) € I x J. Donc au voisinage de (a,b,c), l’équation
f(z,y,2) = 0 définie une surface possédant une paramétrisation de la forme z = @(x,y). De

plus le plan tangent en (a,b) est d’équation :

0 0 0
(‘T - a)%f(% b, C) + (y - b)a_yf(a’ b, C) + (Z - C)&f(aab’ C) = 0.

IIT) Courbes dans R3. Soit U un ouvert de R3, et soient f : U — Retg: U — R,
deuz applications de classe C*, k > 1, supposons qu’il existe (a,b,c) € U tel que f(a,b,c) =
0, g(a,b,c)=0 et

0 0 0 0
a_yf(a> ba C) : &g(aa b7 C) - @f&% bv C) : a_yg<a7 ba C) 7é 0.

Alors il existe un intervalle ouvert I centré en a, un intervalle ouvert J centré en b, un intervalle
ouvert K centré en ¢ et un unique couple de fonctions (p,¥) avec ¢ : I — K, ¢ : J — K
de classe C* tels que (¢(a),v(a)) = (b,c), I x J x K € U et f(x,o(x),y(x)) = 0 pour tout
x € I. Donc au voisinage de (a,b,c), le systeme f(x,y,2z) =0, g(z,y,z) =0 défini une courbe
possedant une paramétrisation de la forme y = ¢(x), z = (x). De plus la tangente en (a,b)

est d’équations :

0 0 0
(x — a)a—xf(a, b,c)+ (y — b)a—yf(a, b,c)+ (2 — c)&f(a, b,c) =0.

(0= @)5-a(a.b,0) + (= D3 g(ab.0) + (2 = ) Lgla.bye) =0
4. Dérivées partielles d’ordre supérieure.

4.1. Théoréme de Schwarz.

Théoréme 6.5. (de Schwarz) Soit f une application définie sur un ouvert U de

R"™ dans RP, si
0? 0?

—f et 1<i,j<n,

Ox;0x
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existent et continues sur un voisinage de x alors elles sont égales.

Corollaire 6.5. Soit f une application définie sur un ouvert U de R" dans RP?,
st
oF oF
_— t
8372'1 s 0% f €

f?

8@-0(1) cee 8xa(k)

ol o est une permutation de {1,---  k}, existent et continuent sur un voisinage

de x alors elles sont égales.

Démonstration. Toute permutation est une composition de transpositions de la formes

(i, i+1). O

4.2. Expression des différentielles d’ordre supérieure. Si f une application de classe
Ck, k > 1, sur un ouvert U de R™ dans RP, alors la différentielle, D™ f(x), d’ordre m, 1 <
m < k, de f en un point quelconque x de U est une application n-linéaire symétrique de
R™ x -+ x R™ dans R? associant a un m-uple (hy,--- , hy,) Pélément D™ f(x) - (hy,- -+, hm),

notée D f(x) - hy - - - by, donnée par 'expression :

Z m! amf(SC) o1 |, hon

1 n
agl - ap! 0zt - - - Qo
artetan=m " 1 n

En effet, 'élément D™ f(x) - hy - - - hy,, n'est autre que la dérivée, d’ordre m, au point 0 de

Iapplication ¢ : ¢+ f(x + th). Donc

ﬁ»—l
=

|
NgE

oo J (& + th)h

1

(2

RS
[\
=
I
M=

1
92

Z et g ACRL0

i+j=2

hi 0 8161 ( + th)h;
h

I
BT

Pr(t) = mle e ST R
ai+-+an=m ! v
4.3. Formule de Taylor-Young.

Théoreme 6.6. Soit U un ouvert de R" et soit xr € U,

f:U—RP
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une application admet une différentielle d’ordre m + 1, m > 1, alors pour h € R"

assez petit on a

Démonstration. Dans les conditions du théoreme. Soit f; la i-eme composante de f,
posons
0+ [-1,1] — R; t— fi(x +th).
Alors ¢; admet une dérivée d’ordre m + 1, ainsi elle vérifie la formule de Taylor-Young ”clas-
sique”, c’est & dire pour un certain 6 € [0, 1]

"),

wi(1>=w(0)+2%¢"(0> + (m;ﬂ)'

Oronapourre {l,--- , m+ 1},

hOél . han 87”
piy=rl- > S filw + th).

apl- o) Oxft - Oxon

ar+-Fan=r
Donc la formule Taylor-Young est vérifie pour toute composante f;, ainsi elle est vraie pour f.

O

5. Extremums relatifs.

Définition 6.5. Soit f une application définie d’un ouvert U de R" dans R. On
dit que f presente en un point a de U :
e un maximum local s’il existe un voisinage V' C U de a tel que f(x) — f(a)

0, zeV,

IN

e un minimum local s’il existe un voisinage V' C U de a tel que f(z) — f(a)

0, zeV,

v

e un extremum local si f présente en ¢ un maximum local ou un minimum local.

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour qu’'un point soit un extremum

local.

Proposition 6.6. Soit f une fonction de classe C*, k > 1, définie d’un ouvert
U de R" dans R. Si un point a de U est un extremum local de f, alors a est un

point critique de f c’est a dire df(a) = 0.
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Démonstration. Soit {e,--- ,e,} la base canonique de R™. Le point 0 est un extremum
local des fonctions ¢; : t — f(a+te;), ainsi ¢(0) =01 < i < n. D’ou les dérivées partielles de
f au point a sont toutes nulles, donc df(a) = 0. O

Voici une condition suffisante.

Proposition 6.7. Considérons une fonction f de classe C*, k > 2, définie d’un
ouvert U de R" dans R. Soit a € U, si pour tout vecteur non nul h de R", on a
d®f(a)-h-h est strictement positif (resp. strictement négatif), alors f presente au

point a un minimum local (resp. maximum local).

Démonstration. Découle du fait que pour ||h|| assez petit f(a+h)— f(a) et d*f(a)-h-h

sont de méme signe, car

fla+h)— f(a) = df(a)-h+%d2f(a)-h-h
+[[h][?e(h)
= 1d?f(a) - h-h+ ||h|*e(h). O

6. Série n° 6.

Exercice 1. Soient U =0, 00[X]| — 7, 7[, V = R?*\] — 00,0] x {0}, P : U — V;(r,0) —
; . . 2 2 Y
(rcos(f),rsin(f)) et C:V — U; (x,y) — (/22 +vy ,2arctan(m+\/m)).
1) Vérifier que S et P sont de classe C*.
2) Calculer Po S et So P.
3) Calculer la jacobienne et le jacobien de P en tout point x de U.
)

4) Calculer de deux manieres la jacobienne et le jacobien de S en tout point y = f(z) de V.

Exercice 2. Soient U = {(z,y) € R* : 2? —y*> > 0} et f : U — IR une application de

classe C? telle que : (*) %(x,y) — %(m,y) = —

x2—y

=
1) Soit ¢ : IR* — IR?*; (z,y) — (z +y,z —y). Montrer que ¢ est un C*-difféomorphisme.
2) Soit V = p(U), est g : V. — IR définie par gop = f, calculer %(m, y)—g%;(x, y) en fonc-

tion des dérivées partielles de g (ind. utiliser la régle de lma chaine). Déduire les solutions de ().

Exercice 3. Soit f: IR> — IR; x — ||z|l2. Montrer que f est différentiable en tout point

x#0est df(x) -h= ("=, h).

llll2”
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Exercice 4. Soit S(r,0,¢) = (rcos(0)sin(yp),rsin(f)sin(yp), rcos(p)), (r,0,¢) € U =
R x] — 7, w[x]0, 7.

1) Vérifier que S est de classe C™.

2) Calculer la jacobienne et le jacobien de S en tout point U.

3) Vérifier que S(U) est un ouvert et que S est un C'*°-difféomorphisme de U sur S(U).

Exercice 5. 1) Montrer que au voisinage de (0,0), 'ensemble
I'={(z,y) € R* : arctan(zy) + 1 ="V}

admet une représentation de la forme y = p(z), © € I avec I un intervalle centré en 0 et ¢ est
de classe C* sur I.

2) Donner I'équations de la droite tangente a I' au point (0, 0).

Exercice 6. 1) Montrer que au voisinage de (1,1, 1), ’ensemble
I={(z,y,2) € R® : 2> +y*+2*=3, 2° + 222 —y =2}

admet une représentation de la forme y = ¢(z), z = ¢(z), z € I avec I un intervalle centré en
1 et et 1 sont de classe C! sur I.

2) Donner les équations de la droite tangente a I' au point (1,1, 1).



