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Exercice 1. ( 5pts)
E = C([0,1], R) désigne ’espace vectoriel des applications définies et continues sur [0, 1] et & valeurs
dans R muni de la norme || . [|oo donnée, pour tout f € E, par || f |[cc=Supsepo,1] | f(2) | -

On définit 'application ¢ : E — E par

x
o(f) =g, avecg(z) = /o sin@ dt.

1. Montrer que ’application ¢ est lipschitzienne.

2. Justifier que léquation ¢(f) = f admet une unique solution f € E. On précisera toutes les
hypothéses utiles.
Exercice 2. ( 6 pts)

(RxR,d) est 'espace métrique produit muni de l'une des distances habituelles. On considére la
projection p; : RxR — R donnée, pour tout (z,y) € RxR, par p1(z,y) = z.

On rappelle qu'une application est dite fermée si I'image de tout fermé est un fermé et on souhaite
montrer que ’application p; n’est pas fermée.

On considére la partie A C RxR définie par

A= |J (-1+ % 1- %]X{k}).
kelN, k>1

1. Soit (zn,Yn)n une suite de points de A convergente vers (I1,l3) € RxR. En remarquant que la
suite (yn), est une suite d’entiers naturels, justifier que cette suite est constante a partir d’un certain
rang ( c’est a dire y,, = kg € IN pour n > ny).

2. En étudiant la suite (x,),, montrer que (l1,l2) appartient & A puis conclure que A est un fermé.

3. Déterminer p; (A) puis conclure.

4. L’application p; est elle ouverte? Justifier.

Exercice 3. ( 9 pts)

On considére une nouvelle fois 'espace métrique (E, do,) de exercice 1, do, étant la distance associée
a la norme || . ||« et 'espace vectoriel normé (F,|| . ||1) des fonctions de classe C* sur [0, 1] et & valeurs
dans R, ou la norme est donnée par || f [[1=]| ' [|sc + | f(0) |, pour tout f € F.

On définit, pour tout entier k > 1, Papplication 14 sur [0, 1] par ¢y (z) = £ siz € [0, 1] et ¢y (z) = £ —
siz €]3,1].

1. Justifier qu’on a ¢y € E, ¢y ¢ F puis calculer || ¥k ||oo, pour tout k > 1.

2a. Soit f € F et soit 7 > 0 un réel quelconque. En utilisant 1y, ( pour k assez grand) et f, donner

8

une fonction g € E avec g ¢ F vérifiant doo(f, g) < r.
2b. Peut on affirmer que F' est un ouvert de E? Justifier.
2c. F est il un fermé de E?
3a. Soit K C F' un compact. Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que Vf € K, on a

I fl:< R

3b. En utilisant le théoréme des accroissements finis, déterminer deux réels a et 5 tels que
| f(z) |< az+ S, pour tout f € K et tout = € [0, 1].
3c. Déduire que K est borné dans F.

Corrigé.



Ex1. 1. Pour f;, f; appartenant a E, on a

1
f1(t) sian(t) ‘dtg/o |Smf12(t) fa(t)

2

— sin

2 2

I@Uﬂﬂhﬁmﬂélxsm | dt

ceci pour tout = € [0, 1]. D’autre part, on a | sinx — siny |<| x — y | pour tout x,y € R. On déduit

o) = et 1< [ 1282 - 20

Enfin, en passant au "sup", on a

() = o(2) llooS 5 Il i = o Il -

Ceci prouve que 'application ¢ est lipschitzienne.
2. L’espace E étant complet et Iapplication ¢ contractante (% < 1), on peut appliquer le théoréme
du point fixe.

Ex2. 1. Si (yn)n est une suite d’entiers qui converge vers une limite I, forcément Iy € IV (sinon
la €]p, p+1], p entier convenable, et pour un bon choix de & > 0, la suite ne serait pas une suite d’entiers).
Ensuite, la suite est forcément constante et égale a l5 a partir d’un certain rang sinon, ici aussi, pour un
bon choix de € > 0, la suite ne serait pas convergente vers ls.

2. D’aprés ce qui précéde, puisque y, = lo = kg & partir d’un certain rang, les x,, appartiennent &
lintervalle [—1 + k—lo, 1-— é] a partir d'un certain rang. Cette suite étant convergente et l'intervalle étant
fermé, sa limite Iy appartient a cet intervalle. Ainsi, (I1,l2) € A et A est un fermé.

3. On a p1(A4) =] — 1,1[ qui est un ouvert et A est un fermé, 'application p; n’est donc pas fermée.

4. L’application p; est ouverte. En effet, si O est un ouvert de R? et a € py (0), il existe 8 € R tel
que p1((a, B)) = o, avec (a, B) € O. Puisque O est un ouvert de R? muni de la distance euclidienne (par
exemple), et si (a,3) € O, alors il existe un réel 7 > 0 tel que la boule ouverte, B((a, 8),7) C R? soit
contenue dans O. On affirme que la boule de R, B(«,r) est contenu dans p;(O). En effet, tout point
x € B(a,r) est 'image de (z,8) € B((a, 8),r) C O. Ce qui prouve bien que p;(O) est un ouvert.

Ex 3. 1. 9} est continue en % et partout sur [0,1], ainsi ¢, € E. Mais, ¢, ¢ F car elle n’est pas
dérivable en 3. De plus, on a || ¥k [|eo= 37-

2a. Il suffit de poser g = f + 9. Cette fonction convient.

2b. F n’est certainement pas un ouvert car si f € F est un élément quelconque, tout boule centrée
en f ne peut étre contenue dans F car elle contiendra toujours un élément de E qui n’est pas dans F
d’apreés la question qui précéde.

2c. Cette question est hors baréme. F n’est pas fermé dans F car on peut construire une suite

d’éléments de F' convergente dans E sans étre convergente dans F'. En effet, la suite de fonctions (f,)n
définies, pour tout n > 1, sur [0,1] par f,(z) = /o + L converge vers la fonction "z — /z" qui est

bien dans E sans étre dans F. (On peut aussi considérer la suite \/(z —1/2)2 4+ 1))

3a. Tout compact dans un espace métrique étant borné, on a le résultat.

3b. Par application du TAF, on a, pour tout z € [0,1] et tout f € K, | f(z) — f(0) |= f'(c)z, avec
c €]0, z[ convenable. D’ou, | f(z) — f(0) [<|| f' |loc  <|| f|[1 # < Ra.

On déduit alors | f(z) |< Rz+ | f(0) |< Rz+ || f |1< Rx + R.

4. On a | f(x) |< 2R pour tout x € [0,1] et donc || f ||co< 2R, ceci étant vrai pour tout f € K. Par
suite K est borné dans E.



