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Chapitre 1

Structures algébriques

1.1 Groupes

Définition 1.1.1 .

1. Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E X E

dans E. Si [ est une telle application, on appelle f(z,y) le composé de x ety et on
convient de noter f(x,y) = x *y, 2Ty.... Un ensemble E muni d’une loi interne

% est noté (E,*).

2. On appelle loi de composition externe sur E, de domaine de scalaires [’ensemble

A, une application de A X E dans E.

Exemples 1.1.2 .
1. L’addition et la multiplication sont des lois internes dans IN*, IN, Z, ®, R, C.
2. Si E est un ensemble, les opérations N et U sont des lois internes dans P(E).

3. Soient E un ensemble et A(E, E) l'ensemble des applications de E dans E. La

composition des applications est une loi interne dans A(E, E).

4. La multiplication par un réel est une loi de composition externe dans R, €, R[X],

1x).
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Définition 1.1.3 . On dit qu’un ensemble G muni d’une loi de composition interne %

est un groupe Si :
1. x est associative : VYa,b,c € G ax (bxc) = (a*b)*c.

2. % posséde un élément neutre (G est donc non vide) : e € G, Ya € G, axe =

exa=a.
3. Tout élément posséde un symétrique pour * :Va € G, Ja' € G, axa' = da' *a =e.

Si, de plus, la loi x est commutative, cad pour tout a,b € G a*xb = bx*xa; on dit que

(G, *) est un groupe commutatif, ou plus souvent, un groupe abélien.

Notations 1.1.4 On emploie en général la notation a.b, ou plus simplement ab au lieuw
de a xb. On dit alors que le groupe est noté multiplicativement . e est alors noté 1g ou

1

simplement 1, le symétrique a’ de a est noté a=" et appelé inverse de a. Les relations de

définition d’un groupe s’écrivent alors :
a(bc) = (ab)e, al=1la=a, aa™ =a a=1.

On emploie aussi, la notation a+b au lieu de axb, dans le cas ot la loi est commutative
et on dit que le groupe est noté additivement. e est alors noté 0, le symétrique de a est

noté —a et est appelé l'opposé de a. Les relations ci-dessus s’écrivent alors :
a+(b+c), a+0=0+a=a, a—a=a+(—a)=—-a+a=0.

Poura e G etn e Z, on écrit :

Si le groupe est noté multiplicativement :

a..a. st n>0
——

n
a*=<¢ 1 st n=0

at.at si n<0
——

On peut alors vérifier qu’on a :

Va€e G, Vm,n€ Z, a™a" =a™™ et (a™)" = a™.
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Si le groupe est noté additivement :

a+..+a st n>0
———
nao=4¢ 0 st n=0

(—a)+ ...(—a) si n<O.

On peut alors vérifier qu’on a :
Va € G, Ym,n € Z, ma+na=(m+n)a, m(na)= (mn)a.

Exemples 1.1.5 .
1. (Z,4), @,+), (R,+), (Ry,.), @,,.), ({-1,1},.) sont des groupes abéliens.
2. Soit E un ensemble et A la différence symétrique définie sur P(E) par AAB =
(A\ B)U (B\ A), pour tout (A,B) € P(E) x P(E) et ou A\B={zr € E: z ¢
A et x ¢ B}. Alors (P(E),A) est un groupe abélien.

3. Myxn(R) = {matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R} muni de l’addition

des matrices est un groupe abélien.

4. GL,(R) ={A € Mxn(R) : detA # 0} muni de la multiplication des matrices

est un groupe abélien.

5. Soit E # 0 et Sg l'ensemble des bijections de E dans E. Alors Sg muni de la
composition o des applications est un groupe. C’est le groupe symétrique de E. Si
E ={1,2,..n}, on le note S,,.

Sous-groupes :

Définition 1.1.6 . Soit G un groupe noté multiplicativement, et H une partie non vide
de G. On dit que H est un sous-groupe de G si :
1. H est stable (i.eVx,y € H, xy € H).

2. H muni de la loi induite a une structure de groupe.

Proposition 1.1.7 . Soit G un groupe noté multiplicativement et H une partie de G,

les trois propositions sont équivalentes :
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1. H est un sous-groupe de G.
2. H#(), Ve,yc H, zyec H, Vxc H, !¢ H.
3. H#0, Ve,ye H, zy'eH.

Démonstration. On a évidemment (1) = (2) = (3). Démontrons donc (3) =
(1), ce qui démontrera I’équivalence des trois propriétés.

I'=1 € H. De méme en

Comme H # (), soit © € H et prenons x = y dans (3) ; alors xz~
prenant z = 1, y = x dans (3) on a lz™' = 27! € H. Aussi 2y = z(y~')~! € H. Ainsi

H est stable. Les axiomes de groupes se vérifient alors immédiatement.

Exemples 1.1.8 .

1. (@, +) est un sous-groupe de (R,+), {a+bv/2 :a,b€ Z} est un sous groupe de
(R, +).
2. Soit G un groupe, G et {1} sont des sous-groupes de G. Un sous-groupe distinct

des deux précédents, s’il existe, est appelé sous-groupe propre de G.

3. Soit G un groupe et notons Z(G) ={a € G :Vbe G, ab=ba}. Z(G) est un
sous-groupe de G appelé centre de G. Z(QG) est nécéssairement abélien en tant que
groupe.

4. Une partie H de Z est un sous-groupe si et seulement si il existe n € IN tel que
H=nZ={na :a€Z}.

En effet, si H= {0}, alors n = 0 ; supposons que H # {0}. Il existe un plus petit
élément n > 0 appartenant ¢ H (HNIN® # 0 car si x € H, —x € H). Puisque
n € H et H est un sous-groupe on a bien nZ C H. D’autre part, si m € H, on
peut écrire :

m=nq+r, g€z, 0<r<n

mais m —qn € H, donc r € H, ce qui entraine r = 0 puisque n est le plus petit

entier strictement positif et appartenant a H, donc H =nZ.

5. L’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans R de déterminant

égal a 1 est un sous-groupe de GL,(R).

Propriétés 1.1.9 .
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1. Si G est un groupe, (H;),.; une famille de sous-groupes de G, alors ﬂ H; est un
iel
i=k
sous-groupe de G. En particulier si G = Z, Hy = nZ,...,.H, = niZ ; alors ﬂ n; 4

i=1
est un sous-groupe de Z, il est donc de la forme mZ avec m € IN. On peut vérifier

facilement que m est le ppcm de nq, ..., ng.

2. 1l est a noter que la réunion de deux sous-groupes n’est un sous-groupe que si l’'un

d’entre euzx est inclus dans 'autre.

3. L’ensemble des puissances a™ de a, n € Z, est un sous-groupe de G. C’est le plus

petit sous-groupe de Z qui contient a et est appelé sous-groupe engendré par a.

Homomorphismes de groupes :

Définition 1.1.10 . Soient G, G" deux groupes, f une application de G dans G'. On dit

que f est un homomorphisme de G dans G’ si :

Vo,y € G, flzy) = f(2)f(y).

Si de plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de groupes, si G = G’ on dit que
f est un endomorphisme de G ; un endomorphisme bijectif s’appelle un automorphisme.

On appelle noyau de f, et on note Kerf, l’ensemble :
Kerf={reG : f(z)=1x}.
On note aussi Imf 'ensemble f(G), on a :
Imf={yeG /3xeqG, y=f(x)}.

Exemples 1.1.11 .

1. a étant un élément du groupe G, Uapplication v — a‘za de G dans G est un

homomorphisme.

2. Soit G un groupe noté multiplicativement et x € G. L’application n — x™ est un

homomorphisme de Z dans G.
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Proposition 1.1.12 . Soient G et G' deux groupes et f un homomorphisme de G dans

G'. On a les propositions suivantes :
1. f(1)=1.
2.Vred, fla)=(f(x)"

3. L’image de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G'. En particulier Im f

est un sous-groupe de G'.

4. L’image réciproque d’un sous-groupe de G' est un sous-groupe de G. En particulier

Kerf est un sous-groupe de G.

5. [ est injective si et seulement si Kerf = {1}.

Démonstration. 1) découle immédiatement de 1'égalité f(1)f(1) = f(1.1) = f(1) =
f(1).1. 2) Pour tout z € G on a f(x)f(z™!) = f(zz™) = f(z7lz) = f(z7')f(z) =
f(1) = 1. 3) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) # 0 car 1 = f(1 € f(H); de plus
pour tout f(h) et f() € F(H) ona F(R)(F()) ™ = F()F(H) = F(hI) € F(H). 4)
idem que dans 3). 5) Supposons que Kerf = {1} et soient z,y € G tels que f(z) = f(y).
Il en résulte que f(2)(f(y)) ™t =1cad f(zy™') =1let zy™' € Kerf, dott z = y et f
est injective. Inversement, si f est injective et x € Kerf;on a f(z) =1 = f(1) et par

suite z = 1.

GTOU]?@S Symét'm'ques :

On a déja vu que 'ensemble des applications bijectives S(F) d’un ensemble dans lui
méme constitue un groupe pour la composition des applications (notée o). On désigne
par S, cet ensemble si £ = {1,...,n}, et on appelle ses éléments des permutations. On

convient d’écrire si o € S,,,

02(0(11) 0(22) 021))

Dans la suite on emploie plutot la notation multiplicative : o1 o0 05 est notée o05.
On appelle transpostion toute permutation ¢ de S,, pour laquelle il existe deux éléments
distincts 4,5 de {1,...,n} tels que o(i) = j, o(j) =i et o(k) = k pour tout k # i, ;. Si
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I'on note 7; ; cette transposition, on a :

1 2 4 ... 7 ..n
Tij = . ) .
7 12 45 ... 1 .n
1

Il en résulte que 7; ;7 ; = idg, cad que 7, ;7 = 7 ;.

Propriétés 1.1.13 .
1. Toute permutation o € S, s’écrit comme produit fini de transpositions. A titre
1 2 3 4 5

2 3 5 1 4
La précédente écriture n’est pas unique. Mais la parité du nombre de transpositions

d’exemple, dans S5, la permutation o = ( peut s’écrire Ty 9T2 373 575 4.

figurant dans toute décomposition d’un élément o € S, est la méme.

2. La signature d’une permutation o, notée (o), est Uapplication ¢ : S,, — {—1,1}
définie par (o) = 1 si la permutation o est produit paire de transpositions et
e(o) = —1 sinon. La signature € est un homomorphisme de groupes cad €(oT) =

e(o)e(T) pour toutes permutations o, T.

3. St A= (aj) € M,(IK), le déterminant de A est donné par la formule :

detA = Z 8(0)&1’0(1)...(1”’0(”).

O’ES’n

Pour une matrice A = (a;;);; € Ms(IK), on a :
detA = a11a22a33 + a13021032 + Q12023031 — Q12021033 — 13022031 — (11023032,

en tenant compte du fait que Ss = {Id, 71 3732, T1 2723, T1,2, T1,3, T2,3 } -

1.2 Anneaux

Définition 1.2.1 . On dit qu’un ensemble A muni de deuz lois de composition internes

+ et . est un anneau St :

1. (A,+) est un groupe abélien.
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2. La multiplication est associative et distributive par rapport a l'addition + :
z(yz) = (xy)z, x(y+2) =xy+ 2z et (y+ 2)r = yxr + zz.

St de plus la multiplication est commutative on dit que A est un anneau commutatif. S’il

existe un élément neutre , noté 14, pour la multiplication, A est dit unitaire.

Remarques 1.2.2 .

1. Sauf mension explicite du contraire, tous les anneaux considérés par la suite sont

supposés étre unitaires.

2. Si A est un anneau, alors 14 # 0, sauf si A = {0}.

Exemples 1.2.3 .

1. (Z,+,.) est un anneau commutatif, I’élément unité étant 1. De méme (Z/nZ,+,.)

est un anneau commutatif fini a n éléments, 1’élément unité est 1.
2. ®, R, U sont des anneaux commutatifs.

3. Muxn(R) = {matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R} muni de 'addition

et de la multiplication des matrices est un anneau.

4. St A, B sont deux anneaux, A X B est un anneau pour les lois produits, I’élément

unité est (14,1p).

5. (P(E),A,N) est un anneau commutatif. L’élément unité est E.

Régles de calcul dans un anneau. :

Si A est un anneau, alors :
1. 2(y—2)=oy —zz, (y—2)x=yr — zz.
2. 00 =20=0, z(—z2)=—xz=(—x2).
3. Formule du binome.
On remarque que (z + y)? = 2° + zy + yx + y? # 22 + 2xy + y* en général. Mais

si x et y commutent (xy = yx), alors on a :

k=n
(z+y)" =2+ Cla" ly+ ..+ Cr lay™ Hyt =) Chan Ry,
k=0
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Sous-anneaux

Définition 1.2.4 . Soit (A, +,.) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un

sous-anneau de A si :
1. B est stable pour les deux lois + et ..
2. 14 € B.

8. B muni des deux lois induites + et . a une structure d’anneau.

Proposition 1.2.5 . Soit (A,+,.) un anneau et B une partie de A. B est un sous-

anneau de A si et seulement si
1. Ya,be B a—be B.
2. 14 € B.
3. Ya,be B abe B.

Homorphismes d’anneaux

Définition 1.2.6 . Soient A et B deux anneauz et h : A — B une application. On dit

que h est un homomorphisme d’anneaux si :
1. Vz, y€ A h(z+y) = h(z) + h(y).
2. Vx, ye A h(zy) = h(z)h(y).
3. h(1) =1.

St de plus, h est bijective, on dit que h est un isomorphisme d’anneaut.

Remarques 1.2.7 .

1. Un homomorphisme h d’anneaux est en particulier un homomorphisme de groupes.
C’est ainsi que 'image h(A’) d’un sous-anneau A’ de A est un sous-groupe qui
contient 1 en vertu de (3). De plus h(A’) est stable pour la multiplication d’aprés
(2), ce qui fait de h(A’) un sous-anneau de B.
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2. L’ensemble J = {x € A ]/ h(z) = 0}, qui n’est autre que le noyau de h, est un

sous-groupe de A qui posséde la propriété particuliére : Vx € J, Va € A, za €
J et axr € J, puisque f(xza) = f(x)f(a) =0 et f(ax) = f(a)f(z) =0. Un sous-
groupe J d’un anneau A qui vérifie une telle propriété s’appelle un idéal bilatére
de A.

Exemples 1.2.8 .

1. Soit P une matrice carrée inversible et h : (M,(R),+,.) — (M,(R),+,.), l'appli-

cation qui fait correspondre a A, la matrice PAP~'. h est un automorphisme de

M, (R), appelé 'automorphisme de changement de bases.

. Soit Aun anneau et h ’application

h:7Z— A

n—nly

est un homomorphisme d’anneauzx. h est injectif si et seulement si Kerh = {0} et
dans ce cas h(Z) = {m.1a, m € Z} est isomorphe a Z. Si h nest pas injectif,
alors il existe n > 0 tel que Kerh = nZ. L’entier n s’appelle la caractéristique de

A.

1.3 Corps

Définition 1.3.1 . On dit qu’un ensemble IK muni de deuz lois de composition internes

+ et . est un corps si :

. (IK,+,.) est un anneau, 1x # 0.
2. Ve e IK*, dx' € IK, xx'=2x'z=1g.

Si de plus, la multiplication est commutative, on dit que IK est un corps commutatif.

Remarques 1.3.2 .

1. Si IK est un corps, IK* muni de la multiplication est un groupe. Et ainsi, IK est

commutatif si et seulement si IK* est abélien.
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2. Dans un corps IK, si xy = 0, alors x = 0 ou y = 0 (un anneau vérifiant cette
propriété est dit intégre). En effet, supposons que vy = 0 et x # 0. De %(ajy) =
(La)y =0 on tire y = 0.

Exemples 1.3.3 .

1. @, R, € sont des corps commutatifs pour les lois usuelles.

2. Qi) ={a+ib [ a, be@Q} est un corps commutatif.

3. Z/nZ est un corps si et seulement sin est premier.

4. tout corps fini est commutatif.

Définition 1.3.4 . Soit IK un corps et F' une partie de IK. On dit que F' est un sous-
corps de IK si :

1. F est un sous-anneau de IK.

2. VYa € F*, a ! e F~.

Exemples 1.3.5 .
1. @ est un sous-corps de Q[i] qui est lui méme un sous-corps de R.

2. Q et Z/pZ n'ont pas de sous-corps propres.

Proposition 1.3.6 . Soient IK et IK' deux corps commutatifs et f un homomorphisme
de IK vers IK'. Alors f est injectif.

Démonstration. Soit z € Kerf tel que x # 0. x étant inversible, on a 1 = f(1) =
flzz™) = f(x)f(x~') =0, ce qui est impossible; donc Kerf = {0} et f est injectif.

Remarques 1.3.7 .

1. Soit IK un corps commutatif. Alors comme pour R et €, on peut définir d’une
maniére identique : L’anneau des polynomes IK|X| a coefficients dans IK. L’élément
neutre est 0 = (0, ...,0,...) et I’élément unité est (1,0,...,0,...).

2. L’ensemble des matrices carrées Myxn(IK) a coefficients dans IK muni de [’addi-

tion et de la multiplication des matrices est un anneau non commutatif des que
n > 2.
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Chapitre 2
Espaces vectoriels

Dans ce chapitre et dans les suivants, IK désignera un corps commutatif quelconque
(le plus souvent IK = R ou C).

2.1 Généralités
Structure d’espace vectoriel

Définition 2.1.1 . On appelle espace vectoriel sur IK ou encore IK-espace vectoriel, tout

ensemble - muni de deux lois :
1. Une loi interne appelée addition, notée + telle que (E,+) soit un groupe abélien.

2. Une loi externe qui a tout couple (\,x) € IK X E fait correspondre un élément de

E noté \.x, cette loi vérifiant les quatres propriétés suivantes :
(a) Ve e B lax=x

(b)) VAe K Vx,ye E Az+y)=Iz+\y

(c) VA u€elK VereE (Aup)e=A\x+pux

(d) VA, pe IK VreE (Ap).x=\(p.x)

Les éléments de E s appellent vecteurs, ceuxr de IK scalaires.
Exemples 2.1.2 .

17
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. Les ensembles Ey, Esy, Es3, respectivement des vecteurs de la droite, du plan et de

Uespace de la géométrie élémentaire munis des opérations classiques : (z,y) — +y

et (\,x) — A.x sont des espaces vectoriels réels.

. Soit IK" ’ensemble des n-uplets (a1, qa, ...cp,) d’éléments de IK. Munissons IK"

des lois suivantes :
- Une addition définie par (aq, g, ..., @)+ (01, B, ...y Bn) = (1401, as+Ps, ..., a+
Bn)

- Une loi externe définie par : Mg, g, ..., ) = (Aag, Aag, ..., Aay,)

Il est facile de vérifier que (IK™,+,.) est un espace vectoriel sur IK.

. L’ensemble M,,(IK) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans IK est un

IK-espace vectoriel. Les lois sont définies par :

(aij) + (bij) = (aij + bij) et Maij) = (Maiy)

. Si E et F sont des espaces vectoriels sur IK, on peut munir E X F d’une structure

naturelle de IK-espace vectoriel, en définissant ainsi les opérations :
V(z,y), (" y) € EXE (2,y)+(2y)=(x+2,y+Y)
V(z,y) € EXF YA€ IK M(z,y) = (\x,\y)
L’ensemble E x F' muni de ces deux lois s’appelle l’espace vectoriel produit de E

par F.

. L’ensemble IK[X] des polynomes a coefficients dans IK muni des lois classiques :

(P,Q) — P+ Q et (\, P)— AP est un espace vectoriel sur IK.

. Soit D un ensemble quelconque, et A(D, IK) l’ensemble des applications de D dans

IK. Munissons A(D, IK) des lois suivantes : Pour tout f, g € A(D,IK) et A € IK

frgre— f@)+g(@), Af oz —Af(z)
Il n’est pas difficile de vérifier que A(D, IK) muni de ces deux lois A(D, IK) est un

espace vectoriel sur IK (appelé espace des applications de D dans K ).

On peut noter les cas particuliers suivants :

(a) D= IN, IK =R, A(D, IK) est l’espace vectoriel réel des suites réelles.
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(b) D= IN, IK=C, A(D, IK) est l’espace vectoriel compleze des suites complezes.

(c) D C R, IK= R, A(D, IK) est l’espace vectoriel réel des fonctions numériques,

de variable réelle, définies sur le domaine D.

Calcul dans un espace vectoriel :

La proposition suivante montre qu’il n’y a absolument aucune surprise et que 1’on
calcule en fait comme dans toute structure algébrique classique.
Proposition 2.1.3 .

1. Vz,ye E, VA€ IK, ANz —y) = x— \y.

2. VA e lK, \0=0.

3. YyeE, NelK, \N—y)=—\y.

4.\, pelK,Vr e E, (A—p)z=\x — px.

5. VYuelK, Ve € E, (—p)r = —pux.

6. Vet € E, 0.x =0.

7 VreE, VAelK, dx =0<= \XA=0 oux=0.

Preuve. 1). On a Mz —y) + Ay = A((z —y) +y) = Az. 2) On fait x = y dans (1). 3)
On fait x = 0 dans dans 1). 4) On a (A — )z + pr = (A — p) + p)xr = Az. 5) On fait
A = 0 dans 4). 6) On fait A = pu dans 4). 7) En effet, supposons que Ax =0. Si A =0,

on a gagné. Sinon \ est inversible dans le corps IK et on a par multiplication par A~! :
At Az) =A"0=0,dol 1.o =0, i.e z = 0.

Sous-espaces vectoriels

Définition 2.1.4 . Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur IK et F' une partie non vide de

E. On dira que F est un sous-espace vectoriel de E (en abrégé s.e.v) si :
1. F' est stable pour les deux lois + et .

2. F muni des deux lois induites + et . est un IK-espace vectoriel.



20 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS

Proposition 2.1.5 . Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur IK et F' une partie non vide
de E. F non vide d’un IK-espace vectoriel E est dite sous-espace de E si, et seulement

si, les deux conditions suivantes sont réalisées :
1. (F,+) est un sous-groupe de (E,+).
2. VA€ IK Vxe FAx e L.

Théoreme 2.1.6 . Soit ' une partie non vide d’un IK-espace vectoriel E. Les proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. F' est un sous-espace vectoriel de E.

2. Vx,ye B, V\, pnelK, e+ puy e F.

Preuve. Il est clair que 1) = 2). Inversement, supposons qu’on ait 2). Prenons A = 1
et = —1.alors x € F' et y € F entrainent que x —y € F. Donc F est un sous-groupe
additif de E. Prenons ensuite u = 0. Alors A € IK et € F entrainent A\x € F.

Exemples 2.1.7 .

1. Soit E un IK-espace vectoriel. Les parties {0} et E' sont des sous-espaces vectoriels

de E appelés sous-espaces triviau.

2. Soit n € IN. L’ensemble IK,[X]| des polynomes a coefficients dans K de degré

inférieur ou égal a n est un s.e.v de v de IK[X].

3. L’intersection quelconque d’une famille de s.e.v d’un IK-espace vectoriel E est un
s.e.v de E.

4. L’analyse fournit de nombreuz exemples de s.e.v de A(I, R), ou I est un intervalle

de R. Entre autres :
(a) L’ensemble C(I, R) des applications continues sur I.
(b) L’ensemble D(I, R) des applications dérivables sur I.

(¢) Pour tout n > 1, l’ensemble D, (I, R) des applications n fois dérivables sur
I est un sous-espace vectoriel de A(I, R). L’intersection de tous ces sous-
espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel noté D*(I, R), espace vectoriel

des fonctions indéfiniment dérivables sur I.
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(d) Pour tout n > 1, l’ensemble C,(I, R) des applications C,, sur I.

5. Il y a évidement des parties de IK-espaces vectoriels qui ne sont pas des sous-espaces
vectoriels. Notons en particulier :

(a) L’ensemble des polynémes de degré exactement n n'est pas un sous-espace
vectoriel de IK[X].

(b) L’ensemble des fonctions positives ou nulles (resp. négatives ou nulles) définies

sur une partie D de R, n'est pas un sous-espace vectoriel de A(D, R).
Sous-espace engendré par une partie

Définition 2.1.8 . Soit (xy, ..., x,) un systéeme fini de vecteurs d’un IK-espace vectoriel
E. Un vecteur x € E est dit combinaison linéaire des vecteurs xi,...,x, si ['on peut
trouver un systéme (A, ..., \p) de scalaires, tel que

T =MNT1+ ... + A2
Les scalaires \; sont nommés coefficients de la combinaison linéaire x.

Exemples 2.1.9 .

1. Le vecteur O est combinaison linéaire de toute famille finie de vecteurs, les coeffi-

cients étant nuls.

2. Tout vecteur x est combinaison linéaire de tout systeme de vecteurs contenant x,

le coefficient de x étant 1, tous les autres égauz a 0.
3. Dans lespace vectoriel IK> sur le corps IK, soit le triplet (e1,e2,€3) ou €1 =
(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1). Tout vecteur (a,b,c) de IK> est combinaison

linéaire des vecteurs ey, eq,e3 car : (a,b,c) = aey + bey + ces

Théoréme 2.1.10 . Soit (xy, ..., x,) un systeme fini de vecteurs d’un IK-espace vectoriel
E. L’ensemble F des combinaisons linéaires des vecteurs xq, ..., x, est un s.e.v de E ;
c’est le plus petit s.e.v (pour linclusion) de E contenant les vecteurs 1, ..., x,. F est dit

sous-espace engendré par les vecteurs xy, ..., x, et il est noté :

F=<ux,. . x,>{zeE / IN,. eI x=Nri+..+\x,}
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Preuve. Partons de deux éléments de F :
r=o0121+ ... + T, , Yy =011+ ... + Buln

Quels que soient les scalaires a et 3, on a :

ax + By = (aay + BB1)z1 + ... + (aay, + 58,) T,

On obtient une combinaison linéaire du systeme proposé, donc un élément de F' qui est,
par conséquent, sous-espace vectoriel de FE.

F contient évidemment chacun des z; du systeme (zy,...,z,). D’autre part, tout sous-
espace, contenant les vecteurs x1, ..., x,, doit contenir aussi la somme A\;z;+...\,x,, pour
tout scalaires Aq, ..., \,. Un tel sous-espace contient donc F' qui est, par conséquent, le

plus petit sous-espace contenant les vecteurs xq, ..., T,,.

Définition 2.1.11 . un systéme fini (x4, ...,x,) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E

est dit générateur de E ( ou aussi engendre E) si E =< x4, ...,x, >. En d’autres termes :
Ve e E, I\, ...\ €K, [ 2= a1+ ... + Ay

Exemples 2.1.12 .
1. IK"™ est engendré par les n-uplets (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,0,0,...,1).

n

2. Soit n un entier. Dans A(R, R) les fonctions 1, x, x2,...,z" engendrent le sous-

espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Théoreme 2.1.13 . Soit A une partie d’un IK-espace vectoriel E. L’ensemble H des
combinaisons linéaires finies d’éléments de A est un s.e.v de E; c’est le plus petit s.e.v
(pour linclusion) de E contenant A. H est dit sous-espace engendré par la partie A, il

est noté :
<A>={xeFE / In>1, \,. €K z1,..0, €EF ©=MNx1+ ...+ \ax,}

Exemples 2.1.14 .
1. IK[X] est engendré par la partie {1, X, ..., X", ....}.
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2. Soient (E,) une suite croissante de s.e.v d’un IK-espace vecrtoriel E. Si G,, est
un systeme générateur de E,, alors E = U, FE, est un s.e.v de E admettant U, G,

comme partie génératrice.
Partie libre - Partie lice

Définition 2.1.15 .

1. On dit qu’un systéeme fini (z1,...,x,) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E est

libre si toute combinaison linéaire de x, ..., x, est triviale cad :
St A, ..., N\, € IK tels que Mxi+ ...+ Mz, =0, alors \y=...=\,=0.

2. On dit qu’un systeme fini (x1, ..., z,) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E est lié
s’il n’est pas libre. Ce qui revient a dire qu’il existe des scalaires Ay, ..., A\, non tous

nuls tels que :

)\11’1 + ...+ )\nfEn =0.

Propriétés 2.1.16 .

1. Tout vecteur non nul est libre.

2. Tout systeme contenu dans un systéme fini libre est libre.
3. Tout systeme contenant le vecteur nul est lié.
4

. Tout systeme fini contenant un systeme lié est lié.

Proposition 2.1.17 . Soit E un IK-espace vectoriel. Le systeme (xq,...,x,) est lié, si
et seulement si, ['un au moins des vecteurs x; s’exprime comme combinaison linéaire

des autres vecteurs.

Preuve. Supposons que le systéme (z1,...,x,) est lié, il existe donc un systeme
(A1, .., An) de scalaires non tous nuls tel que A\jx1 + ... + \,x,, = 0. Soit alors \; # 0, il
est inversible dans IK et on peut écrire :

T; = )\i_l)\ll’l + ...+ )\i_l)\i_ll‘z‘_l + )\i_l)\i+1$i+1 + ...+ )\i_l)\n$n.
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Inversement ’autre implication est évidente.

Définition 2.1.18 .

1. On dit qu’une partie A d’un IK-espace vectoriel E est libre si tout systeme fini
d’éléments distincts de A est libre, cad :
VYn>1, Vai,...,x, € AV, ..., \, € IK tels que Mx1+ ...+ \xp, =0 , on a:

2. On dit qu’une partie A de E est liée si elle n’est pas libre. Autrement dit, il existe

un systeme fini de vecteurs de A qui soit lié.

Exemples 2.1.19 .
1. La partie {1, X, ..., X™, ...} est libre dans IK[X]
2. La partie formée des applications f, définies par f,(x) = e™* est libre dans A(R, R)

2.2 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 2.2.1 .

1. On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectoriel engendré par
un systeme fini de vecteurs. Dans le cas contraire on dit que l’espace vectoriel est

de dimension infinie.

2. Un systeme (x1, ..., x,) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E est dit base de E si

(21, ..., z,) est libre et générateur E.

Exemples 2.2.2 .
1. Une base de IK" est (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,0,0,...,1) ; elle est dite base

canonique de IK".
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2. Les polynomes 1, X, X? ..., X" forment une base de [’espace vectoriel IK,[X] des

polynomes de degré inférieur ou égal a n.

3. S1 E et F' sont deux espaces vectoriels de bases respectives (eq, ..., en) €t (f1,..o; fm),
alors E x F' admet pour base (e1,0r), ..., (€n,0r), (0g, f1),...(0g, fm)-

Remarques 2.2.3 . [l ne faudrait pas croire que tous les espaces vectoriels sur un corps
IK soient de dimension finie. L’exemple le plus simple est IK[X], en effet supposons que
IK[X] est engendré par Pi,...P,. Sin est le plus haut degré des polynomes P,...P,, le
polynéme X" ne peut s’écrire comme combibaison linéaire des vecteurs Py,...,P.. I

s’en suit que IK[X] ne peut pas étre engendré par un nombre fini de polynomes.

Le lemme suivant est fondamental. Il nous permettera de montrer que toutes les
bases d'un IK-espace vectoriel sont constituées du méme nombre de vecteurs. Ce nombre

s’appellera dimension de 'espace.

Lemme 2.2.4 . Soit E un IK-espace vectoriel engendré par le systeme (e, ..., e,) et soit

(f1y -y frn) un systéme de vecteurs de E. Sim > n, alors (fi,..., fm) est lié.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n. Soit m > n.
Cette propriété est vraie pour n = 1, car si (fi, f2) sont deux vecteurs d’un espace

vectoriel engendré par ey, il existe Ay et A\ tels que :

f1=Ater et fo = Agey.

Si les deux coefficients sont nuls, alors le systeme est lié. Sinon, on a Ay f; — A\ fo =0 et
le systeme est lié.

On suppose la propriété vraie pour n — 1 et on la montre pour n. Soit (fi,..., fn) un
systeme de vecteurs d’'un espace vectoriel engendré par (ey, ..., €,), avec m > n. On peut
écrire

Vi=1,...m f;=ae1+g;, aveca; € K et g; €< es,...,, > .
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Si tous les a; sont nuls, alors les vecteurs f; €< es, ..., e, > pour tout ¢ = 1, ..., m. D’apres
I'hypothese de récurrence, le systeme (f, ..., fn) est lié.

Sinon, I'un des a; est non nul, par exemple a;. Dans ce cas on a :

Cllfg — a2f1 e eg,...,6n >, ...,alfm — amf1 el eg,...,6n > .

Or m — 1 > n — 1 donc ’hypothese de récurrence s’applique : ils sont liés. Par suite il

existe des coefficients \; non tous nuls tels que :

Ao(arfo —agfi) + ... + Anla1 frn — am f1) = 0.

Il s’ensuit que
—(Aoag + ... + Apam) f1 + Aear fo + ... + Apar fr, = 0.

Comme 'un des coefficients \;a; # 0, le systeme (f1,..., fn) est lié, ce qui acheve la

démonstration.

Théoréme 2.2.5 .

1. Tout IK-espace vectoriel de dimension finie admet au moins une base. Plus précisément,

tout systeme générateur fini contient au moins une base.

2. Toutes les bases d’un IK-espace vectoriel E ont le méme nombre de vecteurs. Ce

nombre s’appelle la dimension de E et se note dimkE.

Preuve. 1) Existence d’une base. Si (e, ...e,) engendre E et si ce systeme est libre,
il forme une base. S’il est lié, I'un des vecteurs, par exemple e,, est combinaison linéaire
des autres vecteurs. Il n’est pas difficile de voir que, dans ce cas, le systeme (e, ...€,_1)
engendre F. On itére le procédé jusqu’a obtenir un systeme générateur libre. Cette
méthode est constructive.
2) Soient (ey, ...e,) et (fi, ..., fm) deux bases de E. Alors on a d’apres le lemme 1.5.4 :
(€1, ...6,) est générateur de E et (f1,..., fm) est libre dans F, donc m < n,

(e1,...e,) est libre et (fi, ..., fin) est générateur, donc n < m.

Théoreme 2.2.6 . Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie n.
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1. Tout systeme libre de E ayant n vecteurs est une base.
2. Tout systeme générateur de E ayant n vecteurs est une base de E.

3. Soit F C E un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie, dimF <

dimFE et il y a égalité si et seulement si F'=F

Preuve. 1) Soit (eq, ..., €,) un systeme libre de F, montrons qu'il est générateur de
E. Soit x € E, le systeme (z, e, ..., e,) est lié d’apres le lemme 1.5.4. Il existe donc un

systeme de scalaires non tous nuls (A, A, ..., \,,) tel que :
A+ Mep + ...+ A\pe, = 0.

Le scalaire A est forcément non nul, car sinon \; = ... = A\, = 0 compte tenu de la liberté

du systeme (e, ..., e,). Par suite on peut écrire :
r=—A"TAer + . A en).

Donc (ey, ...e,) engendre E.

2) Soit (eq, ..., e,) un systéme générateur de E, montrons qu'’il est libre dans E. Si le
systeme (eq,...,e,) est lié, alors 'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres
vecteurs ; soit par exemple e;. Dans ce cas le systeme (es, ...e,,) est générateur de E, ce
qui est contradictoire en tenant compte du lemme 1.5.4, car une base de E qui contient
forcément n éléments serait liée.

3) Parmi tous les systémes libres de F', on en choisit un maximal et on le note (fi, ... fi).
Le nombre des vecteurs de ce systeme est nécessairement inférieur a dim E, d’apres le
lemme 1.5.4. Ce systéme est forcément générateur, car si z € F, le systeme (z, fi, ... fm)
est 1ié puisque (fi, ... fm) est libre maximal, et donc = peut s’écrire comme combinaison
linéaire des vecteurs du systeme (fi, ..., f,,) comme dans 1).

Si F' est un sous-espace vérifiant dimFE = dimF', alors F' = FE, puisqu'une base de F

étant un systeme libre de E, possédant n vecteurs est aussi une base de F en vertu de 1).

Un autre moyen de former une base dans un IK-espace vectoriel est le suivant ; ¢’est

le théoreme de la base incomplete.
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Théoreme 2.2.7 . Soit E un espace vectoriel de base (e1, ..., e,) et soit (fi,..., fm) un
syste me libre. Alors il existe n — m wvecteurs parmi les vecteurs ey, ...,e, tels que le

systéeme constitué de ces n — m vecteurs et des vecteurs fi, ..., fm forme une base de E.

Preuve. On voit que si m < n, alors il existe un des vecteurs e; tel que (f1,...fm,€:)
soit libre. Sinon, pour tout i = 1,...,n, tous les systemes (f1,...fm, €;) seront liés et les
vecteurs ey, ..., e, seront combinaisons linéaires des vecteurs fi,...f,, et donc le systeme
(f1, .-, fim) sera générateur de E, ce qui est impossible. En posant f,,11 = e;, on itere le
procédé jusqu’a obtenir n vecteurs libres f;. Ils forment alors une base. Cette méthode

est constructive.

Exemples 2.2.8 . Dans R*, on prend la base canonique (e1, e, e3,€4) et le systéme libre

suivant : fi = e + 2ey et fo = —eq + es. Le compléter en une base de de R*. On a :
(f1, fa,€1) est lié

(f1, fa, e2) est lié

(f1, fo, e3) est libre

(

f1, fo, e3,€4) est libre. Ces quatres vecteurs forment une base de R*.

Rang d’un systeme fini de vecteurs

Définition 2.2.9 . On appelle rang du systéme de vecteurs (xy, ..., x,) la dimension du

sous-espace vectoriel engendré par ce systeme.
Exemples 2.2.10 . Dans IK*, considérons le systéme des trois vecteurs :
Ty = (17 07 OJ 0)7 Ty = <07 17 07 0)7 T3 = (17 17 07 O)

Il est clair que le systéme (1, x2) est libre dans IK* et que x5 = &1 + 2. Par conséquent,
le sous-espace F' engendré par (1, x2, x3) est aussi engendré par le systéme libre (xy, x5)

et par suite le rang de F' est 2.

Proposition 2.2.11 . Le rang d’un systeme de vecteurs est le nombre maximum de

vecteurs libres que l’on peut extraire de ce systeme.
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2.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Somme de deux sous-espaces

Il est a noter que la réunion de deux s.e.v d’un IK-espace vectoriel n’est pas en général
un s.e.v. Pour remédier a cet inconvénient nous allons remplacer I'union des s.e.v par

une opération plus convenable qui est la somme des s.e.v.

Définition 2.3.1 . Soit E un IK-espace vectoriel, de dimemsion finie ou non, F' et G
deur sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G l’ensemble, noté F + G,
défini par :

F+G={z€F /JxeF, yeG, z=ax+y}.

Proposition 2.3.2 . La somme F + G de deuz s.e.v d’un IK-espace vectoriel E est un

s.e.v de E. De plus c’est le plus petit s.e.v de E (au sens de l'inclusion) contenant FUG.

Preuve. Soient deux éléments z +y et ' + 3y € F 4+ G avec x, 2’ € F et y,y € G et
soit « et [ deux scalaires, on a a(x +vy) + 8(2' +v') = (ax + B2') + (ay + By') € F+G.
Donc F + G est un s.e.v de E. Il est clair que F' 4+ G contient F et G, donc F'UG.
D’autre part, tout sous-espace, contenant F'UG, doit contenir aussi la somme x +y avec
x € F et y € G. Un tel sous-espace contient donc F'+ G qui est, par conséquent, le plus

petit sous-espace contenant F'U G.

Définition 2.3.3 . Soit E un IK-espace vectoriel et F',G deux s.e.v de E. On dit que
la somme F + G est directe et on note F @& G, si tout élément de F + G s’écrit d’une

maniere unique sous la forme x + vy avec x € F' et y € G.

Proposition 2.3.4 . Soit E un IK-espace vectoriel et F,G deux s.ev de E. Il y a

équivalence entre :
1. F+ G est directe.
2. FNG ={0}.
3 rx+y=0avecx e FetyeG =x=y=0.
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Preuve. 1) = 2) Si z € FNG, z peut s’écrire z = z + 0 = 0+ z. La décomposition
étant unique, z = 0. 2)=—=3) Siz+y=0avecx € Fety € G,alorsz = —y € FNG =
{0}.3)=1)Siz+y =a'+y avecz,2’ € Fety,y € G,alorsona (zx—2')+(y—y') =0
avecr —x' € Fety—y €G;doncx=2a2"ety=1".

Définition 2.3.5 . Soit E un IK-espace vectoriel et F,G deux s.e.v de E. On dit F' et G
sont supplémentaires, et on note E = F &G, si tout élément de E s’écrit d’une maniére

unique sous la forme x +vy avecx € F ety € G.

En d’autre termes, ' = F @ G si les deux conditions suivantes sont réalisées :
1. E=F+G.
2. La somme F' + G est directe (i.e F NG = {0}).

Définition 2.3.6 . Soit E' un IK-espace vectoriel et soit F' un s.e.v de E. On appelle
supplémentaire de F' (sous-entendu dans E) tout s.e.v G de E vérifiant E = F & G.

Proposition 2.3.7 . Soit E est un IK-espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-
espace vectoriel F' de E admet au moins un supplémentaire G ; de plus tous les supplémentaires

ont pour dimension dimkE — dimF'.

Preuve. Si (ey, ..., e,) est une base de F et (f1,...f) une base de F, le théoreme de
la base incomplete nous permet de compléter la base de F' par n — m vecteurs pour
former une base de E. Ces n — m vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel G' qui
sera supplémentaire de F'.

Proposition 2.3.8 . Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un

espace vectoriel E. Alors F + G est de dimension finie et on a :
dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G).

Preuve. Soit (ey, ..., €,) une base de FNG, que 'on complete en une base (e, ..., €y, f1, ..., fy)
de F et (€1, ...,€p, g1, .., gr) de G. On vérifiera alors que (e, ..., €p, f1, ..., fg, 915 -, §r) €5t
une base de '+ G.

Somme de plusieurs sous-espaces
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Définition 2.3.9 . Soit E un IK-espace vectoriel, de dimemsion finie ou non, E1, ..., E,
n s.e.v de E. On appelle somme des s.e.v Fy, Es, ..., E, U’ensemble, noté Ey + ... + E,,
défini par :

Ei+E3+ ..+ E,={2€FE /Axr€E,..,x,€E,, z=21+ ... + 1, }.

Théoreme 2.3.10 . La somme E1+ Es+ ...+ E,, den s.e.v d’un IK-espace vectoriel E

est un s.e.v de E. De plus c’est le plus petit s.e.v de E (au sens de l'inclusion) contenant
les s.e.v By, Es, ..., E,.

Définition 2.3.11 . Soit E un IK-espace vectoriel et Fy, Es, ..., E,, n s.e.v de E. On
dit que la somme Ey + Es + ... + E,, est directe et on note E1 & Ey & ... ® E,, st tout
x € By + ...+ E, s’écrit d’'une maniére unique sous la forme r = x1 + ... + x, avec
x € By, .., x, € B,

Proposition 2.3.12 . Soit E un IK-espace vectoriel et Fy, Ey, ..., E,, n s.evde E. Il y

a équivalence entre :

1. By + ...+ E, est directe.
2. Vie[l,n], E)> E;={0}.

J#i
3. V(l'l,l'g, ...,.Q?n) € E1 X EQ X ..o X En, 22711 xT; = 0= Ty =..=2T, = 0.

Définition 2.3.13 . Soit E un IK-espace vectoriel et Er,...E, n s.e.v de E. On dit que
E est somme directe des s.e.v Fr,...E, et on note E = FE, @ ...D E,, st tout élément de

E s’écrit d’une maniére unique sous la forme x1 + ... + x, avec x1 € Fy,...,x, € E,.

n d’autr rmes, ' = 1P ... L, S1 ux conditions suivan nt réalisées :
En d’autres termes, £ = E; D ... D E, si les deux conditions suivantes sont réalisées

1. E=E +..+E,.
2. Viell,n], ENYE; ={0}.

JF#i

Remarques 2.3.14 .
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. 51 E est un IK-espace vectoriel de base (ey, ...ey,), alors on a :

EF=<e1>d..®<e, >.

. Si F et G sont deuz s.e.v en somme directe, alors dim(F @ G) = dimF + dimG.

. St F et G sont deux s.e.v en somme directe, alors une base de F'® G s’obtient en

réunissant une base de F' et une base de G.

. Inversement, si on scinde une base d’un IK-espace vectoriel E en deux systemes dis-

joints, ces deux systemes engendrent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.



Chapitre 3
Les applications linéaires

Dans ce chapitre et dans les suivants, IK désignera un corps commutatif quelconque

(le plus souvent IK = R ou C).

3.1 Généralités

Applications linéaires

Définition 3.1.1 . Soient E et E' deux espaces vectoriels sur IK et f une application
de E dans E'. On dit que f est linéaire, si :

1. flv+w) = f(v)+ f(w), Yv,w e E.
2. f(h) =Af(v), Yve E, VA e IK.

L’ensemble des applications linéaires e E dans E' est noté L(E, E'). Une application
linéaire de E dans E est appelé endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes
de E est noté L(E)

Remarques 3.1.2 . Pour toute application linéaire f, on a f(0) = 0 puisque f est un

homomorphisme de groupes.

33
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Exemples 3.1.3 .

1.

L’application f : E — FE' qui associe a un élément v € E, le vecteur nul est

linéaire ; elle est dite application nulle.

L’application f : E — E qui associe a un élément v € E, le vecteur v est linéaire ;

elle est dite application identique de E.

L’application f : E — E qui associe a un élément v € E, le vecteur av (o € IK)
est linéaire ; elle est appelé homothétie de rapport .

L’application f : R[X]| — R[X]| qui associe a un polynome P, sa dérivée P' est
linéaire ; elle est dite dérivation.

Soit E = Ey @ Es. Lapplication P, : E — Ey qui associe a vecteur r = 1 + X3,
le vecteur x1 (x1 € Ey,x9 € Ey), est linéaire; elle est appelé projection sur Ey

parallelement a Es.

Soit vy # 0 un vecteur de E. L’application 7 : E — E qui associe & u vecteur v, le

vecteur v + vy est non linéaire ; car 7(0) = vy # 0 elle appelée translation.

Images et noyau

Proposition 3.1.4 . Soit f € L(E, E') et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors f(F)

est un sous-espace vectoriel de E'. En particulier f(E) est un sous espace vectoriel de

E' appelé image de [ et noté Imf. Sa dimension est appelé rang de f.

Preuve. On sait que f(F') est un sous groupe de E', il suffit donc de vérifier la stabilité
pour 'opération externe. Soit A € IK et f(v) € f(F), on a Af(V) = f(\v) € f(F).

Proposition 3.1.5 . Soit f € L(E,E'), Kerf = {x € E: f(z) = 0} est un sous-

espace vectoriel de E, appelé noyau de f.

Preuve. 1l suffit de vérifier la stabilité pour 'opération externe. Si A € IK et x € E,
ona f(Az) = Af(x) = A0 =0 et par suite \x € kerf.

Proposition 3.1.6 . f est injective si et seulement si Kerf = {0}
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Exemples 3.1.7 .

1. Soit E=FE, & FE,y. On a ImP,, = Fy et KerP,, = E,.

2. Soit D : R[X]| — R[X]4 Uapplication dérivation. On a KerD = R et ImD = R[X]|

3. Soit f : R* — R2 lapplication définie par f(z,y,2) = (2v +y,y — 2). On a :
Kerf ={(z,y,2) € R*: y= 2z et 2 =y} = {(x, —22,—22) : v € R}. Kerf est
la droite vectorielle engendré par (1,—2,—2).
Imf = {(z',y) € B> : J(x,y,2) € R : 2 =2zx+y, ety =y — z}. Soit
(z',y') € R*. En posant v = 2=y =, 2 =0, on vérifie que flzyy,2) = (2, y),

2
donc f esr surjective, d’ot Imf = R>.

Proposition 3.1.8 . Soit f € L(E,E') et (vy,...,v,) un systeme de vecteurs de E.

1. Si f estinjective et le systeme (vy, ..., v,) est libre dans E, alors le systeme (f(v1), ..., f(v,))
est libre dans E'.

2. Si f esr surjective et le systéme (vq,...,v,) est générateur de E, alors le systéme
(f(v1), ..., f(vy) est générateur de E'.

En particulier si f est bijective, l'image d’une base de E est une base de E'.

Preuve. 1) Supposons que > A;f(v;) = 0 avec Ay, ..., A, € IK. Comme f est linéaire,

i=1

f(z Aifvi) = 0; et donc Z Aiv; = 0 compte tenu de I'injection de f. L’indépendence
i=1 i=1

du syseme (vy, ..., v,) entraine A\; = ... = A, = 0. 2) Soit y € E’, il existe donc x € E tel

que f(z) =y. Or on peut écrire © = Y \w; ol les \; € IK. Il s’en suit que y = f(z) =
i=1

f(li Aiv;) = lzsl)\if(vi)'

Théoreme 3.1.9 . Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et

seulement si, ils ont la méme dimension.

Preuve. = Si f : F — E’ est un isomorphisme, alors d’aprés la proposition

précédente I'image d’une base de E est une base de E’, donc E et E' ont la méme
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dimension.

/

') une

<= Supposons que dimFE = dimE'’ et soit (eq,...,e,) une base de E et (€], ...e

base de E'. Soit f : E — E’ définie par f()_Ne;) = > Ne,. 1l est facile de voir que f
i=1 i=1
est linéaire bijective.

Corollaire 3.1.10 . Soit E u espace vectoriel de dimension finie sur IK, alors E est

isomorphe a IK" si et seulement si dimE = n.
Théoreme de la dimension

Théoréme 3.1.11 . Théoréme de la dimension. Soient E et E' deux espaces vectoriels
de dimension finie et f € L(E, E'), alors dimE = dim(Kerf) + dim(Imf).

Preuve. Supposons que dimFE = n, dim(Kerf) = r et montrons que dim(Imf) =
n —r. Soit (wy, ..., w,) une base de Kerf et complétons la pour obtenir une base de E,
en l'occurence (wy, ...w,, vy, ...U,—,). montrons que B = (f(v1),...f(v,—)) est une base
de Imf. B engendre Imf en effet f(z) = f(ayw + ... + cow, + Mg + ... + Ayt y) =

i=n—r i=n—r i=n—r

> Xif(vi). B est libre puisque si Y A;f(v;) = 0, alors f( > Awv;) = 0 et donc
i=1 i=1 i=1

Z Av; € Kerf. 11 s’en suit que Z \V; = i)\if(vi)
i=1

i=1 i=1
Corollaire 3.1.12 . f € L(E,E'), E et E' étant de méme dimension, alors les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

Preuve. Il suffit de montrer que 1) <= 2). De I'égalité dimE = dim(Kerf) +
dim(Imf), résulte f injective <= Kerf = {0} <= dimE = dim(Imf) <= dimE' =
dim(Imf) <= E' = Imf < f surjective
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Remarques 3.1.13 .

1. Ce résultat est faux en dimension infinie. L’application dérivation D : R[X] —

R[X] qui a un polynéme P fait correspondre P’ est surjective mais non injective.

2. Une application linéaire [ est parfaitement définie st on connait l'image des vec-

teurs d’une base, car d’apres la linéarité de f on a :

f@) = f(EEtae) = Sivaif(e), done si on connait f(er), ..., f(en) f est

connue en tout x.

Algebre L(FE) et projecteurs

Soit F un IK-espace vectoriel et L(E) I'ensemble des endomorphismes de E. On
munit £(E) des lois suivantes :
- L(B) x L(E) = L(E), (f.9) = [ +9
-Kx L(E)— L(E), (\f)—Af
-L(E) x L(E) — L(E), (f,9) = fog
La proposition suivante est facile a établir :

Proposition 3.1.14 1. (L(E),+,.) est un IK-espace vectoriel
2. (L(E),+,0) est un anneau. De plus \(f og) = (Af)og= fo(Ag).

Les propriétés 1 et 2 expriment que L(E) est une algebre sur IK.

Soient E un IK-espace vectoriel, F; et Ey deux sous-espaces vectoriels de F tels que
E = E, ® E,. On définit Pry : E — FE avec Pri(zy 4+ z2) = x1, =1 € Fy, 23 € Fy. Pry
est appelée projection sur E; parallélement a E5. On définit aussi Pry : E — E avec
Py(x1 + 23) = .

Proposition 3.1.15 1. Pry est application linéaire, Ker Pry = Fy et ImPr; = F;
2. PryoPry=Pry, Pri + Pro =14dg et P,1o Pro = P20 Pr; =0
3. F=KerPri ® ImPry = KerPro @ ImPr,.

Preuve. 1) Si z = x1 + x5 et y = y; + 4o, alors on Pri(z+y) = Pri((z1+y1) + (22 +
y2)) = x1 +y1 = Pri(z) + Pri(y) et PriA(z) = Pri(Azy + Axg) = Azy = APri(x). Il est
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facile de voir que KerPry = {x =21+ 23 /Pri(x) =0} ={z =21 + 25 /z; =0} = Es
et ImPry = {Pr@x) /v = 1+ 2y € E} = {x /o, € E1} = Ey. 2) Siz = 21 + @9,
on a Pryo Pri(x) = Pri(z1) = 1 = Pri(x) et (Pry + Prg)(z) = Pri(z) + Pro(z) =
x1+ x5 = x. Il est clair que Pry o Pry(x) = Pri(zy) = 0 et de méme ona Pryo Pry = 0.
3) Finalement on a E = Ey @ Ey = KerProy @ ImPry = KerPry @ ImPr.

Définition 3.1.16 . Un endomorphisme p € L(E) est dit projecteur si pop = p.



Chapitre 4

Applications linéaires et Matrices

Matrices Associées aux Applications linéaires

Soient F et E’ deux espaces vectoriels sur IK, de dimension n et p respectivement, et
[+ E — E' une application linéaire. Choisissons (ey, ..., e,) une base de E et (e}, ..., €})
une base de E’, les images par [ des vecteurs ey, ...e, se décomposent sur la base

(€1, -r€))
f(el) = CL11€/1 —+ CL21€/2 + ...+ aple;

f(€2) = a12€/1 + CL22€/2 + ...+ CLPQG;

flen) = aine] + agneh + ... + apne;,

Définition 4.0.17 . On appelle matrice de f dans les bases (e1,...,e,), (€1,...,¢€,) la

matrice notée M(f)ei’e; appartenant a M, ,(IK) dont les colonnes sont les composantes

39
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des vecteurs f(e1), f(e2), ..., f(e,) dans la base (€}, ...,e]) :

-5 €p
a1 a12 A1y
a921 929 QAon

M(f)ei,e;. =
Gp1  Gp2 ... App

1l est clair que la matrice associée a [ dépend du choix des bases de E et E'.

Exemples 4.0.18 .

1. Soit E de dimension nfinie et idg : E — E application qui a x associe x. On

considere une base (e;, i =1,...,n) de E. On a

0 0 0

0 1 0 0

, 0 0 1 0
M(idg)., = ol = I,

. 0

0 0 1

matrice unité de M,,(IK).

2. Soit E = R* et P, : R* — R* l'application linéaire qui & (x,y) associe (x,0).

Considérons la base canonique (e1,e3) de R*. On a Pi(e;) = e, , Pi(es) = 0 et

M<Pl)ez‘ = <(1) g)

3. Soit (e1, e9,e3) la base canonique de R* et (€}, €}) la base canonique de R*. Considérons

Uapplication linéaire [ : R* — R* qui a (x,y,2) associe (x —y,z —y). On a

1 -1 0
M(f)e“e?‘:(o -1 1)'

4. Soit D : Ry[t] — Rs[t] Uapplication linéaire qui a p(t) associe p'(t). On a M (D)., .

/,
J
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. (e1,...,e5) et (€},...,€}) étant les bases canoniques respective-

0
0
3
0

TN o o O

4[t] € R3 [t] .

Proposition 4.0.19 . Soient E et E' deuz IK-espaces vectoriels de dimension n et p
respectivement, (e;,1=1,..n) et (€}, j =1,...,p) des bases de E et E'. Alors l'aplication
M : L(E,E") — M,,(IK) qui a f associe M(f)ei’e; est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. En particulier dimL(E, E') = np

Preuve. IL est facile de vérifier la linéarité de M. Soit f € Ker M, donc M (f )ei,e;_ =0
et par suite f(e;) = f(e2) = ...f(e,) = 0 d'ou f = 0 et M est injective. Elle est aussi

ail  G12 QA1n
a21 A22 ... Qon

surjective, car si A = ., on construit f en posant :
Gp1  Ap2 ... App

f(el) = CL11€/1 + &216/2 + ...+ ap1€;)

f(ez) = G12€,1 + a22€/2 4+ ...+ apge;

flen) = aine] + agnehy + ... + ape,.
Pour z € E, ©x = x1e1 + ...xye, avec z; € IK. On pose f(z) = z1f(e1) + ... = z,f(en).
On vérifie que f est linéaire et M(f )ei,e;- = A.

Soient E, F, G trois IK-espaces vectoreils, f € L(E,F), g € L(F,G). Soient B =
(€1,...,en),C = (€],...,e.) et D = (e"y,...,€",,) des bases respectives de F, F, G. Posons :
Mpe(f) = (ay;) matrice de type (p,n)

Mep(g) = (bi) matrice de type (m, p)
Mpe(g o f) = (¢i;) matrice de type (m,n)



42 CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

On aalors Vj =1,..n
go flej) =g(f(e;)) —9( bt ari€h) = Sk njg(rer, Shh ar (ST biker,) =

k=
k= p :, gnak]bzke ) (Zk 1 ’Lka/k])e’i

Proposition 4.0.20 . Avec les notations précédentes on a : Mgp(gof) = Mep(g)Mpe(f).

Matrice de ’inverse d’une application linéaire

Proposition 4.0.21 . Soient E et E' deux espaces vecroriels de méme dimension et
de bases respectives B et B'. f € L(E,E') est bijective si et seulement si M(f)pp est
inversible. De plus M(f Vg = M(f)ss .

Preuve. Comme fo f~' = f~lo f =idg, M(f'o f)s = M(fo fg' = M(idg) =
M (idy) et par suite M(f~)M(f) = M(f)M(f~) =1, cad M(f~) = M(f)~".

Matrice colonne

Soit E un espace vectoriel, B = (ey,...e,) une base de E. Chaque vecteur z € E

s’écrit x = x1e1 + ... + x,e,. On peut ainsi associer a chaque vecteur x € F une matrice
I

X2

du type (n, 1) suivante X =

Tp
Une matrice de ce type s’appelle une matrice colonne. Une matrice colonne peut étre

interprétée comme matrice de I'application linéaire X : IK — E qui a chaque A € IK

associe Az. On a X = M; 5(X) ou (1) est la base canonique IK.

Proposition 4.0.22 . Soient E, F deux espaces vectoriels munis respectivement des

bases B = (e1,...,en), C = (€}, ...,e,) et f € L(E, I). Soient Y la matrice colonne associ¢

a f(x) dans la base C et X la matrice colonne de x dans la base B. On a' Y = Mpe. X
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Preuve. Nous pouvons utiliser la proposition précédente. On a :
VAEIK . foZ(A) = f(X(N) = f(Az) = Af(z) = f(z)(A) cad fo X = f(X) et par

passage aux matrices on a Y = Mpge. X

Changement de bases. Soient B = (ey,...,e,) et B = (€], ...,e),) deux bases d’'un

espace vectoreil F.

Définition 4.0.23 . On appelle matrice de passage de la base B a la base B', la matrice

P, carée d’ordre n, dont la jéme colonne est formée des coordonnées du vecteur e'j

dans la base B. Autrement dit si ¢, = >\={ pjje; (j = 1,...,n), alors P = (p;;) =
Pi1 P12 -+ Pin
P21 P22 .- Pon
Pn1 Pn2 -+ Pnn
Exemples 4.0.24 . Si E est un espace vectoriel de base (e1,e3) et (€], ¢€)) avec e} =
3e1 + ey et €, = —2ey + beg, alors la matrice de passage de la base (e1,e3) a la base
. 3 -2
(e],€5) est P = (1 . )

Interprétation. Pour tout indice j, la jeme colonne de P est I'expression du vecteur
¢’)j dans la base B. P est donc la matrice de application identitée de E dans E quand on
munit au départ £ de la base B’ et a I’arrivée de la base B. Autrement dit P = Mpp(idg).

Théoréme 4.0.25 . Soient B et B deux bases de E, P la matrice de passage de B a
B’ et P’ la matrice de passage de B' a B. Alors PP’ = P'P = I et aindi P’ = P!,

Preuve. Considérons le diagramme : (F,B') — (F,B) — (E,B’). Comme idoid = id,
en passant aux matrices on obtient My (id) = Mg Mpg cad [ = PP' = P'P.

Action sur les coordonnées.

Proposition 4.0.26 . Soient x € E, B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage
DE B a B'. Soient X la matrice colonne de x dans B et X' la matrice colonne de © dans
la base B'. On a X = PX' et aisi X' = P7'X.
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Preuve. Découle immédiatement de I’égalité id(z) = z ou id : (E,B') — (E,B’) et

de la proposition.

Exemples 4.0.27 . Soit R*> muni de deuz bases, la base canonique (e1,e;) et la base

(€], €5) définie par €] = 2e; + ey et €, = 3e; + 2ey. Soit x = 2e; + ey, calculons les

2 3 2 =3
composantes de x dans la base (e},e}). On a P = ( ) , Pt = ( >,

1 2 -1 2
X' = 2 =3 2 v et ainst ¥’ = —bHe! + 4el
Sl-1 2 3 - 2

Proposition 4.0.28 . Soient E et E' deux espaces cectoriels de dimension finie et f €
L(E,E"). Soient B = (e1,...,e,), C = (€1,...,€,) deuz bases de E et B' = (e}, ...,e}),

- €p

C' = (€}, ...,€,) deuz bases de E'. Notons A = M(f)ei,e;, A" = M(f)e,e;» P la matrice de
passage de B a C et Q la matrice de passage de B' ¢ C'. On a alors A’ = Q 1 AP.

Preuve. Considérons le diagramme :

(E,B) — (E',B')

(E.C — (E'.C")
On a f @) ZdE = ’Ld/E 9] f, et donc M(f)CC’M(idE)BC = M(id/E>B’C’M(f)BB’ cad A/P_l =
Q'A ou encore A’ = Q7 1AP.

Corollaire 4.0.29 . Soit f € L(E) et B = (e1,...,e,), B = (€}, ...,€},) deuz bases de
E. Notons A= M(f)e,, A'= M(f)e et P la matrice de passage de B a B'. On a alors
A= P TAP.

Définition 4.0.30 . Deuz matrices A, A" € M,,(IK) sont dites semblables s’il existe une
matrice P € M,,(IK) inversible telle que P~*AP = A’

Exemples 4.0.31 . Soit f Uendomorphisme de R* qui dans la base canonique (e1,€2)

3 —
est représnté par la matrice A = M(f)e, = 0 9 ) Déterminons la matrice A" qui

représente f dans la base (€}, ¢€h) avec €] = (0,—1) et e}, = (1,1). On a

N I | D !
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Rang d’une Matrice.

Définition 4.0.32 . Soit (vy,...,v,) un systéme de vecteurs de IK', on appelle rang
du systéme la dimension de [’espace engendré par les vecteurs v;. Soit A € M,,(IK),
A= (c1,...,cy) ot l'on a noté ¢; les vecteurs colonnes de A (c¢; € IK?). On appelle rang

de A le rang du systéme des vecteurs colonnes de A.

Lemme 4.0.33 . Soient E, F, G des espaces vectoriels de dimension finies, f € L(E, F)
et g€ L(G,E). On a

1. Si g est surjective, alors rang(f) = rang(f o g),
2. Si f est injective. alors rang(g) = rang(f o g).

Preuve.l) rang(f) = dim(f(E)) = dim(f(9(G)) = dim(f o g)(E) = rang(f o g).

2) Soit {g(v1),...., g(v,)} une base de I'mg. Le systeme {f(g(v1)), ..., f(g(v.))} est libre
puisque f est injective et il est générateur de Im(fog) car siy € Im(fog), on peut écrire
y=(fog)(x) = [flg(x)) = f(Z; cug(v:)) = Z; i f(g(vi)), donc {f(g(v1)), .., f(g(vr))}
est une base de Im(f o g), d’ou rang(g) = rang(f o g).

Proposition 4.0.34 . Soit f € L(E, E'). Soient (e1, ...e,) et (€}, ...el,) deuz bases quel-
conques de E et E' respectivement et A = M(f)ei,e;. On a alors rangf = rangA. Ainsi
deux matrices qui représentent la méme application linéaire en des bases différentes ont

meéme rang, en particulier deuxr matrices semblables ont méme rang.

Preuve. On considere le diagramme suivant :

(K", B) — (IKP, B)

(E,C — (E',C)

u et v sont définies de la facon suivante :

u(f;) = e, u(f;) = €; avec B = {f1,...n} la base canonique de K", B' = {f], ..., f,} la
base canonique de IK?. On a h = v='o fou et 'application h a precisément A comme ma-
trice dans les bases canoniques car h(f;) = v='o fou(f;) = v (f(e;)) = v (X, aji€}) =
> ajifj car A= (ay;) = M(f)ecer. Dot A = M(h)fhf; et donc rang(A) = rang(h). Mais
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d’apres le lemme précédent rang(h) = rang(v="'o f ou) = rang(f o u) = rang(f).

Matrices remarquables
1. A= (a;;) € M,(IK) est diagonale si a;; = 0 pour i # j.
2. A= (a;j) € M,(IK) est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour ¢ < j.
3. La transposée d’une matrice A = (a;;) € M, (IK) est la matrice notée A* = (b;;) €
M, (IK) avec b;; = aj;. De plus on a les propriétés suivantes faciles a établir :
(a) A" = A, (A+ B)! = A' + B!, (MA)' = MA' et (AB)' = B'A' pour tout
A, B e M,(K) et X € K.
(b) L’application ¢ : M,,(IK) — M,,(IK) qui associe & A sa transposée A est un

isomorphisme d’espaces vectoriels.

Définition 4.0.35 . Deux matrices A, B € M, ,(IK) sont dites équivalentes s’il existe
P e My(IK) et Q € M,(IK) inversibles telles que B = Q *AP. C’est en fait une

relation d’équivalence sur M, ,(IK).

Lemme 4.0.36 Soit A € M, ,(IK). On a

1 0 0 0
0 1 0 0 0
o 0 0
000 010 0
rang(A) =r <= A est équivalente a
0 0
0o 000 . 0000

Preuve. <= trivial.
= A € M, ,(IK) définit une application linéaire ¢ : (IK”,e;) — (IK",€}). On munit IK”
et IK" des bases canoniques {e, ...,e,} et {e, ..., €} respectivement. Soit r le nombre de

oy Cpy

vecteurs linéairement indépendents parmi les images des vecteurs de la base {ey, ..., ey} ;
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cad Aey, ...., Aey,, qu’on peut supposer étre Aey, ...., Ae,, les autres Ae,yq, ...., Ae, peuvent
s’exprimer en fonction de ces derniers :
j=r

Aep, = > cpjAej, pourk=r+1,...p
j=1

On définit une novvelle base fi, ..., f, dans IK*, comme suit :
j=r

fe=cer, pour k=1,...r et fr=-er— chjej,pour k=r+1,..p

j=1

On a alors Afy =0 pour k =r+1,...,p. Posons alors Af; =t; pour j=1,2,..r.

Les t; sont par hypothése linéairement indépendents. Complétons les pour obtenir une
base de IK"™, disons t,i1,...,t,. Considérons alors la matrice de 'application linéaire ¢

dans les nouvelles bases { f1,...fp} et {t1,....tn}, on a alors :

10 . .0 0

01 0 0 0

.. 0. 0

0 00010 0
M(¢)fi,tj = 0 0 = JT.

0000 . 0000

A et M(9)y, 4, représentent la méme application linéaire, et sont donc équivalentes.

Théoréme 4.0.37 Soient A, B € M,,,(IK). A et B sont équivalentes si et seulement
si rang(A) = rang(B).

Preuve. = trivial
< Sirang(A) = rang(B) = r, alors d’apres le lemme précédent A est équivalente a J,

et de méme B est équivalentea J,., et par suite A est équivalente a B.

Théoréme 4.0.38 . Soit A € M,,, alors rang(A) = rang(A"). C’est a dire que le
rang d’une matrice A est aussi la dimension de [’espace engendré par les vecteurs lignes

de la matrice A.
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Preuve. Supposons que rang(A) = r, donc A est équivalente a J, et par suite il
eriste P € My ) et Q € M,(IK) inversibles telles que A = Q *J,P. Donc At =
PLIHQ N = (P 1 T(Q Y)Y = (P ) J(Q7N car J, est symétrique, d’on A® est
équivalente a J, et donc rang(A") =r = rang(A).

Exemples 4.0.39 Déterminons le rang de la matrice :

1 2 0 -1
A=12 6 -3 -3
3 10 -6 -5

On utilise les opérations élémentaires sur les lignes :

12 0 -1 1 2 0 -1
On arang(A) =rang(| 0 2 =3 —1|)=rang(|0 2 -3 —1]). Les deux vec-
0 4 -6 -2 0 0 0 0

teurs lignes sont libres, d’ou le rang de A est €gal a 2.



Chapitre 5

Valeurs propres et vecteurs propres

5.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 5.1.1 . Soit f € L(E), dimE =n > 1. On appelle de vecteur propre de f
tout vecteur x € E tel que f(x) soit colinéaire a x i.e I\ € IK, tel que f(x) = Ax.

. Comme f(0) =0, le vecteur nul est toujours un vecteur propre et de plus pour tout
scalaire A € IK on a f(0) = A0. Mais si x est un vecteur propre non nul, alors le scalaire

A est unique. En effet si f(x) = Az = px,alors(A — p)x =0 et donc A = p.

Définition 5.1.2 . Soit f € L(E). On dit qu’un scalaire \ € IK est une valeur propre
de f s’il existe un vecteur propre x € E, x # 0 tel que f(z) = Ax. On dit que = est un

vecteur propre de f associé a A.

Exemples 5.1.3 .
1. Soit E un IK-espace vectoriel et hy : E — E l’homothétie de rapport X i.e hy(z) =

Ax. 1l est clair que tout vecteur de E est un vecteur propre et \ est la seule valeur

propre.

2. Supossons dimFE =n, f € L(E) et qu’il existe une base B de E telle que la matrice
M(f)g soit diagonale i.e M(f)p = diag(\i,...., \,). Alors chacun des vecteurs e;

da la base est un vecteur propre de f associé a la valeur propre \;

49
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Notations 5.1.4 . Soit f € L(E). Pour A € IK, on définit ’ensemble
E)\ = K@T(f - /\ZdE)

On a ainsi x € E\ < f(z) — v =0 & f(x) = A\x. Ainsi X est une valeur propre de f

si et seulement si Ex # {0}. D’autre part E\ est un sous-espace vectoriel de E.
Proposition 5.1.5 . Soient f € L(E) et A€ IK. On a
A valeur propre de [ < Ey # {0}.

Si X est une valeur propre , alors E\ # {0} s’appelle sous-espace proopre asocié a la

valeur propre \.

Définition 5.1.6 . Soit f € L(E). On appelle spectre de f et on note Spect(f) l’en-

semble des valeurs propres de f.

5.2 Propriétés des valeurs propres et vecteurs propres

Proposition 5.2.1 . Soient f € L(FE), dimE =n et A\ € IK. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.
1. X\ wvaleur propre de f.
2. By # {0}
3. f — Midg nest pas injective
4. f— Midg n’est pas bijective
5. det(f — Nidg) =0 i.e (det(M(f — Xidg)g) = 0 ou B est une base de E)

Proposition 5.2.2 . Si f € L(F), alors
1. Si X\ et p sont deux valeurs propres de f distinctes, alors Ex N E, = {0}
2. 51 A1, ..., A\, sont des valeurs propres de f distinctes deuzr a deuz, alors la somme
Ey, + ...+ E\, est directe
Preuve. 1) Il est clair que si f(x) = A\x = ux, alors (A — p)xz = 0, et ainsi x = 0.

Pour 2) elle se fait par recurrence sur [’entier p.
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5.3 Polynéme caractéristique

Correspondance

Remarques 5.3.1 Soient f € L(E), dimE =n > 1, B une base de E. Soient v € E,
X le vecteur colonne de x dans la base B et A= M(f)s. On a

flz) =Xz & AX = 2X

Définition 5.8.2 . Soient n > 1 et A € M, (IK).

1. On appelle vecteur propre de A tout vecteur colonne X (a n lignes) tel qu’il existe
un scalaire \ € IK :
AX = NX.

2. On appelle valeur propre de A tout scalaire A € IK tel qu’il existe un vecteur colonne
X eMu(K), X #0, tel que
AX = )\X.

Proposition 5.3.3 . Soient A € M, (IK), X € IK. Les propositions suivantes sont

équivalentes :
1. X\ valeur propre de A
2. A — M, nest pas inversible

3. det(A— M) =0

Définition 5.3.4 . Soit A € M, (IK). On appelle polynéme caractéristique de A et on
note Pa(X) le polynome Pa(X) = det(A — X1,,).

Remarques 5.3.5 . Soit A € M, (IK).

1. Les valeurs propres de A sont les racines du polyome caratéristique Pa(X) = det(A—
X1I).
2. Si X\ est une valeur propre de A, alors E\ = {X € My, / (A— A,,)X = 0} est le

sous-espace propre associé a A.
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Proposition 5.3.6 . Soit A = (a;j) € M, (IK). Alors le polynome caratéristique de A

est un polynome de degré n, plus précisément :
Pi(X) = (—1)"X" + (=) ITrAX"! + . detA.
ov TrA=ay1+ ... + an,

Exemples 5.3.7 .

b
LsiA=(" d)’ alors on a Po(X) = det(A — XL,)= (a-X)(d-X)-cb= X* — (a +
c
d)X + (ad — be)

1 2
2. Soit A= (0 1). On a Py(X) =det(A—XI) = (1—X)?, donc A admet une seule

valeur propre A = 1. Déteminons les vecteurs propres de A associé a A =1 cad E.

OnaX = (z) €EF < (A-DNX=0%2y=0, donc E; = {(2,0) / x € R} =
Y

Vect((1,0))



