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CHAPTER 1

Calcul vectoriel

. . - 7 . 7 .
Exercice 1 : Soit U et V deux vecteurs libres de représentants OA et OB en un point O de I'espace.
- = - =
Montrer que les représentants de U +V et de U — V' sont portés par les diagonales du parallélogramme
— —
construit sur OA et OB.

Rep. Par construction 5) + 7 = O—A)S’ ,ou S et 'unique point tel que OAS B soit un parralélograme. Donc
('__f + ‘_/) est porté par la premiere diagonale de ce parallélogramme. D’un autre coté on a

— = —  — —  — —_— =

U-V =0A-0B=0A+ BO=BS+ BO

est donc c’est la premiere diagonale du parralélogramme BSAQO,ce qui correspond a la deuxieme
diagonale du parralélogramme OASB.

Exercice 2: L’espace intuitif étant assimilé & un ensemble de points et noté &, soit f : € — &
Papplication définie pour tout M € £ par f(M) = M', avec M’ tel que W = U avec U
un vecteur libre donné. L’application f est appelée translation définie par ﬁ

1) Montrer que si f(M)=M' et f(N)= N’', alors W et ]W sont équipollents ainsi que
—_— —_—

MN et M'N’.

2) Soit ABCD un parallélogramme, A’ = f(A), B’ = f(B), C' = f(C) et D' = f(D). Quelle
est la nature du quadrilatere A’B’C’'D’? Soit I le point d’intersection des diagonales de ABCD et
I’ celui des diagonales de A’B’C"D’. Montrer que f(I)=1I'.

3) Montrer que les segments de droite CA’, BD’ et AC’ se rencontrent en un point J qui est le
milieu de chacun d’eux. Montrer que .J est le milieu de II'.

4) Soit f; les translations définies par (_jl ;1 = 1,2. Déterminer le vecteur associé a fyo fi et
montrer que fyo fi = fi1 0 fo.

—_— — —
Rep. 1) On a MM’ = U = NN’ et par suite ils sont équipollents. On aussi MN = MM’ + M'N =
— —
NN'+ M'N = M'N, ce qui donne que M N et M’'N’ sont équipollents.

. 7 - g 7 . 5

2) Puisque ABCD est un parallélogramme, les vecteurs AB et C'D sont équipollents et donc A’B’
) . A~ = ) . . .

et C'D’ le sont aussi. De méme pour les vecteurs B’D’ et C'A’. Ce qui implique que A’B’C'D’ est un

parallélogramme.

— —

Si I le point d’intersection des diagonales de ABCD , on aura Al et ID sont quipollents ainsi que

— — . R —l — — —

BI et IC. 1l en serait alors de méme pour les vecteurs A'I’ et I'D’ et pour les vecteurs B'I’ et I'C’.

Finalement I’ est le point d’intersection des diagonales de A’B’'C’D’.

—_— — — —
Exercice 3 Soit f:& — & définie par f(M)= M’ avec M’ tel que MM’ = MA— MB +2MC
—_ —_— — —
et g:&— & définie par g(M)=M" avec M" tel que MM" =3MA—- MB+ MC
_ SN
i) Calculer MM’ en fonction de MGy et MM"” enfonctionde MGy ou G; et Gy sont
les barycentres respectifs des systémes pondérés {(A4,1),(B,—1),(C,2)} et {(4,3),(B,-1),(C,1)}.
Quelle est la nature de f et de g7
ii) Soit W €V, I€& et A ladroite D(I,u). Déterminer f(A) , g(A) et fog(A).

Rep. On a 0 = G1A—-G1B +2G1C et 0= 3G2A — GoB + G>C' et par suite
MM = MG, +G1A—-— MG, —GB+2MG; +2G,C =2MG,
MM" = 3MGy +3G3A — MGy — GoB + MGy + GoC = 3MGo

3
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Les points (M, Gy, M') sont alignés (ainsi que (M, Gg, M”)). 1l en découle que f est une homothétie de
centre G et de rapport 2. (g est une homothétie de centre G5 et de rapport 3).

ii) Ona M € D(I u) si et seulement si il existe a € R tel que IM = 7. Soit I I'image de I par f.
On aura: MM’ = MA — MB +2MC et II'=TA-1B +27C. On a donc

I'M =TT +IM+MM =TM+ MM —IT' = 307

Finalement f(A) est la droite (parallelle & A) passant par I’ et de vecteur directeur u. De méme g(A)
est la droite (parallelle & A) passant par I” et de vecteur directeur u et f o g(A) est la droite (parallelle
& A) passant par f o g(I) et de vecteur directeur .

. . g 7 . ’ - - 7’ .
Exercice 4 : Soit U et V; deux vecteurs libres de représentants OA et OB non équipollents, et «, 3
deux réels > 0 tels que o + S = 1. Soit O un point quelconque de 'espace et un point C' tel que
— — — —
AC =aAB et CB = (AB.
— — —
1) Montrer que OC' est un représentant (en O) du vecteur libre SU + oV (utiliser des triangles
— — —
semblables & OAB). En particulier, si C' est le milieu du segment AB alors OC = %OA—i— %OB pour
tout point O de l'espace.
2) Déduire de ce qui précede que:
i) les médianes d’'un triangle sont concourantes en un point qui divise chacune d’elles dans un
2
rapport 2 (: %) )
3
ii) les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leurs milieux;

— — — —
Rep. 1) On a OC = OA + AC = OA + aAB = (1 — a)OA+ aOB = U + aV En particulier,
si C est le milieu du segment AB on aura o = 3 = % et en appliquant ce qui précede, on obtient
— — —

oC = %OA + %OB pour tout point O de ’espace.

2) i) Soit ABC un triangle, D le milieu de BC et O un point quelconqu Iespace. Soit X le point

e de
5% 277 o P 7 1"’ 1_’ . .
de AD tel que AX = $AD. D’apres ce qui précede on a OD = ;0B + 50C. Apphquons ce qui
PR PR 2 )X — L0A + 20D = LO0A 1 21 WaYa
précede a A, D et C = X avec a = g, on aura OX = ;04 + 0D = ;04 §§(OB + 50C). Donc

v 1/~ A =3 = . , sz . , . .
OX = 3(0OA + OB+ OC). On voit que cette égalité est indépendante de la médiane AD issue de
A. Autrement dit, on obtiendra la méme formule en considérant les milieux F et F' de AB et AC
. . e T 2_) e Ry 2 2_> gy 4 2—>
respectivement. Donc le point X vérifiant AX = $AD vérifie aussi CX = CFE et BX = $§BF. En
conclusion, les trois médianes AD, BF et C'E se coupent au méme point X qui divise chacune d’elle dans
2
le rapport { 2 (: £
3
ii) Par défintion de la relation d’équipollence, les diagonales du parallélogrammes ABCD se coupent en
leurs milieux car les vecteurs qui constituent les cotés sont équippollents deux a deux. On peut aussi
retrouver le résultat en effectuant des calculs analogues a la question précédente.

Exercice 5 : Soit A,B,C,D quatre points non coplanaires, m € R et I,J les milieux des
segments AB et CD. Soit G, le barycentre des points pondérés (A, 1),(B,1),(C,m —2),(D,m).
i) Déterminer G; et Ga.
ii) Montrer que G5 est le milieu de G1J.
—_— — —
iii) Montrer que IG,, = "5;12 1C + %ID. Quel est le lieu de G,;, lorsque m parcourt R ?

—
iv) Vérifier que mJG,, est un vecteur constant que l'on déterminera.

Rep. i) Par définition, on a

— 1 _— — — — 1 — — — —
0G,, = (OA + OB + (m — 2)0C + mOD) = — (OA + OB + (m — 2)0C + mOD)
1+41+m—2+m 2m

et par suite:

— 1] — = = — — 1 — — —
OGi = 5(0A + 0B — OC +OD) et 0G; = (04 + OB +20D)
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ii) G1Gy = OGs — 0G; = Z1(OA + OB) + 1OC et

GaJ = 0J — 0G5 = L(OC + OD) — L(OA + OB + 20D) = L(OA — OB) — 10C = —G1Gs.
Ce qui montre que G2 est le milieu de G1J.

iii) On a
_ s —
1G,, OG,, — 01
—_— — — — —
7=(0A+ OB + (m — 2)0C + mOD) — OI
101 +m=20C + LOD - 01
= m=2(0C - 0]) + +1(OD — OI)
m—2 7, 179
270 4 LTD.
. e 1 = — — 1 — 1,7
iv) mIG, = m(OGm 0J) =m(5;(0OA+ OB+ (m —2)0C +mOD) — 5(0 +0D)) = 5(0A+
— —_— —_— — — — =
OB+(m—2)OC+ mOD ) — %(OC—&-OD):%( A+OB) OC =01 -0C=CI
On a donc JG,, = %CT} et par suite le point G,, parcourt une droite passant par J mais privée de ce

point J.

Exercice 6 : Soit A,B,C,D quatre points non coplanaires et k € R. Soit les points E et F tels
que AE = kAD et BF = k:B_C)’ Soit I,J, H les milieux respectifs de AB,CD et EF.

i) Montrer que les points I,J, H sont colinéaires.

ii) Déterminer I’ensemble des points H € £ lorsque k varie dans R. Quelles sont les valeurs de k
qui correspendent & H=J etd H=1 7

— —

. . — 1,7 —_— — 1 —
Rep. i) Des relations OI = 5(0OA+ OB), OJ = 5(0C + OD) et OH =
I—fi = kl_j et donc les points I,.J, H sont colinéaires.
N
ii) D’apres la question précédente, H parcourt la doite passant par I et de vecteur directeur I.J.

(OF + OF), il vient

N

— P
Si H = J, cela voudrait dire que H est aussi le milieu de CD. Et comme CD et EF sont équipollents,
on déduit que £ = B et F = D, et par suite que k = 1. Par le méme argument si H = I, on obtient
k=0.

Exercice 7 : Soit trois points A, B, C. Soit G1, G2 et G les barycentres des systémes pondérés
{(Aa al) ) (B7 bl) ) (Ca Cl)} ) {(Av G'Z) ) (Bv b2) ) (Cv 62)} ) et {(A; a1 + >\a2) ) (37 bl + )\bQ) ’ (C; c + >\62)} re-
spectivement, A étant un nombre réel non nul. Etablir la relation
— e —
(a1 + b1+ 1) GIG+ A(ag + by + ¢2) GoG = 0 et en déduire que les trois points sont alignés.

Rep. Par dedlmtlon des barycentre Gy, G2 et G on a:
— — — —
(0,1 + b1 + Cl)GGl = alGA + b1GB + ClGC (Clg + by + C2)GG2 = ayGA + b,GB 4+ coGC et
— — —
0 (a1 + Aag + by + Aby + 1 + /\CQ)GG (a1 + /\QQ)GA + (bl + )\bQ‘F)GB + ((31 + /\CQ)GC
Multiplions la deuxieme égalité par A\ et additionnons la avec la prermere
(a1 + b1 + Cl)GGl + )\(CLQ + by + CQ)GGQ (a1 + )\GQ)GA + (bl + )\b2+)GB + (01 + )\CQ)GO = 0
Cette égalité signifie que GG + ﬂG’Gg =0 avec
a=ay+b+c et §=as+ b+ co. Clest a dire que les trois points G, G et G5 sont alignés.

Exercice 8 : Soit G et G’ les isobarycentres des points supposés distincts A, B,C et A’, B’ C'.
Etablir la relation

— T —  — =  — —

AA'+ BB'+CC' = AB"+ Bd + Cd’ = 3GG’;

Rep. G et G’ étant les isobarycentres des points A, B,C et A’, B’,C’, on a
—_— = = = —
GA+GB+GC=0et GA+GB +GC' =0
Evaluons la somme demandée
—_— LT s —— s s sy ——— ——y —
AA'+ BB'+CC'=AG+ GG +G' A"+ BG+ GG +G'C'+CG+ GG + G'C' =3GG.
_ == == —
Les mémes calculs conduisent & la deuxieme égalité AB’ + BC' + CA’ = 3GG’ .

— = —
Exercice 9: L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O7 ,7, k) , soit les points A (0,0, a)

et A'(0,0,—a) avec a > 0.
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i) Donner les équations vectorielles et cartésiennes des droites D (A, 7) et D (A’ , 7)) .
ii) Soit « labscisse d’un point quelconque de D (A, 7) et (6 lordonnée d’un point quelconque
de D (A’, 7) . Donner les coordonnées du milieu I de MM’.

iii) On suppose que M et M’ varient sur D (A77) et D (A’, 7) de telle sorte que MM’ =1
avec | > 2a fixé. Déterminer analytiquement le lieu de I.

iv) Soit H,H’ les projections orthogonales de M, M’ sur le plan z = 0. Montrer que OI = $HH’
et retrouver le résultat précédent.

v) On suppose maintenant que M et M’ varient sur D (A, 7) et D (A’ , 7) de telle sorte que

P—
la projection orthogonale de MM’ soit colinéaire & un vecteur donné . Déterminer le lieu de I.

. =\ . - — . . .
Rep. i) M e D (A7 j) si et seulement I\ € R tel que AM = A i. Ce qui donne ’équation
vectorielle. L’equation cartésienne est alors x = A, y = 0 et 2 = a. De méme M € D (A’, 7) si et

—_—
seulement I\ € R tel que A’M = /\7 et les equations cartésiennes sont t =0, y = A et z = —a.
.\ AT 1/~ A 7 1, — i
ii) O = 5(OA+O0A") = 5(ai +87j)
iii) On a MM" = o? + 3% + 4a?, donc si MM’ = [, on aura OI? = o? + 3% = I? — 4a?. Ce qui implique
que I parcout un cercle de centre O et de rayon v/I[2 — 4a2.
iv) On a H(«,0,0) et H'(0,,0) et donc HH' = y/a? + (32 = 201 ce qui donne le résultat recherché. Le
résultat précédent est alors obtenu, on observant que HH’ est constant.
v) Si HH' = A4/, pour un vecteur fixe w = b i +cj on obtient Of = 5(ai +8j)=0bi +cj cequi
donne o = a\ et 3 = b\ qui est I'equation de la droite passant par O et de vecteur directeur w.
Exercice 10: a) Déterminer deux vecteurs engendrant le plan d’équation cartésienne 2x+3y—z—1 =10
— —
b) Soit les vecteurs libres V; (1,0,1) , V2(0,2,—1) et les points A(2,1,1), B(1,4,3). Donner
A L. - — A — — — —

les équations cartésiennes du plan P (A7 Vi, Vg) et de la droite D (B, V) avec V =V -V2.

Rep. a) Les plans d’equations Py : 20+ 3y — 2z — 1 =0, et Py : 2z + 3y — 2 = 0 ont les mémes vecteurs
T
directeurs. Puisque (0,0,0) € Py, pour un point M(z,y,z) € Py, on a OM = (x,y,2) = x,y,2x + 3y) =
2(1,0,2) +(0,1,3). Donc P; est engendrée par les vecteurs v; = (1,0,2) et v = (0,1, 3).
—_ — — — —
b) M(z,y,z) € P (A, 1, Vg) si et seulement si, AM = aV; + V5. Ceci donne le systéme d’équations

paramétriques suivant:

rT—2 = «
y—-1 = 2§
z—1 = 2a—-p0

En ecrivant 4L, — Lo + 2L3, on obtient 4x — y + 2z — 7 = 0, ce qui représente léquation cartésienne du
plan.
7 . . P =7 . . 7’ . 7 .
OnaM(z,y,z) € D (B , V) si et seulement si BM = AV | ce qui conduit aux équations paramétriques
de la droite

z—1 = A
1
z—1 = 2\

et en considérant 2L, + Ly et Lo + L3, on aboutit aux équations cartésiénnes

2z+y—% = 0
y+z2—1 = 0

Exercice 11: L’espace étant rapporté a un repere, soit A et B deux points quelconques de ’espace.
— — — —
On considere les vecteurs Uj (0,1,2) ; U3 (1,2,3); V1 (1,1,1) ; Vo (—1,0,1)
— — — —
1) Montrer que les plans P (A, Ui, Ug) et P (B7 Vi, Vg) sont paralleles
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- = — — —
2) Montrer que les deux plans P (A, U, V) et P (A, Wy, Wg) sont confondus, avec U (1,-2,1)
— — —
. V(=1,1,1), Wi(=1,0,3) et Wa2(0,—1,2).
- = — — —
3) Determiner la droite intersection des deux plans P (A, U, V) et P (A, S, Wg) ou S (1,-1,1).

Rep. 1) Les Plans P(A, U’{ , [7)2) et P(B, 171), ‘7;) sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux
sont colinéaires. C’est a dire si et seulement si les vecteurs Uy A Us et Vi A V4 sont colinéaires, On a
UNUz=(-1,2,-1) et Vi AV =(1,-2,1) = —U; A Us.

On peut aussi remarquer que Uy = Vi + V5 et Uy = 2V; + Vs pour dire que les Plans P(A, U{? U;) et
P(B, ‘7{, 172)) sont paralleles

- = e
) Comme les deux plans P(A, U, V) et P(A, W1, Wa) passent par le méme point, il suffit de montrer
— — —
que U et V sont coplanaires avec W1 et Wg On peut remarquer pour cela que U = 2W, — W7 et
V= W1 W2

— = - — —

3) Soit T un vecteur directeur de la droite P(A, U,V )N P(A, S,Ws). Comme A € D(A, T), pour
— —

determlner T il bufﬁt de trouver un vecteur qu1 est coplanalre a la fois aux vecteurb U et V et aux

—

vecteurs S et V[/z D’apres la question 2), on a V[/z U + V est donc coplanalre a U et V. 11 est en
—
plus coplanaire & S et W5. On peut alors prendre T = Wg. P(A, U, V) NP(A, S7 WQ) = D(A, Wg)

Exercice 12:  On considere les vecteurs libres U (1,-2,1) , Vv (-1,1,1) , W/(l, —1,1) et les points
A(0,—-1,2) , M(1,-2,3) , N(1,0,1) dans un repere de ’espace.

i) Montrer que A est sur le plan P (O, U, Y_/)) .

ii) Donner les coordonnées des projections sur D (O, V-[)/) parallelement & P (O, U, ‘7) des points
A, M,N.

— — —
ii) Ecrire les vecteurs OM et ON comme sommes d'un vecteur sur D (O, W) et d’un vecteur
- =
sur P(O,U,V).
— — — — —
Rep. i)A€ P(O,U,V) < Fa,fBréelstelsque OA = aU+LV. Cest adire0 = a—0,—1 = —2a+

et 2 =a+ (. Une solution de ce systéme est « = 3 = 1. Donc A € P(O, U, 1_/))
ii) Les projections des points A, M et N sur D (O, V_)V) parallelement a P (O,

—
,V) sont les
points A’, M’ et N’ définis par A’ = D(O,W) N P (A,U),I_/)),M’ =DO,W)NnP <M, Vv

,V) et N' =

SIS

— —

DO, W)nP (N , U, V). On fait les calculs pour le point A, les autres points s’obtiennent de maniére
similaire.

— — —
Az',y,2") e D(O,W) < 3Ja € R;0A=aW

— — — — —
Ay, ) e P(AT,V) = 38,9/AA = 4T + BV
/ / !

=« Y =—a 2=«

o=y -pQy+1=-2v+B,2 -2=7v+p
Il faut donc résoudre ce systéme a six inconnues et six equations. De la premiere ligne vient

D’ou le systeme d’equations {

/

2’ = —y’ = 2/ puis dans la deuxiéme ligne, on obtient § == —1. D'ou 2’ =y =2 =0, A’ = O (Ceci
provient du fait que A € P (O, U>7 1—/))

— = — —
iii) Rappelons que tout vecteur 1ié sur le plan P (O, U, V) s’écrit sous la forme aU + BV avec a, 3
réels. Il s’agit donc de trouver a, 3 et vy tels que OM = al + 6‘_/) + 717/. D’otu le systeme d’équations

l=a—-0+7 2="2a+f-13=a+0+~

. , — - =
dont la solution est @« = § = = 1 et par conséquent OM = (U + V) + W
Le systeme d’equations associé a N est

l=a—-0+v 0=—"2a+F—v;1l=a+0+7
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. 1 3 3 — — — — 177 37T — 3T
de solution a = —35,8 =7 et v = 5. Donc OM = S; + Wy avec S1 = —5U + 3V et Wy = 5W.

. . - - . AN —
Exercice 13:  Soit dans le plan ¢ et j deux vecteurs libres. On considere les vecteurs « =
Nol ardiirs N A
Sl et v=5|-¢v+7).

i) Soit O un point du plan. Pour tout point M du plan, on note (z,y) ses coordonnées relativement
au repere (O,_z') , 7) et (2',y") ses coordonnées relativement & (O, 7w, v’). Ecrire les équations

suivantes dans le repere (O, w,v): 5z2+6xy+5y2—8=0 ; wy=1 ; bx’+day+5y°-21=0.

Rep. Dans ce genre de probleme, il faut exprimer les ainciennes coordonnés (z,y) en fonction des

nouvelles (as Yy ) pour pouvoir les remplacer. Pour tout point M(x,y) = M(2',y") du plan, on a 2+
y]*xU+yV Aveclesformulesdonnees onazi +yj:\2f:c’z +f/] @y’ ‘[y’jz

g(x’ - y) i+ %(x +y ) j Dotz = %( —y)ety= ‘f(x +4"). On reporte dans chacune des
équations données et on obtient la premiere:
2
52
4 (
Apres simplifications : 222 — ¢y’ —4 = 0.

1 1
l'/fy/)2+6§(x,2 *y/2)+5§($/+y/)2*8:0

Pour la deuxiéme, on obtient z'? — 32 = 2.



CHAPTER 2

Exercice 1 : 1) Soit un triangle ABC et M le milieu de BC. Montrer que
BC? = AB? + AC? — 2AB.AC

a

b AB? + AC? = 2AM* + 1 BC?
—_—

¢ 4AM? - BC? = 4AB.AC

d AB? — AC? =2BC.M A

2) 2) Soit A, B,C, D, quatres points de 1’espace. Montrer que
—_— —  — — —s 2 @ — —
AC.BD = AB.BD + |BD| + DC.BD
—_— —_— — —
Si BA.BD <0 et DB.DC <0 , alors HACH > HBDH

Rep. (1) a. BC? = BC.BC = (AC — AB)(AC — AB) = AC.AC + AB.AB — 4C.AB — AB.AC =
AB? + AC? - 2AB.AC . .
b. On ecris AB* + AC? = AM? + MB? + 2AM .M B + AM? + MC? + 2AM .MC = 2AM* + 1BC? +
1BC? 4 2AM.(MB + MC) = 2AM? + 1 BC?
c. 1l suffit d’utilier les deux premieres relation 2(2) — (1) pour avoir le résultat recherché.

_— — — — _— = —— — —_—
d. AB? — AC? = (AM + M B).(AM + MB) — (AM + MC).(AM + MC) = AM? + MB? + 2AM .M B —
(AM? + MC? + 2AM.MC) = 2AM.(MB — MC) = 2BC.M A.

2) On a
—_—) e gy o o ——y oy —— — 9
AC.BD — AB.BD — DC.BD = BC.BD — DC.BD = BD.BD = ||BD|~.
_— — —_— —_— —_— — _—
En particulier si BA.BD <0 et DB.DC < 0, on obtient ||BD||?> < AC.BD < ||AC||.||BD|| et finalement
.Y —
|BD|| < ||AC]|.

Exercice 2 L’espace étant rapporté a un repere orthonormé (O7 7, 7, ?), soit les points
A(2,0,0); B(0,4,0),C(0,0,6).

1) Donner les équations vectorielle et cartésienne du plan (P) passant par A, B,C. Montrer que la
droite D(O, W) avec w(1,—2,0) est parallele au plan (P).

2) Soit (Q) le plan d’équation 3y + 2z — 6 = 0 . Donner les composantes d’un vecteur normal &
(Q) et vérifier que la droite (OA) est parallele & (Q) .

3) Donner I’équation vectorielle de la droite intersection de (P) et de (Q)

4) Soit E(1,2,3) et D(0,2,0), d”éterminer 1 ’intersection de (P) et (DE) ? Que représente cette
intersection pour le triangle ABC?

5) Soit § = {M, MC.MA - MB.MC = QMC'Q} , quelle est la nature de S ? Donner son équation

cartésienne et déterminer (P)NS

_— — —

_— — —
Rep. 1) M € P < (AM, AB, AC) sont coplanaires. Ce qui revient a dire que det(AM, AB, AC) =
r—2 -2 =2

—_—— —
0. On a det(AM,AB,AC) =| y 4 0 |=24x+12y+82—-48=0
z 0 6
La droite D(O, W) avec w(1,—2,0) est parallele au plan (P) si et seulement si (7,14_B>,A_C)’) sont

—_— —

Y
u,AB,AC) = 0. La derni¢re affirmation est facile a vérifier.

coplanaires, ou encore que det(
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2) Les composantes de la normale & (Q) sont 75(0,3,2). Avec le méme argument que précédement, il
—
suffit de vérifier que AO.n3 = 0. Ceci se fais sans peine puisuqe (2,0,0).(0,3,2) = 0.

3) Le vecteur directeur @ de la droite (P) N (Q) est orthogonal aux normales de (P) et de (Q). on peut
donc prendre d = n1 Az = (0,—2,3). Tl nous reste & trouver un point sur cette droite. Ce qu’on peut
faire en résolvant le systém obtenu & partir des équations de (P) et (Q).

6r+3y+22—12 = 0
{ 3y+22—-6 = 0
Si on pose H(1,2,0), 'équation vectorielle de (P) N (Q) est celle de la droite D(H, E))

dont une solution est par exemple (1,2,0).

4) Soit G = (DE) N (P). Ce point G est telque DG = ADE = (A(1,0,3) et G € (P). Si z,y,z sont
les composante de G, on aura x = A,y = 2,z = 3\ et 6z + 3y + 2z — 12 = 0. On déduit les coor-
— = —_— =
données de G(3,2,2). On a OG = 1(OA +20B + OC). Donc G est le barycentre su ststéme pondéré
(4,1),(B,2), (C, 1)).
— — —_—
Nature de S: Pour un point M(x,y,z), on a CM (z,y,z —6), AM(x — 2,y,2), BM(x,y — 4, 2). Donc
M(x,y,2) €S <= x(x—2)+y>+2(z—6)—2%—yly—4)—2(2 —6) =2(x% + 9% + 22 — 122 + 36)
= 2r+4y=2(z? +y?+ 2% — 122 + 36)
= 2?4yt + - —-2y—1224+36=0
AT il

V5

S est la sphere de centre (- 1 1,6) et de rayon 5

L’intersection S N (P) s’obtient en résolvant le systéme

r+ 1)+ @y—1)2%+(z-6)2 = 2
6r+3y+22—-12 = 0
Comme le centre de la sphere appartient au plan (P), cette inersection est le cercle di centre (_71, 1,6) et

de rayon % (qui se trouve bien dans le plan;

— — —
Exercice 3: a) 801t U et V  deux Vecteurs libres. Montrer que V peut s’ecrire comme somme
— - —
de deux vecteurs V1 et Vg 3 avec V1 colinéaire & U et Vo .U = 0. En déduire la relation
—>
@) + [ A7 =[P
_
b) Soit U et V deux vecteurs libres. Montrer que U =V siet seulement 'une des conditions
suivantes est réalisée.
. — - = e - = - =
- Il existe un vecteur W telque U AW =V AW e U - W=V -W
— - — - —
- Pour tout vecteur W , U-W=VvV.-W
- = — =
- Pour tout vecteur W UNW=V AW
c¢) Etablir la relation du double produit vectoriel

— e - =\ = - =\ =
UAN(VAW)=(V-W)V-(T-V)W.
— = - = — — —
Déterminer le vecteur X sachantque X -U =p et X AU =V Javec p, U et V donnés.

d) Démontrer que
— = — = — = — = - = — —
(U/\V)-(W/\T):(U-W) (V-T)—(U-T) (V-W) .
— — = — —
e) Soit A, B et C, trois points non alignés .Montrer que le vecteur OAANOB+OBAOC+ A
est orthogonal au plan déterminé par les points A, B et C.

)
X

|

Rep. a) Il suffit de choisir ‘7{ la projection orthogonal de X_/ sur l’axe de direction U et V2
la prOJectlon orthogonal de V sur__ le plan de normal U. Ona V = V1 + V2 avec Vl = )\U et
UV1—0 A1n51U/\V U/\Vg et UV = UV1 En plus HU/\V|| ||U/\V2||—HUH||V||

—
et |U.V| = IIU V1|| =TIV
2 177 V2 — 2 T2 T2/ 112
On en déduit IIUAVII +IIU.VI* = ||U|| (VI + V212 = [T 21V 1>
Car ||V1H2 + ||V2||2 = ||V||2 du fait que Vi.Vo = 0.
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b) Il s’agit de montrer ’équivalence des 4 assertions suivantes Z)U) = ‘_/, 1) pour tout V_[)/', on a

U-V AW = 0,ii) pour tout W,ona U —V.W = 0 et iv) il existe W # 0 telque, U =V AW = 0
- = =
et U — V.W = 0. Trivialement ¢) implique les trois autres assertions. Montrons d’un autre coté chacune
de ses assertions implique 7).
Supposons i4) satisfaite et choisissons W L U —V nonnul. Onaura 0 = (U - V)AW| = ||[U =V |||W]]
- =
et donc 0 = ||U — V||. Ce qui donne 1)
o e J T4 . . 77 <7 77 7 77 <7 -
Si i) est vérifiée, on aura en particulier (U — V).(U —V)=0etdonc U —V = 0.
. . 77 7 . P N . . 77 7 -

Enfin si on a iv), U — V est _ a la fois orthogonal et colinéaire & W, ce qui entraine U — V = 0.

¢) On peut établir la relation analytiquement ou géometriquement. On préente ici la méthode

— e e — = —
géometrique: Soit T=U A (V A W) Pu1sque T.(V A W) = O on obtient T', V| W sont coplanalre il
existe donc a, 3 des reels telque T = aV + ﬁW Comme T U = 0, on déduit que aV U + ﬁW U = 0
En particulier lorbque V ot W sont orthogonaux et U et W bont colmealreb de meme sens, le vecteur T
— =

est colinéaire 4 V et de meme sens. Comme ||T|| = ||U||||V||||W|| onaT = (U W) Veta= w).V.

De méme lorsque U et V bOIlt colinéaires de méme sens, 1" est colinéaire & W mais de sens opposé.
Donc T = f(U.V)W et B = UV,

Ce qui établit la formule du double produit véctoriel:

T AV AW)=(UW)V - (T.V)W.
Si on forme le double produit U A (? A U) = (U U)Y (U )?)U) = ||U>H2)_(> — pU, on obtient la
formule
- = =
)—(> _ pX —|—_>U ANV
11
d) On a
(TAV).(WAT) (T AV),W,T)
— (T,(TUAV),W)
= T.(UAV)AW)
o
(UW)(V.T)—(W.V)(U.T)
e) Il suffit de vérifier ler que le vecteur donné est colinéaire au vecteur AB A AC qui’est normal au plan
(A,B,C). Ona OAAOB+OBAOC +0CAOA = (OC +CA)NOB +O0BAOC + (OA+AC) NOA =

—s =5

AN B

o

_— — _— —
Exercice 4: Soit A, B,C, D quatre points distincts de I’espace et £ = {M, MAANMB=MC A MD}

1) Déterminer & lorsque A, B,C,D ne sont pas coplanaires

2) On suppose A, B,C,D coplanaires, et soit I tel que ﬁl 1B = IC /\I_D> . Déterminer
I’ensemble &£ dans chacun des cas suivants:
i) (AB)n (CD) ={0}
ii) (4B) = (CD),
iii) (AB) et (CD) sont paralléles.

. —_— — —_— ——
Rep. 1) On suppose A, B, C, D non coplanaires. Alors les vecteurs MAAMB et MC A M D ne sont
pas colinéaires et dans ce cas 'ensemble & est réduit a ().

2) i) On suppose maintenant que On suppose A, B, C, D sont coplanaires et que les droites (AB) et (CD)
se coupent en un point O. On a:
—_— —— —
MeE <— MAANMB=MCAMD
—_— = —_— = —_— — —_— —
— (MO+OAAN(MO+OB)=(MO+O0OC)AN(MO+ OD)
—_—_, ——m —s s — s —— — —y — = —
<~ MOANOB+MONAO=MOANOD+ MOANCO+OCANOD+OANOB
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—_— — —_— —
Mais par hypothese O, C, D sont alignés et O, A, B alignés. Donc OANOB = OC ANOD = 0, d’ou:
—_— = s — —_— = —
MOANOB+ MONAO =MOANOD+ MOANCO
—_— — —_—  —
MOANAB =MOANCD
— —_— = —
MOAN(AB-CD)=0
— —_— =
OM =k(AB—-CD), keR

Meé&

rree

ii) Sopposons maintenat que les droites (AB) et (CD) sont condondues. Dans ce cas le point I est
sur la droite (AB) = (CD) et les calculs précédents restent valables avec le méme argument M €
— — — — —_— —
£ < IMAN(AB—-CD)= 0. Sien plus AB = CD, alors £ est 'espace tout entier. Si AB # CD
— —_— —
M e < IM =k(AB — CD) et puisque A, B,C, D sont alignés, £ est la droite (AB).

iii) Supposons enfin que (AB) et (CD) sont parralléles disctincts. Soit u un vecteur directeur de (AB)
—
et (CD) et soit J € (AB) et K € (CD) tels que JK.u = 0.(La droite (JK) est perpendiculaire & (AB)
—_— — —_— —_ = — = —
et (CD)). Ona AB=aw et CD =34. et MAANMB = (MJ+ JA)A(MJ +JB)=aMJAW. De
R  — —_—
méme MC ANMD = MK A .
o — — N — — —
Ainsii M €€ < aMJAU =0MK AU < U AN(aMJ-BMK)=10
—
Si a — B # 0, soit G le barycentre de {(J,a),(K,—B)}, alors M € £ <= aMGA T = 0 et par
conséquent € = D(G, ).
. —_ — — —_— . - = — <. N
Sia—pf=0,ona AB=CD et aMJ =8MK. Dou M € £ < u ANKJ = 0, c’est a dire que u
—
et K .J sont colinéaires. Ce qui contredit le fait qu’il soient non nul orthogonaux. Donc £ = ().

Exercice 5: L’espace est rapporté a un repere orthonormé. On rappelle la formule du double
produit vectoriel (W AV)AW = (W. W)V — (VU AT) W et on considere I'équation vectorielle
() (FAW)=7
a) Donner une condition nécessaire d’existence de solution de (E)
b) On suppose .7 =0
i) Montrer que si Zg est solution de (E), alors Z — 5 et u sont colinéaires.
ii) Trouver Zy tel que Zg = A (W A7)

iii) Trouver 'ensemble S des solutions de (FE).

Rep.
-
(B) TAU=V
-
a) Si I’équation (E) admet une solution, on doit avoir nécessairement .V =0

b) Soit 7o une solution de (E)

i) Si = est aussi une solution de (E), on a (7' — 7

0) A w = 6) c’est a dire que T — T et u sont
colinéaires.
ii) Le fait que @y = A(w A V) soit solution de (E) s’exprime par A(uw A V) A w = V. Utilisant la
— —
Vv

7 —=. .=
formule du double produit vectoriel, on obtient A\[(w. W)V — (w.V)W] =
qui implique que A = IT_,ulF

La solution recherché est donc xg = %\H—‘g

iii) D’apres i), si 2 est une solution de (E), alors @ — 7o = ku et donc @ = 7o+ ku . Par conséquent
Pensemble des solutions de (FE) est

- =
AV
7= k7, keR})

I

s={
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Exercice 6: a) Montrer que la distance d d’un point P de l’espace & une la droite D (A, ‘_/) est

V AAP
donnée par d = W . L’espace étant rapporté & un repére orthonormé, appliquer & P(2,1,3) ,

A(-1,1,-1) et V(-2,2,5).

al
<|

) - - AV
b) Soit 6 langle de deux vecteurs U et V . Montrer que tgf = =

Rep. a) Soit H la projection orthogonal de A sur la droite D (A, 7) On a

v AP AV
d = PH = PA|sinf| = PAu\sinﬂ = M
V]| |sind|
b) On a |sinf| = LUAVI o |cosf| = LUV Ppar conséquent: [tgl]| = LUAV
omvi omvi |U.V|

Exercice 7: Soit D la droite passant par les deux points A(1,1,0) et B(1,0,1), et soit D’ la
droite de vecteur directeur V. (—1,1,0) et passant par le point C(0,1,0). Déterminer la perpendiculaire
commune & D et D’ et la distance de ces deux droites.

Rep. Le vecteur directeur de la perpendiculaire commune & D et D’ est orthogonal & leurs vecteurs
directeurs. 11 est donc colinéaire & AB A V = (—1,—1,—1). On choisira w(1,1,1) comme vecteur
directeur de cette perpendiculaire commune qu’on note A, on a

A= P(A, W, AB)NP(C, %, V)

Ecrivons les équations cartésiennes de ces deux plans:

. r—1 y—1 =z R r y—1 =z
P(A,W,AB):0=| 1 1 1|=2z—y—2-1let P(C,d,V):0=| 1 1 1|=z—y+22z+1
0 -1 1 -1 1 0
2r—y—2—1 = 0
D’ou les équation de A : rTy—2
2r—y—2—-1 = 0

Si H et H' sont les intersections respectives de A avec les plans A = P(A, A—B)) et P(C, W, ‘_/), la
distance entre D et D’ est égale & HH'. On peut calculer cette distance en déterminant les coordonnées de
H et de H'. Mais on peut aussi remarquer que HH' est égale & la distance de n’importe quel point de D
au plan P(C, ‘7, E) parallele & D et contenant D' = D(C, ‘_/)) Le calcul de I’équation de P(C, ‘_/), E)
donne z +y+ 2+ 1=0. D’ou:

HH' =d(A,P(C,V,AB)) = % -3

—

Exercice 8: Soit la famille de plans P de direction U (1,1,1) et v (1,0,1), et le famille de
plans P’ de direction U (—1,0,1) et % 0,1,1).

Donner un vecteur normal & la famille P et un vecteur normal & la famille P’ .

Montrer que tout plan de P est orthogonal & tout plan de P .

- — - =
Rep. Un vecteur normal & la famille des plans P(U, V) est U AV = (1,0,—1). Un vecteur normal
— =

— — — — - =

a la famille des plans P(U’", V") est U’ AV’ = (1,—1,1). Puisque U AV et U’ AV’ sont orthogonaux, on
— = —_ —

déduit que tout plan de P(U, V') est orthogonal & tout plan de P(U’, V")

Exercice 9: a) Ecrire ’équation cartésienne du plan (P;) engendré par les vecteurs U (1,-1,0)
et V (0,1,—1) passant par le point A (1,00) . Donner un vecteur normal N ace plan.

b) Donner les composantes d’un vecteur normal & un plan engendré par U et W (a,b,c). Donner
une condition sur a,b,c pour que ce plan soit orthogonal & (Py) .

¢) Utiliser ce qui précéde pour montrer que les plans (P) engendré par [_f, N et (P3) engendré
par N et Z_f(l, 1,0) et passant tous les deux par le point B(0,0,1) sont orthogonaux & (P;). Vérifier
que (P2) et (P3) sont orthogonaux.
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d) Donner un vecteur directeur de la droite (D) = (P;) N (P) , ainsi que son équation vectorielle .
e) Vérifier que les trois plans (Py), (P2) et (P3) passent par un méme point et donner un nouveau
~ 7 37 -7 Ty - T 4
repere orthonormé (B, i, 7', k") tel que k' colindaire & N et 4’ colinbaire & U.

f) Ecrire les équations des plans (Py), (P2) et (P;) dans ce nouveau repere.

—>

— — — —
Rep. a) L’équation cartésienne de P;(A, U, V) est donnée par le produit mixte (AM, U, V) =
L1).

(1,1,1

2lﬁ>

En écrivant M (z,y, z), on obtient P, : = +y+ z — 1 =0. Un vecteur normal est donc

b) Un vecteur normal au plan engendré par 5}(1, 1,0) et W(a, b, c) est U A V_[}(—c, —c,a+b). Ce
— —
plan est orthogonal & P; si et seulement si N.(U AW) =0, c’est a dire a + b — 2¢ = 0.
— —
¢) On utilise la condition trouvée en b) avec W = N, c’est & dire a = b = ¢ = 1, et on vérifie que la
RN
condition a + b — 2¢ = 0 est satisfaite. Donc P, = P(B, U, V') est orthogonal & P;.
— = —
Le cas duplan P = P(B, N, R) est évident car N est normal & Py (donc Ps est orthogonal & Py). Vérifions
le quand méme en utilisant la formule d) de 'exercice 3. Répétons le, P; et P3; sont orthogonaux si et
=

seulement si leurs normal le sont, c’est a dire (N A R).(U, V) = 0. Ce qui est bien vérifié grace a la
formule

—_ = = — —_ = = = —_ = = =

(NAR).(U,V)=(N.U)(R.V)—(N.V)(R.U)

— — — =

puisque N.U = N.V =0.
la méme formule permet de montrer que P, et P3 sont orthogonaux.

(U AN).(N,R)=(U.N)YN.R)— (U.R)(N.N)=—|N|U.RE =0

|
— =
car U.R =0.
. . -2 7 =4 .7 e
d) Soit I un point quelconque de D = P; N P, est IE le représentant de U en I. Le vecteur lié I[F
— — —
est contenu dans P; N P, car IE est équipollent & U et U est 'un des deux vecteurs qui engendrent P;
et Py. Par conséquent U est un vecteur directeur de (D). Comme on peut le vérifeir aisement le point
B € Py N P,. Donc I'équation vectoriel de (D) est

M(z,y,2) € (D) < BM =AU

. . .=, N =, T
e) Les trois plans Py, P—2 et P passent tous par le point B(0,0,1). On choisit k' = Rk 1 = el
et 7 — %' AT Le repere de sommet B est donc i (‘[, f,O), J (f, ‘6[, f),?’(g,g,_g)
f) Soit (z,y,z) les coordonnées d’un point M de ’espace dans le repere initial (O, i, j, k) et
— -, — —
7y, 2 sescoordonnéesdanslerepére B, i’,_'), . Onazi + +zk Y - R
Y J y] Yy
—
et comme 7 ‘f—) *2[7 7 ‘[_'> 6_) ‘f k etk = ‘f f_> + g , on déduit que
— —> = — —
X +yj vk = x’(?z’ —‘[ )+y(fmcxf62 —&—fj —ik)—i—z(%’z + 2+ 4k

= (Ba ’+fy’+f 0T+ (Ll + By + BT 4+ (1 Sy + )
Il en résulte les expression des anciennes coordonnees en fonction des nouvelles

z fx/+fy/+f/
y — \/§$I+f +\3[/
z = 1-— f’—i—f’

L’équation du plan x +y + 2z — 1 = 0 devient en remplagant z’ = 0.

On procede de méme pour P, et P3 apres avoir ecrit leurs equations cartésiennes dans ’ancien repere.
Une autre méthode consiste a écrire les composantes des vecteurs directeurs des plans ainsi que celles des
points A, B dans le nouveau repeére et exprimer les équations comme d’habitude.

Exercice 10: On considere les points de ’espace rapporté a un repére orthonormé
A(1,1,1);B(1,-1,1);C(0,1,-1); D (-1,0,-3).
a) Montrer qu’ils sont coplanaires et donner I’équation cartésienne du plan (P) qui les contient.
b) Donner les coordonnées de leur isobaricentre G.
¢) On définit 'application & valeurs vectorielles f qui fait correspondre & tout point M de

—
Pespace le vecteur f(M) défini par
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— —_— = — = — = = ——
f(IM)=MAANBC+MBANCD+ MCANDA+ MDA AB
— — —_—
i) Montrer que f(M) est constante, f(M)= f(G) pour tout point M.
-

— —
il) Vérifier que f(A) est orthogonal & AC et conclure que f(M) est orthogonal au plan
(P)

Rep.

—_ —_—
a) Les quatres points sont coplanaire, les vecteurs AB, AC et AD sont aussi coplanaires. On a:
AB(0,-2,0), AC(-1,0,—-2) et AD(-2,—1,—4)et| -1 0 —-2|=-8+8=0.
-2 -1 —4
r y—1 z+1
L’equation du plan est | —1 0 —2 |=4x—22—2=0. Ouencore 2r —y—1=0
-2 -1 —4

b) Les coordonnées de G sont z = %,y = i, z= —%

—_

ii) Calculons f(A).

—_— — —_— — P4 —_— —_—
f(A) = ABACD+ACANDA+ ADANAB
—_ s —

= ABANCA+ ACANDA
—_— =
= ACADB
Bl
0
_— —_— — —
De sorte que f(A).AC = (AC, AC,DB) = 0.

— —_— — — —_—
On voit aussi que f(A).DB = 0. Donc f(M) = f(A) est normal au plan engendré par AC' et DB qui est
le plan (P).
Exercice 11: Soit A, B,C,D des points de l'espace et G leur isobarycentre.

— — — —
1) Déterminer 'ensemble F; des points M de l'espace tels que HMA —2MB + 4MC’).H =3 HMDH
2) Soit I le milieu de GD et k un réel. Montrer que MG.MD = MI? — IG?. déterminer le

lieu des points M tels que (MA+ MB+ MC).MD = 3k
Rep.

—_— — —_— _— — — — _— —_— —
1)Ona MA—-2MB+4MC = MA+ MB+ MC —3MB+3MC =3MG + 3BC'. Ainsi
—_— — — — —_—
M € B, < ||MG + BC| = ||MD||. Soit D’ tel que GD' = BC, on aura
—_— —
M € Ey < ||MD'|| = ||MD||, E; est le plan médiateur de DD’, c’est a dire le plan orthogonal a la
droite (DD’) passant par le milieu du segment DD’.

2) On a
o e
MG.MD = (MI+IG)(MI+ID)
e T
= (MI+IG)(MI-IG)
— —
1M1 = || IG|12

—_— — — — —
Comme G est Iisobarycentre de A, B,C,ona (MA+ MB+ MC).MD =3MG.MD et par suite
MeFEy, <— 3MG.MD =2k
— —
= ||MI]? - |lIG]* =k
72 T2
= ||MI|*=|IG|*+k

Sik < —|IG|?, B2 =0
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—
Si k= —|IGIP, B = {1},

— —
Si k> —||IG||?, F2 est la sphere de centre I et de rayon \/k + || IG]|2.

Exercice 12: Soit A et B deux points distincts fixés de l’espace. On définit I'application
ponctuelle f qui fait correspondre & tout point M de lespace le point M’ = f(M) défini par
— —_ =
AM'" = ABNAM .

a) Montrer que 'image par f d’une droite D passant par un point C et de vecteur directeur non
nul @ est une droite A dont on précisera un point et un vecteur directeur. Vérifier que D et A
sont orthogonales.

b) Pour tout point M déterminer fo f(M) et fofof(M).

Rep. a) Soit M un point de la droite D(C, w) et notons M’ = f(M) et C' = f(C). On a

_ —_— — — —_— —— —_— ——
C'M' =C'A+ AM' = ABA(CA+ AM) = ABANCM
- : % At TV - 5 AN Vi _/> _/> AD A=
et M € D(C, ) entraine l'existence de a tel que CM = aw’. D’ou C'M’ = au’ avec v/ = ABAW. Par
—
conséquent, 1'image de D(C, ) et la droite D(C’, u').

-
Comme uet u’ sont orthogonaux, on déduit que les droites D(C, ) et D(C’, u) sont perpendiculaires

b) Soit M’ = f(M) et M” = f(M'), on a AM' = AB A AM et
—_— — — — — —_—
AM” = AB N AM' = AB A (AB A AM).

_— —— —_ — —_
M” est dans le plan P(A, AB, AM). Le vecteur AM” est orthogonal & AB et sa norme est ||AM”|| =
— — —_— -
|AB|?||AM [[|sin(AB, AM)].
—_— —_— —
En définitive, le point M” = fo f(M) est sur le plan P(A, AB, AM), de plus AM”.AB =0et ||[AM”| =
— — —_—
|ABP|[ A8 |sin(AB, AN).
I —
De méme pour M®) = f(M”), on a AM®) = AB A AM” et le point M) est sur la normal au plan
—_— —— = — — L ——
P(A,AB,AM) et tel que |AM®)|| = ||AB||?||AM|||sin(AB, AM)|.

Exercice 13: Soit € un point du plan affine P, k un réel strictement positif et f ’application
de P\{Q} dans P\ {Q} définie par

me P\{Q} — f(m)=M tel que KW:WKW

1) Etablir que f est une application involutive , c’est a dire fo f = f
2) Quel est I'ensemble des points invariants par f ? Montrer que f partage P\ {Q} en trois
regions /117 AQ, A3 telles que f(Al) = A1 ) ,f(AQ) = A3 et ,f(Ag) = AQ.
3) On considéere P comme le plan complexe et on désigne par «,z,Z les affixes respectives de
Q,m, M . Montrer que
M=f(m) <= Z=a+-L_ . Onpose f(z)=a+-L, retrouver les resultas de 1)

et de 2). B -
Rep.
1) Montrons que f est involutive (c’est & dire fo f(M) = M). Soit M’ = f(M) et M” = f(M'). On
— - — —
a QM = —=E QM et QM = —E_QM. Ce qui donne
M7 ||2 212
—_— k== k = =
OM” = S||OM ||* —=—QM = QM
K |21

On a bien fo f(M) =M.

. . . . . P LY k  onr
2) Un point M est invariant par f si f(M) = M, ce qui est équivalent & QM = WQM , Ou encore

||§i\%4||2 = k. L’ensemble des points invariants par f est donc le cercle C(€2,vk) de centre Q et de rayon
Vk. Soit

—
A =C(Q,VE) ={M € P : QM| = k}



Ay ={M e P : |QM|? < k}
Az ={M e P : |QM|? > k}
Déterminons f(Asz). Pour M € Ay et M’ = f(M), on a QM = WI&FW > k. Donc f(M) € As et on
a f(Ay) C A;. Comme f est involutive on déduit que As = fo f(A4s) C f(A3). On montre de méme que
f(A3) C Ay et A3 = fo f(A3) C f(Az). Finalement

f(A) = A1 f(A2) = A3 f(A43) = As.

3)OnaM = f(m) < OM = —£__Qm. Dans le plan complexe cela s’ecrit Z —a = ﬁ(z—a),

l2m||>
soitZ:a—i—Z]ja.
Posons Z = f(z), on a f?(2) = f(Z) = a+ F=. Comme Z —a = - ona f’(z) =a+z-a=2=
fR)=2z = a—l—z’_“a:z
= z-a=L
= |z—al’=k
= z2cC(Vk)

Les autres assertions s’obtiennent de la méme maniere.






CHAPTER 3

Fonctions vectorielles

Exercice 1. Donner la nature des courbes suivantes

222 + 62y + 5y? +4x +6y+1=0

202 —day+ 292 —32+3y+1=0

42 + 120y +9y> —22+1=0

(204+y—1>=3@x+y)=0

+y+1)(z—y+3)=3

Exercice 2 Montrer que pour qu’un vecteur dérivable ‘_/(t) garde un module constant, il faut et
il suffit que ‘_/(t)et ‘7;(15) soient orthogonaux. Pour qu’un vecteur dérivable 7(t)garde une direction

— —
invariante, il faut et il suffit que V (t) et V'(t) soient colinéaires.

Rep.  Soit V(t) un vecteur dérivable de module constant ||7(t)|| = ¢. On aura 7(t)7(t) =
— — — — —
[V (@®)||? = c%, ce qui entraine que (V (t).V(t))’ = 0 et donc que 2(V (¢)).V(t) = 0. Finalement
—
I-/)(t)et V'(t) soient orthogonaux. La réciproque s’obtient de la méme maniére.

-
Pour la réciproque, remarquons que V (t) que garde une direction constante si et seulement si le

v v (V@) IV ()] -V ()2 FeD T 0
vecteur — est constant, ce qui équivaut & (“_/ﬁ)’ = 0. On calcule cette dérivée, — A
vl vl V@il

qu’est nul lorsqu’on suppose que ‘_/(t))’ et V(t) sont colinéaires a(t)(‘_/(t))’ = ‘_/>(t)

Exercice 3
Dans 'espace affine E3 rapporté a un repere orthonormé
(O, 7, 7, ?) ,soit P le plan d’équation x —2y —3z=0 . On se donne le vecteur
— - = LT s . 7
U=—1+2j +3k eton définit application p: F3 — P par p(M)=M' tel que MM'A
T=0 .
1) Donner une interprétation géométrique de p .
2) Donner une représentation paramétrique de C’ = p(C) , ou C est ensemble des points
M de Esdecoordonnées z =t , y=12, z=1t3 . Soit D latangente d C  au point A
correspendant & ¢t =1 . Vérifier que p(D) est la tangente & C’ au point correspendant & ¢ = 1.

Rep. 1) On a u est orthogonal au plan P et MM'A, W = 0 entraine que MM’ est aussi
orthogonal & P. Puis que en plus M’ € P, on déduit que c’est la projection orthogonal de M sur P.

—_

2) Soit M(t,t%,t%) € C et M'(x,y,z) son image, il existe \ réel tel que MM’ = Nu. Ce qui donne
r—t=-ANy—t2=2 et z—t3 =3\ et parsuite x =t — \,y = t2 4+ 2\ et z = t3 + 3. Du fait que
M’ € P, on tire que t — 2t? — 3t3 = 14\

Exercice 4
Montrer que la torsion 7(¢) en un point d’une courbe définie par une fonction vectorielle F'(t)

est donnée par la formule

(F'(),F"(t),F" (1)) . .
t) = — . On peut proceder comme suit :
7(®) [ OnF O] beut b

e

i) Caleuler F”'() . ii) Montrer que  N'(£).T(t) + v(t)e(t) =0 et N'(£).B(t) + To(t) = 0
ou v(t) = |F'(t)]

iii) Calculer N'(¢) et déduire la formule du calcul,du produit mixte

3
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(F(2), F"(t), F" () -

Exercice 5
Déterminer la courbure, le rayon de courbure, le centre de courbure et la tortion en un point
queconque M  de chacune des courbes suivantes
F(t) = (3t%,t> — 3t,t> + 3t) . Application a ¢ =1
G(t) = (acos® 0, asin® 0, a cos 20)

Exercice 6 Soit la portion de courbe (C) y =z , 0<z <4. Déterminer 'équation de la
surface de révolution obtenue par rotation de (C)  autour de la droite d’équations y =3, =z = 0.
(On peut effectuer le changement de variable u =y —3) .

Exercice 7

Soit (S) la surface d’équation  xsinZ —ycosZ = 0. Donner une représentation paramétrique
de (S) . Trouver le lieu des points de (S) en lesquels le plan tangent passe par un point donné
A(a,0,0).

Exercice 8
Soit la courbe (C) dont une représentation paramétrique est = = cos®t , y = sin®t |, z=cos2t
1) Déterminer la surface engendrée par cette courbe en tournant autour de 'axe Oz.
2) Calculer la courbure et le rayon de courbure en un point de (C) pour lequel ¢ # k5, k € Z.
3) Determiner les coordonnées du centre de courbure en un tel point ainsi que le triedre de Frenet
en ce point.
4) Quel est le lieu du centre de courbure lorsque (C') tourne autour de Oz 7

Exercice 9
Soit (S) la surface de représentation paramétrique

2 cos 2u.

z(u,v) =14ucosv , ylu,v) =1+wusinv , z(u,v) =u

1) Vérifier que les points (1,1,0) et (0,0,0) appartiennent a (95).

2) Calculer (z —1)* — (y —1)® pour donner I'équation cartésienne de (). Nature de (S).

3) Donner 1’équation du plan tangent & (S) en un point (zg,¥o,20) de (S5).

4) Déterminer le lieu des points M (xo,y0,20) de (S) tels que le plan tangent en M (x9, yo, 20)
passe par l'origine.

5)Vérifier que ce lieu est une courbe plane (C) qui est Uintersection de (S) avec le plan (P)
d’équation 2xg + 2y + 220 =0

6) Quel est le plan osculateur & (C) en I'un quelconque de ses points?

7) Donner une représentation paramétrique de (C) . (On pourra la déduire de celle de (S) &
laide de 'équation de (P) ). Identifier (C).

Exercice 10

Soit a > 0. 1) Montrer q’un plan contient la droite (Dy) :

z=2a , y=0 sietseulement s’il existe tel que son équation cartésienne se mette sous la
forme y = a(z— 2a). Montrer de méme q’un plan contient la droite (Ds3) : z = —2a, x = 0 si et
seulement s'il existe [ € R tel que son équation cartésienne se mette sous la forme z = (24 2a).

2) Donner I’équation cartésienne de la droite (A, g) intersection d’un plan passant
par (D7) et d’un plan passant par (D). Vérifier que les points de coordonnées (0, —4dac, —2a) et
(4a3,0,2a) appartiennent & (A, g) et donner les équations paramétriques de (A, g)

3) Donner I'équation de la surface (S) engendrée par la droite s’appuyant sur les
droites (D;) et (D3) etsurlecercle z=0 , x?+y*=a>

4) Quelle est la nature des sections de (S) parles plans z=h, heR
Exercice 11
1)Vérifier que la courbe (C) : x =2t , y=2t>, 2=2t3 | est sur la surface (X) d’équations
paramétriques
r=u+v , y:u2+1)2 s z=u? + v
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2) Montrer que (C) = {M(u,v) € (X) , u=0v}
= {M(u,v) e (X)) , (g—z, %, %) et (%, %, %) sontcolinéaires
3) Donner un vecteur normal au plan osculateur de (C) en un point courant M ()
, équation cartésienne de ce plan. Quel est ce plan pour t=0 et t=17 Déterminer les parametres
u et v corrependantsa t=0 eta t=1.
4) Donner l’équation du plan tangent & (¥) en un point M(u) en lequel v = —u
, u # 0 Vérifier que tous ces plans contiennent I’axe Oy.

Exercice 12

Soit ¢(x,y) une fonction de classe C? définie dans un domaine D de R?. On pose g—i =p,
g—‘; = ¢. Soit la surface (S) d’équation z = ¢(x,y), M = M(z,y) le point de (S) de coordonnées (z,y, 2)
et P = P(z,y) la projection orthogonale de l'origine O sur le plan tangent & (S) en M. On note (X)
l’ensemble des points P lorsque M décrit (.5).

1) Donner ’équation du plan tangent & (S) en un point M (z,y).

2) Calculer les coordonnées XY, Z de P en fonction de z,y, z,p, q.

3) Montrer que (¥) admet une représentation paramétrique définie par la fonction vectorielle F')(ar, y) =

flz,y) [p? + q7 - ?] , les parametres x,y variant dans le domaine D et f(z,y) une fonction &
déterminer.
_y2
dans ce cas  X,Y et Z puis montrer que (X) a pour équation cartésienne 2Z(X% +Y2+22%)+
X2 -Y?=0 . Montrer quesi (¥) admetaupoint P un plan tangent, la normale & (¥) en ce
point est la droite (PI) ou I est le milieu du segment OM.

4) On suppose que (S) est le paraboloide hyperbolique d’équation z = o(x =2 Exprimer
PP q p yp q q w\x,y P
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Examen 2005/2006

Université Mohammed V-Agdal Semestre 1 ; 2005 -2006
Faculté des sciences Mathématiques SM - SMI
Controle final de Calcul Vectoriel Durée : 1 H 30mn

Exercice 1 Donner la forme canonique de la conique suivante, puis la reconnaitre :

3x2+y2+2V3xy + Tx+V3y +2=10

On rappelle les formules de changement de coordonnées par rotation d’angle 6 qui lient les anciennes
coordonnées (z,y) aux nouvelles (X,Y) :

x=Xcosf —Ysinf ,y=Xsinf +Y cosb

X =xcosf+ysinfh,Y = —xsinfd + ycosH

Exercice 2 L’espace étant rapporté a un repere orthonormé (O, 7, 7, ?), soit les trois points de
lespace A (1,0,0); B(0,1,0); C'(0,0,1) et G le barycentre du systeme {A(1), B(1),C(2)}.

1) Déterminer les coordonnées de G et montrer qu’il est dans le plan défini par les points A, B, C.

2) Soit a un réel non nul et le point K tel que OK = (1(77Y>

i) Donner en fonction de a , les composantes d'un vecteur 727 normal au plan (P;) déterminé par les
points A, C, K , et celles d’un vecteur n; normal au plan (P,)déterminé par les points B, C, K.

ii) Déduire la condition sur a pour que les plans (P1) et (Pz2) soient orthogonaux . Déterminer a
pour qu’il en soit ainsi.

Exercice 3 Soit (8S) la surface de représentation paramétrique

T =ucosv; Yy =usinv; z = %uz cos 2v

1) Calculer 22 — 32 et donner I’équation cartésienne de (S).

2) Donner un vecteur normal a (S) en un point quelconque M (zg, yo, 20) de (S) . Donner I’équation
cartésienne du plan tangent & (S) au point M (zg, yo, 20)-

3) Montrer que '’ensemble des points M (g, yo, 20)de (S) en lesquels le plan tangent passe par le
point A(1,1,1) est I'intersection de (S) et du plan d’équation g+ yo — 20 — 1 = 0.

4) Montrer que la courbe (C) d’équations paramétriques

xr =cost; y =sint; z = %cos2t

est contenue dans (S)



