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Introduction

En algébre, une structure algébrique est un ensemble sur lequel une opéra-
tion ou plusieurs opérations (dites lois), respectant certaines régles (appelées
axiomes), ont été définies.

Dans ce cours, nous introduisons les structures algébriques de bases suivantes :
les groupes, les anneaux et les corps. Nous terminons par un chapitre sur les
polynémes et les fractions rationnelles.



Chapitre 1

Groupes

1.1 Vocabulaire des lois de composition interne

Dans cette section, £ désigne un ensemble non vide.

[Déﬁnition 1.1.1 (Loi de composition interne)}

Toute application * de E X E dans E est appelée une loi de compo-
sition interne ou une opération dans F.
On dit que £ est muni de la loi de composition interne .

Notation et vocabulaire.

1. Il y a certainement des lois externe, comme le produit d’un vecteur par
un réel ou aussi le produit d’une fonction par un réel. Mais, souvent le
contexte nous indique qu’on travaille avec quelle type de lois (interne ou
externe). C’est pour cela, on convient de dire simplement “une loi sur E”
pour indiquer “une loi de composition interne sur E”.

2. On utilise la notation opératoire au lieu de la notation fonctionnelle pour
désigner I'image d'un couple (z,y) € E* par une loi . Ainsi, 'image *(z, y)
sera notée x * y et appelée le composé de = par y par la loi .

3. Les lois de composition internes sont souvent notées avec I'un des symboles
suivants : x, -, 4+, 7T, L, x, 0. Cependant, le choix du symbole pour noter une
loi est complétement arbitraire. On signale, a titre d’exemple, que méme
le choix du symbole + pour ’addition de nombres réels remonte juste au
15eéme siecle, remplacant le symbole p précédemment utilisé.

Exemple 1.1.2 (Premiers exemples)
1. La multiplication et l’addition usuelles sont des lois sur R.

2. L’union et l'intersection des parties d’un ensemble A sont des lois sur
lensemble P(A) des parties de A.

3. La division (des nombres) peut étre ou non une loi selon l’ensemble de
nombres considéré : Elle n’est pas une loi de composition interne dans
7", mais elle l'est dans R* (ensemble des réels non nuls).




1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

4. Aussi, la soustraction n’est pas une loi de composition interne dans N,
mazis elle [’est dans Z.

5. La composition des applications o est une loi dans Uensemble E¥ des
applications de E dans E.
6. min et max sont deux lois dans R.

Remarquer qu’ici, ces deux lois ont une notation fonctionnelle; mais
on emploie parfois une notation opératoire :

min (z,y) = Ay, max(z,y)=zVy

7. pgcd et ppecm sont deux lois dans Z.
On rappelle :

deN
d =pgcd(a,b) < < d divise a eth
si d' divise a et b, alors d' divise d

m €N
m =ppcm(a,b) < < a etb divisent m
st a et b divisent m', alors m divise m/

On emploie aussi une notation opératoire : pged(a,b) = aNb et ppecm(a,b) =
aVb (siil n’y a pas de confusion possible avec min et max).

[Déﬁnition 1.1.3 (Magma)}

Si un ensemble E est muni d’une loi #, le couple (E, %) est appelé un
magma.

Convention. Par abus de langage, on peut dire simplement “le magma E" au
lieu de dire “le magma (E,*)" lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi .

 Définition 1.1.4 (Associativite) |

Soit (F,*) un magma. La loi * est dite associative si, pour tout
(z,y,2) € B3,
(x*xy)*xz =% (y*2).

On dit aussi que le magma (F, *), ou simplement E, est associatif.

Définition 1.1.5 (Commutativite) |

Soit (E,*) un magma. La loi x est dite commutative si, pour tout
(r,y) € E?, x*xy=1yx*z.
On dit aussi que le magma (F, %), ou simplement E, est commutatif.
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CHAPITRE 1. GROUPES

Exemple 1.1.6
1. La multiplication et ’addition usuelles dans R sont des lois a la fois
associatives et commutatives .

2. L’union et l’intersection des parties d’un ensemble A sont des lois
commutatives et associatives sur l’ensemble P(A) des parties de A.
Cependant, la différence est une loi sur P(A) qui n’est ni associative,
nt commutative.

3. La soustraction est une loi dans Z. qui n’est ni commutative, ni asso-
ciative.

4. La composition des applications o est une loi dans U'ensemble EE des
applications de E dans E qui est associative mais pas commutative en
générale.

5. min et max sont des lois commutatives et associatives dans R.

6. pgcd et ppcm sont deux lots commutatives et associatives dans 7.

,—[Proposition et Définition 1.1.7 (Magma produit)} \

Soit ((E;, Li))1<i<n (ot n € N*) une famille finie de magmas. On munit
le produit cartésien £ = E; X --- x E,, de la loi suivante :

(ai)lgign uE (bi)lgign = (Clz' g bz’)lgz‘gn

pour tous (a;); et (b;); dans E. Le magma (FE, 1) ainsi défini est appelé
le magma produit des magmas (F4, Lq),...,(E,, L,). Et on a :
1. (E, L) est commutatif si et seulement si F; est commutatif pour
tout i € {1,...,n}.

2. (B, 1) est associatif si et seulement si E; est associatif pour tout
ie{l,..,n}.

Preuve. On notera simplement (a;); tout élément (a;)1<i<, de E.

On montre la premiére assertion. La deuxiéme peut étre montrée de la méme
facon.

On suppose que (E, L) est commutatif et on montre que Ej est commutatif
pour un certain k € {1,...,n}. Soit (a,b) € Ef. On choisit deux élément (a;);
et (b;); de E tels que ap = a et by = b. Puisque F est commutatif, on a
(a;)i(b;); = (b)i(a;)i, cest-a-dire (a;b;); = (b;a;);. En particulier, axby = brayg,
c’est-a-dire ab = ba. Par suite, F}, est commutatif.

Montrons 'implication réciproque. Supposons que F; est commutatif pour tout
1€ {1, ,n} Soit (az)z et (bz)z deux élément de E. On a (az)l(bz)z = (azbz)z et
(bi)i(a;); = (bia;);. Et puisque E; est commutatif pour tout ¢ € {1,...,n}, on
a (a;b;); = (bja;);. D'ou, (a;);(b;); = (b;):(a;);. Ce qui montre que (E, L) est
commutatif.  (c.q.f.d)
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1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

Exemple 1.1.8

En utilisant les notations de la proposition 1.1.7, si les magmas (E;, L;)
coincident avec un magma (E, ), alors, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
la loi, on convient de noter la loi du magma produit E" := E; X --- X E,
par le méme symbole que celui de E. Ainsi, on écrit

(ai)i * (bz)z = (ai * bi)i

pour tous (a;); et (b;); dans E".
Sur Z" (Q", R" et aussi C"), on définit les deux lois additive et multipli-
cative sutvantes :

(az‘)lgign + (bz’)lgign = (Gi + bz’)lgign et (ai>1§i§n(bi)1§i§n = (aibi>1§i§n

Notamment, (Z",+), (Q",+), (R",+), et (C",+) sont les magmas pro-
duits multiplicatifs usuels. Aussi, (Z", x), (Q", x), (R", x), et (C", x)
sont les magmas produits multiplicatifs usuels.

Noter que, dans R? (resp. R?®), la somme définie ci-dessous corresponds a
laddition des vecteurs (géométriques) du plan (resp. de l’espace).

Notation. Ainsi, comme on a vu dans I’exemple 1.1.8, il est parfois commaude
d’utiliser la notation additive (resp., multiplicative) quand on définit une nou-
velle loi & partir d’une autre loi additive (resp., multiplicative). En général,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi, on préfére d’utiliser les notations
usuelles + ou . ou x. Dans ces cas :
— Si on utilise +, la loi est appelée addition. On dit que la loi de E est notée
additivement. Dans ce cas, “z + y” s’appelle la somme de x et de y.
— Si on utilise . ou X, la loi est appelée multiplication. On dit que la loi
de E est notée multiplicativement. Dans ce cas, “x x y = x.y” s’appelle
le produit de = et de y. Parfois, il convient d’omettre les symboles . et x
(i.e., on utilise simplement zy pour désigner “x x y”).

Exemple 1.1.9
1. On commence par un petit rappelle sur l’ensemble Z/nZ.

Soient (a,n) € Z x N* et r le reste de la division euclidienne de a
par n. On rappelle que ’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme
reste r de la division par n est appelé la classe d’équivalence de a mo-
dulo n. Il est noté par [al,, ou le plus souvent par a lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur n. Ainsi, a = {b € Z;3k € Z,b = kn + r}. Notez que
r et a sont dans a. L’ensemble des classes d’équivalences modulo n est
souvent noté Z/nZ.

On rappelle aussi que, pour tous deux entiers a et b, on a les équiva-
lences suivantes :

bcaesb=asnb—asb—a=
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CHAPITRE 1. GROUPES

Enfin, il est important de noter que, pour tout entier a, il existe un
unique o € {0,1,...,n — 1} tel que b = a.

Maintenant, on définit une addition + sur Z/nZ par @ +b := a+0b
pour tout (a,b) € Z*, est une loi de composition interne sur Z/nZ qui
est a la fois associative et commutative.

De méme on définit un produit x sur Z/nZ par @ x b := a X b pour
tout (a,b) € Z*, est une loi de composition interne sur Z/nZ qui est
a la fois associative et commutative.

Noter qu’on peut aussi écrire ab=a x b=a x b = ab.

2. L’ensemble des fonctions réelles F(R) muni de l'une des deux lois
usuelles, l'addition et la multiplication des fonctions réelles, est un
magma commutatif et associatif.

Exemple 1.1.10 (Magma des matrices carrées)

Soit K l'un des ensembles 7, Q, R et C. On appelle une matrice carrée
d’ordre n € N* (ou de taille n) a coefficients dans K, tout tableau carré
de n* nombres dans K, rangés ligne par ligne (de n éléments de K). II
y a donc n lignes et n colonnes, et dans chaque ligne et chaque colonnes
il y an éléments de K. Comme dans le cas des produits cartésiens des
ensembles, une matrice carrée d’ordre n est notée brievement

A= (aijh<icni<i<n  (avee a;; € K)

ou plus simplement (a; ;) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur l'ordre de la
matrice, ou elle est explicitement représentée sous la forme d’un tableau
carré. Par exemple, une matrice carrée M d’ordre 3 est représentée comme
sut :

0 = 33
M=1|v3 ¢ 1
3,3 0 0

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K est sou-
vent notée par M,,(K). En particulier, M, (R) est l’ensemble des matrices
réelle. On définit sur M, (K) deux lois, l'addition et la multiplication,
comme suit :

— L’addition sur M,,(K) est définie comme suit :

(aij) + (bij) = (aij + bij).

— La multiplication sur M,,(K) est définie comme suit :
Le produit des deux matrices (a;;) et (b;;), noté multiplicativement
(a; ;) x (bi;) ou simplement (a;;)(b;;), est une matrice (c; ;) telle que
Cij = Zai7kbk7]~.

Par exemple, le produit de deux matrices d’ordre 2 est comme suit :

a b\ (d b\ _ [(ad +b ab' + bd
c d)\d d) \ecd+dd cb+dd

SMIA(S1) - Algebre 2 7 Pr. Bennis (FSR)



1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

En plus, les magmas (M, (K),+) et (M, (K), X) sont associatifs.
Aussi, le magma (M,,(K), +) est commutatif, cependant le magma (M., (K), x)
ne l’est pas.

L’utilisation des opérations des matrices et leurs propriétés est appelé habitue-

lement “le calcul matriciel". Il appertient principalement & une partie d’algebre
dite “Algebre linéare”. Les matrices sont en fait des représentations de cas par-
ticulier d’application, appelées “applications linéaire”. Les lois sur les matrices
définies ci-dessous correspondent bien a I’addition et la composition des appli-
cations linéaires.

L’exercice suivant présente quelques particularités du calcul matriciel.

[Exercice 1.1.11}

Calculer les produit suivants dans (Ms(R), x) :
1 1\ [fa b\ (1 0\ fa b).
0 0)\c d)”\0 1) \c d)’
A0\ (fa b\ [(a b\ (XA O
0 A \ec d)" \c d)\0O A
1 0\ [a b (0 1\ /1 0\ (1 0\/0 1\ (1 0\’
0 0)\c d)”\O 0)\O0 0/ \O 0/\O O0/” \O O

[Exercice 1.1. 12}

Calculer les produit suivants dans (M3(R), x) :

0 0 0 11 Q12 Aa13 11 A1z Aa13 0 0 O
111 Q21 Q22 A23 | ; 21 Q22 23 111
0 0 0 az1 azz2 Aaszs az1 azz Aasz3 0 0 0
000 11 Q12 Q13 11 Q12 Q13 0 0O
1 00 a1 Qo an3 | ; (g G2 a23 100
000 as; aga a33 as) Gz a33 000

01 1\° 01 1\° 01 1\°

0 0 1 ; 0 0 1 ; 1 01

0 0O 0 0O 1 10

Pour les ensembles finis on peut définir une loi a partir d’une table définie
comme suit :

SMIA(S1) - Algebre 2 8 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 1. GROUPES

(Définition 1.1.13)

Etant donné un magma fini (E,*) de cardinal n € N* disons £ =
{z1,...,x,}, on appelle table de Cayley de (E, *) (ou simplement de
E) le tableau carré de n lignes et n colonnes obtenu en inscrivant a la
i-éme ligne et a la j-iéme colonne I'élément z; * x; du magma E.

Exemple 1.1.14
La table de Cayley du magma (Z/27, x) est la suivante :

(< J0]1]

01100
1 101

[Exercice 1.1. 15}

1. Dresser la table de Cayley de (Z/4Z; +).

2. On considére le magma (Z/27Z x 7/27;+) défini, comme dans
I'exemple 1.1.6 (4), par (z,y) + (2',y) == (v + o',y + ¢) pour
tout (z,y,2’,y") € (Z/2Z)*. Dresser la table de Cayley de (Z/27 x
Z)27;+).

[Déﬁnition 1.1.16 (Elément neutre)}

Soit (E,*) un magma. On appelle élément neutre de (F,x*) tout
élément e € E vérifiant x x e = e x x = x pour tout z € F.

I est claire que si (E, %) est un magma commutatif, alors e € E est un élément
neutre de F si seulement x x e = x pour tout x € F.

[Exercice 1.1.17}

Donner un exemple d’'un magma (E,*) qui admet un élément f € F
vérifiant = * f = x pour tout x € E sans qu’il soit un élément neutre.

Proposition 1. 1.18}

Si un magma admet un élément neutre, alors il est unique.

Preuve. Supposons q'un un magma (F,*) admet deux éléments neutres e et
¢'. Alors, e = ¢’ x e (car € est un élément neutre). Or e est aussi un élément
neutre de E, donc e x ¢’ = ¢'. Par suite, e =¢’.  (c.q.f.d)

SMIA(S1) - Algebre 2 9 Pr. Bennis (FSR)



1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

Exemple 1.1.19
1. Soit (B, L4), ..., (Ey, L) (oun € N*) des magmas d’éléments neutres,
respectivement, ey, ..., e,. Alors, il est facile de montrer que (eq, ..., e,)
est [’élément neutre du magma produit E = Fy X --- X E,.

2. Pour tout n € N, il est facile de voir que 0 (resp., 1) est ’élément
neutre du magma (Z/nZ,+) (resp., (Z/nZ, x)).

3. Il est claire que la fonction constante x +— 0 (resp., © +— 1) est
I’élément neutre du magma des fonctions réelles (F(R),+) (resp.,

(F(R), x).

4. L’application identité de E, idg : x +— x, est [’élément neutre du
monoide (E*, o).

Selon le contexte on choisit une notation pour désigner 1’élément neutre d’un
magma. Par exemple, I’élément neutre pour I’addition des vecteurs du plan (et
de 'espace) est le vecteur nul, il est habituelement noté 6) Aussi, nous avons
I’exemple suivant sur le magma des matrices.

Exemple 1.1.20

on peut voir facilement que le magma (M, (R),+) admet un élément
neutre ; ¢’est la matrice nulle dont dont tous les coefficients valent 0. Cette
matrice est souvent notée 0,,. Ainsi, la matrice nulle d’ordre 2 est :

0 0
== (3 1)
Pour le magma multiplicatif (M, (R), x), on montre qu’il admet aussi un
élément neutre, noté souvent I,, et appelée la matrice identité de taille

n. C’est la matrice carrée de taille n dont les coefficients diagonaux sont
égauz a 1 et dont les autres coefficients sont nuls :

I = (0ij)1<i<n1<i<n

ou 0;; désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 sii = j et 0 sinon. En
particulier,

~
=
Il
—
—_
SN—
n
I
N\
o =
—_ O
~_
&
I
o O -
o = O
—_ o O

Quand on note une loi additivement ou multiplicativement, on a ’habitude
d’utiliser les notations usuelles 0 et 1.

Notation. Soit £ un magma admettant un élément neutre.
— Si la loi de E est notée multiplicativement, alors I’élément neutre de E est

SMIA(S1) - Algebre 2 10 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 1. GROUPES

parfois noté 1z ou simplement 1.
— Si la loi de E est notée additivement, alors 1’élément neutre de E est par-
fois noté Og ou simplement 0.

Noter, qu’en général, un magma n’admet pas un élément neutre (par exemple
(N*, 4)). Mais, lorsqu’il ’admet, on peut donc parler de la notion d’un élément
symétrisable définie comme suit.

[ Définition 1.1.21 (Symétrique d'un élément) |

Soit (F, *) un magma admettant un élément neutre e.

Un élément x est dit symétrisable dans FE, s’il existe un élément
y € E vérifiant : x xy = y *x x = e. Dans ce cas, y est appelé un
symétrique de x dans F.

Il est claire que si (E, %) est un magma commutatif, alors x € E est symétri-
sable dans F s’il existe un élément y € F vérifiant seulement I'un des égalités
TxY=€eouy*xxr=e.

[Exercice 1.1.22}

On muni R de loi de composition interne * définie par : V(z,y) € R?,
zxy=mxy+ (2> —1)(y* —1).
1. Montrer que R muni de la loi * admet un élément neutre que l'on
déterminera.

2. Montrer que la loi * est commutative.
3. Montrer que la loi * n’est pas associative.

4. Déterminer I’ensemble S des éléments symétrisables dans (R, x). Et
montrer qu’en particulier tout élément a € R avec |a| > 1 admet
deux symétriques.

Pour garentir I'unicité du symétrique, on a besoin que la loi soit associative.

(Définition 1.1.23)

Un magma associatif (£, x) admettant un élément neutre sera appelé
un monoide.

Par abus de langage, on peut dire simplement “le monoide E" au lieu de “le
monoide (E,x*)" lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi *.

Voir parmi les exemples de magmas donnés dans Exemples 1.1.6 et 1.1.9 ceux
qui sont des monoides. Aussi, en utlisant l'exemple 1.1.19, I"assertion (2) de
la proposition et définition 1.1.7 peut étre reformuler en termes de monoide
comme suit :

SMIA(S1) - Algebre 2 11 Pr. Bennis (FSR)



1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

,—[Proposition et Définition 1.1.24 (Monoide produit)} \

Soit ((M;, L;))1<i<n (ot n € N*) une famille finie de monoides. Alors,
le magma produit M = M; x --- x M, est un monoide. Il est appelé
le monoide produit des monoides (M, L4),....,(M,, L,).

De méme en utlisant I'exemple 1.1.20, Passertion (2) de la proposition et
définition 1.1.10 peut étre reformuler en termes de monoide comme suit :

,—{Proposition et Définition 1.1.25 (Monoides des matrices Carrées)}

Le magmas (M, (K), +) (resp., (M, (K), X)) est un monoide appelé le
monoide produit (additif) des matrices carrées (resp., monoide
produit (multiplicatif) des matrices carrées).

\. J

,—[Proposition 1.1.26} .

Dans un monoide, tout élément symétrisable admet un unique symé-
trique.

Preuve. Soit  un élément symétrisable d’un monoide (FE, %) d’élément neutre
e. Supposons qu’il admet deux symétriques z’ et z”. Alors, en utilisant 1’asso-
ciativité de loi de E, on obtient

=exx' =" xx)x2' ="« (xx2') =2"xe=1".

D’ou le résultat.  (c.q.f.d)

D’aprés I'exercice 1.1.22, si a chaque élément symétrisable on fait correspondre

un symétrique, on ne peut pas dire que cette correspondance est une applica-
tion car on aura pas l'unicité de I'image. Cependant, si on travaille dans un
monoide, dans ce cas on parle d’une application. Ainsi, on peut adopter la
notation suivante :

Notation. Le symétrique d’un élément symétrisable x dans un monoide (E, x)

sera noté sym.(x) ou simplement sym(z) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur

la loi .

En particulier, si la loi de E est notée :

— multiplicativement, les éléments symétrisables seront dits inversibles. Dans
ce cas, le symétrique d’un élément inversible x sera appelé 'inverse de x
et noté z 1.

— additivement, le symétrique de x sera noté —x et appelé ’opposé de x.

SMIA(S1) - Algebre 2 12 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 1. GROUPES

Exemple 1.1.27
1. Soit (E1, L1), ..., (En, Ly,) (oun € N*) des monoides. Soit (z1, ..., x,)
un élément du monoide produit E = E; X --- x E,,. Alors, on montre
facilement que (z1,...,x,) est symétrisable si et seulement si, pour
chaque i € {1,...,n}, z; est symétrisable dans F;. Dans ce cas,

sym(xy, ..., x,) = (sym(zy), ..., sym(z,)).

En particulier, si les lois des E; sont tous notées :

— multiplicativement, alors la loi du monoide E sera notée multiplica-

tivement et on écrit (x1,...,x,) " = ((x1)7h, ..., (z0)7h)..
— additivement, alors la loi du monoide E sera notée additivement et
on écrit —(z1, ..., xn) = (=21, ..., —Tp).

2. Toute matrice A = (a;;) dans le monoide (M,(K),+) admet une
opposée qui est —A = (—a; ;).

3. Il existe des matrices dans (M,,(K), X) qui ne sont pas inversible. No-
temment, dans (M3(K), X), on peut montrer facilement l’équivalence
sutvant :

. b . . . .
une matrice M = (Z d> est inversible si et seulement si ad —bc # 0.

Le nombre ad — bc est appelé le déterminant de la matrice M et noté

“ Z ou aussi det(M). On écrit alors :
a b
d‘ =ad—bc ou det(M)=ad— bc.
d —b
Sidet(M) = ad—bc # 0, Uinverse de M est M~ = det_(]c\i) detC(LM)

det(M) det(M)
Avec le produit externe introduit a la fin de cette section on écrit sim-

1 d —b
. -1 _
plement : M~ = det (M) (—c a )

Si on pose SY M (F) I'ensemble des éléments symétrisables dans E, alors 1'ap-
plication
sym: SYM(E) — SYM(E)
x —  sym(z)

est bien définie.

Il claire d’aprés la définition de I’élément symétrisable, si un élément x de E est
symétrisable, alors son symétrique est de méme symétrisable de symétrique x.
On écrit, sym(sym(z)) = x; autrement dit, Papplication sym est involutive'.

1. Une application f : E — E est dite involutive (ou est une involution) lorsqu’on
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1.1. VOCABULAIRE DES LOIS DE COMPOSITION INTERNE

En particulier, si la loi de £ est notée :

— multiplicativement, on écrit pour un élément inversible x : (z7')~! = x.

— Si la loi de E est notée additivement, on écrit pour un élément x qui admet
un opposé : —(—x) = x.

On montre qu’en plus application sym est anti-involutive 2.

,—[Proposition 1. 1.28} \

Soit (E, %) un monoide. Soit (z,y) € E?. Si x et y sont symétrisables,
alors xy est symétrisable de symétrique sym(y) * sym(x). On écrit,
sym(z x y) = sym(y) * sym(zx).

Preuve. On a

(z xy) * (sym(y) * sym(z)) = z * (y * (sym(y) * sym(z)))
=z ((y * (sym(y)) * sym(z))
= x % (e *x sym(x))

=z x sym(z) = e.

De méme on montre (sym(y)*sym(x))*(x*y) = e. D’ou, xy est symétrisable
de symétrique sym(y) * sym(z).  (c.q.f.d)

Ainsi, la proposition 1.1.28 peut étre reformuler dans le cas des notations ad-
ditive et multiplicative comme suit :

Notation. Soit £ un monoide.

— Si la loi de E est notée multiplicativement, alors pour deux éléments inver-
sibles = et y de E, 2y est inversible et on a : (xy) ' =y 'z~ L.
— Si la loi est notée additivement, alors si x et y admettent des opposés, il en
est de méme de z +y, et on a: —(z +vy) = (—y) + (—x).

Avec I’élément symétrisable on peut simplifier des égalités, autrement dit, si
x est un élément symétrisable de symétrique x’ dans un monoide (F, ), alors
si pour un couple (y,z) € E?. onazsy =z %z alors y = z. En effet, on
multipliant les deux membres de cette égalité par le symétrique de x, on obtient
o'x(zxy) = '+ (x*z). Or laloi de F est associative, alors (z'xx)*y = (2'xx)*2).
Et puisque, 7' * = e, on obtient y = 2.

Cela souligne une des utilités de I’élément symétrisable, mais on a des situations
que méme 1’élément n’est pas symétrisable et on peut simplifier une égalité de
genre x * y = x * z, comme il est le cas pour tous les éléments du monoide
multiplicatif (Z*, x) o seuls 1 et —1 sont inversibles (i.e. symétrisables). Cela
donne lieu a la notion suivante :

Papplique deux fois on se rameéne au point de départ; i.e., (f o f)(x) = = pour tout = € E.
2. Une involution f : E — E, ou (E, ) est un monoide, est dite anti-involutive si elle
vérifie f(xy) = f(y)f(x) pour tout z,y € E.
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(Définition 1.1.29]

Un élément x d’un monoide (F,*) est dit régulier (ou aussi simpli-

fiable) s’il vérifie les deux assertions suivantes :

— Pour tout (y,2) € E?>, 1 xy = v % 2 = y = 2z (simplification a
gauche).

— Pour tout (y,2) € E?, y*x = zxx = y = 2z (simplification a
droite).

Proposition 1. 1.30}

Dans un monoide tout élément symétrisable est régulier.

Noter qu'un élément régulier n’est pas nécessairement symétrisable. Par exemple,
dans (Z, x), tout élément non nul est régulier, alors que seuls 1 et —1 sont in-
versibles dans (Z, x).

[Exercice 1.1.31]

On pose H = (Z/nZ)\{0}, ot n € N\{0, 1}, et on considére le monoide
(H, x).
1. Soit m € {0, ...,n — 1}. Montrer que T est inversible dans Z/nZ si
et seulement si m et n sont premier entre eux.

2. En déduire que n est premier si et seulement si tout élément de H
est inversible.

3. Montrer qu'un élément de (H, x) est régulier si et seulement s’il
est inversible.

[Exercice 1.1.32]

Soit (G, *) un monoide fini.

1. Soit g € G. On considere 'application d, : G — G définie par
dy(z) = g * x pour tout =z € G.
Montrer que d, est bijective si et seulement si g est symétrisable.

2. On suppose que tout élément de G est régulier. Montrer que tout
élément de GG est symétrisable.

3. Montrer qu’on obtient le méme résultat de la question précédente
si on suppose que (G, *) est seulement un magma associatif fini.

4. Donner un exemple d’un monoide dont tout élément est régulier
mais pas tout élément est symétrisable.
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L’associativité de la loi d'un monoide permet d’étendre le composé de deux
éléments au composé de plusieurs éléments comme suit :

(Définition 1.1.33]

Soit (F, *) un monoide d’élément neutre e.

Le composé d’un nombre fini d’éléments de E se définit par récurrence
comme suit : Considérons une suite (z;); d’éléments de E. Pour tout
entier n > 2, on écrit :

Tykeo ok Ty * Tppg = (T %+ ¥ Tp) % Ty

En particulier, si v = 2y = --- = x,,, alors x1 * - - - ¥ x,, sera noté z*".

Pour n = 1, on convient de poser z*! = z.

Pour n = 0, on convient de poser z*° = e.

Notation. Soit x un élément d’'un monoide (E,*). Si on note la loi de F :

— multiplicativement, alors ™" sera simplement noté =" et appelé la puis-
sance n-iéme de z. On lit x exposant n ou x puissance n.

— additivement, alors z*" sera simplement noté nx. Dans ce cas, nz est dit
un multiple de z.

,—[Proposition 1.1.34} .\

Soient a et b deux éléments d’'un monoide (F,x). Alors, pour tout
(p,q) € N?, on a les assertions suivantes :

1. a*® x a* = "t

Do (@F)Y = o = (@),

3. Si a et b commutent, alors (ab)™® = a™b*™".

\. J

Dans les cas additif et multiplicatif, la proposition 1.1.34 peut étre reformuler
comme suit :

Notation. Si on note la loi de £ :
— multiplicativement, on écrit :
1. aPad = qP+9
2‘ ((Ip)q — aqp — (GQ)P'
3. (ab)? = dPbP si a et b commutent.
— additivement, on écrit :
1. pa+qga = (p—+ q)a.
2. q(pa) = (gp)a = pg)a = p(qa).
3. p(a+0b) = pa+ pb si a et b commutent.
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Pour étendre I'utilisation de la notation z*" a tout entier relatif n, on a besoin
du résultat suivant :

,—[Proposition 1. 1.35} \

Soit (E,*) un monoide. Soient x € E et n un entier naturel. Si x est
symétrisable, alors ™" est symétrisable de symétrique (sym(x))™. On
écrit, sym(z™) = (sym(x))™".

\. J

Notation. Soit z un élément symétrisable d’'un monoide (F, x). Si on note la
loi de E :

— multiplicativement, on écrit : (2")"' = (27",

— additivement, on écrit : —(nx) = n(—x).

La proposition précédente nous permet d’étendre I'utilisation de la notation
™ a tout entier relatif comme suit :

[Déﬁnition 1.1.36 (Puissances généralisées)}

Soient (£, *) un monoide d’élément neutre e et « un élément symétri-
sable de E. Pour tout entier négatif n, on pose :

™ = (sym(z))* ",

[Corollaire 1.1 .37]

Soient (E,*) un monoide d’élément neutre e et x un élément symétri-
sable de E. Alors, pour tout entier n € Z, on a :

2™ = (sym(z))* " = sym(a* ™).

Notation. Soit z un élément symétrisable d’un monoide (FE,*). Si on note la
loi de E' :

— multiplicativement, on écrit ™ = (271" = (27") "L

— additivement, on écrit nx = (—n)(—x) = —((—n)x).

Noter que na, o n € N et a un élément d’'un monoide additif M, exprime
en général la somme de a répété n fois. Dans certain cas, na est exprimé par
une autre loi de M. Par exemple, si M = Z, donc na n’est que le produit
(interne) de n par a. Aussi, si M = Z/mZ (o m € N), alors na n’est que le
produit (interne) de @ par a. En effet, si a = b, pour un certain entier b, alors
na = nb = nb = 7b.

Il arrive des fois qu’on a a *x b = b* a pour deux éléments a et b d’'un monoide
E sans qu’il soit nécessairement commutatif. On dit que les deux éléments a
et b commutent si a xb = b * a.
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,—[Proposition 1.1.38} |

Soient a et b deux éléments symétrisables d’'un monoide (E, ). Alors,
pour tout (p,q) € ZQ, on a les assertions suivantes :

1. @ % a* = a*#F9,

2. (a)* = a*® = (a*)*".

3. Si a et b commutent, alors (ab)™® = a™b*".

Dans les cas additif et multiplicatif, la proposition 1.1.38 peut étre reformuler
comme suit :

Notation. Soient a et b deux éléments symétrisables d’un monoide (F, ). Si
on note la loi de F :
— multiplicativement, on écrit :
1. aPa? = P9,
2. (a)? = a®” = (a?)’.
3. Si a et b commutent, alors (ab)? = a?b”.
— additivement, on écrit :
L. pa+qa= (p+q)a.
2. q(pa) = (gp)a = pg)a = p(qa).
3. Si a et b commutent, alors p(a + b) = pa + pb.

Noter que la condition «a et b commutent» est nécessaire pour que (ab)” =
a™Pb*™P. Voir 'exercice suivant :

r—[Exercice 1.1.39}

Solent a et b deux éléments symétrisables d'un monoide (E, x). Montrer
que si (ab)*? = a**b*?, alors a et b commutent.

,—[Proposition 1.1.40} .

Soit (K1, L1), ..., (Fn, L) (ot n € N*) des monoides et on considére
le monoide produit £ = E; x --- x E,. Alors, (a;); € E et pour tout
n € Z, n(a;); = (na;);.

Preuve. Par récurrence sur n. (c.q.f.d)

Produit externe sur les monoides produits usuels. Dans le résultat ci-
dessus, il claire que le produit n(a;); d’'un élément (a;); € E par un entier
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n € 7Z est externe de E. Dans le cas o K = Q, R ou C, ce produit peut étre
étendu a K comme suit :

VA e K,V(CLZ)Z e K", )\(az)z = ()\CLZ)Z

On peut facilement montrer les propriétés suivantes :
Ve, y € K, Vu,v € K",

{ z(u+v) = zu + v { z(uv) = (zu)v = u(zv)
(x 4+ y)u =au+yv (xy)u = z(yu)

,—[Proposition 1. 1.41}

On considére le monoide des matrices carrées M,,(K) d’ordre un entier
n > 1 a coefficients dans K (ou K = Z, Q, R ou C). Montrer que, pour
tout n € Z et tout (a; ;) € M,(K), n(a;;) = (na; ;).

Produit externe sur le monoide des matrices carrées. Il claire que le
produit n(a; ;) est externe. Comme dans le cas du monoide produit, ce produit
peut étre étendu a K comme suit :

VA e K, Y(a;;) € M, (K), AMaiz) = (Aai ).

)\ab_)\a)\b
c d)  \)de M

On peut facilement montrer les propriétés suivantes :

Ve,y € K,VA, B € M, (K),

Par exemple,

{ 2(A+ B)=12A+ 2B { 2(AB) = (xA)B = A(xzB)
(x+y)A=zA+yA (xy)A = z(yA)

1.2 Groupes

Dans la suite, sauf mention contraire, on utilisera la notation mul-
tiplicative.

[Déﬁnition 1.2.1 (Groupe)j

On appelle groupe tout monoide (G, *) tel que tout élément est in-
versible.

Par abus de langage , on peut dire simplement “le groupe G" au lieu de “le
groupe (G, *)" lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi .

Notation et vocabulaire.
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— Si la loi de G est commutative, G est dit un groupe commutatif ou un
groupe abélien.

— Si G est fini, on dit que G est d’ordre fini et son cardinal sera noté par
|G| et appelé ordre de G.

Exemple 1.2.2
1. (R,4), (C,+), (Z,+) et (Q,+) sont des groupes abéliens.

2. (R*, x), (C*, x) et (QF, x) sont des groupes abéliens.
3. Pour tout n € N*, (Z/nZ,+) est un groupe abélien.
4

. (Z*, x) n’est pas un groupe car, par ezemple, 2 n’est pas inversible (en
fait, seuls 1 et —1 sont inversibles).

5. (R, x) n’est pas un groupe car, par exemple, 0 n’est pas inversible.

6. (N,+) n’est pas un groupe. En effet, aucun élément non nul n’est in-
versible.

7. Soit E un ensemble. Si on note S(E) l'ensemble des bijections de E
dans E, alors l'ensemble G(FE) muni de la comoposition des applica-
tions o est un groupe appelé groupe symétrique de E. En particulier,
S, est l’ensemble des permutations de N,, = {1,2,...,n} oun > 1.
Rappelons que Card(S,) = n!.

8. L’ensemble des isométries du plan (i.e., des applications qui préservent
les distances) muni de la comoposition des applications est un groupe.

9. L’ensemble {0,1} muni de la loi définie par la table de Cayley suivante

[ Oof1]
1
0

00
11

est un groupe.

,—[Proposition et Définition 1.2.3 (Groupe produit)} \

Soit (G, ...,Gy) (ot n € N¥) une famille finie de groupes. Alors, le
monoide produit est un groupe qui est commutatif si et seulement si
G, est commutatif pour tout i € {1,...,n}.

Le groupe G est appelé le groupe produit des groupes G;. Dans le
cas ou G; = --- = GG, = G, le groupe produit sera noté simplement

G".

[Exercice 1.2.4]

Soit n € N*. On désigne par (Z/nZ)* 'ensemble (Z/nZ)\{0}. Montrer
que ((Z/nZ)*, x) est un groupe si et seulement si n est premier.
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[Exercice 1.2.5]

Soit G un magma associatif vérifiant les deux assertions suivantes :

1. de e G,Vz €, re=x (autrement dit, G posséde un élément
neutre a droite e).

2.Vze G 31 € G za’ = e (autrement dit,  admet posséde un
inverse & droite z').

Montrer que G est un groupe.

[Exercice 1.2.6]

On considére ensemble E des matrices carrées a coeflicients réels de

la forme
z 0
y 0

tel que x € R* et y € R, muni du produit des matrices.

1. Montrer que E est une partie stable pour le produit des matrices
carrées a coefficients réels.

2. Déterminer tous les éléments neutres a droite de E.
3. Montrer que F n’admet pas d’élément neutre a gauche.

4. Soit e un élément neutre a droite. Montrer que tout élément de F
posséde un inverse a gauche pour cet élément neutre, i.e. Vg € E,|
dh € E, hg=e.

[Exercice 1.2.7}

Soit G’ un groupe d’élément neutre e.
1. Montrer que si G est d’ordre pair, alors il existe un élément x € G
tel que 22 = e.

2. On suppose que, pour tout x € G, 2? = e. Montrer que G est
commutatif.

3. Soit n > 2 un entier positif. On considére le groupe produit H",
ot H est le groupe additif Z/2Z. Montrer que le groupe H" vérifie
bien la condition de la derniére question.

1.3 Sous-groupes

Pour aborder la notion de sous-groupe, il faut d’abord savoir ce qu’est une
partie stable d’une loi.
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(Définition 1.3.1)

Une partie non vide H d’un magma (E, %) est dite stable pour la loi
de E si, pour tout (z,y) € H?, x+y € H. Dans ce cas, la restriction
de la loi de £ & H est une loi de composition interne sur H appelée la
loi induite sur H. Cette loi sera notée par le méme symbole que celui
de la loi de F.

Exemple 1.3.2

1. L’ensemble des entiers naturels pairs est stable pour [’addition, ce-
pendant [’ensemble des entiers naturels impairs n’est pas stable pour
Uaddition. Les deux ensembles sont stables pour la multiplication.

2. Soitn € N\{0,1}. On considére l’ensemble Z,, des éléments k € Z./nZ
(avec k € 7,) tels qu’il existe k' € Z/n7Z (avec k' € 7) avec kk' = 0.
Par exzemple, Z, = {0,2} et Z = {0,2,3,4}. On peut voir, en utilisant
Uexercice 1.1.31, que Z, = {0} si et seulement si n est premier. En
général, l'ensemble Z,, est stable pour la multiplication mais n’est pas,
en général, stable pour l’addition.

3. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures a diagonale unité est
stable pour le produit mais pas pour la somme.

4. L’ensemble U des nombres complexes de module 1 est stable pour le
produit.

5. L’ensemble U,, C C des racines n-iemes de l'unité est stable pour le
produit des nombres complexes.

Pour un monoide (M, ), la partie des éléments inversibles dans M est évi-
demment non vide, elle sera notée U(M, *) ou simplement U(M).

Proposition 1.3.3}

Si (M, *) est un monoide, alors U(M) est stable pour la loi de M. En
plus, muni de la loi induite, U (M) est un groupe.

11 facile de voir que U(M) = M si et seulement si M est un groupe.

Soit K 1'un des ensembles Q, R et C. Pour le monoide (M, (K), x) des matrices
carrées d’ordre un entier non nul n, le groupe U(M,,(K)), des matrices carrées
inversibles, sera noté G L, (K) et appelé le groupe linéaire d’ordre n sur K.

Exemple 1.3.4
1. U(Z,x)={-1,1} .

2. U(ZJAZ, x) = {1,3} et U(Z/12Z,x) = {1,5,Z,11}. D’aprés l’exer-
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cice 1.1.31, on peut déduire qu’en général : U(Z/nZ,x) = {k; k € Z
premier avec n}.

[Déﬁnition 1.3.5 (Sous-groupe) }

Soit H une partie d’un groupe G. On dit que H est un sous-groupe
de G si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. H #0,
2. H est stable pour la loi de G, et

3. H muni de la loi induite est un groupe.

Exemple 1.3.6
1. Pour tout groupe G d’élément neutre e, les deux ensembles G et {e}
sont des sous-groupes de G, appelés sous-groupes triviaux de G.

2. (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+).
3. (Q,+) est un sous-groupe de (R, +).

4. Pour tout n € N, nZ := {nk|k € Z} est un sous-groupe de (Z,+). On
verra que seuls les nZ sont des sous-groupes de (Z,+).

5. L’ensemble des rotations du plan est un sous-groupe du groupe des
isométries du plan.

,—[Proposition 1.3.7} \

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Alors,
1. ’élément neutre de H est celui de G.

2. L’inverse d’un élément a € H dans H est celul de a dans G.

\. J

En pratique, pour montrer qu’une partie non vide est un sous-groupe on utilise
le résultat important suivant :

,—[Théoréme 1.3.8 (Caractérisation des sous—groupes)} \

Soit H une partie non vide d’un groupe G. Alors, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. H est un sous-groupe de G.
2. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(a) H est stable pour la loi de G.

(b) H est stable par passage a l'inverse (i.e., pour tout © € H,
z~t e H).

3. Pour tout (r,y) € H*, zy~' € H.
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r—[Exercice 1.3.9]

Montrer que I'ensemble {1 4 2m/1 4 2n|n, m € Z} est un sous-groupe
multiplicatif de Q*.

f—[Exercice 1.3.10}

On munit £ = R* x R de la loi de composition interne * définie par :
(a,€) % (b, ) = (ab,af + ¢) pour tout ((a,e), (b, f)) € E*.
1. Montrer que (E,*) est un groupe non commutatif.

2. Soit H un sous-groupe de (R*, x). Montrer que H X R est un sous-
groupe de E.

Exercice 1.3.11]

Soit G un groupe. Montrer que l'ensemble Z(G) = {g € G|Vz €
G, gxr = zg} est un sous-groupe de G.

Proposition 1.3.12}

Les sous-groupes de (Z, +) sont tous de la forme nZ ou n € N.

r—[Exercice 1.3.13]

Soit (n,m) € Z°.
1. Montrer que mZ C nZ si et seulement si n divise m.

2. En déduire les sous-groupes du groupe additif (nZ, +).

r—[Exercice 1.3.14}

Soit G un sous-groupe additif de (R, +). On pose a la borne inférieure

de GNJ0, +o0]. Alors,

— st a # 0, alors G = aZ := {kalk € Z} (dit le sous-groupe discert
de R engendré par a).

— Sia =0, alors G est dense dans R (on rappelle qu’une partie D de
R est dite dense dans R si pour tout x < y dans R il existe d € D
tel que x < d < y).
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Proposition 1.3.15]

Toute intersection de sous-groupes d’un groupe G est un sous-groupe
de G.

Exercice 1.3.16]

Soient n et m deux entiers naturels. Déterminer 'intersection nZNmZ.

L’union de deux sous-groupes d'un groupe GG n’est pas, en général, un sous-
groupes de G. Par exemple, 27 U 3Z n’est pas un sous-groupe de Z. En parti-
culier, nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.3.17]

Soient H et K deux sous-groupes d'un groupe G. Alors, H U K est un
sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G abélien. Supposons que la
loi de G est notée additivement. L’ensemble H + K :={h+ k|h € H,k € K}
est appelé la somme des sous-groupes H et K.

Si la loi est notée multiplicativement, alors on aura dans ce cas un produit des
sous-groupes H et K qui est défini comme suit : HK := {hk|h € H,k € K}.

Proposition 1.3.18}

La somme des deux sous-groupes d'un groupe abélien G est un sous-
groupe de G.

La notion de somme de deux sous-groupes peut s’étendre d’'une maniére na-
turelle a la somme d’une famille finie de sous-groupes.

Exercice 1.3.19}

Montrer que, pour deux entiers naturels n et m, nZ + mZ =
pged(m,n)Z.
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1.4 Morphismes de groupes

[Déﬁnition 1.4.1 (Morphisme de groupes)}

Soient (G, *) et (G',T) deux groupes. On appelle morphisme de
groupes ou homomorphisme de groupes de G dans G’ toute ap-
plication ¢ : G — G’ vérifiant : pour tout (z,y) € G?, ¢(z *y) =
¢(@)To(y).

Notation et vocabulaire.

Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.

— Lorsque les lois de G et G’ sont notées multiplicativement on écrit simple-
ment ¢(zy) = ¢(x)d(y).

— L’ensemble ¢(G) est appelé 'image de ¢ et il sera noté Im(¢).

— Si G = @, alors le morphisme ¢ est appel¢ endomorphisme de G.

— Si ¢ est bijectif, il sera appelé un isomorphisme de groupes. Dans ce cas,
on dit que G et G’ sont isomorphes et on écrit G = G-

— Si G = G’ et ¢ est un isomorphisme, alors ¢ est appelé un automor-
phisme de G.

Exemple 1.4.2
1. L’application identité d’un groupe G est un automorphisme de G. Rap-
pelons Uapplication identité d’un ensemble E (ou application identique
de E) est Uapplication de E dans E, notée Idg, définie par Idg(x) = x
pour tout x € F.

2. Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e. L’application ¢ : x — e est
un endomorphisme de G.
En particulier, si la loi de G est notée additivement, alors on écrit

o(x) = 0 pour tout x € G et dans ce cas, ¢ est appelé l’endomorphisme
nul de G.

3. L’application exponentielle est un isomorphisme de (R, +) dans (R™, x).

4. L’application logarithme est un isomorphisme de (R**, x) dans (R, +).

[Exercice 1.4.3}

Soient GG un groupe et g € G.

1. Montrer que l'application f : Z — G définie par f(p) = ¢* pour
tout p € Z, est un morphisme de groupes.

2. Montrer que 'application ¢ : G — G,  — gzg~' est un auto-

morphisme de G. Le morphisme ¢ est appelé un automorphisme
intérieur.
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,—[Proposition 1.4.4} |

Pour tout morphisme de groupes ¢ : G — G’, on a :

].. (z)(]_G) - 1G"
2. Pour tout p € Z et tout z € G, ¢(a?) = ¢(x)".
En particulier, ¢(z ') = ¢(z) "

3. Pour tout sous-groupe H de G, ¢(H) est un sous-groupe de G'.
Autrement dit, toute image directe d’'un sous-groupe de G est un
sous-groupe de G'.

En particulier, Im(¢) est un sous-groupe de G'.

4. Pour tout sous-groupe K de G’, ¢ (K) est un sous-groupe de G.
Autrement dit, toute image inverse d’un sous-groupe de G’ est un
sous-groupe de G.

\. J

,—[Proposition 1.4.5} .

1. La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme
de groupes.

2. L’inverse d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de
groupes.

3. La relation d’isomorphisme de groupes est une relation d’équiva-
lence.

\. J

Il est facile de noter quun homomorphisme de groupes f : G — G’ est
surjectif si et seulement si Im(f) = G’ (ce qui est en fait vrai pour n’importe
quelle application). Nous allons voir que dans le cas des homomorphismes
de groupes, l'injectivité est peut étre étudiée en utilisant aussi un ensemble
particulier défini comme suit.

[Déﬁnition 1.4.6 (Noyau)}

Soit f : G — G' un homomorphisme de groupes. L’ensemble
f'({1'}) est appelé le noyau de f et noté Ker(f).

Proposition 1.4.7}

Pour tout homomorphisme de groupes f : G — G’, le noyau de f est
un sous-groupe de G.

Preuve. Puisque {15/} est un sous-groupe de G’, Ker(f) = f'({1¢}) est un
sous-groupe de G (d’aprés la proposition 1.4.4).  (c.q.f.d)
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Parfois pour montrer qu’'une partie d’un groupe est un sous-groupe il suffit de
le montrer un noyau d’'un homomorphisme de groupes. Par exemple, pour un
groupe G, le fait que 'ensemble Z(G) := {g € G|Vx € G, gx = zg} est un
sous-groupe de G (voir Exercice 1.3.11), peut étre déduit de la question 2.b de
I’exercice 1.4.13.

Le noyau d’'un homomorphisme de groupes est une notion trés importante. Il
permet entre autres & “mesurer” 'injectivité des homomorphisme.

Proposition 1.4.8}

Soit f: G — G’ un homomorphisme de groupes. Alors, f est injectif
si et seulement si Ker(f) = {1}

Preuve. = . Supposons que f est injectif et montrons que Ker(f) = {1g}.
Puisque Ker(f) est un sous-groupe de G, {lg} C Ker(f). Alors, il reste a
montrer 'inclusion inverse. Soit g € Ker(f). Alors, f(g) = 1. Puisque, f est
un homomorphisme de groupes, f(1g) = 1, en particulier f(g) = f(1¢g). Or,
f est injectif, donc g = 1. D’oul la deuxiéme inclusion et par suite le résultat.
< . On suppose que Ker(f) = {lg} et on montre que f est injectif. Soit
(a,b) € G? tel que f(a) = f(b). Alors,

flab™) = fa)f(b7) = fla)(f(b)"" = L&

Alors, ab™* € Ker(f) = {1g}, c’est-a-dire ab™! = 14, et par suite a = b. Cela
montre que f est injectif.  (c.q.f.d)

Remarque 1.4.9
Noter bien que, d’aprés (1) de la proposition 1.4.4, on a {15} C Ker(f)
pour tout homomorphisme de groupes f : G — G'. Ainsi, pour montrer
que f est injectif, il suffit de montrer Uautre inclusion Ker(f) C {lg};
autrement dit, il suffit de montrer ['tmplication suivante :
Pour tout xz € G, si f(x) = 1, alors x = 1g.
En notation additive, ["implication est écrite comme suit :
Pour tout x € G, si f(x) = 0¢r, alors x = 0.

[Exercice 1.4. 10}

1. Justifier que exp : C — C* est un homomorphisme du groupe
(C,+) vers (C, x).

2. En déterminer I'image et le noyau.
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r—(Exercice 1.4.11]

On considére le groupe produit G = Z?. On définit application f :
G — Z par f(n,m) = 3n+ 2m.

1. Montrer que f est un homomorphisme de groupes.

2. Déterminer 'image et le noyau de f.

f—(Exercice 1.4.12]

On considére le groupe produit G = Z* et on définit I'application
g: G — G par g(n,m) = (2n —m,3n —m).
Montrer que g est un automorphisme.

r—[Exercice 1.4.13}

Soit G un groupe. Pour tout g € GG, on considére 'application

I,: G — G

T —> g:vg_l

1. Montrer que /, est un automorphisme de G pour tout g € G.

2. On considére I'application

I: G — Aut(G)
g — 1

(a) Montrer que I est un homomorphisme de groupes.
(b) Montrer que Ker(/) = {g € G|Vz € G, gz = zg}.
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Chapitre 2

Anneaux et corps

2.1 Définitions et propriétés des anneaux et corps

[Déﬁnition 2.1.1 (Anneau)}

Soit A un ensemble muni des deux lois internes A et * (addition et mul-
tiplication). Le triplet (A4, A, *) (ou simplement A) est dit un anneau
si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. (A, A) est un groupe abélien.
2. (A, *) est un monoide.
3. Distributivité. Pour tout (z,y,z) € A%,

{ zx (yAz) = (z xy)A(z * 2)
(xAy) x 2z = (x % 2) Ay * 2)

On dit que la loi * est distributive par rapport a loi A.

Si de plus la loi * est commutative, alors ’anneau A est dit commu-
tatif.

On convient souvent de noter la premiére loi d'un anneau additivement et la
deuxéme loi multiplicativement. Ainsi, dans la suite, lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguité sur les lois, on adopte cette convention. Dans ce cas, la distributivité
s’écrira simplement comme suit :

x(y+z) =axy+zz
(x +y)z =22+ yz

Souvent, 1’élément neutre pour la addition sera noté 04 ou simplement 0, et

I’élément neutre pour la multiplication sera noté 1, ou simplement 1. Dans

certains cas particuliers les éléments neutres sont notés selon le contexte. Par

exemple :

— Pour Z/nZ, 'élément neutre pour I'addition est simplement 0 et celui pour
la multiplication est simplement 1.
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— Dans le cas des matrices carrées d’ordre n, I’élément neutre pour I'addition
est souvent noté 0,, et celui pour la multiplication est souvent noté I,,.

Exemple 2.1.2
1. Les ensembles Z, Q, R et C, muni des lois d’addition et de multipli-
cation usuelles, sont des anneauxr commutatifs.

2. L’ensemble des entiers naturels N n’est pas un anneau.

3. On montre facilement que, pour tout n € N, Z/nZ, muni des lois
d’addition et de multiplication usuelles, est un anneau commutatif.

4. L’ensemble des fonctions réelles (resp., complexes) muni de ’addition
et de la multiplication usuelles est un anneau commutatif appelé I’an-
neau des fonctions réelles (resp., l’anneau des fonctions com-
plexes) et noté
(F(R),+, x) (resp., (F(C),+, x)) ou simplement F(R) (resp., (F(C))).

Remarque 2.1.3
1. Noter que dans certains cas un anneau A est réduit a un seul élément
(jouant a la fois le role du 1 et du 0). Dans ce cas, A est dit ’anneau
nul. Par exemple, pour tout entier n € N, l"anneau Z/nZ est 'anneau
nul si et seulement sin = 1.

2. Certains auteurs excluent de la définiton d’un anneau l’existence de
l’élément neutre pour la deuxiéme loi et ainsi, dans leur cas, les an-
neaur qui en possédent sont dits unitaires.

[Exercice 2.1.4]

On définit deux nouvelles lois @ et ® sur R de la maniére suivante :
V(z,y) € R? on pose

r@y=cr+y—2 et rRQy=2xy—2xr—2y+6.

1. Montrer que (R, @) est un groupe abélien.

2. Montrer que (R, ®,®) est un anneau commutatif.

On appelle une matrice carrée d’ordre n € N* (ou de taille n) a coeffi-
cients dans un anneau non nul A, comme elle est définie dans I’exemple 1.1.10.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A est aussi notée
M., (A). Noter que, pour n = 1, les matrices de M, (A) ne contiennent qu'un
seul coefficient. Dans ce cas, M;(A) est identifié¢ a A.
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,—[Proposition et Définition 2.1.5 (Anneau des matrices carrées)]—

Soit A un anneau non nul et n > 2 un entier naturel. On définit
sur M,,(A) deux lois, 'addition et la multiplication, comme elle sont
définies dans l’exemple 1.1.10. Muni de ces deux lois, M,,(A) est un
anneau qui n’est pas commutatif.

[Exercice 2.1.6 (Anneau produit des anneaux)}

Soit (Aj, ..., A,) (ot n € N*) une famille finie d’anneaux. On munit
le produit cartésien A = A; x --- x A, des deux lois des monoides
produits (A, +) et (A, x).

1. Montrer que, muni de ces lois, A est un anneau.

2. Montrer que A est commutatif si et seulement si A; est commutatif
pour tout i € {1,...n}.

L’anneau (A, +, x) est appelé I’anneau produit des anneaux A;.

[Exercice 2.1.7]

Montrer que l’ensemble P(E) des parties d’'un ensemble £ muni de la
différence symétrique A et de U'intersection est un anneau commutatif
(On rappelle que la différence symétrique AAB des deux parties A et
B de E est définie par : AAB := (A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB)).

[Exercice 2.1.8}

Soient E un ensemble non vide et A un anneau non nul. On munit

I'ensemble F(FE, A) des applications de E dans A des lois d’addition

et de multiplication suivantes : Soit (f;g) € F(E, A)%

— L’addition f + ¢ est définie par : (f + g)(x) = f(z) + g(z) pour
tout x € .

— Le produit fg est définie par : (fg)(z) = f(x)g(z) pour tout = € E.

1. Montrer que (F(E, A),+, X) est un anneau.

2. Montrer que F(E, A) est commutatif si et seulement si A est com-
mutatif.

SMIA(S1) - Algebre 2 32 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 2. ANNEAUX ET CORPS

,—[Proposition 2.1.9 (Reégles de calcul dans un a,nneau)j \

Soit A un anneau.

1. Pour tout a € A, 0 x a =a x 0 =0 (on dit que 0 est un élément
absorbant pour la loi ).

2. Pour tout (a,b) € A%, (—a)b= —(ab) = a(-b).

3. Soit (a,b,c) € A*. On pose a—b := a+(—b). Alors, a(b—c) = ab—ac
et (b— c)a = ba — ca.

4. (Transformation de somme en produit) Pour tout (a,b) € A
et tout nZ, n(ab) = (na)b = a(nb).
En particulier, na = (nla)a et (nm)a = (nla)(ma) pour tout
a € A et tout (n,m) € Z*.

Remarque 2.1.10
En utilisant lassertion (1) de la proposition précédente, on remarque que
si, dans un anneau A, 1 =0, alors A = {0} (i.e., A est l'anneau nul).

Noter bien que, contrairement au cas habituel des nombres entiers (rationnels,
réels et complexes), il se peut que le produit de deux éléments non nuls dans
un anneau soit nul. Par exemple, dans Z/6Z, 23 = 0. Aussi, dans un anneau
produit de deux annecaux A et B, (14,05)(04,15) = (04,05). Cela donne
lieu aux notions de diviseurs de zéro et d’intégrité des anneaux commutatifs
définies comme suit :

[Déﬁnition 2.1.11 (Diviseurs de zéro et anneaux intégres)}

Soit A un anneau non nul et commutatif. Un élément z de A est dit un
diviseur de zéro s’il existe y € A tel que y # 0 et zy = 0. L’ensemble
des diviseur de zéro dans A sera noté Z(A).

Si Z(A) = {0}, alors A est dit intégre.

Autrement dit, A est intégre si, pour tout (z,y) € A%, zy = 0 implique
r=0ouy=0.

Autrement dit, par la contraposée de I'implication précédente, A est
integre si 'ensemble A* := A\{0} est stable pour la multipilication.

[Exercice 2.1. 12}

Soit n € N\{0, 1}. Alors, tout élément m € Z/nZ et soit inversible soit
un diviseur de zéro.

Solution. On peut supposer que m € {0,...,n — 1}. Si T n’est pas inversible
dans Z/nZ. Alors, d’aprés l'exercice 1.1.31, m et n ne sont pas premier entre
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eux. On pose d = pged(m,n), my = % et ng = n Alors,

m Ozmodngzmonzﬁ

Evidement 7y # 0, alors 7 est bien un diviseur de zéro.  (c.q.f.d)

[Exercice 2.1. 13}

Montrer que Z(A), 'ensemble des diviseurs de zéro d'un anneau non
nul et commutatif A, est stable pour la multiplication mais pas néces-
sairement pour ’addition.

[Déﬁnition 2.1.14 (Anneau intégre)}

Soit A un anneau non nul et commutatif. L’anneau A est dit intégre
si Z(A) = {0}. Autrement dit, A est intégre si, pour tout (z,y) € A%,
xy = 0 implique x = 0 ou y = 0.

Remarque 2.1.15

Par la contraposée de 'tmplication précédente, on peut voir qu’un anneau
non nul et commutatif A est intégre si 'ensemble A* := A\{0} est stable
pour la multipilication.

Exemple 2.1.16
1. Les ensembles 7, Q, R et C, muni des lois d’addition et de multipli-
cation usuelles, sont des anneauxr commutatifs et intégres.

2. On montre facilement que, pour tout n € N, Z/nZ, muni des lois
d’addition et de multiplication usuelles, est un anneau intégre si et
seulement si n est un nombre premier.

On a vu dans le chapitre des groupes, que tout élément symétrisable est ré-
gulier. Dans les anneaux, 'intégrité d’'un anneau suffira pour que tout élément
non nul soit régulier.

Proposition 2.1.17}

Si A est un anneau intégre, alors tout élément non nul de A est régulier
pour la multiplication.
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,—[Proposition 2.1.18 (Deux identités remarquables)j

Soient a et b deux éléments d'un anneau A. Si a et b commutent (i.e.,
ab = ba), alors, pour tout n € N*, on a les deux identités remarquables
suivantes :

(a+b)" = Z CF akprF (Formule du binéme de Newton)
k=0

S

[y

a® —b" = (a—b)(Y a"'FpF).
0

e
Il

[Exercice 2.1.19 (Eléments nilpotents)j

Solent (A, 4+, x) un anneau commutatif et @ € A. On dit que a est
nilpotent §’il existe n € N* tel que @™ = 0. On pose N(A) I’ensemble
des éléments nilpotents de A.

1. Déterminer N(Z), N(Z/AZ) et N(Z/63Z).
2. Montrer que I'ensemble N(A) est un sous-groupe additif de (4, +).
3. Montrer que, pour tout a € A et tout a € N(A), aa € N(A).

Soit A un anneau. Un élément z de A est dit idempotent s’il vérifie 2* = z.
Par exemple, 0 et 1 sont des idempotents (appelés les idempotents triviaux
de A). Pour donner un exemple d’un idempotent non trivial, on considére
I'anneau produit (Z/27) x (Z/27). Alors, (1,0) et (0,1) sont des idempotents
non triviaux.

[Exercice 2.1.20 (Eléments idempotents I)j

1. Déterminer les éléments idempotents de Z/67Z.

2. En déduire que la somme de deux idempotents n’est pas nécessai-
rement idempotent.

3. Montrer que si e est idempotent alors 1 — e est aussi idempotent.
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,—[Exercice 2.1.21 (Eléments idempotents II)}

Soit A un anneau commutatif.
1. Montrer que le produit de deux idempotents est idempotent.

2. Soient e et f deux idempotents de A. Montrer que e + f — ef est
aussi idempotent.

. (1 0 (0 0 (0 1
3. On considére £, = (0 O)’ by = (0 1), et B = <() 1) dans

I'anneau des matrices M (R).
(a) Calculer EyEs, E1B, et Ey + B.

(b) En déduire que le somme de deux idempotents n’est pas néces-
sairement idempotent.

4. Déterminer les idempotents de 'anneau des matrices My (Z/2Z).

(Définition 2.1.22]

Un élément x d’un anneau A est dit inversible s’il est inversible pour
la loi x (i.e., s'il existe y € A tel que zy = yzr = 1).

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté par U(A) (qui est
bien un groupe multiplicatif) est appelé le groupe des inversibles (ou
parfois, des unités) de A.

Exemple 2.1.23
1. Pour les anneaur Z, Q, R et C, on a U(Z) = {—1;1}, U(Q) = Q~,
UR)=R* et U(C)=C".

2. Dans un anneau non nul [’élément O n’est pas inversible.

Proposition 2.1.24}

Soit n € N. Alors, U(Z/nZ) = {k|pgcd(k,n) = 1}.

Proposition 2.1.25}

On considére I'anneau produit A x B des deux anneaux A et B. Alors,
U(Ax B)=U(A) x U(B).
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[Exercice 2.1.26}

1. Montrer que les éléments nilpotents d’un anneau non nul ne sont
pas inversibles.

2. Montrer que les éléments idempotents non triviaux d’un anneau
non nul ne sont pas inversibles.

[Exercice 2.1.27 (Suite de I'exercice 2.1.19)]

Soit (A, +, x) un anneau commutatif.
1. Soit @ € N(A). Montrer que 1 — a est inversible.
2. Soient a € N(A) et b € U(A). Montrer que a + b est inversible.

[Exercice 2.1.28}

Soit A un anneau commutatif non nul. On pose B = A x A. On munit
B des lois suivantes : pour tout ((z,e), (y, f)) € B?, on pose

{ (z,e) +(y, f) = (z+y,e+ [)
(@,e)(y, f) = (zy, xf + ey)

Montrer que B est un anneau commutatif.

Montrer que B n’est pas intégre.

Déterminer ’ensemble des éléments inversibles de B.

Soient (z,€) € B et n € N*. Montrer que (z,e)" = (2", na" 'e).

Déduire que N(B) = N(A) x A ot N(A) (resp., N(B)) est 'en-
semble des élément nilpotents de A (resp., de B).

A

[ Définition 2.1.29 (Corps)|

Un anneau commutatif et non nul K est dit un corps si tout élément
non nul de K est inversible (i.e., A* = U(A)).

Exemple 2.1.30
1. L’anneau 7 n’est pas un corps.

2. Les anneaux Q, R et C sont des corps.

3. Pour tout n € N, lanneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est
un nombre premier.

De la définition on déduit facilement la caractérisation suivante des corps.
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,—[Proposition 2.1.31]

Un ensemble K muni des deux lois internes + et x est un corps si et
seulement s’il satisfait les trois assertions suivantes :

1. (K,+) est un groupe abéliens.
2. (K™, x) est un groupe abéliens.

3. la loi x est distributive par rapport a +.

Corollaire 2.1.32)

Tout corps est un anneau intégre.

Exercice 2.1.33}

Montrer que tout anneau intégre, commutatif et fini est un corps.

r—(Exercice 2.1.34]

Soient n € Z et A un anneau commutatif non nul. On définit sur A les
deux lois suivantes : pour tous (ay,as) et (by, be) dans A, on pose

{ (a1,a2) + (51752) = (a1 + by, az + bo)
(a1,a2)(by,by) = (arby + nasgby, a1bs + ashy)

Déterminer selon les valeurs de n la structure de A muni de ces deux
lois (i.e., (A, +, x) est-t-il un anneau (un corps) 7).

,—[Exercice 2.1.35 (Suite de I'exercice 2.1.8)}

On uilise les notations de l'exercice 2.1.8. Soit f € F(E, A) non nulle.

1. Montrer que f est inversible dans F(FE, A) si, et seulement si, pour
tout x € E, f(z) est inversible dans A.

2. Montrer que f est un diviseur de zéro si, et seulement si, il existe
z € E tel que f(z) = 04.

3. L’anneau F(E, A) est-il intégre ? Est-ce un corps?
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2.2 Sous-anneaux et sous-corps

[Déﬁnition 2.2.1 (Sous—anneau)}

1. Une partie B non vide d’un anneau A est dit un sous-anneau de
A si les assertions suivantes sont vérifiées :

(a) B est stable pour les deux lois + et X.
(b) (B, +, x) est un anneau.
(C) 14 € B.

Remarque 2.2.2
1. Si B est un sous-anneau d’un anneau A, alors 1g = 14.

2. Les auteurs qui excluent la condition qu’un anneau contient l’élément
neutre pour la deuxieme loi n’exigent pas que le sous-anneau B d’un
anneau A partage I’élément neutre 1,4 avec A.

[Déﬁnition 2 (Sous—corps)}

Uun sous-anneau K’ d’un corps K est dit un sous-corps de K si, pour
tout € K'\{0}, 27! € K’ (i.e., (K, +, x) est un corps).

Exemple 2.2.4
1. 7 est un sous-anneau de Q (et ainsi de R et de C).

2. Q est un sous-corps du corps R.
3. R est un sous-corps du corps C.
4.

Pour tout anneau A, l'ensemble B := {k.14|k € Z} est un sous-anneau
de A. C’est pour cette raison, s’il n’y a pas d’ambiguité, qu’on convient
parfois de représenter ’élément k.14 simplement par k. Par exemple :

(a) Dans l’anneau des fonctions réelles (F(R), +, x), la fonction constante
lrwy : © w1 est I’élément neutre pour la multiplication. Donc,
{k1rm)|k € Z} est exactement l’ensemble des fonctions constantes.
Aunsi, souvent on note simplement k.1zw) par k pour tout k € Z.
En fait, il est connu qu’on peut définir une multiplication (ex-
terne), X f, d’une fonction réelle f par un scalaire (i.e., réel) A
rcomme suit : (A f)(z) = Af(x) (pour tout x € R). Il est claire
que lensemble {\1xm)|A € R} est l'ensemble de toutes les fonc-
tions constantes. Souvent, s’il n’y a pas d’ambiguité, la fonction
Al rw) est simplement notée . On peut voir aussi que I’ensemble
des fonctions constante, muni des lois induites de l’addition et de
la multiplication usuelles des fonctions réelles, est un corps et c’est
aussi un sous-anneau, de (F(R), +, x).
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(b) Dans lanneau Z/nZ (0w n € N), on convient de représenter une
calsse par un de ces représentants, souvent [’entier compris entre
0 et n— 1. On convient donc d’écrire, dans Z/6Z, 2.5 =10 = 4.
5. On considére 'anneau produit A X B des deuzx anneauzr non nuls A
et B. Alors, A x {0} muni des lois induites de celle de A x B est
un anneau d’élément neutre (14,0). Cependant, il n’est pas un sous-
anneau de A X B, car 145 7# Lax{o}-

,—[Proposition 2.2.5]

Une partie B non vide d’'un anneau A est un sous-anneau de A si et
seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. (B,+) est un sous-groupe de (A, +),
2. B est stable pour la loi x.
3. 14 € B.

,—[Exercice 2.2.6 (Suite des exercices 2.1.8 et 2.1.35)}

On uilise les notations de 'exercice 2.1.8. Soit B un sous-anneau de A.
Montrer que I’ensemble C' des fonctions F': E — B est un sous-anneau

de F(E,A).

r—[Exercice 2.2.7}

Soit @ € N avec v/a € Q. Montrer que l'ensemble Z[iv/a] == {x +
ivay|(z,y) € Z*} est le plus petit sous-anneau de C, au sens de I'in-
clusion, contenant Z et i1/a.

r—[Exercice 2.2.8}

On considére ’ensemble

Rots(R) := {(_0‘5 g) € Ms(R): o®+ B2 =1}

1. Montrer que Roty(R), muni de la multiplication des matrices, est
un groupe.
2. Roty est-il un groupe commutatif ?

3. Pourquoi Roty(R) n’est-il pas un sous-anneau de My(R)?
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Remarque 2.2.9

Soit K une partie stable pour 'addition et la multiplication d’un anneau
A. Pour montrer que K, muni des lois induites, est un corps, il suffit de
montrer les assertions suivantes :

1. K est un sous-anneau de A,

2. le monoide (K, Xx) est commutatif (autrement dit, K est un sous-
anneau commutatif de A), et

3. tout élément non nul de K est inversible (autrement dit, le monoide
(K\{04}, %) est un groupe ou aussi U(K) = K\{04}).

[Exercice 2.2. 10}

On considére les matrices I, = (é (1)) et J = <(1) _01) Soit 'en-
semble K = {al, +bJ;a,b € R}.
1. Calculer J?. En déduire que K est stable dans (Ms(R), x).

2. Montrer que (K, +, X) est un corps

[Exercice 2.2.11}

On appelle centre d’'un anneau (A, +, x) ensemble C(A) = {z €
A;Vy € A xy = ya}.

1. Montrer que C(A) est un sous-anneau de A.

2. On considére A = C(M;(R)), 'anneau des matrices carrées de
taille 2.

(a) Déterminer I'ensemble des matrices dans C'(Ms(R)) qui com-

mutent avec la matrice J = (é 8)

(b) Déterminer 'ensemble des matrices dans C'(Mz(R)) qui com-

mutent avec la matrice K = <8 (1))

(c) Déterminer I’ensemble des matrices dans C'(Ms(R)) qui com-

mutent avec la matrice K = (8 (1))

(d) En déduire C(M2(R)).
(e) Déduire que C(M3(R)) est un corps.

SMIA(S1) - Algebre 2 41 Pr. Bennis (FSR)



2.3. IDEAUX D’'UN ANNEAU COMMUTATIF

2.3 Idéaux d’un anneau commutatif

[Déﬁnition 2.3.1 (Idéal d’un anneau)}

Soit A un anneau commutatif. Une partie non vide I de A est dit un
idéal de A si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. I est un sous-groupe additif de A.
2. Pour tout a € Aet tout x € I, ax € 1.

Exemple 2.3.2
1. Tout anneau commutatif non nul A contient au moins deux idéaux,

Uidéal nul 0 := {0} et A. Ces deux idéaux sont appelés les idéaux
triviaur de A. Les idéaux qui sont inclus strictement dans A sont dit
propre.

2. On sait que les sous-groupes additifs de 7 sont tous de la forme nZ
(n € N). Donc, si I est un idéal de Z, alors, en tant qu’un sous-groupe
du groupe additif (Z,+), il est de la forme nZ pour certain entier n. Et
puisque, pour tout élément k € Z et tout élément a € nZ, évidement
ka reste dans nZ, on conclut que nZ est un idéal de Z. Par suite, les
“nZ.” sont les seuls idéauz de l’anneau Z.

3. On peut montrer que K = {(12k,12k); k € Z}. est un sous-groupe du
groupe produit Z*. Mais, on peut montrer qu’il n’est pas un idéal de
Uanneau produit 7.

4. D’apres ezercice 2.1.19, l’ensemble N (A) des éléments nilpotents d’un
anneau commutatif A est un idéal de A.

,—[Proposition 2.3.3 (Caractérisation des idéaux)} \

Une partie I non vide d’un anneau commutatif A est un idéal de A si
et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. I est stable pour la loi +.
2. Pour tout a € A et tout z € I, ax € I.

Preuve. Il suffit de vérifier 1 7implication inverse. Et pour cela, seule la stabilité
par passage a I'opposé qui reste a vérifier. Donc, considére a € I. On a —a =
(—14).a (voir Proposition 2.1.9). Cela montre que —a € I. Ainsi, I est bien un
idéal. (c.q.f.d)
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[Exercice 2.3.4}

On considére ’anneau produit Ax B des deux anneaux A et B. Montrer
qu’une partie I de A x B est un idéal de A x B si et seulement s’il existe
deux idéaux J et K de A et B, respectivement, tels que I = J x K.

[Exercice 2.3.5 (Suite des exercices 2.1.8, 2.1.35 et 2.2.6)]

On uilise les notations de 'exercice 2.1.8. Soit  un idéal de A. Montrer
que Pensemble J des fonctions f : E — I est un idéal de F(E, A).

,—[Théoréme et Définition 2.3.6 (Idéal principal)} \

Soit a un élément d’un anneau commutatif A. Toute partie de A de
la forme {aala € A} est un idéal de A, appelé I'idéal principal de A
engendré par a et noté aA. On dit aussi que a est un générateur de
I'idéal aA.

En plus, pour tout idéal J de A, si a € J, alors aA C J. on dit que aA
est le plus petit idéal de A, au sens de I'inclusion, contenant a.

Preuve. On pose K = {aala € A}. Montrons que K est un idéal de A. I
claire que K est non vide. En effet, 0 = 0 x a € K. Considére maintenant deux
élément x = ab et y = ac de K, o1 b,c € A. Alors,

r+y=ab+ac=a(b+c).

Dou, x +y € K.

Aussi, si on considére x = ab € K avec b € A, alors pour tout ¢ € A, cx =
c(ab) = a(cb) € K. Par suite, d’aprés la proposition 2.3.3, K est un idéal de
A.

Enfin, il est claire que si un idéal J de A contient a, alors, ab € J pour tout

be A. Dou, aA C J. (c.q.f.d)

Exemple 2.3.7
1. Tout idéal de Z est principal (d’apres (2) de Uexmple 2.5.2).

2. On peut montrer que tout idéal de l’anneau Z/nZ (ot n > 2) est
principal de la forme m(Z/nZ), ot m est un entier naturel qui divise
n.

,—[Proposition 2.3.8}

Soit @ un élément d’un anneau commutatif A. Alors, pour tout élément
inversible u dans A, (ua)A = aA. Autrement dit, I'idéal principal en-
gendré par ua est le méme I’idéal principal engendré par a.
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Preuve. Il suffit d’applique le théoréme 2.3.6 en remarquant que ua € aA,
alors (ua)A C aA. Et aussi que a = (ua)u™" et alors a € (ua)A. Ce qui
implique d’aprés le théoréme 2.3.6, que aA C (ua)A. (c.q.f.d)

Exemple 2.3.9
1. Pour tout n € Z, nZ = (—n)Z.

2. Dans UanneauZ /127, 5 est inversible et on a54 = 8, alors 5(Z/127Z) =
8(Z/127Z). On peut remarquer aussi 8 = —5 et c’est claire que 5(Z/127) =
—5(Z/127,).

[Exercice 2.3.10 (Suite de Iexercice 2.3.4)}

On considére I'anneau produit A x B des deux anneaux A et B.
1. On pose A =B =Z.
(a) Déterminer les idéaux de Z*.
(b) Est-ce que les idéaux de Z? sont tous principaux ?
2. On pose A=Zet B=Q.
(a) Déterminer les idéaux de Z x Q.

(b) Est-ce que les idéaux de Z x Q sont tous principaux ?

Solution. 1.a. Soit I un idéal de Z?. Alors, d’aprés I'exercice 2.3.4, il existe
deux idéaux J et K de Z tels que I = J x K. Alors, d’aprés Exemples 2.3.2,
il existent n,m € N tels que J = nZ et K = mZ. Ainsi, I = nZ x mZ.

1.b. Les idéaux de Z* sont tous principaux. Notamment, on montre que
nZ x mZ = (n,m)(Z?). En effet, il est claire que (n,m) € nZ x mZ, d’'ott
(n,m)(Z*) € nZ x mZ (d’aprés 1 le théoréme 2.3.6). Pour I'inclusion inverse,
on considére (na,mb) € nZ x mZ (avec (a,b) € Z x Z). On a (na,mb) =
(a,b)(n,m). D’ott (na, mb) € (n,m)(Z?*) ce qui doone la deuxiéme inclusion.
2.a. Soit I un idéal de Z?. Alors, d’aprés l'exercice 2.3.4, il existe deux idéaux
J et K de Z tels que I = J x K. Alors, d’aprés Exemples 2.3.2, il existent
n € N tels que J = nZ. Et puisque Q est un corps, K = {0} soit K = Q.
Ainsi, I =nZ x {0} ou I =nZ x Q.

1.b. Comme dans le cas de 'anncau Z2, les idéaux de Z x Q sont aussi
tous principaux. Notamment, on montre que, comme pour (1.b.), nZ x {0} =

(n,00(Z xQ) et nZx Q= (n,1)(ZxQ). (c.q.f.d)

[Déﬁnition 2.3.11 (Anneau principal)}

Un anneau intégre A est dit principal si tout idéal de A est principal.
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Exemple 2.3.12
1. L’anneau Z est principal.

2. Rappelons que, pour un entier n > 2, Z/nZ est intégre (et donc un
corps) si et seulement sin est premier. Donc, si n n’est premier, l’an-
neau Z/nZ n’est pas principal bien que tous ces idéaux sont principaut.

[Exercice 2.3.13 (Anneau des entiers de Gauss)]

On pose Z[i] = {a + bi € C;a,b e Z}.
1. Montrer que Z][i] est un sous-anneau de C.
2. Quels sont les éléments inversibles de Z][i] 7

3. Soient u,v € Z[i] avec v # 0. Montrer qu’il existe ¢, € Z[i] tels
que u = qu +r et |r| < |v|. A-t-on unicité ?

4. Montrer que Z][i] est un anneau principal.

[Exercice 2.3. 14]

Soit A un sous-anneau non nul du corps Q.
1. Montrer que A contient Z.
2. Soit I un idéal de A. Montrer que I NZ est un idéal de Z.

3. Soit z = P un élément dun idéal I de A, ou p et ¢ sont deux entier

q
relatifs premier entre eux et g # 0.

(a) Montrer que K € A pour tout k € Z. (vous pouvez utiliser
I'égalité de Bezout)

(b) En déduire que, si I un idéal principal de A engendré par 2,
alors il engendré simplement par p (i.e., [ = pA). !

4. En déduire que A est un anneau principal.
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[Exercice 2.3. 15}

On pose Z, := {%]a € Z;b € N* et p ne divise pas b}, oi p € N est un
nombre premier.
1. Montrer que Z, est un sous-anneau de Q.
2. Montrer que, pour tout élément z € QF, on a soit x € Z,, soit
zt e L.
3. Montrer que U, = {%|a € Z;b € N* et p ne divise ni a ni b} ou U,

désigne 'ensemble des éléments inversibles de Z,.

a
4. On pose M, = {E|a € Z;b € N* et p divise a mais ne divise pas b}.
Montrer que M, est un idéal principal de Z, engendré par p.

5. Montrer que tout idéal propre de Z, (i.e. idéal différent de Z,) est
inclus dans M,,.
Indication : vous pouvez utiliser le fait qu’'un idéal contenant un
élément inversible coincide avec ’anneau.

On va montrer qu’un corps n’a que les idéaux triviaux. En fait, la deuxiéme
propriété dans la définition d’'un idéal montre que contrairement au sous-
anneaux, les idéaux propres d’un anneau ne doivent pas contenir l'identité.
En général nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.3.16}

Si un idéal I d’un anneau commutatif A contient un élément inversible,
alors [ = A.

Preuve. Soit v € I un élément inversible dans A. Alors, pour tout a € A,
ua € I car I est un idéal de A et u € I. Alors, de méme a = u'(ua) € I.
D’ot, A C I et par suite I = A.  (c.q.f.d)

[Corollaire 2.3.17}

Un anneau commutatif A est un corps si et seulement si A ne posséde
que les idéaux triviaux.

Preuve. =. Si A est un corps, alors tout élément non nul est inversible. Donc,
si I est un idéal non nul, donc il contient un élément non nul qui est donc
inversible. Donc, d’aprés la proposition 2.3.16, I = A.

<. Supposons que A ne posséde que les idéaux triviaux. Soit a un élément non
nul de A. On montre que a est inversible. En effet, considére I’idéal principal
aA. 1l est non nul (car a € aA), donc par hypothése aA = A. En particulier,
1 € aA. Cela veut dire qu’il existe b € A tel que 1 = ab et par suite a est
inversible dans A. (c.q.f.d)
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On termine cette partie par deux résultats sur les opérations sur les idéaux
dans un anneau commutatif.

,—[Proposition 2.3.18] .

L’intersection d’une famille quelconque d’idéaux d’un anneau commu-
tatif A est un idéal de A.

\. J

r—[Exercice 2.3.19]

Soit @ un élément d’un anneau commutatif A. Montrer que I’idéal prin-
cipal aA est I'intersection de tous les idéaux de A contenant a.

\. J

r—[Exercice 2.3.20] \

Soit a un élément d'un anneau commutatif A.

1. Montrer que si a est nilpotent, alors 'intersection de tous les idéaux
de la forme a" A (avec n € N) est nul.

2. Montrer que si A = Z, alors l'intersection de tous les idéaux de la
forme a" A (avec n € N) est nul.

\. J

Soit (11, ..., I,), ou n € N*, une famille finie d’idéaux d’un anneau commutatif
A. On définit 'ensemble I1 +- - -+ I,,, la somme des idéaux [, ..., I,,, comme
suit : Iy + - + I, := {a1 + - - - + apla; € I; pour tout 1 <i < n}.

Proposition 2.3.21]

La somme d’une famille finie d’idéaux d’un anneau commutatif A est
un idéal de A.

Il est claire que Iy + --- + I, contient tous les idéaux Iy, ..., [,,. Ainsi, Ul; C
I +---+ I,. En fait, on peut montrer que I; + - - -+ I, est le plus petit idéal,
au sens de l'inclusion, contenant tous les idéaux Iy, ..., I,.

,—{Proposition 2.3.22] |

Soit (Iy,...,I,), ot n € N* une famille finie d’idéaux d’un anneau
commutatif A.

1. Soit K un idéal de A contenant tous les les idéaux Iy, ..., I, (i.e.,
Ul; C K). Montrer que I +---+ I, C K.

2. En déduire que I; + --- + I, est l'intersection de tous les idéaux
contenant UJ;.
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[Exercice 2.3.23}

Soit I et J deux idéaux d’'un anneau commutatif A.
1. Montrer que I + J = [ si et seulement si J C [.
2. Soit K un idéal tel que I C K C I+ J. Montrer que K = I+ (KN
J).

3. Donner un contre exemple montrant que si on ne suppose pas que
I C K C I+ J, alors le résultat précédent tombe en défaut.

[Exercice 2.3.24]

Soient a et b deux éléments d’un anneau commutatif A.

1. Montrer que I'intersection de tous les idéaux de la forme A conte-
nant a et b est exactement l'idéal a A + bA.

2. Généraliser ce dernier résultat.

[Exercice 2.3.25}

On considére I'anneau produit A = (Z/2Z)*. Montrer que la somme
de toute famille finie d’idéaux de A est principal.

2.4 Morphismes d’anneaux

[Déﬁnition 2.4.1}

Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
un morphisme ou homomorphisme d’anneaux, si les assertions
suivantes sont vérifiées :

1. f(14) = 15.

2. Pour tout (z,y) € A2, f(x +y) = f(x) + f(v).
3. Pour tout (z,y) € A%, f(zy) = f(z)f(v).

Notation et vocabulaire.

Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

— L’ensemble ¢(A) est appelé I'image de ¢ et il sera noté Im(¢).

— Si A = B, alors le morphisme ¢ est appelé endomorphisme de A.

— Si ¢ est bijectif, il sera appelé un isomorphisme d’anneaux. Dans ce cas,
on dit que A et B sont isomorphes et on écrit A = B.

— Si A = B et ¢ est un isomorphisme, alors ¢ est appelé un automorphisme
de A.
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1.

Exemple 2.4.2

Soit B un sous-anneau d’un anneau A. La restriction de [applica-
tion identité Ids a B est un homomorphisme injectif d’anneaux appelé
l'tnjection canonique de B dans A.

Soit A un anneau. L’application

T Z — A
k l—)klA

est un homomorphisme d’anneauz. En particulier, si A = Z/nZ (ou
n € N), alors 7 est appelé la surjection canonique de 7 dans Z/nZ.

Sotent A et B deux anneaux non nuls. Alors, Uapplication 6 : A — B
définie par 6(a) = Op (pour tout a € A) est un homomorphisme de
groupes additifs, mais ce n’est pas un homomorphisme d’anneauz car

8(14) = 0p # 15.

Par

Al

Remarque 2.4.3

définition, un homomorphisme d’anneaux f: A — A’ est un homo-

morphisme du groupe additif (A,+) dans le groupe additif (A’,+). Ainsi,
f possede, en particulier toutes les propriétés d’un morphisme de groupes
abéliens. Par exemple, pour montrer que f est injectif, on montre simple-
ment Ker(f) = {0}. Pour montrer que f est surjectif, on montre Im(f) =

Aussi, pour tout © € A et tout n € Z, f(nx) =nf(x). En particulier,

f(04) =04 et f(—2) = —f(2).

,—[Proposition 2.4.4} |

\.

Soit f: A — A’ un morphisme d’anneaux commutatifs.
1.
2.

Pour tout € A et tout n € N, f(2") = f(x)".

Si z est un élément inversible dans A, alors f(x) est inversible dans
A'etona f(x') = f(z)~'. Ainsi, f(2") = f(x)" pour tout n € Z.
L’image directe d’un sous-anneau de A est un sous-anneau de A’
En particulier, 'image de f, Im(f), est un sous-anneau de A’.

. L’image réciproque d’un sous-anneau de A’ est un sous-anneau de
A.

Si f est surjectif, alors I'image directe d’un idéal de A est un idéal
de A’

. L’image réciproque d’un idéal de A" est un idéal de A. En particu-
lier, Ker(f) est un idéal de A.

Si f est un isomorphisme, alors f~! est aussi un isomorphisme
d’anneaux.

Preuve. 1. Par récurrence sur n.
2. Cest claire, car f(z)f(z7!) = f(zz™") = f(14) = 1.
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Alors, sin < 0, alors f(z") = f((z™™)™") = f(z™™)"'. Et d’aprés I'assertion 1,
f(z™) = f(z)™", d’ou le résultat.

Les assertions (3) et (4) sont

5. Soit I un idéal de A’. Alors, f(I) est un sous-groupe de (A’,+) (d’aprés la
proposition 1.4.4). Soient b € f(I) et y € A’. Alors, il existe a € I tel que
b = f(a), et puisque, f est surjectif, il existe x € A tel que y = f(x). Alors,
by = f(a)f(z) = f(ax). Puisque @ € I et I un idéal de A, ax € I. D’ou,
f(az) € f(I). Par suite, f(I) est un idéal de A’.

6. Soit J un idéal de A. Alors, f~!(.J) est un sous-groupe de (4, +) (d’aprés
la proposition 1.4.4). Soient a € f~'(J) et x € A. Alors, f(a) € J. Puisque J
est un idéal de A', f(a)f(z) € J, c’est-a-dire f(ax) € J. Donc, ax € f~'(J) et
par suite f(J) est un idéal de A.

7. Facile a montrer.  (c.q.f.d)

Remarque 2.4.5

1. En utilisant (1) de la proposition 2.4.4, on peut montrer facilement que
Uimage d’un élément nilpotent (resp. idempotent) est aussi nilpotent
(resp. idempotent).

2. En général, ['tmage directe d’un idéal par un homomorphisme d’an-
neaux n’est pas nécessairement un idéal. Par exemple, si on considére
1 lingection canonique de 7 dans Q. Alors, l'image de l’idéal 7 de
Uanneau Z par i est Z lui méme, mais il n’est pas un idéal du corps
Q.

3. Il faut noter qu’on peut définire deux structures (i.e., anneauz) sur le
méme ensemble qui ne sont pas isomorphes. Par exemple, si on consi-
dere l'anneau B = A x A défini dans exercice 2.1.28 et on pose A =
7./27., alors B n'est pas isomorphe a l'anneau produit T = (Z/27)*. En
effet, B contient un élément nilpotent non nul (voir (0,1)* = (0,0)),
cependant on peut voir facilement que, dans T, seul I’élément nul est
nilpotent. Alors, si f : T — B est un homomorphisme d’anneaur,
alors f(0,1) est nilpotent dans B, d’ou f(0,1) = (0,0). Donc, f n'est
pas injectif et en particulier n’est pas bijectif.

[Corollaire 2.4.6]

Soit K un corps et A un anneau commutatif non nul. Alors,
1. Tout homomorphisme d’anneaux f : K — A est injectif.

2. Si A et K sont isomorphes, alors A est un corps.

Preuve. 1. Puisque f: K — A est un homomorphisme d’anneaux, le noyau
Ker(f) de f est un idéal de K. Or K est un corps, donc Ker(f) est trivial
(d’apreés le corollaire 2.3.17). Si on suppose que Ker(f) = K, alors en particulier
f(1x) =04 # 14, absurde. Alors, Ker(f) est I'idéal nul et ainsi f est injectif.
2. Découle de I’assertion 2 de la proposition 2.4.4.  (c.q.f.d)
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[Exercice 2.4.7}

Soit (A, +, x) un anneau. On définit deux lois @& et ® sur A de la
maniére suivante : pour tout (a,b) € A, on pose

a®b=a+b+1
a®b=ab+a-+0

1. Montrer que (A, ®, N) est un anneau.

2. Montrer que 'application f : (A, +, x) — (A, ®,®) définie par
f(a) = a—1 est un isomorphisme d’anneaux.

3. Résoudre dans (C, @, ®) I'équation X* = 1.

[Exercice 2.4.8}

1. Soit (Ay, ..., 4,) (ou n € N*) une famille finie d’anneaux non nuls.
On considére A = Ay x --- x A,, anneau produit des anneaux A;.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on considére les deux applications :

(xj)j — Z; r ((514‘[[')]'
ou ¢;; est le symbole de kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 sinon
(i.e., (9;,x); est 'élément de A dont toutes les composantes sont
nules sauf la i-iéme qui vaut x).

(a) Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, 'application f; est un
homomorphisme d’anneaux. Elle est appelée la projection de A
dans A;.

(b) Montrer que, pour tout i € {1,...,n}, lapplication g; est un
homomorphisme de groupes additifs mais pas des homomor-
phismes d’anneaux.

2. Montrer que les projections de Z™" dans Z sont les seuls homomor-
phismes d’anneaux de Z" dans Z.
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[Exercice 2.4.9 (Anneau des endomorphismes)j

Soit G un groupe additif et commutatif. On considére (E(G),+, o)
I’ensemble des endomorphismes de G' muni de I'addition usuelles et de
la composition.

1. Montrer que (E(G),+,0) est un anneau.
2. On prend G =Z/nZ ou n € N.

(a) Montrer que A est I’ensemble des applications de la forme f, :
x +— xa pour certain a € G.

(b) En déduire que A est isomorphe & 'anneau Z/nZ.

Dans la définition suivante on considére, on considére le morphisme d’anneaux
commutatifs f : Z — A défini par : f(k) = k.14 (pour tout k € Z). Alors, le
noyau Ker(f) de f est un idéal de Z, donc de la forme dZ pour certain d € N.
Ainsi,

Ker(f)=dZ ={k € Z; k.14, = 0}.

Dans la théorie des anneaux commutatifs, la nature de cet entier d a une grande
influence sur 1’étude de plusieur propriétés et notions liées a ’anneau.

[Déﬁnition 2.4.10 (Caractéristique d'un anneau)}

Soit A un anneau commutatif. L’entier d € N tel que Ker(f) = dZ est
appelé la caractéristique de 'anneau A et on écrit car(A) = d.

En général, on distingue les deux cas suivants :

1. L’homomorphisme f est injectif, ce qui veut dire que d = 0. On dit que
I'anneau A est de caractéristique nul et on écrit car(A) = 0.

2. ’homomorphisme f n’est pas injectif, ce qui veut dire que d # 0. Dans ce
cas, tout multiple de d annule 1. Notamment, on a le résultat suivant :

,—[Proposition 2.4.11} .

Soit A un anneau commutatif de caractéristique d.

1. Pour tout z € A, dr = 0. En général, nx = 0 pour tout n multiple
de d.

2. Soit un entier n € N. Alors, n.14 = 0 si et seulement si d divise n.
3. d # 0 si et seulement s’il existe un entier k£ # 0 tel que k.14 = 0.

4. Sid # 0, alors d est le plus petit entier naturel non nul k£ vérifiant
kly = 0.
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Preuve. 1. Noter simplement que dx = (d.14)z (d’aprés (4) de la proposition
2.1.9). Puisque, car(A) = d, d.14 = 04 et par suite, dx = 0. Alors, si n est
un multiple de d; c’est-a-dire, n = kd (pour k € Z). Alors, d’aprés (4) de la
proposition 2.1.9, nx = (kd)x = k(dx) = k.0=0

2. Clest trivial, car : n.1y, = 0 si et seulement si n € Ker(f) = dZ si et
seulement si d divise n.

3. L’implication directe est évidente car on prend k = d.

Réciproquement, s’il existe un entier k # 0 tel que k.14 = 0. Cela veut dire
que le noyau de f : Z — A défini par f(k) = k.14 (pour tout k € Z) n’est pas
injectif. Donc, I'idéal Ker(f) = dZ est non nul. Et par suite, d # 0.

4. C’est trivial, d’aprés ce qui précéde. (c.q.f.d)

La caractéristique d’un anneau commutatif nous donne également des infor-
mations sur l’anneau.

,—[Proposition 2.4.12}

Soit A un anneau commutatif.
1. Si car(A) =0, alors A est infini.
2. Si car(A) = d avec d € N*, alors f : Z/dZ — A définie par
f(k) = k.14 (pour tout k € Z) est un homomorphisme injectif
d’anneaux.

Preuve. 1. Si car(A) = 0, alors par définition, I'homomorphisme f : Z — A
défini par f(k) = k.14 (pour tout k € Z) est injectif. D’ot, Z et f(Z) sont
isomorphes. En particulier, f(Z) est infini. Donc, A contient une partie infini
et alors il est infini aussi.

2. 1l faut d’abord montrer que f est une application bien définie. Soit donc
a,b € Z tels que @ = b. Alors, b — a = kn pour certain k € Z. Alors,

?(T)) —T(E) = blA — a.lA = (b— a).lA = (k‘n)lA = k‘(?’LlA) = ]COA = OA

D'ou, f(b) = f(a@), ce qui montre que f est une application bien définie.

Il est facile de montrer que f est un homomorphisme d’anneaux. Il reste a
montrer qu'il est injectif. Soit a € Z tel que f(b) = 04. Alors, a.14 = 04.
(c.q.f.d)

Il existe des anneaux infinis mais de caractéristique non nul.
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[Exercice 2.4.13 (Anneau infini de caractéristique non nul)}

Soit A un anneau commutatif non nul. On pose B I’ensemble des suites
a termes dans A. On note simplement (a,) un élément (a,)nen de B.
On munit B des lois suivantes : pour tout ((a,), (b,)) € B*

{ (an) + (bn) = (an +bn)
(an)(bn) = (anbn)

1. Montrer que B, muni de ces deux lois, est un anneau commutatif
avec Op est la suite nulle et 15 est la suite constante dont tous les
termes égale a 14.

2. Montrer que, pour tout (a,) € B et tout k € N, k (a,) = (ka,).

3. Montrer que A et B ont la méme caractéristique.

Preuve. 1. Preuve similaire au cas d’'un anneau produit.
2. Par récurrence sur n.
3. Pour tout k € N, les équivalences suivantes sont vraies :

klp =05 < (k 1A) = (OA) S k1y=04.

Donc, si car(B) = d, alors d.15 = 0p. Donc, d.14 = 04. Ce qui emplique
que car(A) divise d = car(B). De méme on montre car(B) divise car(A)
et puisque la caractéristique d’un anneau commutatif est un entier naturel,

car(B) = car(A). (c.q.f.d)

[Exercice 2.4. 14]

Soient D un anneu intégre et a un élément non nul de D. Montrer
que si na = 0 pour certain entier naturel non nul n, alors D est de
caractéristique non nulle.

Solution. Simplement, on na = (n.14)a. Alors, si na = 0, de méme (n.14)a =
0. Or a # 0 et A est intégre, alors n.14 = 0. Donc, d’aprés la proposition
2.4.11, la caractéristique de D est non nulle.  (c.q.f.d)

Proposition 2.4.15]

La caractéristique d’un anneau commutatif et intégre est soit nulle soit
un nombre premier.

Preuve. Soit A un anneau commutatif et intégre de caractéristique d. On
suppose que d # 0. S’il n’est pas premier, alors il existe deux entier 0 < a < d
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et 0 < b < d tels que d = ab. Alors, puisque dls = 0, (ab)14 = 0. Et comme
(ab)1a = (ala)(bla), on déduit que (alas)(bla) = 0. Puisque A est intégre,
aly =0 ou bly = 0. Cela est absurde car , d’aprés la proposition 2.4.11, d est
le plus petit entier naturel non nul &k vérifiant k1, =0.  (c.q.f.d)

[Exercice 2.4.16 (Endomorphisme de Frobenius)]

Soit A un anneau commutatif de caractéristique un nombre premier
p. Soit Fy : A — A lapplication définie par F(x) = 2P (pour tout
zeA).

1. Montrer que F'4 est un homomorphisme d’anneaux. Il est appelé
I’endomorphisme de Frobenius.
2. Déterminer F)y quand A = Z/pZ.

3. On munit K = Z/27Z x 7Z/27 des lois suivantes : pour tout
((ZL’,@), (y7f)) € K27 on pose

{ (z,e)+ (y, ) = (x+y,e+ [)
(z,e)(y, f) = (zy +ef,xf +ey +ef)

(a) Montrer que K, muni de ces deux lois, est un anneau commu-
tatif avec O = (0,0) et 1 = (1,0).

(b) Dresser la table de multiplication dans K. En déduire que K
est un corps.

(c) Déterminer la caractéristique de K.
(d) Déterminer Fp.

Preuve. 1. On a bien Fy(1) =17 = 1.
Soient a et b deux éléments de A. Alors, f(ab) = (ab)? = aPb? (car ab = ba).

Dot f(ab) = f(a) (D).
On a aussi
Fy(a+b) = (a+0b)?
p
= Z C;f vrar=* (Formule du binéme de Newton)
k=0
p—1

= al + ZC’; braP=F 4 1P,
k=1

Puisque p est premier, p € CZ’f pour tout £ € {1,...,p — 1}. Donc, puisque
car(A) = p, C]’f b*aP* = 0, (d’aprés (1) de la proposition 2.4.11). Alors,
FA(CL+b) :ap+bp :FA(CL)+FA<Z))

Par suite, F4 est un endomorphisme de A.  (c.q.f.d)
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Probléme 2.4.17 _
On munit T = 7 x Z./27 des lois suivantes : pour tout ((z,€), (y, f)) € T?, on
pose

{ (z,8) + (y, f) = (z +y,e+ f)
(@,e)(y, f) = (zy, ve + y f)

On considere les deur applications f : Z — T et g : T — Z définies par
f(la) = (a,0) (Va €Z) et g(x,€) =z (V(zx,e) € T).

Montrer que T, muni de ces deux lois, est un anneau commutatif.
Montrer que f est un homomorphisme injectif d’anneauz.

Montrer que g est un homomorphisme surjectif d’anneauz.

Déterminer Ker(g).

En déduire que {0} X Z /27 est un idéal de T.

Soit n € N.

(a) Montrer que 2nZ x {0} est un idéal principal de T

SRERERENCENE

(b) Montrer que nZ x {0} est un idéal de T si et seulement sin est pair.
(c) Montrer que nZ x Z/27Z est un idéal principal de T'.
(d) Montrer que {(2a,a) € Z X Z/2Z;a € Z} est un idéal principal de T
qui n’est pas un produit cartésien.
7. Déterminer la caractéristique de T'.

2.5 Construction de corps usuels

Dans cette partie, nous allons présenter la construction des corps usuels C et
Q. Commencons d’abord par la remarque importante suivante :

Remarque 2.5.1

Si f i A — A" est un morphisme d’anneaux injectif, alors A est iso-
morphe a f(A). Ainsi, on convient d’identifier A a f(A) et, pour tout
x € A, f(a) sera noté simplement a.

On dit qu’on a injecté A dans A’ (via ’homomorphisme f) ou A est

injecté (ou plongé) dans A'. On dit aussi que A’ est une extension de
A.

On donne ci-dessous, deux exemples d’extensions classiques. Commengons par
la construction de C et 'injection de corps des réels R dans C.

f—[Théoréme et Définition 2.5.2]

On munit R? des deux lois suivantes : pour tous (ay,az) et (b1, by) dans
RQ,

(&1, ag) —+ (bl, bg) = ((11 + bl, (05} + bg)

(a1,a2) (b1, ba) = (arby — asgbe, arbs + asb)

Muni de ces deux loi, R? est un corps d’élément neutre pour la multipli-
cation (1,0). Il sera noté C et appelé corps des nombres complexes.
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Noter que, avec la loi +, C n’est que le groupe produit additif d’élément neutre
(0,0).

Noter aussi que, pour tout (z,y) € R? (z,0)(y,0) = (xy,0). D’ou le résultat
suivant :

Proposition 2.5.3}

L’application 4,. : R — C; 2+ (z,0) est un homomorphisme de corps
injectif.

Par conséquent, on convient d’identifier = a (z,0) pour tout z € R.
Remarquons aussi que, pour tout (z,y) € C, (0,y) = (0,1)(y,0). Ainsi, en
notant (0, 1) par ¢, tout nombre complexe (x,y) € C aura I’écriture simplifiée

suivante :
(z,y) = (2,0)+(0,y)
= (2,0)+(0,1)(y,0)
= v+
Cette expression est appelée DI’écriture algébrique du nombre complexe
(z,y).

[Exercice 2.5.4}

Soit m > 2 un entier naturel et on pose A = (Z/nZ)?. On définit sur
A les deux lois suivantes (similaires a celles de C) : pour tous (ay, az)
et (b1, be) dans A,

{ (al, ag) + (bl, bg) = (Cll + bl, as + b2>
(a1,a2) (b1, ba) = (arby — asgbe, arbs + asb)

Déterminer la structure de A muni de ces deux lois (i.e., (A4, +, X)
est-t-il un anneau (un corps) 7).

I est claire que Q = {ab™' € R|(a,b) € (Z*)*}. Cette relation entre Z et Q en
tant que sous-anneaux de R peut étre étendre de la maniére suivante.

,—[Proposition et Définition 2.5.5} .

Soit A un sous-anneau d’un corps K. Alors, l'ensemble k =
{ab*|(a,b) € A x A*} est un sous-corps de K. C’est le plus petit
sous-corps de K, au sens de l'inclusion, contenant A. On ’appelle le
corps des fractions de A et noté par Frac(A).

\. J

Il est & noter qu’il existe une construction plus générale (et abstraite) du corps
des fractions de tout anneau intégre. Cependant, cette construction dépasse les
limites de ce cours.
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Exemple 2.5.6
1. Le corps Q est le corps des fractions de l’anneau Z.

2. Le corps des fractions de n’importe quel corps est lui méme.

[Exercice 2.5.7]

Le corps des fractions de 'anneau des entiers de Gauss Z[i] est l'en-
semble Q[i] = {x + iy|(z,y) € Q?}. Ainsi, Q[i] est un sous-corps de
C.

Solution. Le corps des fractions de Z[i] est par définition
Frac(Z[i]) = {ab*|(a,b) € Z[i] x Z[i]*}.

Montrons que Frac(Z[i]) = Q[i].

Si Z € Frac(Zli]), alors il existe (X,Y) € Z[i] x Z[i]* tel que Z = XY .
Puisque (X,Y) € Z[i] x Z[i]*, il existe (a,b,c,d)) € Z* tel que X = a + ib
et Y = x 4 iy. D’autre part, 2° + y*> # 0, car sinon = y = 0 et ainsi
Y =z + iy = 0, ce qui est absurde. Alors,

a+ib  (a+ib)(x —iy)
T+iy z2 + y?
(ax + by) +i(—ay + bx)
2?2 + y?
ar +by  —ay+bx
i
x2+y2 x2+y2

7 -

ax + by —ay + bx
et
ZEQ + y2 ZL‘2 + y2

Q[é]. Cela montre la premiére inclusion Frac(Z[i]) C Q[i]. Pour I'inclusion
/

inverse, on considére un élément x 4 iy € Q[i]. Alors, x = b et = = pour
q

sont des nombres rationnels. D’ou Z €

Il est claire que

certains p,q,p’,q € Z avec q # 0 et ¢’ # 0. Alors,

p .0 pd+igp

T4y == +i= , !
q q qq

= (pq' +iqp’)(qq')”
Il est claire que pq’ + iqp’ € Q[i] et de méme qq' € Q[i]| (car p,q,p’,q € Z).

Alors, x + iy € Frac(Z[i]). Cela montre l'inclusion inverse et par suite donne
le résultat.  (c.q.f.d)

Probléme 2.5.8
Soit a € N. On pose Z[\/a] = {x + yVa|(z,y) € Z*} et QVa] = {z +
yval(z,y) € Q*}.
1. Montrer que si/a € Q, alors Z[\/a] = Z et Q[v/a] = Q. dans la suite, on
suppose que \/a & Q.
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2. Démontrer que, dans l'écriture z = x +y\/a d’un élément z € Z[\/a] (avec
(z,y) € Z?), les entiers x et y sont uniques.

Montrer que Z C Z[v/a] et Q C Q[v/a].
Montrer que Z[\/a] est stable dans (R, x).

Montrer que Z[\/a] est un sous-groupe de (R, +).

S v B o

Montrer que Z[v/a), muni des deux lois induites de l'addition et de la mul-
tiplication, est un anneau commutatif.

7. Montrer que Q[v/a] est le corps des fractions de l'anneau Z[\/al.

8. Montrer que Q[v/a] est le plus petit sous-corps de R, au sens de l'inclusion,
contenant 7 et \/a.
9. Les éléments inversibles de Z[\/a]. Pour tout z = x + y/a € Z[/al,
on pose : Z =x — y\/a.
9.1 Montrer que l'application ¢ : Z[\/a] — Z[\/a)| telle que ¢(z) = Z est un
automorphisme de l'anneau Z[+/a]
9.2 Pour tout z € Z[\/a], on pose : N(z) = zz. Montrer que N(z2') =
N(2)N(2') pour tout z et 2’ de Z[\/a).

9.3 En déduire qu’un élément z € Z[v/a] est inversible dans Z[\/a] si et
seulment si N(z) =1 ou N(z) = —1.
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Chapitre 3

Fonctions polynomiales et
fractions rationnelles

3.1 Anneau des fonctions polynomiales

Dans ce chapitre K désigne un sous-corps de C.

[Déﬁnition 3.1.1 (Fonctions polynomiales)j

Soient n € N et {ao,...,a,} une ensemble d’éléments de K. Toute
application de la forme

P: K —K
r — Zakx
k=0

sera appelée une fonction polynomiale (ou simplement un poly-
nome) a coefficients dans K.

Notation.

1. On note un polynoéme P : z > Z arz® simplement par Z apx® et on écrit
k=0 k=0

P = Zakxk. Des fois, il est pratique d’écrire simplement P = Z apx®.

k=0
Cependant, quand on utilise cette derniére notation, on doit comprendre

que la suite (a)reny s’annule & partir d'un certain rang' (i.e., il existe
n € N tel que ax = 0 pour tout k& > n).

2. L’ensemble de polyndmes a coefficients dans K sera noté K]z].

1. A ne pas confondre : si nous disons que (aj)ren s’annulle & partir d’un rang n € N,
cela ne veut pas dire qu’elle ne I'est pas avant n. Dans certains cas, on s’intéresse au plus
petit entier k tel que ay = 0. Dans ce cas, nous parlons de la notion du degré d’un polynoéme
que nous introduirons par la suite.
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Vocabulaire.

Soit P = Z axz" un polynome.

— Le coeflicient a;, est appelé le k-iéme coefficient de P. En particulier,
ap est appelé le coefficient constant (ou le terme constant) de P. Il
est claire que P(0) = a.

— Un terme azz” est appelé un monéme de degré k.

— Si tous les coefficients ag, pour £ > 1, sont nuls, alors P est dit un po-
lynéme constant. On écrit simplement, P = ag. Si, en plus, ag est aussi
nul, alors P est dit un polynéme nul et noté 0.

— Si K =R, P est dit un polynéme réel et si K = C, P est dit un poly-
néme complexe.

Dans cette partie, on s’interesse en premier lieu a présenter quelques proprié-
tés principales de I'ensemble de polynomes a coefficients dans K.

Notation. L’ensemble de polynomes a coefficients dans K sera noté K|x].

Rappellons que F(K), 'ensemble des fonctions de K dans K, muni des deux
lois usulles est un anneau (voir Exercice 2.1.8). On montre facilement que K[z]
est stable pour 'addition et la multiplication dans F(K). En effet, considére

deux polynémes P = Z arz® € Kz], et Q = Z brz® € K[xz]. Alors, la somme
de P et () est un polynoéme de la forme :

Il est claire que si (ag) et (bg) s’annulent a partir des entiers n et m respecti-
vement, alors (ax + by) s’annule forcement & partir de max(n, m).

Pour déterminer le produit de P et @), il est claire qu’en utilisant la distribu-
tivité, qu'il est une somme de monomes de la forme a;b;z" ™. Alors, le produit
PQ est aussi un polynéme. Aprés qu’on réduit le polynéme P(Q sous sa forme
canonique, on obtient :

k
PQ = Z et tel que ¢ = Z a;bp_;
i=0

En particulier, cg = agbg, ¢1 = agby + a1bg, ...

Il est claire que si (ag) et (bgy) s’annulent a partir des entiers n et m respecti-
vement, alors (c;) s’annule forcement & partir de n + m. Notamment, si n # 0
et m # 0, alors ¢, ym_o = Gp_1bm_1.

~ Théoréme 3.1.2) X

L’ensemble des fonctions polynomiales K[z|, muni des deux lois in-
duites de 'addition et de la multiplication des fonctions est un anneau
commutatif.

SMIA(S1) - Algebre 2 61 Pr. Bennis (FSR)



3.1. ANNEAU DES FONCTIONS POLYNOMIALES

Preuve. Il suffit de noter que 'opposé d’'un polynéome P = Z apzt € K[z] est

aussi un polynéme. Notamment, —P = Z —apz"™ € K[z]. Aussi, il est évident
que la fonction constante 1, I'identité pour la multiplication dans F(K), est
aussi un polynéme dans Klz|. Par suite, K[z] est un sous-anneau de F(K).

(c.q.f.d)

Produit externe sur K[x].
Il est aussi claire de voir que le produit d’un polynéme par un scalaire est un

polynome. Précisément, on a : VA € K,V P = Z apz® € K[z,

AP = )\Zakxk = Z \apzt.

On a aussi les propriétés suivantes :

Ve,y € K,VP,Q € K|z],

(049 =a8 420 [ o(7Q) - a1)Q = P
(x+y)P=xP+yP (xy)P = z(yP)

Il est claire qu'un un polyndéme P = Z arz® est nul si et seulement si a,, = 0

pour tout n € N. En général, on a le "principe d’identification des coefficients”
suivant :

Proposition 3.1.3 (Principe d’identification des coefficients)

Deux polynémes P = Z azt et Q = Z brz® sont égaux si et seule-
ment si a,, = b, pour tout n € N.

Preuve. Remarquer que P — Q) = Z(ak —bp)z".  (c.q.f.d)

[Déﬁnition 3.1.4 (Degré d’un polynéme)j

Soit P = Z axz”® un polynoéme dans K[z]. Si P est non nul, entier
d = max{n € Nla,, # 0} est appelé¢ le degré de P et noté deg(P).

Convention, notation et vocabulaire.

— Si d est le degré d’'un polynéme non nul P, alors le coefficient a4 est appelé
le coefficient dominant de P. Si en plus, ay = 1, P est dit un polynome
unitaire.

— On convient d’étendre la relation d’ordre usuelle 8 R_ = R U {—oo} de
sorte que —oo < n pour tout entier n € N et —oo < —o0.

— Par convention, le degré du polynéme nul vaut —oco.

— L’ensemble de polyndomes de degré au plus un entier n sera noté K,,[x]. En
particulier, Ky[z], est I’ensemble des polynémes constants.
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D’apreés la discussion sur la forme de la somme de deux polynémes (voir le pa-
ragraphe précédant le théoréme 3.1.2), on obtient facilement le résultat suivant
qui determine le degré d’une somme de deux polynomes.

,—[Proposition 3.1.5}

Soient P et @ deux polynémes dans K]z].
deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))-

En particulier,
1. Si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + ()) = max(deg(P) , deg(Q)).

2. Sideg(P) = deg(Q), alors deg(P + Q) = deg(Q) si et seulement si
les coefficients dominants de P et () ne sont pas opposés.

Aussi, d’aprés la discussion sur la forme du produit de deux polyndémes, on
obtient le résultat suivant :

Lemme 3.1.6}

Si P et () deux polynomes non nuls, alors le coefficient dominant de
PQ est le produit des coefficients dominants de P et de Q.

Par conséquent, on obtient le résultat important suivant :

,—[Proposition 3.1.7}

Si P et () deux polynomes non nuls, alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

11 faut noter que l'anneau F(K) n’est pas intégre. En fait, on peut construire
facilement deux fonctions (méme (réelles) continues) non nulles avec un produit
nul. Cependant, en utilisant le lemme 3.1.6, on déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.1 .8]

L’anneau K[z| est intégre.

La proposition 3.1.7 nous permet de déterminer les éléments inversibles de
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[Corollaire 3.1 .9}

Les éléments inversibles de K|z] sont les polyndmes constants non nuls.

Preuve. Il est claire que tout polyndéme constant A # 0 est inversible d’inverse

le polyndéme constant —.

Réciproquement, si P est inversible, alors il existe un polynome @) tel que
P@Q = 1. Alors, deg(P) + deg(Q) = deg(1) = 0. Alors, deg(P) = deg(Q) = 0.
Ce qui veut dire que P est un polynéme constant. (c.q.f.d)

Rappelons que la dérivée d’un polynéme P = Z a,z® est aussi un polynome.
Notamment, le polyndéme dérivé est : P’ = Z kayz"~1. On notera également

P" le polynome dérivé de P’, et P™ le polynome dérivé n fois du polynome
P.

,—[Proposition 3. 1.10}

Soit P un polynéme dans K[z] et soit n un entier naturel non nul. Si
deg(P) > n, alors deg(P™) = deg(P) — n.

Par conséquent, P € K, [z] si et seulement si P = 0.

En particulier, P est un polyndéme constant si et seulement si son po-
lynome dérivé P’ est nul (i.e., P' = 0).

Preuve. La preuve se fait par réccurence sur n.  (c.q.f.d)

Nous allons voir le long de ce chapitre que ’anneau de polynoémes et I’anneau
des entiers relatifs partagent plusieurs proprités. En fait, nous allons montrer
que 'anneau de polyndémes est doté d’'une division euclidienne qui lui confére
une structure similaire a celles de Z. Présisément, la division euclidienne per-
met de montrer que 'anneau de polynéme est principal. En général, en théorie
des anneaux commutatifs, ’étude des anneaux principaux s’inspire principale-
ment des propriétés de 'anneau Z.

,—[Théoréme et Définition 3.1.11 (Division euclidienne)]—

Pour tout A € K[z] et tout B € K[z]\{0}, il existe un unique couple
(Q, R) € K[z]? tel que

A=QB+R e (R=0 ou 0<deg(R)< deg(B)).

— Le polynéme @ (resp., R) est appelé le quotient (resp., le reste)
de la division euclidienne de A par B.

— Le polynome A (resp., B) est appelé le dividende (resp., le divi-
seur) de la division euclidienne de A par B.
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Preuve. On note que deg(B) # —oo car B # 0. Posons m = deg(B) € N.

Alors, B = Z bre® pour cetains b; € K avec by, # 0.
k=0

- Si deg(A) < m, on pose @ = 0 et R = A. On obtient A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B).
- Sim = 0 (B est une constante non nulle). Posons B = by. Alors, A = QB+R

1
oﬁQ:b—AetR:().

- Mainterolant, on suppose que m > 1.

Montrons par récurrence que : Vn > m, si deg(A) < n, alors il existe (Q, R) €
K[z]* tel que A= BQ + R et deg(R) < deg(B).

— Soit A est un polynéme de degré m (le cas ou deg(A) < m a été discuté

avant). Posons A = Zakx puis Q = —= (Q est un polynéme de degré
k=0 b

0) et R=A— BQ. Alors,

m m m m—1
R: —b—mz Z&k——bk :Z(ak—Z—:bk)
k=0 k=0 k=0 k=0

et donc deg(R) < m. Donc l'affirmation est vraie pour n = m.
— Soit n > m. Supposons que pour tout polynome A de degré inférieur ou
égal an, il existe (Q, R) € K[z]? tel que A = BQ+ R et deg(R) < deg(B).

n+1
Soit A un polynéme de degré n + 1. Posons A = g arz®. Alors
k=0
a n+1 a
Ant1 Z An+1 Z Z
A— n n+1 mpB — akx _Yn n+1 m bkﬂf — aon + Cl,kﬂf o
b b
m—1
An+1 n+1 An+1 n+l—m-+k o .
2 bz 4 b—bkz . Alinsi,
a - - a
n+l nil-mp k n+1 k
A— b—l‘ B= E arl — E b—bn+1,m+k$
m k=0 k=n+l-m ™
Par suite,

deg(A — %bkx”J“l_mB) <n

m

Par hypothése de récurrence, il existe (Qy, R) € K[z]? tel que

A— %bkan*mB — BOQ, +R

et deg(R) < deg(B). Mais alors,

A= B(%xn-ﬁ-l—m_‘_Ql) +R

m

n+l n+1 -m

et les polynomes () = + @1 et R conviennent.

m
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Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

Montrons maintenant 1'unicité. Soit (Q1,Qs, Ry, Ry) € K[z]* tel que A =
BQi + Ry = BQy+ Rs et deg(R;) < deg(B) et deg(Ry) < deg(B). On a donc
B(Q1 — Q2) = Ry — Ry avec

deg(Ry — R1) < max{deg(R;),deg(R2)} < deg(B)
Si Q1 # (2, alors Q1 — Q2 a un degré entier, et on a
deg(Ry — R1) = deg(B(Q1 — Q2)) = deg(B) + deg(Q1 — Q2) > deg(B)

ce qui est faux. Donc, Q1 = Q3 puis Ry = R». (c.q.f.d)

Remarque 3.1.12
1. Noter que, si deg(B) > 1, la condition (R = 0 ou 0 < deg(R) <
deg(B)) est équivalente a R € K,[z], ou n = deg(B) — 1.
2. Noter aussi qu’en utilisant la convention —oo < n pour tout entier n,

la condition (R =0 ou 0 < deg(R) < deg(B)) peut s’écrire simplement
deg(R) < deg(B).

Il est claire que la démonstration du théoréme 3.1.11 offre un algorithme de
calcul similaire & celui de la division euclidienne dans les entiers. Ainsi, en

pratique, nous calculons le quotient et le reste comme indiqué dans I'exemple
suivant :

A=2"—a2*—22+32°2—-2X e B=2>—x+1.

T —x -z +322 —2X 40| 2*—x+1
—z° +x —x 22— 2r+1
—2X°% 43X?% —2X
+22° —2X? 42X

—x +r -1
+x -1

D’ou, on trouve l'identité de la division euclidienne suivante :
2’ — gt~ 430 - 2X = (2 — 2+ )@ -+ 1)+ (2 - 22+ 1).

Dans des cas particuliers, on peut calculer le reste et ainsi le quotient d’une
division euclidienne en utilsant des proprités du diviseur. Par exemple, si le
diviseur est de degré 1, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.13}

Pour tout P € K[z] et tout a € K, il existe un unique polyndme
Q € K|z] tel que P = Q(xz — a) + P(a).
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Preuve. On effectuant la division euclidienne de P par (x — a), on trouve
un unique couple (Q, R) € K[z]* tel que P = Q(x — a) + R et deg(R) <
deg(x —a) = 1. Donc, R = X est un polyéome constant avec A € K. Par suite,

P(a)=X.  (c.q.f.d)

(Définition 3.1.14)

Un élément a € K est dit une racine d’'un polynéome P € K[z] si
P(a) =0.

[Corollaire 3.1. 15]

Pour tout P € K[z], un élément a € K est une racine de P si et
seulement le reste la division euclidienne de P par (z — a) est nul.

Dans le cas ot le diviseur posséde deux racines et de degré 2, on peut déter-
miner le reste facilement comme montre I’exemple suivant :

Exemple 3.1.16

Déterminons R, le reste de la division euclidienne de P = (x+1)" —a" —1

(o n € N*) par le polynéome B = x* — 3z + 2.
On P = BQ+R ou Q est le quotient de la division euclidienne de P par
Q. Puisque deg(R) < deg(B) = 2, R est de la forme R = ax + b pour
certains a,b € R. Puisque Q(1) = Q(2) =0, on trouve : P(1) = R(1)
et P(2) = R(2), c’est-a-dire :

2" —2=a+b
3" =2"-1=2a+Db

Par suate,
a=3"—2" 11
b= —3"4ontlpon_3

[Exercice 3.1.17}

Calculer le reste de la division euclidienne du polynéme P = (z+1)" —
2" — 1 (ou n € N*) par le polynome B = z* + x + 1.

[Exercice 3.1. 18}

a km km
On considére les deux polynémes P = H <:c sin — + cos —) (o
i n n

n>2) et Q= 2% + 1. Calculer le reste de la division euclidienne du
polynéme P par Q).

SMIA(S1) - Algebre 2 67 Pr. Bennis (FSR)



3.1. ANNEAU DES FONCTIONS POLYNOMIALES

[Exercice 3.1. 19}

On considére les deux polynomes 2" + x + 1 (ot n > 2) et (z — 1)
Calculer le reste de la division euclidienne du polynéme P par Q).

Théoréme 3.1.20 |

Tout idéal de ’anneau K|z] est principal. Autrement dit, ’anneau K|x]
est principal.

Preuve. Soit I un idéal de K[z]. Montrons que I est principal.

Si I est nul, alors il est claire qu’il est principal engendré par le polynéme nul.
Supposons que [ est non nul.

On considére E 'ensemble des degrés des polyndmes non nuls appartenants a
I. Comme [ n’est pas nul, E/ est une partie non vide de N. Donc, E possede
un minimum, soit ng ce minimum. Alors, il existe P € I tel que deg(P) = ny.
On montre que I = PK]z].

Soit maintenant ) un élément de I. En effectuant la division euclidienne de )
par P, on trouve (4, R) € K[x]? tel que

Q=AP+ R avec (R=0 ou 0<deg(R) < deg(P)=nyo).

Comme [ est un idéal de K([z| et P € I, AP € I et par conséquent R =
@ — AP € I. Alors, si on suppose que R est non nul, on obtient, d’apreés la
définition de F et par minimalité de ng, que deg(R) > ng. Ce qui est donc une
contradiction avec le fait que deg(R) < deg(P) = ng (car R # 0). D’otu, R =0
et par suite Q = AP, en particulier @) € PK[z]. Cela montre que I est inclus
dans l'idéal principal PK[z]|. L’inclusion inverse est aussi vraie car P € I. Par
suite, I est un idéal principal. (c.q.f.d)

[Exercice 3.1.21]

Dans cet exercice, K désigne un sous-corps de C. Soit A un sous-anneau
de K. On pose A[z] = {Z a,z” € Klz]/a, € A, Vn € N}.

1. Montrer que Alz| est un sous-anneau de K[z].

2. Déterminer 'ensemble des éléments inversibles de A[z].

3. Soit P € Alz]. Montrer que PA[z] = A[z] si et seulement si P est
un polyndéme constant non nul.

4. Montrer que l'idéal principal 2Z[z] de Z|x] est propre, bien que
dans Qlz], 2Q[z] = Q[z].
5. Montrer que 'idéal 2Z[x] + 2Z[x] de Z|x] n’est pas principal.

SMIA(S1) - Algebre 2 68 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Nous avons montré que 'anneau K|z] de polynomes a coefficients dans un
sous-corps K de C est principal (Théoréme 3.1.20), mais d’aprés la question
(5) de 'exercice 3.1.21, ce résultat tombe en défaut si 'on considére I'anneau
de polynomes a coefficients dans I'anneau Z. En général, nous avons le résultat
classique suivant :

[Exercice 3.1.22 (Suite de l'exercice 3.1.21)}

Soit A un sous-anneau de C. Montrer que A[z] est principal si et seule-
ment si A est un corps.

[Exercice 3.1.23 (Suite de I'exercice 3.1.21)]

Soient A un sous-anneau de C et a € C. On pose
Ala] = {P(a)/P € Alz]}.

1. Montrer que A C Afa] et a € Ala].

2. Montrer que si a € A, alors Afa] = A.

3. Montrer que Z[ivV2] = {a + biv/2;a,b € Z}.
2 1 V3

4. On considére j =e3 = —3 + @7
Montrer que Z[j%] = {a + bj + cj* a,b € Z}.

5. On considére 'application ® : A[z] — C définie par &(P) = P(a)
pour P € Alz].

(a) Montrer que ® est un homomorphisme d’anneaux.
(b) Montrer que Im(®) = Ala].

(c) Montrer que Ala] est le plus petit sous-anneau de C (au sens
de l'inclusion) contenant a et A.

[Exercice 3.1.24 (Suite de Iexercice 3.1.23)}

On considére 'application ® : R[z] — R définie par ®(P) = P(\V/2)
pour P € Riz].

1. Montrer que ® est un homomorphisme d’anneaux surjectif.
2. En déduire que I = {P € R[z]; P(v/2) = 0} est un idéal de R]z].

3. Rappelons que R[z] est un anneau principal. Déterminer le géné-
rateur unitaire de 1'idéal principal I.
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3.2 Arithmétique dans K|z|

Dans la section précédente, nous avons présenté quelques propriétés de K|z]
qui montrent une certaine similitude avec Z. Nous verrons que nous pouvons
également définir des concepts similaires & ce que nous avons dans 'arithmé-
tique dans Z.

3.2.1 Divisibilité dans K|z]

(Définition 3.2.1)

Soient A et B deux polynéomes dans K[z]. On dit que A divise B et
on note A/B, s'il existe @ € K]z] tel que B = QA. On dit aussi que
B est un multiple de A.

En terme de divisibilité, le corollaire 3.1.15 est reformulé comme suit :

Proposition 3.2.2}

Un élément a € K est une racine d'un polynéme P € K[z] si et seule-
ment si z — a/P.

Comme dans le cas de Z, la divisibilité peut étre exprimée en termes d’idéaux.
Cela facilitera 1’étude de certaines propriétés d’autant plus que l'on pourra
utiliser le fait que 'anneau de polynémes K[z] est principal.

,—[Proposition 3.2.3} .
Soient A et B deux polyndmes. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A/B.
2. B € AK[z].

3. BK[z] C AK[z].

Preuve. 1 < 2. Par définition, A/B si et seulement s’il existe @ € Klz] tel
que B = QA. Cela est équivaut a B € AK|[z].

2 = 3. Conséquence du théoréme 2.3.6.

3 = 2. Cette implication est triviale car B € BK[z].  (c.q.f.d)

Nous donnons maintenant quelques propriétés principales de la divisibilité qui
sont trés utiles dans ce qui suit.
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,—[Proposition 3.2.4}

1. Pour tout polynéme P, P/P. On dit que la relation de divisibilité
dans Klz] est réflexive.

2. Soient A, B et C dans K|z].
Si A/B et B/C, alors A/C. On dit que la relation de divisibilité
dans Klz] est transitive.
3. Pour tout A € K[z], A/0.
4. Pour tous A, B € K[z|, A/B si et seulement si «A/SB pour tous
a, p € K.
En particulier, pour tous A,5 € K* et tout A € K[z], A\/A et
AA/BA.
5. Soient A, B et C' dans K[z].
Si A/B et A/C, alors A/ P, B+ P,C pour tous P, et P, dans K[z].
6. Soient A et B deux polynomes dans K[z] avec B # 0.
Si A/B, alors deg(A) < deg(B).

[Exercice 3.2.5]

Montrer que si un polynéme P € Klz| divise deux polynomes de la
forme 2" + a et 2" — a (avec n € N* et a € R), alors P = A pour un
certain A € K*.

Preuve. Remarquer que (2" +a) — (2" —a) =a. (c.q.f.d)

Noter que bien que la relation de divisibilité dans K|x] est réflexive et transi-
tive, elle n’est pas une relation antisymétrique, et donc elle n’est pas une rela-
tion d’ordre. En fait, on peut voir facilement que, par exemple, 3z —5/6x — 10
et 6z —10/3x —5, mais 62 — 10 # 3z —5. Cela a donné lieu a la notion suivante.

(Définition 3.2.6

Soient A et B deux polynomes dans K[z]. On dit que les deux poly-
nomes A et B sont associés si A/B et B/A.

Il est facile de voir, d’aprés 'assertion 6 de la proposition 3.2.4, que, si deux
polynémes non nuls A et B dans K]z] sont associés, alors ils ont le méme
degré. En fait, nous montrons qu’ils sont simplement égaux & un facteur prés.
Notamment on a la caractérisation suivante :
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,—[Proposition 3.2.7} .

Soient A et B deux polynémes dans K[z]. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. A et B sont associés.

2. Il existe A € K* tel que A = \B.
3. AK[z] = BK]|z].

4. A/B et deg(B) < deg(A)

Preuve. 1 = 2. Puisque A et B sont associés, il existe deux polynémes () et
P tels que A = QB et B = PA. Alors, A = QPA. Si A =0, alors de méme
B et on a rien & montrer. Sinon, QP = 1 (car 'anneau K[z] est intégre). Cela
veut dire que P et () sont inversibles et ainsi le résultat découle du corollaire
3.1.9.

2 = 3. Par double inclusions en utilisant la proposition 3.2.3.

3 = 1. C’est aussi d’apres la proposition 3.2.3 en exprimant les deux inclusions
en termes de divisibilité.

Il reste & montrer qu’équivalence avec la derniére assertion. L’implication (1 =
4) est triviale. On montre 4 = 2. En effet, puisque A/B, il existe P € K][z]
tel que B = PA. Alors, deg(B) = deg(P) + deg(A), en particulier deg(B) >
deg(A). Par hypothése, on a deg(B) < deg(A). D’ou, deg(B) = deg(A) et
alors deg(P) = 0. Ce qui montre que P est constant.  (c.q.f.d)

Il est claire maintenant que tout polynéme admet une infinité d’associés. Ce-

pendant, dans certaines situations la propriété d’unicité facilite la tache. D’ott
I'importance du résultat suivant :

[Corollaire 3.2.8}

Pour tout polynéme non nul A de K|z], il existe un unique polynéme
unitaire w associé a A.

Autrement dit, il existe un unique polyndme unitaire w tel que AK[z] =
wK[zx].

Par conséquent, deux polynémes unitaires sont associés si et seulement
si sont égaux.

1
Preuve. Soit A un polynéme non nul de coefficient dominant A # 0. Alors, XA

est un polynéme unitaire associé¢ & A (d’aprés la proposition 3.2.7). Supposons
qu’il existe un autre polynéome unitaire B associé a A. Alors A = nB pour
certain n € K. Mais B est unitaire, alors 7 est le coefficient dominant de
nB=A.Douan=2M\. (c.q.f.d)

Noter qu’avec le corollaire 3.2.8 et le théoréme 3.1.20 on conclut que, pour
tout idéal I non nul de K[z], il existe un unique polynéme unitaire w tel que
I = wK]z].

SMIA(S1) - Algebre 2 72 Pr. Bennis (FSR)



CHAPITRE 3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Exemple 3.2.9
Dans R[z], on a (42° — 3z + 2)R[z] = (2% — ~z + =)R]x].

3.2.2 PGCD, PPCM et applications

Nous introduisons dans cette partie le pged de deux polynoémes et nous don-
nons certaines de ces propriétés. Nous allons voir aussi son role dans la décom-
position des polynémes. A la fin de cette partie nous parlons du ppcm de deux
polynomes et en donnons quelques propriétés.

Il est & noter que la définition du pged de deux entiers utilise la relation d’ordre
naturelle qui existe sur les entiers, en prenant le pged le plus grand diviseur
parmi les diviseurs communs. Cependant, nous ne pouvons pas définir le pged
des polynomes de cette maniére, car simplement I’anneau de polynémes K[z]
n’a pas de relation d’ordre naturelle. Mais, on sait que le pged peut étre aussi
caractérisé de la fagon suivante : Soit (n,m) € Z* et d € N. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. pged(m,n) = d.
2. d vérifie les deux assetrions suivantes :

(a) d est un diviseur commun de m et n.

(b) Si k est un diviseur commun de m et n, alors k divise d.
3. nZ + mZ = dZ.

Cela signifie que le pged dans Z garde également sa valeur comme le plus grand
élément mais cette fois pour la relation de divisibilité (entre nombres naturels).
Avant de définir le pged de deux polynomes, on montre que ’analogue du
résultat ci-dessus existe dans K|z].

r—[Théoréme 3.2.10} N

Soient A et B deux polynémes dans K[z]. On suppose que l'un au
moins A ou B est non nul. Alors, pour un diviseur commun D € K|z]
de A et B, les assertions suivantes sont équivalente :

1. AK[z] + BK|z] = DK][z].
2. Si A est un diviseur commun de A et B, alors A divise D.

3. D est de plus grand degré parmi les diviseurs communs de A et B.

Preuve. 1 = 2. Puisque AK|[z]+ BK|z] = DK|[z]; en particulier, D € AK[z]+
BK][z], il existe alors deux polynémes U et V tels que D = UA + V B. Main-
tenant, si A est un diviseur commun de A et B, alors A divise UA+V B = D
d’apres la proposition 3.2.4.

2 = 1. Puisque 'anneau K|x] est principal, il existe un polynéme A € K]z]
tel que AK[z] + BK[z] = AK[z]. En particulier, A et B sont des éléments de
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AK][z], c’est-a-dire A est un diviseur commun de A et B. D’ou, par (2), A
divise D et ainsi DK[x] C AK[z].

Réciproquement, puisque D est un diviseur commun de A et B, AK|z]
DK]z] et BK[z] C DK]z] (d’aprés la proposition 3.2.3). Alors, AK|[z]+BK][z]
DK]z] (car DK]z| est un idéal de K[z]). Alors, AK|[z] C DK[z].

Par suite, DK[x] = AK][z| = AK[z] + BK[z].

2 = 3. Si A un diviseur commun de A et B, alors A divise D. En particulier,
deg(A) < deg(D) (car D # 0 car B # 0). D’ot deg(D) est le plus grand degré
parmi les degrés des diviseurs communs de A et B.

3 = 1. Puisque 'anneau K|x] est principal, il existe un polynéme A € K[z]
tel que AK[z] 4+ BK[z] = AK[z]. En particulier, A est un diviseur commun de
A et B. Donc, par (3), deg(A) < deg(D). D’autre part, comme dans 2 = 1,
AK[z] € DK]Jz]. Alors, D divise A. Donc, d’aprés la proposition 3.2.7, D et
A sont associés et ainsi AK|[x] = DK][z] (d’aprés la proposition 3.2.7). D’ou le
résultat.  (c.q.f.d)

C
C

Soient A et B deux polynémes dans K[z]. On suppose que I'un au moins A
ou B est non nul. Alors, il existe une infinité de diviseurs communs de A et
B qui vérifient I'une des assertions équivalentes du théoréme 3.2.10. En fait,
puisque 'anneau Klz| est principal, il existe un polynéome D € K[z] tel que
AK|[z] + BK]z] = DK][z]. Ainsi, tout polyndéme A associé¢ a D vérifie bien les
trois assertions équivalentes du théoréme 3.2.10, car

AK[z] = DK[z] = AK][z] + BK][z].

On peut appeler chacun de ces polynémes un plus grand commun diviseur de
A et B (un PGCD, en bref). Mais, avec cette définition, il y’aura une infinité
de PGCD de A et B qui sont tous associés. Cependant, on préfére comme il
est le cas pour Z de choisir un polynéme particulier parmi ces polynémes qui
garantit I'unicité, utile dans certains contextes. Notant que dans le cas de Z,
il n’y a que deux entiers d vérifiant nZ + mZ = dZ pour un couple d’enteirs
(n,m) € Z*. En fait, ils sont justes opposés. Donc le pged de n et m est choisi
comme étant le positif des deux entiers. Dans le cas de polynémes, on se base
sur le corollaire 3.2.8 pour garentir 1'unicité.

r—[Théoréme et Définition 3.2.11} N

Soient A et B deux polynémes dans K[z|]. On suppose que l'un au
moins A ou B est non nul. Alors, il existe un unique diviseur commun
unitaire D € K[z]| de A et B qui vérifie I'une des assertions équivalentes
du théoréme 3.2.10. Il sera appelé le plus grand commun diviseur
(PGCD, en bref) de A et B et noté PGCD(A, B).

Si A = B =0, alors nous convenons d’écrire PGCD(0,0) = 0.

\ J

Preuve. En utilisant le corollaire 3.2.8 et le fait que 'anneau K[z] est principal,
il existe un unique polynéme unitaire D € K[z] tel que AK|z] + BK[z] =
DK][z]. En particulier, D est un diviseur commun A et B. D’ou le résultat.

(c.q.f.d)
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,—[Proposition 3.2.12}

Soient A, B, C trois polynomes dans K|z].
1. PGCD(A, B) = PGCD(B, A) (commutativité du PGCD).

2. PGCD(A,PGCD(B, (C)) = PGCD(PGCD(A, B), C) (associativité
du PGCD).

3. Pour tout A € K*, PGCD(\, A) = 1.
4. Si C est unitaire, alors PGCD(CA,CB) = C.PGCD(A, B).

Preuve. Seule la quatriéme assertion mérite une démonstration. Notons D =
PGCD(A, B) et A = PGCD(CA, CB). Montrons que CD = A.

Ona D/Aet D/B, donc CD/CA et CD/CB. Par suite, CD/A.

D’autre part, C/CA et C/CB, donc C/A et on peut écrire A = CE. Comme
AJ/CA et A/CB, on peut aussi écrire CA = AAy et CB = ABy. On a alors
CA = CAgE et CB = CByE. Donc, A = AyE et B = ByE. Par suite, £
divise A et B, donc E divise D. Alors, CE = A divise donc C'D.

En conclusion CD/A et A/CD et les deux polynéomes C'D et A sont unitaires
donc A = CD. (c.q.f.d)

D’aprés le théoreme 3.2.10, le PGCD D de deux polynémes A et B vérifie
DK[z] = AK[z] + BK|[z]. En particulier, D est une combinaison de A et B.
D’ou le résultat suivant :

[Corollaire 3.2. 13}

Si un polynéme D est le PGCD de deux polyndémes A et B, alors il
existe deux polynomes U et V tels que D =UA+ VB.

[Exercice 3.2. 14}

Soit D le PGCD de deux polynomes A et B dans K[z]. Montrer qu’il
existe deux polyndémes uniques Uy et Vj tels que D = UyA + VB avec
deg(Up) < B et deg(Vp) < A.

La réciproque de I'implication du corollaire 3.2.15 n’est pas vraie en géné-
ral. En fait, en utilisant le théoréme 3.2.10 et la définition du pged de deux
polynomes, on obtient le résultat suivant :

[Corollaire 3.2. 15]

Soient un polynome A et D le PGCD de deux polynémes A et B. S’il

existe deux polynémes U et V tels que A = UA + V B, alors D divise
A.
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Preuve. Puisque D est le PGCD de deux polynéomes A et B, alors AK[z] +
BK[z] = DK]z]. On a A = UA+ VB, alors A € AK|z] + BK[z] = DK]z].
Donc, D divise A. (c.q.f.d)

il 'est dans le cas des polyndémes premiers entre eux définis comme suit.

(Définition 3.2.16]

Soient A et B deux polynémes. On dit que les deux polynémes A et
B sont premiers entre eux, si PGCD(A, B) = 1. Autrement dit, si
seuls les polynomes constants sont des diviseurs communs de A et B.

Théoréme 3.2.17 (Théoréme de Bézout)}

Deux polyndémes A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe deux polynomes U et V tels que UA+ VB = 1.

Preuve. =-. Cas particulier du corollaire 3.2.15.

<. 51 UA+ VB =1, alors 1 € AK|z] + BK[z]. Donc, I'idéal AK[z] + BK][z]
coincide avec 'anneau K[z] qui est un idéal principal engendré par le polyndéme
constant 1. Par suite, PGCD(A, B) =1. (c.q.f.d)

Exemple 3.2.18
Sotent a et b deux éléments différents de K. Alors, x — a et x — b sont
premiers entre euz.

En effet, puisque b # a, b —a # 0. Alors, b — a est inversible dans K.
Maintenant, on a

(b—a)(z—a)+(a—0b)" (z—b) =1

Alors, d’apres le théoréme de Bézout, x — a et x — b sont premiers entre
eux.

Pour déterminer le PGCD de deux polyndémes, on utilise le résultat suivant :

Proposition 3.2.19]

Soient A et B deux polynémes non nuls. Si R est le reste de la division
euclidienne de A par B, alors PGCD(A, B) = PGCD(B, R).

Preuve. On pose PGCD(A, B) = D et PGCD(B, R) = Dy. Montrons que
D = D,.

On A = BQ + R ou Q est le quotient de la division euclidienne de P par Q).
Donc, Dy divise A (en utilisant la proposition 3.2.4 puisque Dy divise B et R).
Ainsi, Dy/D.

De méme, puisque on a R = A — B(@), on conclut que D divise R aussi et ainsi
D/Dy. Cela montre que D et Dy sont associés. Or en tant que PGCD, ils sont
unitaires, d’ou ils sont égaux. (c.q.f.d)
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Comme il est le cas dans Z, le résultat ci-dessus permet de déterminer le
PGCD de deux polynémes comme suit :

L’algorithme d’Euclide. Pour déterminer le PGCD de deux polynomes non
nuls A et B, on procéde comme suit : On peut supposer que deg(B) < deg(A).

1
— Si B divise A, alors PGCD(A, B) = —B, ou « est le coefficient dominant
o
de B.

— Sinon, on effectue une suite des divisions euclidiennes successives comme
suit :

A=OB+ Ry; B=Q:R1+ Ry; Ry =Q3Ry+ Rs; ---

dont la condition d’arrét est “le reste est nul”. En effet, Puisque, pour tout
k € N* deg(Rg+1) < deg(Ry), il existe un entier m > 1 tel que R, = 0.
Donc la condition d’arrét est atteinte au bout d’un nombre fini d’itérations.
Soit R,, le dernier reste non nul ; autrement dit,

ngn, ngéO et Rn+120.

En particulier, on a
1
PGCD(R,, R,+1) = PGCD(R,,,0) = —R,,
«
ol « est le coefficient dominant de R,,. Donc, d’aprés la proposition 3.2.19,

1
PGCD(A, B) = PGCD(B, Ry) = - -+ = PGCD(R,,, Rpy1) = ER”'

1

Alors, — R, est le PGCD de A et B. Cette méthode est appelé I’algorithme
e

d’Euclide.

Remarque 3.2.20

Des fois on n’a pas besoin d’arriver jusqu’au dernier reste nul. Par exemple,

— lorsqu’on trouve un reste non nul R, un polynome constant, donc c’est
claire que PGCD(R,,_1, R,n) = 1. Et par suite, les deuzx polynomes A
et B sont premiers entre eux.

— lorsqu’on trouve un reste non nul R, de degré 1, donc de la forme

R,, = ax + b. Dans ce cas il suffit de voir est ce que —— est une
racine de R,y (i.e., R, divise R,,_1). Car dans ce cas cqest claire
que PGCD(R,,—1, Ry,) = éRm =+ g. Sinon, on déduit que les
deuzx polynomes A et B sont premiers entre eux. En fait, le reste de

la dwiston euclidienne de R,,_1 par R,, ne peut étre qu’un polynome
constant non nul.
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Exemple 3.2.21
Trouvons le PGCD de A= 12" —2° +22° —x+1 et B=12"+1 dans R[z].

Par division euclidienne de A par B, on trouve que
A= (z—1)B+ (22> — 2v + 2).

Posons Ry = 222 — 2z + 2.

Par division euclidienne de B par Ry, on trouve que

1 1

Ainsi, PGCD(A, B) = %Rl =2 -z +1.

L’agorithme d’Euclide nous aide aussi a determiner les polynéme U et V' dans
I'identité de Bézout.

[Exercice 3.2.22]

Déteminer 'ensemble des couples (U, V) € R[z]? vérifiant 'égalité sui-
vante : () (2" —x — 1)U + (2° + 1)V = 1.

Solution. On pose A = 2" — 2 — 1 et B = 2° + 1. On pose S 'ensemble des
couples (U, V) € R[z]? vérifiant I’égalité (x). On vérifie d’abord que S est non
vide.

On effectue des divisions euclidiennes successives et on trouve :

(1) A=2’B— (2> +x+1)
2) B=(@"—2*+1)(@*+z+1)—x
B) ?®+r+1=(-2)(-2z—-1)+1

Donc A et B sont premier entre eux, ce qui garentie, d’prés le théoréeme de
Bézout, que S n’est pas vide.

Maintenant déterminons un élément de S.

De l'égalité (3), on déduit :

l=(@*+z+1)+ (—2)(z+1).
Donc avec (2), on touve :
l=@"+2+ 1)+ (B-(@-22+ 1)@ +2+1)(z+1).
Ce qui donne :
l=B+D)+ @ +ar+1)[1—(2° -2+ 1)(+z + 1)]
Maintenant, on utilise (2) pour touver :

1=B(x+1)+ (°B — A)(z* + 2° — 2).
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On trouve enfin,
l=@"—2*+2)A+ (@5 +2* — 2 + 2+ 1)B.

On pose Uy = 2* —2® +wet Vg =2° +2* — 2% + 2+ 1. Alors, (Up, Vp) € S.
Maintenant, déterminons S.

On considére un couple (U, V) € S, c’est-a-dire vérifiant I’égalité (x). Alors,
A(U—-Uy)+B(V—=Vy) =0,dou (xx) A(U—-Uy) = —B(V —Vp). En particulier,
A/B(V —=Vp). Or PGCD(A, B) = 1, donc d’aprés le lemme de Gauss, A/(V —
Vo). Alors, il existe un polyndome @ tel que V — 1 = QA, et par suite, V =
Vo — QA. En remplagant dans 1’égalité (xx), on trouve aussi U = Uy + QB.
Cela montre que S C {(Up + @B, Vy — QA); Q € K[z]}.

Réciproquement, on considére un couple de la forme (Uy + @B, Vy — QA). On
montre facilement qu’il vérifie I'égalité ().

Par suite, S = {(Up + @B, Vo — QA); Q € K[z]}.  (c.q.f.d)

Maintenant donnons quelques conséquences importantes du Théoréeme de Bé-
zout 3.2.17.

[Corollaire 3.2.23 (Lemme de Gauss)}

Soient A, B et C trois polynomes. Si A divise BC' et PGCD(A, B) =1,
alors A divise C.

Preuve. Puisque A et B sont premiers entre eux, on peut écrire AU+ BV =1
pour certains polynomes U et V' (d’apreés le théoréme de Bezout 3.2.17). Alors,
ACU + BCV =C. Or A/A et A/BC. Donc, A/JACU et A/BCYV et par suite
A/ACU + BCV =C. (c.q.f.d)

[Corollaire 3.2.24}

Soient A, B et C trois polynomes. Si B et C divisent A, et
PGCD(B, C) = 1, alors BC' divise A.

Preuve. Puisque B/A, on peut écrire A = BB;. Comme C/A = BB et
PGCD(B, C) = 1, le lemme de Gauss (Corollaire 3.2.23) montre que C'/ By et
par suite BC/BB; = A.  (c.q.f.d)

[Corollaire 3.2.25}

Soient A, B et C trois polyndomes. Si PGCD(A,B) = 1 et
PGCD(A,C) =1, alors PGCD(A4, BC) = 1.
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Preuve. Puisque PGCD(A, B) = 1 et PGCD(A, C) = 1, on peut écrire AU+
BV =1et AUc+CVe = 1 pour certains polynémes Ug, Vg, U et Vi (d’aprés
le théoréme de Bezout 3.2.17). Alors,

A(AUBUg + UpCVe + BVUg) + BC(VVe) = 1

Par suite, d’aprés le théoréme de Bezout 3.2.17, PGCD(A, BC) = 1.  (c.q.f.d)

[Corollaire 3.2.26}

On considére n éléments aq, as, ..., a, de K deux a deux distincts, ou
n € N*. Alors, pour tout a € K\{ay, as, ..., an},

PGCD(ﬁ(x —aj),r—a) =1

j=1

Preuve. Facile & montrer par récurrence sur n en utilisant ’exemple 3.2.18 et
le corollaire 3.2.24.  (c.q.f.d)

Ces trois derniers résultats nous permettent d’établir une relation entre le
degré d’'un polynome et le nombre de ces racines. Précisément, nous avons le
résultat suivant :

,—[Proposition 3.2.27}

On considére n éléments ay, as, ..., a, de K deux a deux distincts, ou
n € N*. Alors, si ay, as, ..., a, sont des racines d'un polynome P, alors

(H(z — aj)> /P.

Preuve. On procéde par récurrence sur n. Le cas ou n = 1 est exacte-
ment la proposition 3.2.2. Alors, on peut supposer que n > 2. Supposons que

n—1 n—1
(H(Jc - aj)> /P. D’aprés le corollaire 3.2.26, PGCD(H(:U —a;), T — Q) =

j=1 j=1
1. Par suite, d’aprés le corollaire 3.2.25, on conclut que <H(x - aj)> /P.

j=1
(c.q.f.d)

[Corollaire 3.2.28}

Si P € K[z] est un polynéme non nul, alors le nombre de racines
distinctes de P dans K est au plus deg(P).
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Preuve. Si {a4, as, ..., a, } est ensemble de tous les racines de P (de cardinal

n € N*), alors deg (H(J? —aj)> = n et <H(x— aj)) /P. D’ou, puisque

j=1 =1
P # 0, n < deg(P). Cela montre le résultat.  (c.q.f.d)

Comme conséquence importante du corollaire 3.2.28, on déduit qu'un poly-
noéme qui a plus de racines que son degré est nécessairement nul. En particulier,
un polynoéme qui a une infinité de racines est nul.

Exemple 3.2.29

Soit P € R[z] vérifiant I’équation (x) P(x*) = P(z)P(z + 1). Alors, si P
est non nul, alors les seules racines réelles possibles de P sont 0 et 1. En
effet, st a est une racince de P, alors en utilisant I’équation, on trouve de
méme a® est une racine de P. Par récurrence on montre que, pour tout
n €N, a*" est une racine de P. Or la suite (a®"),>1 est croissante et peut
montrer facilement qu’elle sera strictement croissante si a ¢ {—1,0,1}.
Cela montre qu’en particulier, sia & {—1,0,1} alors P admet une infinité
de racines ce qui est absurde. Donc, les seules racines réelles possibles de
P sont —1, 0 et 1. Supposons que —1 est une racince de P. L’équation (x)
peut s’écrire en posant h = x + 1, P((h — 1)*) = P(h — 1)P(h). Ainsi, 4
est ausst une racine de P ce qui est absurde. D’otu, 0 et 1 est les seules
racines réelles possibles de P lorsqu’il est non nul.

A titre d’exercice, montrer que les seules racines complexes possibles de

29T 1 3
P40 sont —j et —j2ouj=e3 :—5—1—2'\/7—.

On termine cette partie par la notion du ppcm de deux polynoémes. On peut
la définir de la méme fagon qu’on a définit le pged.

~ Théoréme 3.2.30) \

Soient A et B deux polyndémes dans K[z]. On suppose que l'un au
moins A ou B est non nul. Alors, pour un multiple commun M € K|z]
de A et B, les assertions suivantes sont équivalente :

1. AK[z] N BKz] = MK]z].

2. Si A est un multiple commun de A et B, alors A est un multiple
de M.

3. M est de plus petit degré parmi les multiples communs de A et B.

Preuve. Essentiellement duale & celle du théoréme 3.2.10. (c.q.f.d)
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~ Théoréme et Définition 3.2.31) X

Soient A et B deux polynomes dans K[z]. On suppose que 1'un au moins
A ou B est non nul. Alors, il existe un unique un diviseur commun
unitaire M € K[z] de A et B qui vérifie I'une des assertions équivalentes
du théoréme 3.2.30. Il sera appelé le plus petit commun multiple
(PPCM, en bref) de A et B et noté PPCM(A, B).

Si A = B =0, alors nous convenons PPCM(0,0) = 0.

\ J

,—[Proposition 3.2.32}

Pour deux polynomes unitaires A et B, on a :

AB = PGCD(A, B)PPCM(A, B).

Preuve. Soit D le pged (unitaire) de A et B. On peut alors écrire A = DA,
et B = DBy avec PGCD(Ay, By) = 1. On cherche donc & montrer que ABy =
AgB est le ppcm de A et B. Or, ¢’est bien un multiple commun & A et B et si
M est un multiple commun & A et B, alors M est un multiple de D et on peut
écrire M = DM,. Alors, My est un multiple commun aux polynémes premiers

entre eux Ag et By. Il est donc multiple de Ay By et finalement M est multiple
de DAyBy, c’est-a~dire de ABy.  (c.q.f.d)

[Exercice 3.2.33}

Soient A = 2% +22? —x — 2 et B = 2® — 32 — 2 deux polynémes dans

1. Calculer D le pged de A et B.

2. Trouver les deux polynomes Uy et Vj tels que D = UyA+ VB avec
deg(Uy) < B et deg(Vp) < A.

3. Trouver le ppcm de A et B.

3.2.3 Factorisation de polynémes

Le théoréeme fondamental de I'arithmétique montre que tout entier peut étre
écrit comme un produit de nombres premiers d’une unique facon, a ’ordre preés
des facteurs. Ce résultat est d’une grande utilité théorique et pratique. Dans
cette partie nous présentons “le théoréme fondamental de 1’algébre”, le résultat
annalogue du théoréme fondamental de 'arithmétique dans le cas des poly-
nomes. Présisément, nous nous intéressons a la décomposition des polynémes
en facteurs de polynomes irréductibles, 'annolgue du nombre premier dans le
cas des polynomes.
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(Définition 3.2.34]

Un polynéme P est dit irréductible dans K[z] s’il n’est pas constant

et si ses seuls diviseurs sont les polynémes constants et les polynémes
associés.

Le théoréeme fondamental de I'algébre découle du théoréme célébre, dit théo-
réme de d’Alembert-Gauss, qui affirme que tout polynéme non constant
de C[z] posséde au moins une racine. La démonstration de ce dernier résultat,
qui reléve de 'analyse, est hors-programme.

Avant de donner et ainsi démontrer le théoréme fondamental de ’algébre, nous
avons besoin de donner quelques résultats. Le résultat suivant découle facile-
ment du théoréme de d’Alembert-Gauss.

,—[Proposition 3.2.35}

Dans C[z], les polyndmes irréductibles sont les polynomes de degré 1.
Autrement dit, un polynéme dans Clz] est irréductible si et seulement
s’il n’admet pas de racines dans C.

Donc la décomposition d'un polynéme dans C|z] est principalement basée sur
I’étude des racines de ce polynéme. Notamment, on aura besoin d’avoir une
information sur la multiplicité des racines définie comme suit :

,—[Proposition et Définition 3.2.36}

Soit a une racine d'un polynéme non nul P € Klz]. Alors, il existe
un entier m > 0 tel que (z — a)™/P et (x — a)™"! ne divise pas P.
Cet entier est appelé 'ordre de multiplicité de a ou simplement la
multiplicité de a. On dit aussi que a est de multiplicité m.

En particulier,

— Sim =1, a est dit une racine simple de P.

— Sim =2, a est dit une racine double de P.

Exemple 3.2.37
On considére le polynome P = x°(x +1)(z — m)*(2* + 1). Alors, 0 est unr
racine de multiplicité 3 de P, —1 est une racine simple de P et m est une

racine double de P. Aussi, P admet i et —i comme deuz racines complexes
simples.

Nous pouvons étendre a proposition 3.2.27 en utlisant le résultat suivant :
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,—[Proposition 3.2.38}

Pour tout (a,b) € K? et tout (m,n) € (N*)?, si a # b, alors
PGCD((z —a)™, (zx —b)") =1

Autrement dit, (x — a)™ et (z — b)" sont premiers entre eux.

,—[Proposition 3.2.39}

Si ay,as,...,a, € K sont des racines d’'un polynéme P deux a deux
distinctes de multiplicité mq, mo, ..., m,, € N*, respectivement, alors

(H(w - aj)"”) /P.

J=1

Preuve. Similaire a la démonstration de la proposition 3.2.27.  (c.q.f.d)

Nous verrons que la dérivée nous permettra de déterminer la multiplicité d’une
racine d’'un polyndéme. Pour cela nous avons besoin du théoréme suivant :

,—[Lemme 3.2.40 (Formule de Taylor)}

On considére un polynome P € Klz] de degré d € N et a € K. Alors,
P g’écrit d’'une maniére unique en fonction des puissances de (r — a)
comme sulvant :

k=d
P®(a) k
P = o (x —a)".
k=0
Pk
De sorte que, si P = Zak(x — a)*, alors a; = k'(a) pour tout

ke N.

,—[Proposition 3.2.41}

Un élément a € K est une racine de multiplicité m € N* d’un polynéme
P si et seulement si P(a) = P'(a) = --- = P™ Y(a) = 0 et P™(a) #
0.

Preuve. =. Si a € K est une racine de multiplicité m de P. Alors, il existe
un polynéme @ tel que P = Q(z — a)™. Alors, d’aprés la formule de Leibniz
de la dérivée d’ordre n d’un produit on trouve :

P == = 3 (1) (- am® @iy

k=0
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Cela donne le résultat.

«. Premiérement, il faut remarquer que m < deg(P) car P (a) # 0. Main-
tenant, pour trouver le résultat, il suffit d’écrire la formule de Taylor en a et
d’appliquer I’hypotheése. Précisémment, on trouve :

D’ou le résultat.  (c.q.f.d)

Proposition 3.2. 42W
Si z € C est une racine d’'un polynéme P € R[z] de multiplicité m €
, alors son conjugué z est aussi une racine de P de multiplicité m.

Maintenant on peut déterminer les polynémes irréductibles dans R[z].

Proposition 3.2. 43W
Dans R|z], les polyndmes irréductibles sont les polynomes de degré 1
et les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Des fois on n’a pas besoin de déterminer exactement le degré de multipli-
cité d'une racine a € K d’'un polynéome P mais plutdt juste l'existence d’une
certaine puissance de (x — a) qui divise P. Dans ce cas on peut juste utili-
ser le résultat suivant au lieu de dériver jusqu’a que 'on trouve la condition
P™(a) #0.

r—[Corollaire 3.2.44}

Un élément a € K est une racine d’'un polynéome P de multiplicité
au moins m € N* si et seulement si P(a) = P'(a) = --- = P™ 1 =0,

r—[Exercice 3.2.45}

Déterminer les entiers n € N tels que (v*+z+1)? divise (z+1)"—2"—1.

Remarque 3.2.46
D’apres la proposition 3.2.39, si aq,as,...,a, € K sont des racines d’un
polyndome non nul P deux a deux distinctes de multiplicité my, ma, ...,m, €
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N*, respectivement, alors il existe un polynéome Q) tel que
P=Q (H(l’ - aj)””) -
j=1
En particulier,
deg(P) = deg(Q) + my + -+ - + my,.

Alors, si deg(P) = my + -+ 4+ m,, alors deg(Q) = 0. Cela veut dire que
Q = X\ est un polynéme constant (A € K). D’aprés le lemme 3.1.6, on
déduit que X est le coefficient dominant de P.

Exercice 3.2.47}

Soit P € R[z] un polynéme de degré 4 tel que P(0) = P(1) = 1,
P(2) =4, P(3) =9 et P(4) = 16. Calculer P(—2).

r—[Exercice 3.2.48}

1. On considére un polynome P = z® 4 225 + 32* + 22 + 1 € C[z].
(a) Montrer que j est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.
(b) Décomposer P en facteurs irréductibles sur R et sur C.

2. Décomposer en facteurs irréductibles sur R et sur C les polynomes
suivants : P} = 2% +64; P, = 2% — 223 +272% — 22+ 26 (noter que
Py(i) = 0); Py = 22" +52° 4+ 1327 + T + 5 (calculer P3(—1+ 2i)).

r—(Exercice 3.2.49]

Déterminer le polynome P € Ry[z] de racines {1; —1;4; —i} et de coef-
ficient dominant 42.

Exercice 3.2.50}

Trouver le polynéme P € Ry[z] tel que (v —1)* divise P+1 et (v +1)*
divise P — 1.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le théoréme fondamental de
I’algébre.
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,—[Théoréme 3.2.51 (Le théoréeme fondamental de l’algébre)]—

Tout polynéme non constant P € C[z] de coefficient dominant A s’écrit
sous la forme :

A& — @)™ (@ — ap)™ - (& — a)™

avec aq, ..., a, € K, et mq,...,m, € N*.

Comme une conséquence importante, nous obtenons le résultat suivant qui
présente la factorisation des polyndomes dans R|x].

[Corollaire 3.2.52]

Tout polynéme non constant P € R[z| de coefficient dominant A s’écrit
sous la forme :

q

A H(Jc — xp)"* H(Jc2 + s + p;)ta
k=1

J=1

avec x1,...,2, € K, mq,...,my, p1, ..., 1ty € N* et les s; et p; sont des
éléments de R vérifiant s? —4p; < 0 pour tout 1 < j <gq.

[Exercice 3.2.53]

Trouver tous les polynémes P € R[z] vérifiant I'équation (%) dans
chacun des cas suivants :

(1) : P(%) = P(x)P(s +1);

(x): Ple+1)+ P(x—1) =2P(x).

Maintenant qu’on connait que tout polynoémes se factorise en polynomes ir-
réductibles, on peut en déduire le pged ainsi que le ppem de deux polyndmes
comme on le faisait pour les nombres entiers a partir de la décomposition en
facteur premiers.

D’abord remarquons qu’on peut écrire deux polynémes comme produit des
puissance de méme polynomes irréductibles. Par exemple, si P = 2*(z—1)?(z—
5) et Q = z(z — 3)(x — 7)%(x — 2), alors on peut écrire P = 23(z — 1)*(z —
5)(z —3)°%x — 1)z —2) et Q = z(z — 1)°(x —5)(z — 3)(xz — 7)*(x — 2).
Donc, les deux polynémes s’écrivent en fonctions des polynoémes irréductibles

z, (r—1), (x =5), (x = 3), (x =7), et (x —2).
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,—[Proposition 3.2.54}

Soient P et () deux polynomes dans K[z] s’écrivant respectivement
sous forme factorisée en polynémes irréductibles comme suit :

P:aﬁp,;“k et Q:ﬁﬁp,jk
k=1 k=1

ol les P; sont des polynomes irréductibles, et my, ni, m € N. Alors

m m

PGCD(P,Q) = [[ Pi* et PPCM(P,Q) =[] P

k=1 k=1

ou 1, = min(myg, ng) et ry = max(my, ng).
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3.3 Fractions rationnelles

Dans cette section, nous nous intéressons principalement a la décomposition
des fractions rationnelles en une somme de termes particuliers appelés simples.
Cette opération est trés utile dans de nombreuses situations, y compris le calcul
de primitives. Dans cette section, il y a des résultats *“ théoriques ” qui montrent
I’existence d’une telle décomposition et il y a des résultats et des méthodes “
pratiques ” qui aident & la décomposition des fractions rationnelles.

3.3.1 Définitions et premiéres méthodes de décomposi-
tion

Nous commengons par une liste de vocabulaire que nous utilisons tout au long
de cette partie.

[Déﬁnition 3.3.1 (Fractions rationnelles)}

A
Toute fonction de la forme F = 3 € K(z), o A et B sont deux

polynomes de K[z| avec B # 0, est appelée une fraction rationnelle.

Vocabulaire.

1. Si le numérateur A et le dénominateur B d’une fraction rationnelle F' =

— € K(x) ne sont pas premiers entre eux, alors on peut réduire F' en divi-

B
A
sant A et B par le PGCD de A et B, soit D ce PGCD. On pose Ag = D
B
et By = D Alors, Ag et By sont deux polynémes premiers entre eux et on
Ao
P ==
a B,

On dit que go est une forme réduite (ou irréductible) de F.

Il est facile dg voir qu’il existe une forme réduite de F' avec un dénomi-
nateur unitaire (& faire a titre d’exercie). Ainsi, cette forme sera appelé
la forme réduite (ou irréductible) de F. Elle s’obtient comme suit :
Soit Bj l'associé unitaire de By, c’est-a-dire, le polynéme unitaire tel que
By = BBy, ou 3 est donc I'inverse du coefficient dominant de By qui existe

A
puisque By # 0 car B # 0. Alors, F' = % est la forme réduite de F.
1

A
2. Soit =2 une forme irréductible d’une fraction rationnelle F. On appelle

0
pole de F toute racine a € K de By. La multiplicité de « en tant que
racine de By est appelée ’ordre (ou la Imultiplicité) du pole a.

En particulier, un pole d’ordre 1 est dit simple.
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3. On appelle zéro de F toute racine a € K de Aj.
La multiplicité de o en tant que racine de Ay est appelée ordre (ou la
multiplicité) du zéro a.

Le résultat principal de cette section montre que n’importe quelle fraction
rationnelle admet une décomposition en une somme de termes particuliers dits
simples définis comme suit :

(Définition 3.3.2]

— Toute fraction rationnelle F' & coefficients dans C de la forme

a

(x — 2z0)7

ot a, zy € C et j € N*, est dite simple.
— Sur R il y’a deux types de fractions rationnelles simples :
— Toute fraction rationnelle F' & coefficients dans R de la forme
d
(x —a)l
ou a,d € R, est dite simple de premiére espéce.
— Toute fraction rationnelle F' & coefficients dans R de la forme

ar + b
(22 4+ ax + B)I

oua,b,a, 5 € Ret 7 € N* est dite simple de seconde espéce si
2> +ax+f est un polynome irréductible sur R (i.e., a®?—48 < 0).

Exemple 3.3.3
Nous considérons les fractions rationnelles suivantes :

— Les fractions rationnelles suivants sont des exemples des fractions ra-

tionnelles simples sur C :
1 2 24 1 T+

(x—i\/g)y” (1}—7)2’5’ r—92+ 3 x_g.

— Les fractions rationnelles suivants sont des exemples des fractions ra-
tionnelles simples sur R :
3 11 2 x/4 2x — 1 224
=2 (x—T7)2 22 +1" (22 —x+1)3 (22 +1)>

— Noter que les fractions rationnelles simples sur R de seconde espece
ne sont pas des fractions rationnelles simples sur C.

x/4 2r — 1
x?2+1 ‘ (22 —z+1)3
nelles simples sur C, car les deuz polynomes x> +1 et 2> —x + 1 ne
sont pas irréductibles sur sur C.

Par exemple ne sont pas des fractions ration-
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x/4
x? —3v+2
2% —3x+2 n'est pas irréductibles sur C car 2° —3r+2 = (v —1)(x—2).

— Aussi n’est pas simple ni sur R ni sur C, car le polynéme

Notre objectif dans cette section est d’acquérir des techniques qui nous per-
mettent de décomposer une fraction rationnelle en une somme d’éléments
simples. Comme il est indiqué précédemment, nous allons donner deux ré-
sultats principaux (théoriques) qui montrent 'existence et 'unicité d’une telle
décomposition. Tout d’abord, commencons par quelques méthodes “pratiques”
de décomposition des fractions rationnelles particuliéres. En fait, ces méthodes
seront utilisées aussi pour démontrer les résultats principaux.

- Partie entiére d’une fraction rationnelle.

Tout d’abord signalons que généralalement, on se raméne & décomposer que

A
des fractions rationnelles de la forme F' = 5 avec deg A < deg B. En effet,

A
supposons qu’on a une fraction rationnelle F' = 5 telle que deg A > deg B.

Par la division euclidienne de A par B, il existe Q,R € K[z], A = QB+ R
avec deg R < deg B. Ainsi, on obtient la décomposition suivante de F :

R
F = =
Q+3

On montre facilement que le polynéme () ainsi trouvé est unique, il sera ap-
pelé la partie entiére de F'. 1l est claire que si deg A < deg B, alors la partie
entiere de F' est simplement le polynéme nul.

Cette remarque explique comment trouver la partie entiére d’une fraction
rationnelle. Elle permet aussi de restreindre 1’étude de la décomposition des

fractions rationnelles aux cas des fractions rationnelles de type F' = 5 avec
deg A < deg B.

Passons maintenant aux premiéres techniques de décomposition.

A
- Décomposition des fractions rationnelles de la forme F' = —( (x))k
r—a
avec deg A < k.
i on rati Aa)
On considére une fraction rationnelle F' de la forme F(z) = m avec
r—a

A e Klz] et deg A < k.
En utilisant la formule de Taylor de A en a, on trouve :

A(k—l) (a)

A(z) = A(a) + A'a)(z —a) + -+ m(m

_ a)k;—l
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On remplace A(z) par son expression obtenue ci-dessus, on trouve donc la
décomposition de F' en éléments simples :

Exemplg \3.3.4 | . 23902 4 30 4 4
On considére la fraction rationnelle F(x) = @1
m R
On pose P = 2® + 22 + 3z + 4.
La formule de Taylor de P en 1 s’écrit :
P@(1 P®(1
P(z)=P(1)+ P'(1)(x —1) + 2‘( )(x — 1%+ 3|< )(ac —1)*
Apres le calcul on trouve :
P(z) =104 10(x — 1) + 5(z — 1)* + (z — 1)°
D’ou, on trouve la décomposition de F' en éléments simples :
10 10 5 1
F =
(z) (x—1)4+(x—1)3+(x—1)2+x—1
P(z)

- Décomposition des fractions rationnelles de la forme F' =

(2% + ax + b)k
avec z° + ax + b est irréductible sur R et deg P < 2k.

P(z)

(2% + ax + b)k
avec P € R[z], deg P < 2k et 2* + ax + b est un polynome irréductible sur R.

On considére une fraction rationnelle F' de la forme F(z) =

On pose A = 2% + ax + b. La décomposition de F peut étre obtenue en
effectuant des divisions euclidiennes successives comme suit :

(1) P=OQ)A+ R,
(2) Q1= QA+ Ry

(k—=1) Qr2=Qr1A+ Ry
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Puis, on utilise successivement ces égalités comme suit :

QlA + Ry
F=—
o3 Ry
YT
QQA + Ry Ry
Ak—1 + % Ak
Qs Ry

- Ak—2 A Ak

 Qrr | Bra R Ry
=4 Tt A1 T g

Par un calcul simple, en utilisant les égalités (1), (2), ...,(k—1), on trouve que
deg(Qx-1) < 1. Do,

Qr—1 Rk Ry Ry
Tttt g

F =

est bien une décomposition de F' en éléments simples.

Exemple 3.3.5
On considere la fraction rationnelle suivante :

=2t 420 — 2 420+ 2

F(x) = (22 + 1)3

La décomposition peut se faire par divisions euclidienne successives du
numérateur x° — 22 + 223 — 2* + 20+ 2 par 2* +1, puis du quotient obtenu
par 22 +1 :

z+1 3 T — 2

@17 @1 Pl

Quand k = 2, on a besoin d’effectuer qu'une seule fois la division euclidienne
comme montre 1’exemple suivant :

Exemple 3.3.6 21
On considére la fraction rationnelle suivante : F(x) =

(22424 1)%
On effectue la division euclidienne de x®> + 1 par 2* +x + 1 :

Prl=(-DE@*+r+1)+2
Par suite, on trouve la décomposition de F en éléments simples :

3+ 1 r—1 2

(22 +x+1)2 _a:2+:c+1+(:c2+x+1)2'
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- Identité de Bézout.

Nous pouvons décomposer certains fractions rationnelles en éléments simples
en utilisant I'identité de Bézout. D’abord remarquons la variante suivante du
théoréme de Bézout.

[Lemme 3.3.7]

Soient A et B deux polynémes non constants. Si A et B sont premiers
entre eux, alors il existe deux polynémes U et V tels que UA+V B =1
et deg(U) < deg(B) et deg(V) < deg(A).

Preuve. D’aprés le théoreme de Bézout, il existe deux polynomes Uj et Vj tels
que UpA + Vo B = 1. On effectue la division euclidienne de Uy par B, et ainsi
on trouve Uy = QB + R, avec Q, R € R[z], tel que deg(R) < deg(B). Alors,

1=UpA+VyB=(QB+R)A+V,B=RA+ (QA+V,)B

Onpose U =RetV =QA+Vy. Onabien UA+V B =1 et deg(U) < deg(B).
Et puisque, VB =1 — UA. Alors,

deg(VB) = deg(l —UA) = deg(UA) (car A n’est pas constant).
Donc,
deg(V') + deg(B) = deg(U) + deg(A) < deg(B) + deg(A).
Par suite, deg(V') < deg(A4).  (c.q.f.d)
Ce résultat permet de décomposer une fraction rationnelle ' de la forme

P
F@) = Zigm
premiers entre eux. En effet, de méme, A" et B™ sont premiers entre eux. Donc,

d’apres le lemme 3.3.7, il existe deux polynémes U et V tels que UA"+V B™ =
1 et deg(U) < deg(B™) et deg(V) < deg(A™). Ainsi,

P PUA"+PVB™ PU+ PV
- Anpm An Bm ~ Bm  An

,ou P € K[z] et n,m € N*, avec A et B sont deux polynoémes

F(z)

Nous continuons ainsi la décomposition de chaque terme, en uti-

m et W’
lisant soit lidentité de Bézout une autre fois ou les méthodes indiquées précé-
demment.

Des fois on obtient directement la décomposition en éléments simple, comme

il est le cas dans ’exemple simple suivant :

Exemple 3.3.8 1
On considére la fraction rationnelle F(x) = CERICET)
1

On remarque que §(x2 +1) — 5(1’ + 1)(z — 1) = 1. D’ot on trouve la
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décomposition de F' en éléments simples :

/2 1/2(z+1)

F —
() r—1 2 +1

- La division suivant les puissances croissantes.

Az
Maintenant, pour décomposer une fraction rationnelle du type F(z) = —né () 7
x"B(x
on peut utiliser la division suivant les puissances croissantes présentée dans le

résultat suivant :

~ Théoréme et Définition 3.3.9] .

Soient A et B deux polynomes de K[z] avec B(0) # 0. Alors, pour tout
p € N, il existe un unique couple (Q, R) € K[z]* tel que

A=BQ+ "R et deg(Q) <p.

Cette opération s’appelle la division suivant les puissances crois-
santes de A par B a l'ordre p.

\ J

La méthode de calcul de la division selon les puissances croissantes est exac-
tement la méme que celle de la division euclidienne en rangeant les deux po-
lynomes dans le sens inverse, c’est-a-dire suivant les puissances croissantes.

Exemple 3.3.10

On considére les deuz polynomes A = 1+3x+22* =72 et B = 1+ x—22°.
On effectue la division suivant les puissances croissantes de A par B a
lordre 3.

1 43z +22%2 —72° 1+ 2z — 222
+2r +42® —7a2° 1+ 2z + 22% — 52°
+22% —32°
—5x% 44zt
+9z7  —102°

Ce qui s’écrit :

A= B(1+ 2z + 22 — 52°) + 2*(9 — 10z)

Maintenant, on montre comment on peut utiliser la division suivant les puis-
sances croissantes pour aider a la décomposition d’une fraction rationnelle en
A(x)
x"B(x)
B # 0 deux polynomes et n > 1. Par la division suivant les puissances crois-
santes de A par B a l'ordre n — 1, il existe un unique couple (Q, R) € K[z]?

tel que

éléments simples. Soit F'(z) = une fraction rationnelle, avec A et

A=BQ+z2"R avec deg(Q)<n-—1

SMIA(S1) - Algebre 2 95 Pr. Bennis (FSR)



3.3. FRACTIONS RATIONNELLES

Alors, Q = by + bz + -+ bp_12" " avec by, ..., b,_1 € K. Par suite, on trouve
une décomposition de F' obtenue comme suit :

BQ + "R
F=———"— /—
2" B(x)
Q "R
" * 2" B(x)
@ bl bnfl R

:x”+x"*1+“.+ x +B(;1:)

Ainsi, pour obtenir une décomposition de F' en éléments simples, il reste a

décomposer la fraction rationnelle

B(x)

Exemple 3.3.11
On considere la fraction rationnelle suivante :

P 4ot —102° + 82° —da + 1
(z) = 3z — 1)2

Effectuons la division suivant les puissances croissantes a 'ordre 3 (qui
est lexposant du facteur x) du numérateur 1 — 4x + 82° — 102> + 4z par
(x—1)*=1-22+2%:

1 —da +82* — 102% + 4o = (1 — 2z + 2%) x (1 — 27 + 327) + (—22° + 2).
On obtient la décomposition suivante de F :

1 2 3 r—2
Fo)= — — =424 272
(@) 2 2?2 o (x—1)2

En décomposant aussi la derniere fraction rationnelle comme suit :

x—2 (z—-1)-1_ 1 1

(z—12  (z—-12  z-1 (z—1)?

obtient la décomposition de F' en éléments simples :

1 2 3 1 1
Flo)= — — = 4+2_
(=) 3 x? * x  (r—1)2 *

x—1

Remarque 3.3.12
1. Cette méthode est efficace pour un exposant assez grand (en général
plus grand que 3). Pour des petits exposants, on utlise en pratique
d’autres méthodes qu’on va présenter dans la prochaine partie.
2. En général, cette méthode peut étre utilisée aussi pour une fraction
P(z)
(x —a)"Q(z)

changement de variable u = x — a, puis on exprime F' en fonction de

rationnelle du type F = . Pour cela, on considére le
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P
u. Il aura ainsi la forme F = M. Donc, on peut maintenant
unQ(u + a)
appliquer la méthode proposée et a la fin on revient & la variable x =
U+ a.
[Exercice 3.3.13}
3
1
Décomposer la fraction F(z) = rAres en éléments simples.
xt(zr —1)3
Réponse.
@?+r+1 1 49 17, _ 3 8 17 (c.q.f.d)
viz—1)3 24 23 22 oz (r—13 (2—-12 z-1 a-t

3.3.2 Théoréme principal de la décomposition des frac-
tions rationnelles et d’autres méthodes pratiques
de décomposition

Les méthodes présentées jusqu’a maintenant aident a la décomposition des

fractions rationnelles particuliéres. En fait, elles sont aussi utiles pour montrer

que n’importe quelle fraction rationnelle se décompose en éléments simples

d’une maniére unique. En utlisant ce dernier résultat, on peut développer
d’autres méthodes pour décomposer les fractions rationnelles en éléments simples.

On commence par le cas de la décomposition sur C.

~ Théoréme 3.3.14] X

Toute fraction rationnelle F' & coefficients dans C admet une décom-
position d’une maniére unique sous la forme suivante :

P m, bi,

i=1 k=1

ou £ € Clz] et b, ; € C.

Vocabulaire.

— Cette écriture est appelés la décomposition en éléments simples (en
bref, DES) de F' sur C.

— Le polynéme E s’appelle la partie entiére de F.

b .
) gont les éléments

— Pour ¢ € {1,...,k}, les fractions rationnelles ( -
Tr — a;

simples associés au pole a;.
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bi 1 b;
(x — a;) (x — a;)?

bi p, :
ﬁ la partie polaire de F' associée au pole a;.
r — a; )"

— Pour ¢ € {1,...,k}, la fraction rationnelle

Comme il existe deux types d’éléments simples sur R, la décomposition R sera

généralement constituée de deux parties : une partie contenant des éléments
simples du premier espéce et une autre partie avec des termes des éléments
simples de la seconde espéce.

[Corollaire 3.3. 15}

Toute fraction rationnelle F' 4 coefficients dans R admet une décom-
position d’une maniére unique sous la forme suivante :

q

F= E+ZZ (x — a;) +ZZ IQ—I—bx—i-cz)

i=1 k=1 =1 k=1

ou E est un polynome de R[z] et les nombres b; ;, a;, b; et ¢; sont des
réels, avec by — 4c¢; < 0, et les A; ; € R[z] sont des polynomes de degré
au plus 1.

Vocabulaire.

— Comme dans le cas des fractions rationnelles & coefficients dans C, la dé-
composition de F' présentée dans le corollaire 3.3.15 est appelée la décom-
position en éléments simples (en bref, DES) de F' sur R et le polynome
E s’appelle la partie entiére de F'.

. . d; ; 1 . .\
— Les fractions rationnelles ﬁ sont les éléments simples de premiére
r — a;
espéce associés au pole a;.
bi1 bi 2

(x—a;) (x—a;)?
la partie polaire de F' associée au pole a;.

A - sont les éléments simples de
(2 + bjx + ¢;)7

seconde espéce associés au polynome (irréductible) 2% + bz + ¢;.
Maintenant, les informations fournies par les deux résultats fondamentaux
de la décomposition ci-dessous peuvent étre utilisées pour développer d’autres
méthodes pratiques qui aident au calcul du DES des fractions rationnelles.

Commencons par la méthode la plus élémentaire :

— Pour ¢ € {1,...,k}, la fraction rationnelle

bivpi
(x —a;)™

— Les fractions rationnelles

- Identifications des coeflicients.

Cette méthode consiste a réduire au méme dénominateur le membre de la
DES d’une fraction rationnelle F' = 3 avec deg A < deg B et a identifier les

coeflicients dans les numérateurs.
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Exemple 3.3.16
On consideére la fraction rationnelle suivante : F(x) =

La DES de F' est de la forme

> +r+1
z(z—1)(z+1)

A
F(ZL’):;—Fxﬁl—Fx—j_l, avec A\, u,v € R

On réduit au méme dénominateur le membre de la DES, on obtient :

P4+l = Mo— D@+ 1)+ pa(z+ 1)+ vo(z — 1)
= A+p+v)et+(p—v)z—A\

D’ou, par identification, on obtient le systéme suivant :

Ad+pu+rv =1
W—v =1
—-A =1

Ce systeme admet pour seule solution A\ = —1, up = 3/2, v = 1/2. Par
suite, on obtient la DES de F :

—1 n 3 n 1
r  2xz-1) 2x+1)

- Evaluation et Limite.

Si on veut établir des relations entre les coefficients, on peut substituer a x des

valeurs v qui ne sont pas des podles de F' ou on peut calculer des limites (par

exemple, lim zF'(z)) de deux maniéres. Pour bien comprendre cette méthode,
T—r00

on donne 'exemple suivant :

Exemple 3.3.17
On considere la fraction rationnelle de ’'ezemple précédent.

> +ar+1 A U
F pu— == —
(z) z(x—1)(z+1) $+x—1+:5—1—1

On peut établir des relations entre les coefficients :
— FEn utilisant les limites :

On obtient l’équation A+ p+v =1 en utilisant les limites suivantes :
> +ar+1 A U

li = li —
xggoix(x— D(x+1) xggox(:v + r—1 + r+1

)

— En remplacant x par une valeur :

7
Par exemple, on obtient ’équation 6= 3 +u+ % en remplagant x
par 2.
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- Multiplication et substitution.

Cette méthode permet de trouver le coefficient du terme de plus haut degré

de chaque partie polaire.
On utilise les notations du théoréme 3.3.14.
Soit i € {1, ..., k}. Pour déterminer le coefficient b; ,,,, on multiplie F' et sa DES

par (x — a;)™ et on évalue 1'égalité obtenue en remplagant z par a;.

Exemple 3.3.18
On considere la fraction rationnelle suivante :

22t 4+ 2%+ 32 — 6+ 1
N 203 — 12

F(x)
Premierement, en utilisant la division euclidienne on obtient :
F(z) =241+ Fi(2)

422 — 6 1
avec Fy(z) = %

Puis, en tenant compte de la factorisation du dénominateur de Fy, la DES
de I est de la forme :

Y

A B
(%) F1<$>:ﬁ+;+i avec A, B,C e€R

T
r—3

On obtient A = —1 en multipliant les deux membres de cette égalité par
z? et en remplacant = par 0. Pour cela, on utilise l’écriture suivante :

 4a® —6r+1

A= =-1
20 — 1 20
o 1 .
De méme, en multipliant par x — 5 on obtient :
422 — 6 1
Rt il o IS

222

=

1l reste a détermainer B. Pour cela, on propose deux méthodes :

— On remplace x par 1 dans l’égalité (x). Ce qui donne l’équation : —1 =
A+ B-2C. D'ou, B=4.

— On peut aussi obtenir B en multipliant les deux membres de [’égalité

(%) par x et en passant a la limite pour x — +oo. Alors, on obtient,
2=B~+C. Dou, B=4.
Par suite,
1 4 2

X I—§
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Exemple 3.3.19
On considere la fraction rationnelle suivante :

425 — 20° + 112t — 22 + 11?2 + 22 + 3
) = r(x? 4 1)3

La DES de F' est de la forme

a+ bx + ¢ dr +e fr+g
r  (22+1)3 (22412 2241

F(z) =

avec a,b,c,d,e, f,g € R.
Alors, a s’obtient simplement comme suit :
428 — 22° + 1t — 23 + 1122 + 22+ 3
a = - 3
(24 1)3

Maintenant, on effectue la soustraction suivante :

=0

a  x® =2t + 22 — 2?4 20+ 2
r (22 41)3

Ainsi,
br + ¢ n dr +e n fx+g
(x2+1)3  (22+1)2  22+1

On peut obtenir b et ¢ en multipliant par (z* + 1)* puis en replacant x
par i ou par —i (avec séparation des parties réelle et imaginaire). Mais
br +c _
m puis
simplifier par (z* 4+ 1)? et enfin calculer d et e. De méme pour calculer f
et g. Cela entraine beaucoup de calculs. Pour cela, on propose la méthode
survante :
La décomposition peut se faire par divisions euclidienne successives du
numérateur x° — 2x* + 21 — 2%+ 22+ 2 par * + 1, puis du quotient obtenu
par x* +1 :

Fi(z) =

cela est insuffisant pour conclure : il faut encore soustraire

4m6—2m5—|—11m4—x3+11x2+2x—1—3_3 x+1 3 r—2

z(z? +1)3 r (22 + 1)3+(x2 - 1)2—i_x2 +1

- Calcul de la partie polaire relative a un poéle simple.

A
Si « est un pole simple d’une fraction rationnelle F' = 3 alors le coefficient

A(a)

de la partie polaire relative a o est :
B'(a)

On applique cette méthode sur I'exemple 3.3.16.
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Exemple 3.3.20

2
1
On considere la fraction rationnelle : F(z) = ATt

z(rx—1)(z+1)

. Alors,

2 4+rx+1
F) = ———.

—
La DES de F est de la forme

A 1 v
F(x)=—
(z) x+x—1+x+1

On a (2° —x)" = 32% — 1. Alors, en appliquant la régle ci-dessous, on
obtient : A= —1, u=3/2, et v =1/2.

[Exercice 3.3.21]

1

xn_

On considére un entier n € N*. Décomposer en éléments simples

sur C.

- Parité.

On suppose que F' est une fraction rationnelle paire ou impaire. En comparant
les DES de F(z) et de F(—x) = £F(z), et en utilisant “I'unicité" de la DES,
on obtient des relations simples entre les coefficients.

Exemple 3.3.22
1. On consideére la fraction rationnelle F(x) =

La DES de F est de la forme :

2?2 +1
(x —1)2(x+ 1)

a b c d
i R S VRS S P

ot a,b,c,d € R. Il est claire que F' est paire, alors on a :

. —a n b n —c n d
S+l (412 -1 (x—1)%

F(z) = F(—x)

Par unicité de la DES, on déduit que : a = —c et b = d. Par suite,
il reste a déterminer que les deux inconnues a et b. On les détermine
facilement comme suit :

22 +1 1

b= ——— ——
(x+1)2m:1 2

1l reste a déterminer a. Pour cela, on remplace x par 0 dans l’égalité
(%), ce qui donne 'équation : 1 = —a+b+c+d = —2a + 2b. D’ou,
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a=20.

1/2 1/2
Par suite, F(z) = / /

=17t 1P
2. On considere la fraction rationnelle G(x) =

La DES de G est de la forme :

a b c d
) G = T e T a1y

ou a,b,c,d € R. Il est claire que G est impaire, alors on a :

a b c d

Ga)=-CGl0) = g~ Grm a1 Goe

Par unicité de la DES, on déduit que : a = ¢ et b = —d. Par suite,
il reste a déterminer que les deux inconnues a et b. On les détermine
facilement comme suit :

X

1
s+ 12| . 4
( ) rx=1

1l reste a déterminer a. On remarque que si on remplace x par 0 dans
l’égalité (xx), on ne peut pas trouver une équation pour déterminer a.
Alors, on remplace par d’autre nombre par exemple par 2 (ou aussi
par i). On trouve aussi que a = ¢ = 0.

_ 1/ 1/4
Par suite, G(z) = 17 @rl

[Exercice 3.3.23]

Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples :

x a8

t .
(:104—1)Ze 6 —1

Réponses.
+ 116 1/8  1/16  1/8 /4 /4
(=12 (z—-12 (z—1) (z+1)2 (z+1) (22+1)2 22+1
8
x 5 1 1 1 2r +1 20 — 1
= = - — . .q.f.d
26 —1 $+6($—1 $+1+x2+x+1 2 —x+1 (c.q.f.d)
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r—[Exercice 3.3.24}

On considére la fraction rationnelle

bt — 34a® + 702% — 33z — 19
a (z —3)? '

F

1. On pose P = 5a* — 342 + 702> — 332 — 19.
Ecrire la formule de Taylor de P en 3.

2. En déduire une décomposition de F' en éléments simples sur R.
3. Décomposer, par une autre méthode, F' en éléments simples sur R.

4. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H =
a3+ 22% + 3z 4 4

(z = 1)1

en éléments simples sur R.

r—[Exercice 3.3.25}

3a° — bt +42% — 11z + 1
(2242 +1)8 '
On pose A =32 — b2t + 42> —1la+1et B=2>+2 + 1.

1. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de A
par B.

On consideére la fraction rationnelle F' =

2. En effectuant des divisions euclidiennes successives, déterminer la
décomposition en éléments simples sur R de F'.

3. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H =
x5+ 2t — 2?

m en éléments simples sur R.

r—[Exercice 3.3.26}

1. Trouver deux polynémes U et V de degré au plus 1 tels que U (2 +
s+ 1) +V(E*+1)=1.
x
(22 4+z+1)(x2+1)

2. En déduire la décomposition de F' = en élé-

ments simples sur R.
3. Décomposer, par une autre méthode, I’ en éléments simples sur R.

4. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H =
z? + 2
(x 4+ 1)%(x? 4+ 22+ 2)

en éléments simples sur R.
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r—[Exercice 3.3.27}

2
(22 + 1) (z —1)*
1. On pose G(y) = F(y+1). En utilisant la division suivant les puis-

sances croissantes, donner la décomposition en éléments simples de
G sur R.

2. En déduire la décomposition en éléments simples de F' sur R.

Soit F' la fraction rationnelle définie par F' =

3. Décomposer, par une autre méthode, F' en éléments simples sur R.

4. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H =
¥ —a? 422 -1

(z = 1D)H(x —2)°

en éléments simples sur R.

r—[Exercice 3.3.28}

1. Effectuer la division selon les puissances croissantes du polyndéme
constant 1 par 1 — x a 'ordre n — 1.
On rappelle que, pour tout n € N*, 2" — 1 = (z — 1)(z" " +--- +

r+1).
2. En déduire les décompositions en éléments simples des fracions
1 1
rationnelles suivantes sur R : ] = ——; Hy = ——;
(1 —x) (1 —x)"
1
H; = )
P ) +2)°
r—[Exercice 3.3.29]
=323 — 222 + 1

Soit F' la fraction rationnelle définie par F' =

4t o+ 1
1. Factoriser le dénominateur. (noter qu’il admet une racine évidente)

2. Décomposer en éléments simples F' sur R puis sur C.

3. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H; =
—10z* + X* — 192% + z — 10

en éléments simples (sur R et C).

0+ 223 + o
4. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle Hy =
1122 — 52 —10 .
503 _ 5.2 en éléments simples sur R.
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r—[Exercice 3.3.30} \
7
Soit F' la fraction rationnelle définie par F' = ——.
3 — 3z + 2
1. Factoriser le dénominateur de F. (noter qu’il admet une racine

évidente)
2. Effectuer la division euclidienne du polynéme z* par .
3. Décomposer en éléments simples F' sur R.

4. (Autre exemple) Décomposer la fraction rationnelle H =
z* + 82° + 1822 + 52x — 4

(x +4)(22+4)

en éléments simples (sur R et C).

\. J

r—(Exercice 3.3.31} \

1
(% —1)?
1. Ecrire la forme de la décomposition en éléments simples de F' sur
R. Le calcul des coefficients n’est pas demandé.

Soit F' la fraction rationnelle définie par F' =

2. Montrer que F' est paire et en déduire les premiéres relations entre
les coefficients.

3. Décomposer en éléments simples F' sur R.

4. (Autre exemple) Suivre la démarche ci-dessus pour décomposer
3

la fraction rationnelle H = en éléments simples (sur R et

4 —
C).
r—[Exercice 3.3.32} \
) . . 1 .
1. Décomposer la fraction rationnelle F' = en élé-

(x —1)3(x+1)3
ments simples sur R.
2. En déduire deux polynomes U et V tels que (z+1)*U+(X—1)*V =
1.

\. J

r—[Exercice 3.3.33} \

1. Décomposer le polynome z* + 1 dans C puis dans R.

1
2. En déduire une décomposition de F' = ———— en ¢éléments
zh(zt + 1)

simples sur R.
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CHAPITRE 3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

r—[Exercice 3.3.34}

Pour un entier n > 0, on considére un polyndéme
P=Xz—a)™(x—ag)™ - (r—a,)™

avec A € C* et (a;,m;) € Cx N* pouri =1,...,n.
P my My,

Montrer que — = 4ot .
P z—a T — ay,

,—[Exercice 3.3.35 (Fractions n’ayant que des poles simples)]—

Soit n € N*.

n! " (=1)kCk
_Z( )"Ch

1. Montrer que

x(z-i—l)---(x-l—n)_kzo r+k
1 e 5"
2. Montrer que = — e—m'
" —1 nir—en

r—[Exercice 3.3.36}

Décomposer en éléments simples les fracions rationnelles suivantes :

rt4+1 -8
o= r2(x2 4+ 2+ 1)’ Gz = (x—1)(x —2)%(x — 3)%’
6
T
= @D
1 x® (22 +1)2
O e T @ayaeE T o
8
T
G7—CC6—1’
B +r+1 1 (22 —z+1)?
Gs= a1 P o) G0 T E e
xt(x —1) (2 422+ 1)(23 - 1) 22(x —1)
Réponses.
oo L 2 1 20 + 2
T2 (24412 224z+1
G2 . -8 -8 w0 -4
-1 (@2 (@-2? (z-3)  (z-3)
-1 1/2 2 19/4
Gy=x+3+— /2, 5 o/

4(x2+1)+(x—1)3 (x—1)2+x—1

_ /32 5/64  15/128  35/256 35/256  1/32  5/64
T -1 -0 (w—1?® (z—12 z-1 (z+1p5 (z+1)*
15/128  35/256  35/256

(z+13 (z+12 z+1
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3.3. FRACTIONS RATIONNELLES

1/4 1 2 1/4
Gie14 /4 N x/2 x4l
(x+1)2 x+1 (22412 22+1
G 4 o8 8 4
B N e N e N R VR O
G L1 Lo, 2wl 21 — 1
=T —_ — —
! 6\z—1 z+1 224zxz+1 22—z+1
G L4 9 w3 8 7
Tt B 22 oz (m—1P3 (—12  z-—1
oo CL2 -84 112 U3 Y3 -2 -3/4 112
YT wH1)? 2+l z—1 " z—j§ z—-452 (@+1? z+1 z-1
2 +1
32+ x+1)
G —1+1+ !
0 2 (r—1)2
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