Chapitre 1V :

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Plan du chapitre :

1) Formule de Taylor et Variantes
2) Développements Limités

3) Applications au calcul des limites



2) Formule de Taylor :
2.1 : Formule de Taylor :

Si f est un polynbme de degré n cad

f(z) =anz™+a, 12"+ ...+ a1z + ap.
f(0) = aop.

f/(x) = napz™ 1 + .. + 2a>2 + a
J

/
f(0) =aj.
Aprés k itérations, on obtient f(¥)(0) = kla,

Ainsi f s’ecrit :
f(w)—f(0)+f’(0)a;+f <0> 224 . _|_f( ><o> n

Peut-on généraliser cette propriété a une fonc-
tion f "quelconque' 7



Théoréme (Formule de Taylor) Soit f une
fonction C* sur [a,b], alors il existe ¢ €]a, b[
tel que :

£(b) = fla) + LB f/(a) + CD2 pr(a) 4+ .+

G- 00 ) 4 s )

Sion prend a=0 et b =2, on obtient :
f(x) =

( ). f(”)(o) o 2" 4
-I-( —|—1)'f (c)

Le polynome de Taylor associé a f est :

f! <0> f<”>0)

n!

L

Tn(f) =

n+1

Le reste est R, = (nF1)




Formules de Taylor de quelques
fonctions usuelles.

2 n
l.e*=14z+% + ...+ L + Azt

avec A = (n—T——l)'

2. sin(e) = o — 5+ &+ + (éz:ﬂp)!f'ﬁp“ +
Ax2rt2,

3. cos(z) = ]__55_2!_|_ﬁ_£;_|_”._|_((;;))f)x2p_|_14x2p—|—1.

4. 1 =14 24224 .. 42"+ Agntl

11—

1
(1—0)”"‘2.

avec A =



5. log(l—x) = -z — L — .. — 20 4 Az" 1 avec

1 2
A=  n(l—c)nt1”

0. (1_|_x)oz_1_|_om_|_oz(a 1) 2_|_

“+oz(a—l)...qg?—(n—l))mn+A$n+1

avec A=a(a—1)..(a —n)(1+c)* "1

a) Pour a = —-1:

b) POUI’CV:%:

THz=1+5e -5+ + G0 12727,?))2'2224-
Agnt1



Application au calcul numeérique

h / h2 7
flath) = (@) + 121" @) + 2 (@) + .

hn—I—l
(n 4+ 1)!

L+ Z—Tﬂ”)(a) + £ ()

Si on pose,
hn
9(a) = f(@) +hf'(@) + -+ ()

L'erreur commise est
hn—l—l

(n+1)!

f(a+h) —g(a)| = | (o))

£+ ()| < M sur Ja,a + h[ on a
| prt1 |h|n—|—1
(n+1)! (n+ 1)!
Calculer €91 & 104 preés.

FrtD () <




Deéveloppements limités

i) On dit que f admet un D.L d'ordre n au
voisinage de O s'il existe ag,aq,..,an tels que

f(x) =apg+aiz+ -+ anz”™ + z"c(x)

avec ¢(x) — 0 quand =z — O.

i) On dit que f admet on D.L d'ordre n au
voisinage de xg Si

flz) =
aptai(z—xg)+..+an(x—x0)"+(r—20) " "c(x—20)

avec e(x — xrg) — 0 quand =z — xg.

iii) On dit que f admet on D.L d'ordre n au
voisinage de oo Si

n 1 1
f(x) = ag + a1 + a_n + —e(—).
x x T T

avec e(1) — 0 quand z — oco.



Unicité du développement limité

Si f admet un D.L d'ordre n en O alors il est
unique.

DL des fonctions paires et impaires

Soit f une fonction numérique définie au voi-
sinage de O et qui admet le D.L

f(x) =ap+aiz+ -+ anz”™ + z"c(x)

1) Si f est paire alors

a1:a3:...:a’2k+1:...zo

li) Si f est impaire alors



Opeérations sur les DL

f(x) = Pn(z)+a"(x), 9(z) = Qn(z)+z"e(x)

1) Somme

f(@) +9(z) = (Pa(z) + Qn(x)) + 2"=(x)

i) Produit

f(@)xg(z) = [Pn(z) x Qn(z)] /(degn)+z"e(x)

c'est a dire si f et g admettent un développe-
ment limité a I'ordre n , au voisinage de z,
fini ou non, alors fg admet un développement
limité a l'ordre n, obtenu en multipliant les
deux développements limités de f et g et en
ne gardant que les termes de degré inférieur
ou égal a n.



lii) Quotient

Si g(0) #= 0 alors 5 admet un DL a l'ordre n.

Pour déterminer la partie principale de 5, on
fait la division de P par ) suivant les puis-
sances croissantes de x a |'ordre n.

Remarques :

i) Si g admet un D.L d’ordre n en 0 et que
g(0) # 0 alors é admet un D.L d’ordre n en
0.

ii) Pour calculer le DL d’ordre n de f.g, Il
suffit de montrer que % admet un développe-
ment limité a l'ordre n puis de faire le produit
par celui de f et ne conservant que les termes
de degré < n.

ii) Dans le cas od g(0) = 0, on peut opérer
d’une maniere analogue, mais on obtient un
développement limité généralisé.
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iv) Composition

Si f admet un D.L. a I'ordre n en xqg, fini ou
non, si le terme constant de f et si g admet
un D.L a I'ordre n en f(xg), alors gof admet
un D.L a lI'ordre n en xg, obtenu en dévelop-
pant la composée des développements limités
de f et g.

La technique a utiliser est de remplacer tous
les termes en x de |la partie principale du DL
en O de f par la partie principale de g et en
ne gardant que les termes de degré inférieur
ou égale a n.

Théoreme de Taylor-Youngd

Soit f une fonction C° sur I contenant O
alors f admet un D.L a I'ordre n au voisinage
de 0 de la forme

F@) = FO)+a7(O) 4+ f(0) ()

avec lime(x) =0
x—0
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Deéveloppement limité des fonctions

usuelles
. T 2 ™ n
e :1+F+§++F+x e(z)
3 2p+1
i a1yt L 2p+1
Sin(e) = o= (DI e ()
s — 72D
—1_ 2 4" ... 4(_1)P 2p
cos(z) =1 2!4-4!—|- +(-1) (zp)ﬁ'” e(x)
(142)" =14 az+ O‘(O‘QI_ D2y
”_I_O‘(a’_l) '?;Jl(a_n‘l'l) "4 x"e(x)
1
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Equation de la tangente et sa position

Théoreme :
Soit f une fonction qui a le DL limité :

ag+tai(z—zg)+as(z—x0)°+(x—1x0)?c((z—20)).

Alors y = ag + a1(x — xg) est I'équation de
la tangente a la courbe au point de coordon-
nées (xzq, f(zg)). De plus :

1) Si ap > 0, alors
y se trouve au dessous de Cy.

2) Si ar < 0, alors
y se trouve au dessus de Cy.

3) Si ao» = 0, on ne peut pas conclure et il
faudra donc faire un DL a I'ordre 3 pour étu-
dier le signe de f(x) — y.
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Calcul des limites

Exemple :
Soit f(z) = 1= —In(¥2L).

1—cosx

Calculons Iim f(xz). On a :

XTr—

. .3 3
SINT _ T — T /6 + x”e(x) — 1—3:2/6-|-:L’2€(33)

I T

Donc ln(%) = —22/6 + z2¢(x).

On a aussi 1 — cosz = x2/2 + z%e(x).

Done f(z) = m2//26—|——|_xQ€€(§3)) = 11//26;2?2;))-

Par suite Iimof(a:) =—-1/3
XTr—>
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Développements Limités Généralisés

Soit f une fonction définie au voisinage de O
sauf peut étre en 0O tel que zPf(x) admet un
D.L au voisinage de O

P f(x) = ao—l—alaz—l—ang—l—..+an_|_p:1:n+p—|-:1:n+p5(:n)

aj
xp—1

+ 92 ﬁ-”4—an+pxn—kxn6(x)

xP—2

_ a0
fl@) =204

on dit alors que f admet un D.L généralisé
au voisinage de 0 (f+oo) a l'ordre n. Pour
les opérations sur les D.L. généralisés on se
ramene aux développements limités usuels.
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Pour le D.L. généralisé en (+o0) il s'obtient
en faisant le changement de variablet = 1/x.
Ainsi le D.L. généralisé en (f+oo) sera de la

forme :
1

mn

1
f(x) = ao:cp—l—alch_1+..—|—an_|_p —I—x—ne(l/x)

Les D.L au voisinage de l'infini (£oo) sont
utilisés pour I'étude des branches infinies des

courbes.
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Théoreme
Si f admet le DL généralisé en 400 de la
forme :

(@) =az + b+ < + Se(1/a),
X T

alors y = ax + b est I'assymptote a la courbe
Cr de f en 4oo. De plus 1) Si ¢ > 0, alors

y se trouve au dessous de Cy.

2) Si ¢ <0, alors

y se trouve au dessus de Cy.

3) Si ¢ = 0, on ne peut pas conclure directe-
ment et il faudra donc faire un DL généralisé
a l'ordre 2 .
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Exemples :
Soit f(x) :\/1—|—:L'—I—:B2. pour x > 0, on a

f(x) = :13\/1 +1/x + 1/:1:2

En posant t = 1/x, on obtient

Vidt+12 = 1+%<t+t2>+%1(t+t2)2+t26(t)

1 .32, 2
=14+ —t4+ -t tee(t
5t t gt %)
Ainsi
1 3 1
=z4 4+ — + el
f@)=z+4 4+ 5e(1/2)

y = = + 5 est I'equation de I'assyptote au

voisinage de +oo.
De plus Cf se trouve au dessus de la tangente.
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