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Introduction.

Nous commencons par des rappels sur la notion de dérivée dans le cas le
plus simple des fonctions a variables réelles et valeurs réelles.

Définition 0.0.1. (fonction réelle dérivable)
Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction réelle.

x) — f(a
On dit que f est dérivable en a € I si et seulement si le rapport M,

T —a
admet une limite lorsque z tend vers a. Cette limite, comme toute limite
de fonction si elle existe est alors unique; on la note f’(a). Il s’agit ici d'un
nombre réel. On dit que f'(a) est la dérivée de f en a. Si f est dérivable en
tout point a de I, on en déduit une fonction I > a — f'(a) € R, appelée

fonction dérivée de f.

Remarquons que, dire que f est dérivable en a, équivaut a dire qu’il existe
un réel f'(a), tel que la fonction

Na} 3w [f(z) = fa) = f'(a)(z —a)] €R

r—a
tend vers 0 lorsque x tend vers a. Ceci revient encore a dire qu’il existe un
réel f'(a) et une fonction €, : I — R qui tend vers 0 lorsque z tend vers a
tels que :

Vo el f(z)- f(a) - fla)(e—a) = (@ —a)eulz)  (¥)

Interprétation géométrique.

f'(a) est la pente de la tangente au graphe de f au point (a, f(a)).
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Définition 0.0.2. (fonction a valeurs dans R?)
On dit que I'application f :  — R? est dérivable en a si et seulement si

1
la fonction Q\{a} > a — ——[f(z) — f(a)] € R?* admet une limite en a
r—a

%
dans R? (nécessairement unique et noté f’(a)), ou de fagon équivalente si et

seulement si il existe un vecteur f’(a) € R? et une application ¢, : Q — R
de limite nulle en a, tel que :

Vo€ Q: f(e) - fla) = [ (a)(e—a)+ o —alea(a)  (xx)

Interprétation géométrique.
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Remarque 0.0.3.

1. Dans cette définition, la norme de R? intervient (la notion de limite
dépend a priori de la norme choisie sur R?), la notion de dérivabilité
et de dérivée en un point dépend donc a priori de la norme que l'on
se donne sur R% Mais dans le cas de R? toutes les normes étant
équivalentes, la dérivabilité et la dérivée de f en un point sont indépendantes
de la norme choisie.

2. La définition de dérivabilité (x*) n’a plus de sens des que f est définie
sur un espace vectoriel quelconque FE, puisque dans ce cas le produit

(x —a). f n’a plus de sens!

3. Le but de ce cours est de donner une notion pertinente de ”dérivée”,
pour les applications a variables dans un espace vectoriel normé E de
dimension > 1. gour cela, on remarquera que 1’application
L:K>z— z.f € F est linéaire, sur ce modele on remplacera donc
dans le cas générale la définition (xx) par : ”il existe une application
linéaire L, : E — F', et une application p, : 2 — F qui tend vers Op
lorsque sa variable tend vers Og, telles que :
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Vo € Q: f(r) = f(a) = Lo(a)(z — a) + ||z — a||pa(r — a)”

Cependant, lorsque la dimension de E est infinie, il se peut qu'une telle
application linéaire L, ne soit pas continue en Og. On réclamera alors,
dans la définition ci-dessus, afin qu’elle soit plus forte que la continuité
de f en a, que 'application linéaire L, soit continue.



Rappels et compléments.

0.1 Espace vectoriel normé. Espace de Ba-
nach.

Définition 0.1.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (= R ou C).
On appelle norme sur F toute application p : E — RT ayant les propriétés
suivantes :

—plz) =0 2=0

- p(Ax) =|Ap(x), VA e K, Vx € E

- ple+y) <plx)+ply), Yo,y € E
On note souvent p(x) = ||z]|.

Normes équivalentes :

Définition 0.1.2. Deux normes p; et ps sur un espace vectoriel E sont dites
équivalentes s’il existe deux constantes strictement positives M et m telles
que

Vee E, mp < py < Mp.

Remarque 0.1.3. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Exemple 0.1.4. Si E = R", {ey, ..., e, } est une base de F et p est une norme
sur F, on a

Io(z) — p(y)| < plz —y) < Z |z — yilples),

n n
avec x = Y mwie; et y = Y y;e;.
i=1 =1



On en déduit que p est continue sur R™ muni de la norme euclidienne vers R
et par suite elle est bornée sur la boule unité fermée. Il existe donc m et M
vérifiant

Ve e B(0,1), m<p(z) <M.
Par conséquent
Vee E, mlz| < plx) < M.

Donc toute norme sur R” est équivalente a la norme euclidienne.

Un espace vectoriel normé E (e.v.n) est un e.v muni d’une norme.
Soit d la distance définie par d(x,y) = ||z — y||, alors (E,d) est un espace
métrique. Si (E,d) est complet, on dit que E est un espace de Banach.

Si de plus la norme de F est issue d’un produit scalaire, F est dit espace
de Hilbert

Définition 0.1.5. (continuité dans les evn).

Soient (E, ||.||g) et (F, ||.|r) deux e.v.n, Q un ouvert de E, a € Qet f: Q — F
une application. on dit que f est continue en a si et seulement si :

Ve > 0, 3., tel que Vz vérifiant ||z — a|| < 7, on ait : || f(z) — f(a)|| <e.

Clairement, la définition ci-dessus montre que la notion de continuité en
un point dépend des normes que 'on se donne sur E et F.

Remarque 0.1.6. Soient F et F' deux e.v.n, f : E — F est une application
continue si et seulement si V(z,), € F / z, — x alors f(z,) — f(x)

0.2 Continuité et algébre multilinéaire.

Proposition 0.2.1. L’espace des fonctions linéaires et continues de E vers
F, L(E,F) muni de la norme

| fllzee,ry = sup || f(x)|p = sup 1/ (@)

el <1 a0 |lz]
est un espace de Banach.

Proposition 0.2.2. Soit f : E — F une application linéaire, alors on a :
f est continue < Ik >0 /|| f(x)| < k|lz||, pour tout x de E.



Cas particulier :

1) Si E =R, alors L(FE, F) est isomorphe & F' par 'application
6:L(E,F) > F
p = o(1) = o(e)

2) Si F' = R, alors L(E, F) est l'espace dual de E ou 'ensemble des
formes linéaires sur .

Proposition 0.2.3. Si E est de dimension finie, alors E est complet et toute
application linéaire f : E— F, ou F' est un e.v.n est continue.

Définition 0.2.4. (applications multilinéaires).
Soient Ej, ..., B, et F des e.v.n sur K(= R ou C). On dit qu’une application
L: FE; x .. xFE, — F est n—linéaire ssi L est linéaire sur chaque facteur,
c’est-a-dire ssi pour tout j € {1,...,n}, pour tout (ai,...,a,) € By X ... X E,,
I’application
I¢:Bj—F
h — L?(h) = L(CLl, vy @1, h7 Ajy1s -y an)

est linéaire.

Remarque 0.2.5. Lorsque n = 1, on retrouve la définition d’une application
linéaire (1—linéaire).

Exemple 0.2.6.

e L’application L : R x R — R définie par L(z,y) = zy (i.e le produit dans
R) est une application 2—linéaire (on dit bilinéaire) sur R.

o’ application L : R? x R? — R définie par L(E lg) = 3hy1ky — Bhoks + hiko,
ou h = (hl, ho) et k= (k1, k2) est une application bilinéaire sur R2. En effet
fixons k = (a,b) € R2. L’application LF : R? — R définie par h = (hy, ho) —
LF(R) = L(I, k) = 3hia — 5hab~+ hyb est lindaire en /i et pour h = (a, b) € R2,
L’application L# : R? — R définie par k = (ky, ks) — LA(K) = L(h, k) =
3ak; — bbky + aky est linéaire en k.

e Soit ¥ = Cyg 'espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’un certain
rang, et L : E x E — R définie par L(@,?) = Jioujvj (cette somme est

=0

finie, car la suite 4 = (ug, u1, ..., ) et ¥ = (vg, vy, ..., ) sont nulles a partir d’'un
certain rang). L est bilinéaire.



On suppose maintenant que chaque espace vectoriel E1, ..., FE,, F' de la
définition ci-dessus est un espace vectoriel normé, par la norme (respective-
ment) : |||z, |-ll£,, ||| - On munit alors E; x ... X E, de la norme
11, oo )| = max{|[z1][ gy, oo (|20 2, -

Exercise 0.2.7. Montrer que ||.|| est bien une norme sur E; X...x E,,. Montrer
ensuite que cette norme est équivalente aux normes ||.||; et ||.||2 définie par :

n
1@zl = 2 [l

= =1
n =2et By = Ey = R, représenter la boule unité de R x R associée a la
norme ||.||.

n
B et (@1, za)lla = /20 |2ill%,- Dans le cas ot

Exercise 0.2.8. Montrer que I’application bilinéaire L : R? x R?> — R de
I’exemple ci-dessus est une application qui vérifie : il existe un réel A > 0 tel
que quel que soit (h, k) € R? x R?; |L(h, k)| < Al|h||g2.| K]z < All(R, k)|1%,
||.||g2 étant la norme euclidienne de R?. En déduire que L est continue.
Théoreme 0.2.9.

Soient F, ..., E, et F des e.v.n et soit L : B X ... x E,, — F une application
n-linéaire.

-----

Les propriétés qui suivent sont équivalentes :

L est continue sur By X ... X E,,.

L est continue seulement en (Og,,...,0g, ).

L est bornée sur By X ... X B, ou B; désigne la boule unité de Ej.
L est bornée sur Sy X ... X Sy, ot S; désigne la sphere unité de Ej.

A o o

Il existe un réel A > 0, tel que pour tout (xq,...,x,) € E1 X ... X E,
[L(z1, ., z)[| < Aflza]...]Jzn]]
Définition 0.2.10. On note L(F\, ..., E,; F') l'espace vectoriel des applica-

tions n-linéaires continues. Pour tout L € F; x ... X E,, on définit la norme
de L par :

L
HLH _ sup H (xla ’IH>H
(21,00 )EEI\{0} X... x En \ {0} [Feay || B
Noter que par multilinéairité :
| L(x1, ..., xz0)]|

L] = sup
(@1,zm)EBN{O} s x B\ [0} |21 |- |||
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Exercise 0.2.11. Montrer que ||L|| est une quantité qui est bien définie (ie
I|IL|| # o0), en montrant que ||L|| = inf{A vérifiant la propriété 5 du théoreme précédent}.

Théoréme 0.2.12.
I|.]| est une norme sur L(Ey, ..., En; F).

Remarque 0.2.13.
Par I'exercice 0.2.8, pour tout (1, ...,x,) € Ey X ... X E,,

L@@y, e ) | < (LA 21|yl |,

Théoreme 0.2.14.

St Ev, ..., E, sont de dimensions finies, toute application n-linéaire

L:FEy x..x E, — F est continue (en particulier toute application linéaire
qui part d’un espace de dimension finie est lipschitzienne).

0.3 Le groupe Iso(E,F) et I’application u

U 1

Dans l'optique d’étudier I'existence de certains inverses, nous avons be-
soin de rappeler des résultats sur les séries convergentes dans les espaces de
Banach.

Définition 0.3.1. Soit (uy,), une suite dans un espace de Banach E. On dit
la série Y u,, est normalement convergente si la série > ||u,|| est convergente

dans R”.n

Théoreme 0.3.2.
St une série est normalement convergente, alors elle est convergente.

Démonstration.
Ceci se justifie par 'inigalité

1D uall <D luall,

et donc le fait d’étre de Cauchy pour I'une dans R implique que 'autre est
aussi de cauchy mais cette fois-ci dans 'espace E qui est de Banach.
m
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Nous avons les deux propositions suivantes :

Proposition 0.3.3.
Si E est un espace de Banach, alors L(E, E) est de Banach et siu € L(E, E)
est tel que ||u|| < 1, alors 1 — u est inversible.

Démonstration.

Le premier point a déja été établi précédemment.

Soit u tel que ||u|| < 1. La série ) u, est convergente car elle est normalement
oo

convergente et si on pose v = Z Uy, alors v vérifie
n=0

%)
Uv = VU = E Up,-
n=1

Par suite, Id = v —uv = (Id — u)v = u = v — vu = v(Id — u) ce qui prouve
que 1 — u est inversible. O

Proposition 0.3.4.
1. Iso(E, F) est un ouvert de L(E, E). (F est supposé de Banach)
2. L’application u — u™! est continue.

Démonstration.

Pour montrer qu'il s’agit d’'un ouvert, il suffit de montrer que L est inver-
sible si u est proche de uy € L(FE, E). D’apres le résultat précédent, il suffit
de vérifier que ||1 — ug'ul| < 1 si u est suffisamment proche de .

Or 1 — uy'u = uy*(up — u), d’oll en passant aux normes

11— g ull < flug ™ [[[luo — ull

Ainsi si on suppose que |[ug — ul| < Hu—llH’ alors on aura ug 'u inversible et
0

par suite u est inversible.

Pour l'autre point, on pose u = uy(1 — v) avec ||v] < 1.

On au™t=(1-wv)"tuy', d’ott on déduit
lug" = u

et quand u tend vers ug, v tend vers 0 (v = 1—ug ") donc ||[v]| < [Jug || ||uo—ul|)
et, en vertu de (), u~! tend vers uy . D’olt la continuité. O

12



Chapitre 1

Applications différentiables.

1.1 Différentielle en un point et sur un ouvert
U.

Définition 1.1.1. Soient E et F deux e.v.n et U un ouvert de E. Une
application f : U — F est dite différentiable en un point a € U s’il existe
une application L € L(F, F) telle que

1f(a+u) = fla) = L(u)l| = o([lul]). (1.1)
L est appelée la dérivée de f au point a et noté f'(a), ou D f(a)

Remarque 1.1.2.
Si f est différentiable en a alors sa dérivée en a est unique. En effet supposons
que f admette deux dérivées L et K € L(E, F), au point a on aura alors :
I(L—K)| = o(||u]|]) i.e Ve > 0, 36 > 0 tel que ||u|| < d = ||(L—K)|| < ellu.
Alors Vo € FE, x # 0 en prenant u = (5ﬁ on obtient ||(L — K)(x)|| = 0.
Définition 1.1.3. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable
en tout point de U.
On peut alors définir 'application dérivée de f

fU— L(E,F)

a— f'(a)

Remarque 1.1.4.
Si f est différentiable en a alors f est continue en a. Cela découle de (1.1) et
de la continuité de f’(a).

13



Exemple 1.1.5.

I.SiE=RonaL(E,F)~F (f— f(1))
f est différentiable en a < Jec € F tel que ||f(a +u) — f(a) — uc| =
o([|ul)-

2. Si f est linéaire alors f'(a) = f pour tout a.

3. Soit F un e.v.n et U un ouvert de E. Si f : U — F est constante, elle
est différentiable sur U, et f'(u) = 0, pour tout u de U.

Proposition 1.1.6. Soient E, ..., E,, I, des espaces vectoriels normés, n >
1, et f:E1 x..x E,— F une application n—Ilinéaire continue. Alors f est
différentiable et sa différentielle est :

Df(a) By x ... x Bk, > F

(hy, o)) = f(R,az, ooy an) + oot flan, ooy Gt + h)

Démonstration. Si f : E; X ... X E,, — F est une application multilinéaire
contin_ge. . - .

flat+h)—f(a) = f((a1,-.c;an)+(h1,.os b)) = far, ...y an) = f(h1,az, ..., an)+
wo+ flag, oy an_a + fzn) + f*, ou f* est une somme de termes du type
f(*1, ..., %), avec au moins deux h; comme argument, et des a;, pour compléter.

Or
(hi, .oy hn) = f(hy, a0, .. an) + ..+ f(at, ..y an_1, hy)
est linéaire continue et || f (%1, ..., %,)|| < [|f]-]|2]*.(max [|a;|)"*, ot k(> 2)
J
est le nombre de composantes de h figurant dans f(xq, ..., %,).
En notant A = mgx(max la;[)"", on obtient : || f(x1, ..., %) < || f]l-|2]|*. A,
j
avec k > 2. Enfin comme le nombre de termes du type f(xq, ..., *,) dans f* ne
dépend que de n (il est égale & 2" —1—mn), on a montré que || f*|| = ||h||.€(h),
avec €(h) — 0 quand h — 0. O
Définition 1.1.7. On dit que f : U — F est contintiment différentiable sur
U ou de classe C! sur U si

e f est différentiable sur U, et
o f':U — L(E, F) est continue.

Soient (F, ||.||) et (F,]|.]|"), U un ouvert de E et f : U — F continue. Mu-
nissons £ de la norme ||.||; équivalente & ||.|| et F de la norme ||.||; équivalente

14



a ||.||" alors U reste ouvert, f reste continue et nous avons :

Proposition 1.1.8. Si f est différentiable en un point a de U pour les an-
ciennes normes, [ l'est aussi pour les nouvelles normes et sa dérivée est la
meéeme.

1.2 Dérivée directionnelle.

Définition 1.2.1. Soit f: U — Feta e U.

On dit que f admet au point a une dérivée directionnelle suivant la direction
h € E si et seulement si 'application t — f(a + th) de variable scalaire est
dérivable en 0 € K.

Si cette dérivée existe, en tant que limite, elle est unique; on la note alors

Dﬁf(&).
Exemple 1.2.2.
%
a) Soit f : R? — R définie par (z,y) — f(z,y) = — si z # 0 et
x
f(0,y) = 0. Cette fonction admet des dérivées directionnelles suivant
toutes les directions & l’origine, cependant f n’est pas continue en (0, 0).
Soit en effet h = (a,b) € R?, f((0,0)+th)— f(0,0) = f(ta,tb) =tV /ta
sia # 0, et 0sia=0.Donc quel soit h, D;f(0,0) existe et vaut 0.
Or la fonction R 3 ¢ — ~(t) = (¢3,t) € R? est continue en ¢t = 0 et
7(0) = (0,0). Donc si f était continue en (0,0), f o~ serait continue
en 0. Mais (£ 07)(®) = 1 et (£09)(0) = 0 : Im(f 0 1)(®) # ( 07)(0)
et f n’est pas continue en (0,0).

b) Exemple de fonctions non différentiables en un point, mais continue
et admettant qu’en ce point toutes ses dérivées directionnelles Dyv(a)

sont linéaires et continues par rapport a h:
f:R2—=R
(z,y) = flz,y) =
g:R? >R
(z,y) = |[(z,y)|l2 si y = 22, et f(0,0) = 0 sinon

2

() £ (0.0), et (0,0) =0

15



Nous allons maintenant vérifier que la différentiabilité est une notion plus
forte que 'existence des dérivées directionnelles suivant toutes les directions.
Supposons f différentiable en a. Pour tout ¢ suffisamment petit, a + theU ,
puisque U est un ouvert de E, nous pouvons alors écrire :

Fla+t.h) — f(a) = t.Lo(h) + |t].]|7]].€a(a + t.h)

de sorte qu’en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient l'existence de la dérivée

—

directionnelle Dj f(4), et Lq(h) = D; f(a). D’out la proposition :

Proposition 1.2.3. Si f est différentiable en a, f admet en a des dérivées di-
rectionnelles suivant toutes les directions, la différentielle L, (et par conséquent
Vapplication €,) est unique, on la note D fq) et on a Uégalité :

D f)(h) = Dj fa)

1.3 Dérivée d’une fonction composée.

Théoreme 1.3.1. Soient E, F,G trois espaces vectoriels normés, U un ou-
vert de I/ et V' un ouvert de F.

Soient f U —-F,g:V—>G,aeUetb= f(a)€V.

Si f est différentiable au point a et si g est différentiable au point b = f(a),
alors h = g o f est différentiable au point a et on a :

Démonstration. On a :
fla+wu) = fla) = fa)u = p(u) ot [lp(u)|| = o(||ull)
et g(b+v) —g(b) — ¢'(b)v = (v) o [[¢(v)|| = of|[v]])

d’ou
g(fla+u)) —g(f(a)) —g'(b).lf(a+u) = f(a)] = ¥(f(a +u) - f(a))
c’est a dire
ha+u) — h(a) = g'(0).[f (a).u + p(u)] = ¥(f(a +u) — f(a))

donc
h(a+u) = h(a) = (¢'(b) o f(a)).u=¢(f(a+u) — f(a)) + ¢'(b)p(u)

16



il suffit donc de démontrer que

19" (0)p(u) + ¢ (f (a+u) = f(a)]| = o([lul)

or ||g/(l|)|LST|(U)H < Hg/(b)“HQﬁSﬂ)” — 0 lorsque ||U|| =0
et
[¥(flatu) = fla)ll _ lo(fla+w) = fla)ll [If(at+u)— fla)l
[ 1f(a+u) = fla)l ~ ]

1
0 lorsque u — 0.

et

lg"®)e(u) +¥(fla+u) = fla)ll _ lg®e@ll | [¥(fla+u) = fla))l
] B [[ul]

]

1.4 Opérations sur les dérivées.

Proposition 1.4.1.

Soient E et I' deux espaces vectoriels normés sur K, et a € E. Si U est un
ouvert de E/, f,g : U — F deux applications différentiables en a, et si A € K,
alors f+g et \.f sont aussi différentiables en a, et (f+g) (a) = f'(a)+¢'(a),
(AFY(a) = Af/(a).

On en conclut que I'ensemble des applications différentiables en un point
a de E est un sous espace vectoriel de I'espace des applications continues en
a, on le note D(a). De plus, application qui a chaque f € D(a) associe f'(a)
est une application linéaire.
Méme énoncé pour les applications différentiables sur un ouvert donné de E.

Démonstration. La preuve se fait directement en écrivant la définition de
différentiabilité. O

Proposition 1.4.2. (Dérivée d’un produit de deux applications)
Soit f,g : U C E — R ou C deux applications différentiables sur U. On
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définit application produit fg de la maniére suivante :
fg:UCE—=R

z = f(x)g(x),
alors fg est différentiable et (fg)'(z) = f(x)g' (x) + f'(x)g(x)

Démonstration. On décompose fg en :

v:U—->RxR
z = (f(z),9(x)),
et
p:RxR—=R
Al (f(x),g(x)) = f(x).9(x),

e v est différentiable et v'(z) = (f'(x), ¢'(x))
e ¢ est bilinéaire et continue donc différentiable et on a

90/(a7 b)(hla hQ) = Qp(av hQ) + Sp(hh b)

e fg=¢oydonc fg est différentiable et on a
(f9)(2) = &(1(x)) 0 7'(x).
— (f(2), g(2).( (@), ¢ (x))
— 6(f'a),g' (@) + 0/ (x), 9(2))
= [(2)g'(z) + f'(z)g(x) .

1.5 Fonctions a valeurs dans un produit d’es-
paces

Soient ['=F| x 5 x ... X F, et U C E ouvert.
On définit les applications linéaires et continues
i F— F g Fy = F
y= (Y1, Yk) — Ui yi — (0,0, ..,9;,0,..,0)

k
On a alors ¢;0q; = 1p, et > g oo, = 1p

=1

Proposition 1.5.1. Soit f : U — Fcontinue et a € U.
[ est différentiable en a < Vi f; = ¢; o f : U — F; est différentiable en a,
k

et alors f'(a) = ;Ch‘ o fi(a)
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Démonstration. (=) si f est différentiable en a.
fi = ¢; o f est différentiable en a et on a :

/

(ﬂm)=¢xfmﬂof%®=:@of%®
}:%Of §2%0@ = f'(a)

(<) si f; est differentlable,
k k

ona f=> g o f; est différentiable et f'(a) = > ¢; o f!(a). =
=1 i=1

Exercise 1.5.2. Soit f : U — F une application, ou FE et F' sont deux
espaces vectoriel normés, F étant de dimension finie, et ou U est un ou-
vert de E. Soient, a € U et & = (€1,...,6,) une base de F. Si on écrit
f(z) = fi(x).€1 + ... + fi(x).€, (les composantes de f(z) dans la base Ef),

-----

e: f= > f;€;. Montrer que f est différentiable en a si et seulement si f;
j=1

le sont et montrer qu’alors Df(a) = ) Df;(a)€;
j=1

Considérons maintenant le cas ou E et F' sont de dimensions respectives
n et m, et choisissons un couple de bases £ et €, pour respectivement F
et F.

Soient alors U un ouvert de E et f : U — F une application différentiable
en a. Sa différentielle Df(a) : E — F étant une application linéaire de E
dans F', on peut lui associer une unique matrice n X m qui la représente, dans
les bases Eg et Ep. Notons-la J(f)(g,.e,)(a) ou plus simplement J(f)(a), sans
ambiguité.
Sih= (hi, ..., hy) est un vecteur de E écrit dans Eg, on a :

hy
[Df(@)(B)er = J(f)(a) |
hn
Par I'exercice précédent :
Dfi(a)(h) ha
[Df(a) }:DL : =J(Na) |
Dfpn(a)(h) hn,
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de sorte que I'élément de J(f)(a) qui se trouve a la j¢ ligne et la k"¢

colonne est D fj(a)(€;) = D¢, fi(a) = g—i(a).
Théoreme 1.5.3. Soient E et ' deux espaces vectoriels normés de dimen-
sion respectivement n et m, U un ouvert de E, a € U et f : U — F une
application différentiable en a. Si on fize deuz bases Eg et Ep respectivement
de E et F, la matrice associée a Df(a) : E — F dans ces bases est notée
Jac(f)(a). On Uappelle la matrice jacobienne de f en a. Ces coefficients sont
donnés par :

ofy N

8—331(a) B (a)
Jac(f)(a) = 8f5 - af&

8—;:(a) . ﬁ(a)

e

ot f; est la j°"¢ composante de f dans Eg.

Le théoreme 1.3.1 donne immédiatement (dim(G)=p) :

Bty e git@) )\ [ P S
Jac(gof)(a) = : : : : :
a—yl(f(a)) . ay—m(f(a)) 8_:751(a> %(a)

1.6 Fonctions définies sur un ouvert d’un pro-
duit d’espaces

Soient ¥ = E; X ... X E,,, ou E; sont des e.v.n, i = 1,...,n et U un ouvert
de FE.
Soit f : U — F une application continue.
Pour chaque a = (aq, ...,a,) € E, on considere 'injection
vi + By — F définie par v;(z;) = (@i, ..., Gi—1, Ti, Qit1, ..., Op)
L’application composée f o~; est appelée i application partielle au point
a.
Si f est différentiable au point a, alors pour tout ¢ avec 1 <17 < n, f o~; est
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of
5(@) € L(E, F))

0
différentiable au point a; et on note —f( ) sa dérivée (

ox;

qu’on appelle :“¢ dérivée partielle de f en a.
On a d’autre part :

’Yz(xz) = (O, vy O, X, 0, cey 0) + (al, ag, ..., 0, an)
donc 7;(%) =r; ouri(z;) = (0,...,0,24,0,...,0) et (fov) (a;) = f'(a)or; =
Z 8]" (a) op; = f'(a) avec p;(x) = x;.

Proposition 1.6.1. Si f est différentiable dans U alors
0
[ est de classe C' < 8f : U — L(E;, F) sont continues.

)

Démonstration.

(=) Soit L: L(E,F) — L(E;, F)
pr=por;

alors L est linéaire et continue et on a :

L0 = a)ori = (Lo £)(a)

(<) Soit r: L(E;, F) — L(E, F)

P pop;
alors r est linéaire et continue et on a :

B 0
=3 @on =3 re gk
(2 i=1 (2

]

Remarque 1.6.2. Si E = R", la "¢ dérivée partielle de f au point a n’est
autre que la dérivée directionnelle de f dans la direction e;

3f( ) = limf(a+t€i)_f(a)

ox; 0 t

Il en est de méme si E est de dimension finie de base £ = (ey, ..., ;).
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Exemple 1.6.3. e Calculons la deuxiéme dérivée partielle de f : R® — R,
définie par f(z,y,z) = sin(ry) — z/y?, relativement & la base canonique
de R3, au point (1,1,1). Pour cela on fixe les premieres et troixiéme coor-
données de (x,y,z) dans la base canonique et on libere la deuxieme. On
obtient la deuxieme fonction partielle de f en (1,1,1) : R 3>y +— f(1,y,1) =

0

sin(y) — 1/y* a—f(l, 1,1) est la dérivée de cette fonction en y = 1, soit
4]

0

8—52(1, 1,1) = cos(1) + 2

e Soit E 'espace vectoriel des polynomes d’une seule variable et de degré
< 2. Cet espace est de dimension 3. Soit labase £ = (€, = 1,¢&, = X, &3 = X?)
de E. On considere l'application f : E — R, définie par £ > P(X) =
g+ a1 X +aaX? + sin(ag) +cos(ay) +cos(ag)ad € R. Calculons la troixieme
dérivée partielle de f dans la base £ au point Q = 1+ X?2. La troixiéme ap-
plication partielle de f en Q est : R > z — f(Q+2.X?) = f(1+(1+2)X?) =

sin(1 4 x) 4 cos(1)(1 + z)3. Sa dérivée en = = 0 est donc (9_€3<Q) =4 cos(1)

1.7 Combinaison des cas précédents

Si f:U—Fyx..xF,avecU C Fy X...x E,

pi: B — E; g i — F
T X yi — (0,0, ..,9;,0,..,0)
On a alors, si on suppose que f est dérivable en a € U :
flay=2_> w05 (a)op
. X
7j=1 i=1
. Of;
ol o, (a) € L(E;, F;).
Exercise 1.7.1. Montrer que I’application
f:UCE—F
u—u!

est différentiable, ou E' = L(X,Y), FF = L(Y,X) et U = Iso(X,Y).
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Supposons que f est différentiable, et considerons I'application
¢p:ExF — L(X)Y)
(u,v) > vou
¢ est bilinéaire et continue et on a ¢(u, f(u)) = idx,
donc ¢'(u, v)(h1, ha) = &(u, ha) + (ha, v)
o(u, f'(w)).(h, f'(u).h) =0
¢(u, f'(u).h) + ¢(h, f(u)) =0
(f'(u).h)ou=—f(u)oh
f'(u).h=-u"tohou!
Montrons maintenant que f est différentiable.
Soit u € U.
Ona(u+h)™t—ut=[(u+h)tou—TIxu"
=u+h)"Hu—u—h)u!
=—(u+h)tohou?
d’ou
If(u+h)—flu)+utohou™||=]—(u+h)tohou+utohou!|
I[w™ = (u+h)" o hou™|
[ = (w+ )R u™
) = fu) +u"t o hou™t| = o][A]]).

—utohout

comme u — u~ ' est continue || f(u
Donc f est différentiable et f'(u).h

I + IA
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Chapitre 2

Théoreme des accroissements
finis et applications.

2.1 Fonctions a variables réelles.

Théoréme 2.1.1. Soient a,b € R, a < b, et f : [a,b] = F, g : [a,0] = R
deuz applications continues sur [a,b] et différentiables sur ]a,b[ telles que :

1 (@) <d(x), a<x<b.

Alors on a :

17(6) = f(a)]| < g(b) = g(a).

Démonstration. Soit € > 0 et U = {x € [a,b]/||f(x) — f(a)|| > g(z) — g(a) +
e(r —a)+e}.
Montrons que U est vide. (Ensuite prendre x = b et £ — 0)

— U est un ouvert, en effet U = {z € [a,b]/¢(z) > 0} avec p(z) = || f(x)—
fla)||—g(x)+g(a) —e(x—a) —e} et @ est continue. U = ¢1(]0, +00]).
— Supposons que U # (). Soit ¢ = inf U, alors

e c>a (car p(a) = —e > 0 et ¢ est continue.)
e ¢ Z U (car U est un ouvert)
e ¢ < b (car sinon U = {b} fermé)

Donc a < ¢ < bet ainsi on a :
1" ()]l < g'(c). (1)
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Il découle de la dérivabilité de f et de g l'existence d'un intervalle [c, ¢ + 7]
(n > 0) dans lequel on a :

ECTIEY LA LoV R
<2 s

(1), (2) et (3) entraine

1f () = f)]l < g(x) —g(e) +e(x — o).

et comme ¢ ¢ U on a :

1f(c) = fla)ll < g(c) — gla) +e(c —a) +e.

Ce qui donne finalement pour tout z € [¢, ¢ + 1],

1f(z) = fla)ll < g(x) —g(a) +e(z —a) +&.
c-a~d [¢,c+ n] C U ce qui contredit le fait que ¢ est la borne inf de U. [

Remarque 2.1.2. Le théoreme précédent reste valable si on remplace la différentiablité
de f et g par la différentiabilité a droite.

Définition 2.1.3. On dit que f : [a,b] — F est dérivable a droite en x € [a, b]

si et seulement si : i B — )
T + — f(x
!/ — 1
falw) = g ==,

existe.

Corollaire 2.1.4. Soit f : [a,b] — F continue sur [a, b] et dérivable sur]a,b]
telle que :
|f'(2)|| <k (k>0 constante)

Alors on a :

17(0) = f(a)l] < k(b= a),

et plus généralement on a :
1 (z1) = fz2)l| < klwr — @], Vi, a2 € [a, 0]
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2.2 Fonctions a variable dans un espace de
Banach

Soit U un ouvert d’'un espace de Banach F, F' un espace de Banach et
f U — F continue.

Proposition 2.2.1. S f est différentiable dans U et si pour tout a et b de
U, [a,b] ={x € U/Ft €[0,1] : x = (1 —t)a+tb} C U, alors on a :

170) = F(@) < b= all sup [17/((1 = t)a+ )]

Démonstration. Soit h(t) = f((1 —t)a + tb). Alors h est différentiable et on
a:h'(t)=f((1-t)a+1tb).(b—a), dou

KO < sup [[f((1 = t)a+ tb)].||b— all
0<t<1

appliquer ensuite le corollaire. O

Théoreme 2.2.2. Soit U un ouvert conveze de E (e.v.n) et f:U — F une

application différentiable. Supposons que ||f'(z)|| < k pour tout x de U.
Alors,
I f(z1) = f(x2)| < klzy — 22, Vay,me € U

2.3 Applications

Théoréme 2.3.1. Soit U un ouvert convexe de E (e.v.n) et soit f, : U — F
ou F' est de Banach. Supposons que

i) 1l existe a € U tel que (fn(a)), converge dans F.

i) La suite f, : U — L(E, F) converge uniformément dans U vers
g:U— L(E,F)
Alors pour tout x de U, (fn(x)), converge vers f(z) € F.
f est différentiable et sa dérivée f'(x) = g(x)
Démonstration. D’apres le théoreme précédent on a :

’

1fp(2) = fpla) = (fo(2) = fy(@))]] < [lz = all sup 15 w) = f )] (4)
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i1) = le second membre tend vers 0 lorsque p et g tend vers +oo pourvu que
||z — a|| reste borné. Dans ce cas la suite (f,,(x) — fn(a)), est de Cauchy donc
convergente, or on sait que (f,(a)) converge donc la suite (f,(x)) converge
vers f(z), uniformément sur tout borné de U

(car [1£,(x) — F@)I < [1fo(@) = (@) — (F(x) = F@)I + | (Fola) = F@))])
f est donc continue au voisinage de chacun de ces points donc continue.
Reste a montrer la différentiabilité de f et que f' = g.

On a [|f(x) = f(20) = g(wo).(x — zo) || < [ f(x) = f(o) = (fule) = fulzo))l| +
1 ful@) = Falwo) — fuwo)-(x — 20)l| + | folw0)-(z — 70) — g(o)- (& — o)
Soit € > 0. Il découle de la relation (4) en remplagant a par zy que : Ing tel
quep >0etn>ny=

1fp(2) = fo(wo) = (fu(x) = fulwo))|| < ellw — o]

d’oll en passant a la limite lorsque p — +o00

1 () = f2o) = (ful®) = fulo))|| < elle — o

D’autre part pour n > ng on a :

1 (0)- (2 = 20) = g(o)-(x — o) || < |1/, (x0) — gwo) || (x — zo) || < | — o

et on sait que

1fa(@) = ful@o) = fo(x0).(x — z0)|| = o[l — o))

En fixant n > ng on obtient donc

1f () = f(zo) = g(wo)-(z = wo)|| = of[lz = wol))-
]

Théoreme 2.3.2. Soit U un ouvert de E = FE; x ... x E, et f:U — F une
application continue.
Pour que f soit de classe C' il faut et il suffit que les dérivées partielles

e U — L(E;, F) existent et soient continues.
X

Démonstration. Nous avons déja démontré que la condition était nécessaire

0
(prop.1.6.1). Supposons donc que pour tout a € U, a—f(a) existent et que
Z;
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0
8f : U — L(E;, F) soient continues. Pour montrer que f est de classe C! il
Z;
suffira de démontrer que f est différentiable (prop.1.6.1).
Soit a € U, montrons que f'(a) existe, i.e que
Hf(xlu 7xn) - f(a’lu ) an) - Z Ox: (a’>(xl - al)H = O(HQJ - CLH)

| f(z1, .oy ) —f(ag, ...,an)—f:l gai (@) (xi—a)|| < || f(x1, .oy xn)—flar, xo, ..., xy)—

38_9{1(&)'(%1 - al)H _'_”f(ala*TQa wxn) - f(&l,@g,ﬂ?g, 73},1) — %(a)(l'g — az)”
C. _'_”f(al) ...,anflaxn) - f(al, ...,an) — %(a)(wn — an)”
Soit I’application f : £y — F' définie par :

of
 Ony

9(&) = (&, 2o, 0y ) (a).(& — ay)

Etant donné € > 0 on veut montrer que :

lg(x1) = g(ar)]| < ellzy — a]
g est différentiable et on a :

of

= 9a W

of
/ — _J
g(fl) 8:151 (6173327"'73:71)
. S of .
Si& = (1 —t)ay +txg, 0 <t < 1. Alors la continuité de Er au point a
1
of

implique 3n > 0/||z — a|| < n d’on Haa—i(x) — G_JQ(CL)H <e

ainsi, [[§1 — a1l < [loy —ai]] < lz—all <np = flg'(&)] <€
En appliquant le théoréme des accroissement finis (Prop.2.2.1) on obtient :

lg(z1) = g(z2)| < sup Jlg'((1 = D)1 + L) [z — 1] < &-flzz — |

On montre d’'une maniere analogue que :

0
| f(ar, za, ..., xn) — f(ay,as, x3, ..., x,) — a—a‘i(a).(xg — ag)|| = o(]|z2 — az|)
of
£ (a1, s an,@0) = flar, o an) = 5=(a)-(z0 = an)|| = o(||zn = anl))
et on obtient le résultat cherché. O
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Remarque 2.3.3. Une fonction peut étre différentiable en un point sans que
les dérivées partielles soient continues en ce point !

Ezremple 2.3.4.

(22 + y2) sin( 21 ), si (z,y) # (0,0)
f($7y) = oty )
0 si (z,y) = (0,0)
Of v _ OF 0 oy
On a %(0,0) = 8_y(0’0) =0
et si (z,y) # (0,0)
8f( ) = 2 sin( ,—1 ) —( - ) cos( ! )
+—(x,y) = 2w sin —
ﬁ(m ) = 2y sin( 1 ) —( Y ) cos 1 )
Ay Y Y Vvt + y? V2 4 y? \/m
Les fonctions Z_x et 3, e sont pas continues au points (0,0) car si x > 0
o of yaf 1 1 1
%(x,m) = 8—y(m,x) =2 sm(x—\/i) — E cos(x—\/i)

n’a pas de limite au point 0.
Mais f est différentiable au point (0,0) car on a :

|f(:7€,y)—f(0,0)| _ = 5 Sin; N
ol = Vst < )l

2.4 Fonctions strictement différentiables

Définition 2.4.1. f: U — F est strictement différentiable au point a € U

siona f(z)—f(y) = f'(a)(x—y)+[lz—yllv(z, y) avec [[¢(z,y)|| — 0 lorsque
T—aety—a

Théoréme 2.4.2.
Si f: U — F est différentiable et si ' est continue au point a € U, alors f
est strictement différentiable en a.
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Démonstration. Considérer g(z) = f(z) — f(a) — f'(a).(x — a).
On a ¢'(x) = f'(x) = f'(a) donc lim ||¢g'(z)] = 0.

T—a
Soit € > 0, Ir > 0 tel que ||z —al <r = ||¢(2)] <e.
Appliquer le théoreme des accroissements finis.
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Chapitre 3

Difféomorphismes de classe C!

3.1 Définition et propriété.

Définition 3.1.1. Soit E et F' deux espaces de Banach, U une ouvert de E
et V un ouvert de F'. On dit que f : U — V est un difféomorphisme de classe
C! si f est bijective, de classe C! et si f~!:V — U est de classe C'.

Exemple 3.1.2. La fonction tan :] — 7, 7[— R est un difféomorphisme

Contre exemple 3.1.3. La fonction z — 23 n’est pas un difféomorphisme de
R sur R bien qu’elle soit bijective et contintiment différentiable. Sa réciproque
n’est pas différentiable en 0.

Proposition 3.1.4. Si f : U — V est un difféomorphisme, sa différentielle
en tout point de U est un isomorphise de E sur F, f=% est différentiable en
tout point y de V est on a :

@) =1

Démonstration. Notons g = f~!. On a par définition go f = idy et

fog =1dy, d’ ol en appliquant la régle de dérivation des fonctions composées
(théoreme 1.3.1) on obtient ¢'(f(z)) o f'(z) = idg et f'(g(y)) o ¢'(y) = idp,
pour tout z € U et y = f(x). D’ou le résultat. O

Corollaire 3.1.5. Sl existe un difféomorphisme d’un ouvert de E sur un
owvert de F, alors E et F' sont isomorphes. En particulier si ['un est de
dimension finie, l'autre l’est aussi et sa dimension est la méme.
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3.2 Théoreme d’inversion locale

Avant d’énoncer le théoreme d’inversion locale nous allons démontrer les
deux propositions :

Proposition 3.2.1. Soit f : B(a,7) — E (B(a,r) boule ouverte de centre
a et de rayon r dans F), une application continue telle que : ¢(x) = © —
f(z) soit contractante (k—lipschitzienne avec k < 1) et soit b = f(a).
Alors il eziste un ouvert U contenant a et contenu dans B(a,r), tel que
[ soit un homéomorphisme de V' sur la boule B(b, (1 —k)r). De plus f~' est

1
m—lipschz'tzienne.
Démonstration. Montrons d’abord que B(b, (1 — k)r) C f(B(a,r)).
Pour cela étant donné y € B(b, (1 — k)r) on définit

Ty = a,
T =Y+ SO(‘,EOL

*

TIpt1 =Y + gD(QZ'n),

Pour que cette suite soit bien définie on doit montrer que x, € B(a,r) pour
tout n.
Par reccurence sur n montrons que :

_kn

n—al < —b 1
e —al < =Sy -b @)
o pour n =1, [lz, —al| = [ly + ¢(a) — al| = |ly — 0.
e Supposons (1) vrai pour n
On a [lzps1 — @ = [Jo(zn) — p(2n-1) < kll2n — 0]
d’ot [|ni1 — 2| < K"z —all < k" [y — b (2)
Ainsi [|zn41 — 2ol < lzn — al| + [[Tn1 — 24|

<

—b|| + K"y — b
< 7 1y = ol + A"y — bl

1_kn+1
<—" y—b
=y =l

-1
(x,) est donc une suite de Cauchy qui converge vers x € B(a,r) car par
passage & la limite on obtient ||z — a| < X|ly — bl <.
Nous allons donc démontrer que pour tout y de B(b, (1 — k)r), il existe un x
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de B(a,r) tel que y = f(z). Montrons que cet x est unique.

Supposons qu’il existe =’ de B(a,r) tel que y = f(z').

On a alors 0 = f(z) — f(2') = (z — 2') — (p(x) — ©(z')),

done || f(z) = f(2)]| = [[(z — ") = llo(x) — ()| = (L= K)[lz =2 (3)
On peut maintenant définir 'application g qui a chaque y de B(b, (1 — k)r)
fait correspondre 'unique = de B(a,r) tel que y = f(x).

De (3) on définit que g est T2 —lipschitzienne.

Soit V' = f~1(B(b, (1 — k)r)) (ouvert car f est continue), alors

g:B(b, (1 —k)r) — V est bijective et continue. O

Proposition 3.2.2. Soient E et F' des espaces de Banach et U un ouvert de
E, et f:U — F, une application continue. Supposons que f est strictement
différentiable en a € U et que f'(a) € Isom(E, F).

Alors il existe un voisinage ouvert V' de a et un voisinage W' de b = f(a)
tel que [ soit un homéomorphisme de V' sur W'. de plus l'inverse est
est strictement différentiable au point b.

Démonstration. On Considere g = [f'(a)] Lo f: U — E.
On a ¢'(z) = [f'(a)] 7 f'(x) et on a g'(a) = 1p.
Donc, Vk > 0, 3r > 0 tel que Vz,y € B(a,r)

l9(x) = g(y) = (x = y)|| < kllz =y
On choisit 0 < k£ < 1 et on applique la proposition précédente. O

Théoréme 3.2.3. (Le théoréme d’iversion locale)
Soit f: U — F de classe Ct. Supposons qu'en a € U on ait :

f'(a) € Isom(E, F)

Alors il existe un wvoisinage ouvert V de a et un voisinage ouvert W de
fla) = b tels que f soit un difféomorphisme de V' sur W.

Démonstration. Soit V' le voisinage de a donné par la proposition 3.2.2. On
a

o Vz V' f'(x) existe.

o IV C V' fl(x) € Isom(E,F)Vx € V.

Posons W = f(V') ouvert dans W’ (car f est homéomorphisme de V' sur

w’).
De plus f : V — W est un homéomorphisme. D’ou le résultat en appliquant
la proposition 3.2.1. O
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Corollaire 3.2.4. Soit f : U — V un homéomorphisme de classe C*. Pour
que [ soit un difféomorphisme de classe C*, il faut et il suffit que f'(x) soit
un isomorphisme de E sur F', pour tout x € U

Démonstration. = Découle de la proposition 3.1.2.
< Supposons que f'(x) € Iso((E, F'), pour tout z.
Il suffit de montrer que f~! est de classe C*.
Le théoreme d’inversion locale montre que f est un application ouverte. En
effet soit W un ouvert inclus dans U.
Soit y = f(x) € f(W), il existe un ouvert V, de y et un ouvert U, de z tels
que V, = f(U,). Donc f~!:V, — U, est continue.
L’application V' — L(F, E)
y = ()™
est continue, comme composée d’applications continues. Donc f~! est de
classe C!. O

En dimension finie, on peut énoncer :

Corollaire 3.2.5. Soit U un ouvert de R™ et f : U — R" injective de
classe Ct. Alors f est un difféomorphisme de classe C* si et seulement si le
déterminant de sa matrice jacobienne ne s’annule pas sur U.

3.3 Théoreme des fonctions implicites

Théoreme 3.3.1.

Soitent E, ', G trois espaces de Banach et U un ouvert de £ x F, et
f:U — G de classe C'. Soit (a,b) € U, tel que f(a,b) = 0 et %(a,b) €
Isom(F,G).

Alors il existe un voisinage V' de (a,b) inclus dans U, un voisinage W de a
et une application g : W — F de classe C! tels que :

(,y) e Vet fx,y) =0 < zeWety=gx)

Démonstration. On Considere 'application f; : U — E x G.

Ot fi(z,y) = (z, f(x,y)), fi est de classe C, f,(a,b)(h, k) = (h, %(a,b).h—l—
%(a, b).k), et fi(a,b) € Isom(E x F,E x G).

On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale a f; : 3V C U voisinage
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de (a,b) et W, voisinage de fi(a,b) = (a,0) tel que f; soit un difféomorphisme
de V sur Wj.
fl_l(x7z) = (JI,G(JI,Z)) (ZE,Z) e W

on a alors :
(z,y) Vet f(x,y)=2 & (z,y) €W, G(x,2)=y

Prendre z = 0 et poser G(z,0) = g(x). O
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Chapitre 4

Dérivées d’ordre
supérieur-Formule de Taylor

4.1 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 4.1.1. f est deux fois différentiable en a« € U C FE si f’ est
différentiable en a. On note sa dérivée f* € L(E,L(E, F)).

Remarque 4.1.2. On a L(E,L(E,F)) ~ L(E x E, F)
V< w

w(z,y) = v(x).y

Théoreme 4.1.3. Si f : U C E — F est deux fois différentiable en a €
U,alors f”(a) est une application bilinéaire et symétrique i.e

(f"(a).h).k = (f"(a).k).h
Démonstration. On considere la fonction
gu(v) = fla+v+u)— fla+u)— fla+v)+ f(a),
onagu(v) = go(w).
Montrons que ||gu(v) — (f (a).v).u| = o([ull + [lv]|)?

On a
A B

A A

-~

19w (@)= (" (a).0) ]| < Jlgu(v) — £ (@ +v)u+ f(a)ul + [ (a+v)u— f(@)u—(f (a)v).ul
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F(u) F(0)

A=[Fla+v+u) - flatu) - fla+v)u+ fla)u—{fla+v) - fa)]
< flul sup 17/ (0]
or F’(tu) = flla+v+tu) — f'la+tu) — f'(a+v)u+ f(a)
1 (a +v+tu) = f'(a) = [ (a).(v + tu)|| = of[|v + tul])
1/ (a+tu) = f'(a) = f"(a)-tul| = of|[tul])
1 (a+v) = f'(a) = f"(a)-0]| = o]Ju])

d’ou [[F"(tu)|| = o([|v + tull) + o([[tul]) + o([[v]l) = o([[v]| + [Jul])
Donc A < [[ul[o([|v]] + [|ul])
D’autre part

A= f(a+v)— fa)= (£ (a))]-ul
< [ullo(lo]l + [[ull)
D’autre part

1F"(a +v) = (@) = (f"(a).v)[|.[|v]]

<
< fullo(fioll + {lull)

Finalement

19 (v) = (f" (@)-0)ull < [fullollo] + [lull) = o(lv]l + [|ul)?
En échangeant u et v on obtient
g (1) = (f" (@).u)-oll = o([jul| + [|v]])?

d’ou ) )

(£ (@)-v).u — (f (a).v).ull = o(|lull +[|v])*
Ve > 0, 3n > 0 tel que si ||u|| + ||v]| < n alors

10" (@)-v).u = (f"(@).v)ull < e(lull + [v])?
Vu,v on peut trouver A # 0 tel que ||Aul| + || Av|| < n on a alors

AP (a)-0).u = (" (a)-0)ull < e[ AP([lull + oll)?
= |(f (a)v)u—(f (a)v)ul]| =0 Yu, v
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Casou F=F; x..x E,et f:U C E— F deux fois différentiables

7 (@) (ks oo ) = 2 (o) ks € £(5, )
of N~ 9 0f
(G (@) (s, o) = ]Zl(axi%% (a)-k:)h,
On note o o of
P, (a) = ag[/,ll(a—%)(a)
on a alors
, 02 f
(@) (R, o kn)- (b, ooy ) = Z(awax'(a).k‘i)h]‘

i?j

Théoreme 4.1.4. Si E =R" et f: U C E — F est deux fois dérivables
alors

P =2 )
(9a:i8:1:j N al’JaI‘l

Démonstration. Soit {e;} la base canonique.
Appliquer le théoreme 4.1.3. O]

4.1.1 Dérivées successives

L. (E,F)={p: E"— F multilinéaire et continue}
Par réccurence on définit ” f est n—fois différentiable en a”.
Supposons que cette notion est définie jusqu’a Uordre (n — 1).
On dit que f est n—fois différentiable en a s’il existe un voisinage V' de a
telle que f soit (n — 1)—fois différentiable en tout point de V' et I'application
x> fD(z) de V dans £,_1(E, F) est différentiable au point a.
On note f™(a) = (f®V) (a) € L,.(E, F).

e f est de classe C™ dans U si f est n—fois différentiable en tout point de U

et si f:U — L,(E,F) est continue.

e f est de classe C™ si elle est de classe C", Vn.
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Théoréme 4.1.5. Si f est n fois différentiable en a alors f™(a) € L, (E, F)
est une application multilinéaire symétrique i.e. si (hy,...,h,) € E™ et o est
une permutation quelconque sur {1,...,n}, on a

£ (@) (hay oo b)) = F(@) (hor), s hom)

Démonstration. Raisonner par récurrence. O

Exemple 4.1.6.

* La composée de deux applications de classe C" et de classe C".
* @ :Isom(E,F)— L(E,F)
u—u!
est de classe C™
* Soit f: VW, VCE WCF
est un C!—difféomorphisme.
Si f est de classe C™ alors f~! est aussi de classe C™.

4.2 Formule de Taylor

4.2.1 Rappel sur l'intégration des fonctions réglées :
Intégration des fonctions en escalier

Définition 4.2.1. Soit f : [a,b] — E (Banach) est une fonction en esca-
lier s’il existe une subdivision g = a < 21 < ... < x,, = b de [a, ] telle que

Jzi,00,0| SOIt constante i = 1,..,n
n—1

I(f) = > (xip1 — mi)g Intégrale de f.
i=1
Intégration des fonctions réglées
Définition 4.2.2. f : [a,b] — FE est est une fonction réglée si elle est

limite uniforme d’une fonction en escalier f = lim f,
n—-+00

b
1) = Jim_[ f(0de= tim 1(7,)
I(f,) est de Cauchy implique qu’elle converge.
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Remarque 4.2.3. f : [a,b] — E continue (= réglée)

t
Soit F(t) = [ f(s)ds, alors F est dérivable sur ]a,b[ et F'(t) = f(t), pour
tout ¢ de |a, b|.

Propriétées de I

1. I est linéaire.

2. ICHI < (b= a)l[fllo ot [ foll = sup [f(2)]

te[a,b]

4.3 Formules de Taylor

4.3.1 Formule de Taylor : Cas particulier

Soient F, F, et G des espaces de Banach
¢ : F x F — G une application bilinéaire et continue.
w:Il— FEetov:I— F des applications définies sur un ouvert [

Lemme 4.3.1. L’application
E: I =G

t— > (=1)Pp(ul(t),v"P(1))
p=0
a pour dérivée la fonction

€ it = p(u(t), v V(1) + (=1) (" (2), v(?))

Proposition 4.3.2. Si v est une fonction (n + 1) fois différentiable d’une
variable réelle t on a :

Doy + 1 -0/ + o L0 = Ly

n! n!
Démonstration. Considérer ¢ : R x F' — G.
(A, 2) = Az
1 n (n+1)
u(t) = —'(1 —t) u (t)=0
n!
Appliquer le lemme. n
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Corollaire 4.3.3. Supposons que U D [0, 1] et que vt continue, Alors :

1

[v(1) = v(0) — v'(0) — %v”(O) — = %v(")(O)} = /u;—!twv(”ﬂ)(t)dt

Corollaire 4.3.4. Supposons que ||v™+D(t)|| < M pour tout t de [0, 1], Alors
on a :

o) = 0(0) = (0) = 300~ = EE00 <
s . . - (1 t)n+1
Démonstration. Soient g(t) = _MW
f&)=vt)+ 1 —)'t)+...+ (1 ;!t)nv(n) (t)
7@l < S )
< M (17;—,t)n = 4'(t)

Le théoreme des accroissement finis implique que || f(1)— f(0)]| < g(1) —g(0)
O
4.3.2 Formule de Taylor : Cas général

Uouvertde Eet f:U — F
Sia € U alors [a,a + h| C U pour ||h|| suffisamment petit.

Théoréme 4.3.5. (Formule de Taylor avec reste intégrale)
Soit f:U — F de classe C"*'. Si[a,a+ h] C U, alors on a :

Fla+h) = f(a) + f'(a).h+ %f"(a).(h, B+t %f(”)(a).(h)”

n!

+f Q0 psn) (4 th (1
0
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Démonstration. Considérer v(t) = f(a + h).
Par récurrence — v (h) = £ (a + th).(h)" Appliquer le corollaire 4.3.3

m
Théoréme 4.3.6. (Formule de Taylor avec reste de Lagrange)
Soit f:U — F (n+ 1) fois différentiable. Supposons que
Ifr @) <M VeeU
Si la,a+ h) C U, alors
£+ ) = £(@) = F@h = .=~ @) ) < L
' onl ' —  (n+1)!
Démonstration. Appliquer le corollaire 4.3.4
m

Théoréme 4.3.7. Soit f : U — F (n—1) fois différentiable. Supposons que
f est n— fois différentiable en a € U.
On a alors,

1 n n n
I Fath) = f(a) = f'a)h— .= — f(a). (b)) = ol ")
Démonstration. Par récurrence.
Pour n = 1, la définition de la dérivée.
Supposons que la relation est vraie pour n — 1.

Posons

plh) = fla+h) — fla) — f'la)h— .~ [ (a).(h)"
alors )

)= Flat )= (0) = o= g ) (1

On sait que [¢/(h) ]| = of[[A]"), done
Ve >0, 3n > 0 tel que [[2]| <n = [l¢'(R)]| < ]|h]"".
Le théoreme des accroissement finis = ||p(h) — ¢ (0)]] < g||h||™ pour [|h]| < n

Comme ¢(0) = 0, on obtient le résultat.
[
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Remarque 4.3.8. g : h — (h,...,h)
€1 (hay o hy) = f™(a).(ha, ..., hy)

ou g est linéaire et £ est multilinéaire et symétrique
(€0 g)(h) = f™(a).(h)"
(§og)(h).k = (g(h))]g'(h)-k]

=& (g(h)(k, ... k) =nf®™(a).(h,...,h, k)

(n —1) fois
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Chapitre 5

Maxima et Minima Relatifs

Dans ce chapitre on considere exclusivement des fonctions a valeurs
réelles, et on s’intéresse a leurs exrema, c’est-a-dire a leurs minima et
maxima. On parlera en fait seulement de minima pour simplifier :les maxima
d’une fonction f peuvent en effet étre vu comme les minima de — f.

5.1 Extrema libres.

Définition 5.1.1. Si f est une fonction définie sur une partie D d’un espace
de Banach F et a valeurs réelles, un point a € D est un mininum local de
f ¢’il existe un voisinage V, de a ouvert dans D, tel que

f(x) > f(a) pour tout x € V.
On dira que a est un minimum global de f si
f(z) > f(a) pour tout x € D.

un minimum est dit strict si 'inégalité est stricte, c’est-a-dire f(z) > f(a),
pour tout x # a.

L’objectif ici est de dégager des conditions nécessaires et/ou suffisantes
pour avoir un minimum local selon le degré de différentiabilité de f.
Commencons par rappeler ce que 'on sait dans le cas £ = R.

Proposition 5.1.2. Soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert I
de R et a valeurs dans R, dérivable en a € 1. Si a est un minimum local de
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g alors ¢'(a) = 0. Si de plus g est deux fois dérivable en a, alors g"(a) > 0.
Inversement sib € I est tel que ¢'(b) = 0 et ¢"(b) > 0 alors b est un minimum
local de g.

Démonstration. Par définition de la dérivabilité,

g(t) = g(a) — (t —a)g'(a) = e(t)(t — a)
avec %im e(t) = 0. Si ¢’(a) # 0, supposons par exemple ¢'(a) > 0, alors : il
—a
existe n > 0 tel que si [t — a| < n, alors |e(t)] < 3¢'(a), dou

(1) ~ 9(a) = (¢ (0) + =())(¢ — @) < 3g/(@)(t —a) <0

pour a —n <t < a. Donc a ne peut pas étre un minimum local.

Si g est deux fois dérivable, supposons que a est un minimum local de g.
Alors ¢'(a) = 0 d’apres ce qui précede. Supposons g”(a) < 0. Comme, d’apres
la formule de Taylor-Young

g(t) — g(a) — 5(t —a)*g"(a) = e(t)(t — a)’

avec lime(t) = 0, il existe n > 0 tel que [t —a| <7, [e(t)| < —1¢"(a), dou

t—a

1

g(t) = gla) = (59"(a) +e(®)(t —a)* <

5 g"(a)(t —a)* <0

A

pour |t —a| <1, t# a. Donc a ne peut pas étre un minimum local.
Enfin, si ¢'(b) = 0 et ¢”(b) > 0 alors

1

olt) — g(b) — 5t = b)*9"(b) = (6)(t ~ b’
avec 11_{% e(t) =0, il existe 7 > 0 tel que [t — b] <7, |e(t)| < 1¢"(b), d'ot
1) ~ 9(0) = (50" (6) — ()¢ — B = g )t~ b)* > 0
pour |t — b < n. O

Remarque 5.1.3.

Attention, les conditions ¢'(a) = 0 et ¢”(a) > 0 ne sont évidemment pas
suffisantes (ex : g(t) = t3 en t = 0) et la condition ¢”(b) > 0 n’est pas
nécessaire (ex : g(t) =t ent =0)!
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Les conditions de la proposition 5.1.2 s’étendent aux fonctions définies
sur un ouvert d’espace de Banach.

Théoréme 5.1.4. Soit f une fonction définie sur un ouvert U d’un espace de
Banach E et a valeurs réelles, différentiable en a € U. Si a est un minimum
local de f alors Df(a) = 0. Si de plus f est deux fois différentiable en a,
alors D?f(a)(h,h) > 0 pour tout h € E. Inversement si b € U est tel que
Df(b) = 0 et il existe C > 0 avec D*f(b)(h,h) > C||h||* pour tout h € E

alors b est un minimum locale de f.

Démonstration. Les conditions nécessaires sont immédiates de la proposition
5.1.2.

En effet, si a est un minimum local de f alors, quel que soit A € E, 0 est un
minimum local de la fonction d’une variable réelle

g:t—g(t) = fla+th).

Or ¢'(0) = Df(a)(h) et ¢"(0) = D*f(a)(h,h).
Pour les conditions suffisantes, on applique la formule de Taylor-Young a f.
On a en effet

Flb-+ ) = £(0) = 5D F(O)(h h) = ()
avec ,1Ii£r(1)5(h) =0, il existe n > 0 tel que ||h|| < n, |e(h)] < £, dot
Flbth)— ) = Sl > 0
pour ||h| < n. O

Remarque 5.1.5.

En dimension finie, l'existence de C' > 0 tel que D?f(b)(h, h) > C||h||* pour
tout vecteur h € E équivaut a D?f(b)(h,h) > 0 quel que soit h # Op.
Il suffit en effet de remarquer que la fonction continue h +— D2f(b)(h, h)
atteint son minimum sur la sphere unité (qui est compacte si E est de dim-
mension finie). Par bilinéarité de D?f(b) on en déduit I'inégalité voulue avec

C = ||Ilﬂ|i21 D%f(b)(h,h). De plus, pour avoir D?f(b)(h,h) > 0 quel que soit

h # 0g, il faut et il suffit que la matrice hessienne de f en b, c’est-a-dire
la matrice symétrique réelle de coéfficients 82281; - (b) ait des valeurs propres
toutes strictement positives. on sait en effet que toute matrice symétrique
réelle est diagonalisable sur R : une démonstration de cette propriété utilise

précisément la notion d’extremum lié...
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5.2 Extrema liés.

Définition 5.2.1. Si f et g1, ..., g, sont des fonctions définies sur un ouvert
U d’'un espace de Banach E et a valeurs réelles, un point a € U tel que
g1(a) =0,...,gp(a) = 0 est un minimum local de f sous les contraintes
g1, ..., gp s'il existe un voisinage ouvert V,, de a tel que

f(z) > f(a), pour tout x € V, tel que g1(x) =0,...,g,(x) =0

On va obtenir ici une condition nécessaire pour qu’un point soit un mini-
mum local sous contraites lorsque les fonctions f et gy, ..., g, sont continiiment
différentiables.

On dira que les contraintes gy, ..., g, sont indépendantes au point a € U
si la famille de formes linéaires continue {(Dg;(a)), ..., (Dgy(a))} est libre.

Théoreme 5.2.2.

Soient f et g1, ..., g, des fonctions de classe C* sur un ouvert U d’espace de
Banach E et a valeurs réelles. Soit a € U tel que g1(a) =0, ..., g,(a) = 0 et
les contraintes g1, ..., g, sont indépendantes au point a. St a est un minimum
local de f sous les contraintes g, ..., g, alors il existe des réels \i, ..., \, tel
que

Df(a) =M (Dgi(a)) + ... + \p(Dgp(a))

Dans cette énoncé les nombres \i, ..., \, sont appelés des multiplicateurs
de Lagrange.

Démonstration. Grace au théoreme des fonctions implicites, on va se ramener
au cas d’'un minimum libre. on peut supposer sans perte de généralité a = 0.
(I1 suffit de considérer la fonction x — f(z — a) au lieu de f.) Notons pour
simplifier ¢; := (Dg;(0)) pour tout ¢ € {1,...,p}. Soit

G = (Vect(ir, ..., 10,)) " ={h € E; ¢;(h) =0, i € {1,...,p}}.

Puisque la famille (¢1,...,1,) est libre, il existe une famille de p vecteurs
(h1, ..., hy) € E indépendantes tels que ;(h;) = &/ (symbole de Kronecker,
valant 1 si i = j et 0 sinon). Alors le sous espace F' = Vect(hy, ..., hy) est tel
que G @ F = F, c’est-a-dire que pour tout x € F il existe un unique couple
(z,y) € G x F tel que x := z+y. On a donc un isomorphisme
J: GXF—FE
(z,y) —»x=2+y.
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p
(La continuité de la réciproque découle de la formule explicite : y = > ¢;(x)h;).
i=1
Considérons alors la fonction

GxF —RP
(z,9) = (g1(z +y)s s G2 +Y)).

C’est une fonction de classe C! (comme fonction composée de fonctions de
classe C') et sa différentielle partielle par rapport a y au point (0,0) est un
isomorphisme de I’ sur RP, par hypothese sur les fonctions g; : en effet, dans
la base (hy,...,h,) de F et la base canonique de RP, sa matrice jacobienne
est la matrice de coefficient v;(h;) = 5g , c’est-a-dire la matrice identité!

Donc le théoreme des fonctions implicites montre qu’il existe un voisinage
Vo de 0 dans U (image par J d’un voisinage de (0,0) dans G x F), et une
application ¢ définie sur un voisinage Wy de 0 dans G tels que

G(z)=0,..,0(2)=0; ze€Vy & z=z+¢(2)

Par conséquent, 0 est un minimum local de f sous les contraintes gy, ..., g,
si et seulement si 0 est un minimum local de la fonction ¢ : z — g(z) =
f(z + ¢(2)). Une condition nécessaire est donc Dg(0) = 0, c’est-a-dire

Df(0)(k+ De(0)(k)) =0 pour tout k € G.

Or par construction de ¢ on a précisément Dp(0)(k) = 0 pour tout k € G.
En effet, comme ¢ est a valeurs dans 'espace vectoriel F' = Vect(hy, ..., hy),
il suffit de montrer que ¢;(Dp(0)(k)) = 0 quel que soit i € {1,...,p} : ceci se
déduit par différentiation de la fonction

2 gi(z 4+ p(2)),

qui est identiquement nulle, en utilisant le fait que (Dg;)(0)(k) = 1;(k) =0
pour tout k € G (par définition de G'!).

On a donc montré que Df(0)(k) = 0 pour k € G. Autrement dit, en
notant pour simplifier ¢» = D f(0), on a

(Vect(ir, ..., 0,)) " C (Veet())*+

On en déduit, grace au lemme algébrique classique rappelé ci-apres :

Vect() C Vect(yy, ..., ,),

c’est-a-dire que v est effectivement une combinaison linéaire des ;. O]
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Lemme 5.2.3. Soient ¢, 91, ...,,, des formes linéaires sur un espace vec-
toriel E. Si

p
ﬂ Kery; C Keriy,
i=1

alors 1 est une combinaison linéaire des 1);.

La démonstration est laissée en exercice.

Jusqu’a présent, nous avons considéré des problemes d’extremum essen-
tiellement sur des ouverts : les conditions nécessaires d’extremum local (dans
la proposition 5.1.2 et les théoreme 5.1.4 et 5.2.2) sont fausses lorsque U
n’est pas un ouvert. Nous allons maintenant considerer des problemes d’ex-
tremum sur des sous ensemble convexes de F (la convexité étant une propriété
géométrique et non topologique).

5.3 Convexité et minima.

Définition 5.3.1. Un sous ensemble C' d’'un R—espace vectoriel E est dit
convexe si pour tous x,y € C, pour tout § € [0,1], Oz + (1 — 0)y € C. Une
fonction f définie sur un convexe C' et a valeurs dans R est dit convexe si
pour tous z,y € C, pour tout 6 € [0, 1],

fllz+(1—=0)yeC)<0f(x)+(1—0)f(y).

Elle est dite strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte lorsque
x #yet €0 1]

Théoreme 5.3.2. Soit f: U — R une fonction différentiable sur un ouvert
U d’un R—espace de Banach E et soit C' un sous ensemble convexe de U.
Alors fio est convere si et seulement si, pour tout x,y € C,

fy) > f(z)+ Df(x)(y — ).

Elle est strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte pour r # y.
En supposant en outre que f est deux fois différentiable, fic est convere si
et seulement si, pour tout x,y € C,

D2f(@)(y — 2,y —2) > 0,

Elle est strictement conveze si linégalité ci-dessus est stricte pour x #vy.
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Démonstration. Supposons f convexe. Soient z,y € C' et 6 €]0,1[. On a

f(g:+9(y—0x)) —f@) fly) - f(),

d’ou
Df(x)(y — ) < fly) — f(2),
en faisant tendre 6 vers 0. Si f est strictement convexe, on a une inégalité

stricte pour = # y et 6 €]0, 1], mais elle devient large dans le passage a la
limite. Pour démontrer qu’effectivement

Df(z)(y —x) < f(y) — f(x),

on observe que pour tout w > 0,

x—l—&(y—x):ww $+§($+W(y_x)),

d’ou, pour 0 < 6 < w < 1,

Hoe 0y =) ~J@) _ feroly=a) 0@ ) g

On obtient I'inégalité stricte souhaitée en gardant w fixé et en faisant tendre
6 vers 0. réxiproquement, si on a

fly) > f(z) + Df(x)(y — ),

quels que soient x et y € ', on obtient I'inégalité de convexité en prenant la
combinaison convexe des inégalités

flx) > fla+0(y—xz)) —0Df(z+0(y—z))(y — ),
fly) > fla+0y—2)+ (1 =0)Df(x+0(y —x))(y — z).

Pour la caractérisation de la convexité en terme de différentielles secondes,
on peut considérer, a z fixé, la fonction

g:y— fly) — Df(x)(y).

La différence avec f étant une fonction affine, g est convexe si et seulement si
f Vest, et D*f(z) = D?g(x). Or, si f est convexe, la premiére partie montre
que z est un minimum (globale) de g|¢. En appliquant a

0 €0,1] — g(z+0(y — x)),
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la formule de Taylor-Young exactement comme la démonstration de la pro-
position 5.1.2, on en déduit que nécessairement

D*f(z)(y — 2,y —x) 2 0.

Inversement, supposons que l'on ait cette inégalité quels que soient x et y
dans C'. Alors d’apres le théoreme des accroissements finis appliquée entre 0
et 1 a la fonction

0,1] = R

0 s fla+0(y— ) — (1 — O)DF(x + 6y — 2))(y — 2),
il existe 0 €]0, 1], tel que

f) = f@) = Df(2)(y — 2) = (1 = 0) D yppy ) f(y — 2y — )

- %gDiww—m))f(y —(z+0(y—2),y—(x+0(y—x)))>0.

Donc f est convexe d’apres la premiere partie. O
Théoréme 5.3.3. Soit f: U — R une fonction différentiable sur un ouvert
U d’un R—espace Banach E et soit C' un sous convexe de U.

i si fio est convexe et admet un minimum local dans C, c’est un minimum
global ;

ii si fio est strictement convexe alors elle admetl au plus un minimum, et
c’est un minimum strict;

iii st f est différentiable, une condition nécessaire pour qu’un point a € C
soit un minimum de fio est

Df(a)(y —a) >0,

pour touty € C. St de plus fc est convexe, cette condition est également
suffisante.

Démonstration. i supposons f|c convexe et admettant un minimum local en
a € C, et soit € C. Pour tout 6 €]0, 1],

fla+0(z —a)) = fla) < O(f(x) = f(a)),

et le membre a gauche est positif ou nul pour € > 0 assez petit. Par
conséquent f(a) > 0.
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ii si fo est strictement convexe, on obtient comme ci-dessus I'inégalité stricte
f(z) — f(a) > 0 pour = # a. Un minimum stricte est toujours unique.

iii supposons f différentiable et admettant un minimum en a € C. Soit
x € O : il existe une fonction ¢ : § — ¢(0) tendant vers 0 en 0, telle que

fla+0(x—a))— fla) =0Df(a)(x — a) + 0(0).

Si on avait Df(a)(x —a) < 0, on aurait f(a + 0(x —a)) < f(a) pour
0 > 0 assez petit.
Inversement, si fjc convexe et si on a l'inégalité

Df(a)(x —a) =0,

pour y € C, alors d’apres la premiere partie du théoreme 5.3.2, a est
un minimum de f.

]

Un exemple important de probleme de minimisation sur un ensemble
convexe est fourni par ce que I'on appelle des contraintes-inégalités

gl(a) < 07 "'7gp(a) < 07

ou les fonctions g; sont convexes. Un exemple important de fonction convexe
a minimiser est celui des fonction quadratiques, c¢’est a dire de la forme

z i f(z) = ¢z, x) + 1(z),

ou ¢ est une forme bilinéaire continue positive et [ est une forme linéaire
continue.

5.4 Introduction au calcul des variations.

Considérons I'espace E = C*([0, 1]; R™) muni de la norme définie par

[/ lloc), [ulloe = max [|u(t)[|rn.

] = max(]u ma

Soient a,b € R™. Considérons ’ensemble
C:={uekFE; u0)=a, u(l)=>b},
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(évidemment convexe) et une fonction de la forme
A:ueFEw— /L(u(t),u'(t))dt,

ot L € C*(R™ x R™;R). On montre sans peine que A est différentiable sur E.
D’apres le théoreme 5.3.3, si f admet un minimum u sur C, alors

Df(u)(h) =0,

pour tout h € C' — u, c’est-a-dire pour tout h € E tel que h(0) = h(1) = 0.
Par suite, I'inégalité est en fait une égalité : une condition nécessaire pour
que u soit un minimum de f sur C' est par conséquent

/Zgi( (t),u dH/Za W' (8))h(t)dt = 0,

0

quel que soit h € E tel que h(0) = h(1) = 0. (On a noté ¢; et p; les compo-
santes des arguments de L.) En intégrant par parties le deuxiéme morceau,
on peut réécrire 1’égalité ci-dessus sous la forme

/ S )10+ O ) 0 0.

Pour qu’elle soit satisfaite quelle que soit la fonction h, il faut et il suffit,
d’apres ce que I'on appelle parfois le lemme fondamental du calcul intégral,

que
Ve 01l S (w0 (0) + GG (o). /(1) =

c’est-a-dire que u soit solution de I'équation différentielle

d oL , oL ,
i 5y, ). (0) = 52 ul). ' (1),

C’est ’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonction L. Si L est convexe,
alors A aussi (par linéarité de I'intégrale), et par conséquent si u € C est
solution de I’équation d’Euler-Lagrange, ¢’est un minimum de A. Lorsque L
n’est pas convexe, ’équation d’Euler-Lagrange est loin d’étre suffisante pour
minimiser A.
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