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Série 3
Exercice 1. Soit E = C}([0,1],R) I'espace vectoriel des applications dérivables
sur [0, 1]
f:]0,1] = R, & dérivée continue sur [0, 1] et telles que f(0) = 0. On note pour

tout f € B, ||f[[g = sup |f'(z)|+ sup [f(z)].
z€[0,1] z€[0,1]

Soit F' = C([0,1],R) I'espace vectoriel des applications g : [0,1] — R, conti-
nue sur [0, 1]. On note pour tout g € F, ||g||lg = sup |g(z)].
z€[0,1]

On admettera que (E, ||||g) et (F, ||||F) sont deux espaces de Banach.
1. Montrer que :

p:EF — F
E = o(f)=f"
est une application C* et calculer, pour tout f,h € E, Dp(f)(h).
2. Soit ¢ : E — F lapplication définie par ¢(f) = f'2 + f. Montrer que ¢
est une application C* et calculer Dp(f)(h), pour tout f,h € E.

3. Soit Q = {f € E; f'(t) # 0, Vt € [0,1]}. Montrer que € est un ouvert de
L.

4. Montrer que quel que soit f € Q, Dp(f) : E — F est bijective.
En déduire que Dp(f) € Isom(E, F).

5. Soit fo € Qet go = ©(fo) = fo? + fo. Montrer grace au théoréme d’in-
version local, qu’existent §},, un voisinage ouvert de go dans F' et {1y,
un voisinage ouvert de fo dans F, tel que pour tout g € €, ’équation
dfférentielle & : 2+ f = g admet une solution unique dans f € fo-

Exercice 2. On munit R” de son produit scalaire usuel, noté (z,y) — (z|y),
et de la norme associée. Soit a € €, f : R” — R™ une application de classe C*.

1. On pose, pour tout x et y € R™,

9z, y) = | f(z) = fF)|*.

Montrer que la différentielle seconde g;y(x, y) existe et la déterminer.

2. On suppose désormais que, pour tout = et y € R™, ||f'(z)(h)|| = ||h].
Montrer que pour tout z et y € R™, ||f(x) — f(y)| < ||z — y| (Utiliser
TAF).

3. Soit a € R™. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U, de a tel que la
restriction de f & ce voisinage soit un C!-difféomorphisme de U, sur f(U,).
En déduire qu’il existe un voisinage ouvert V, C U, tel que, pour tout z

ety € Vo, [If(x) = fW)ll = [l =yl



4. Etablir que, pour tout x et y € V, et h et k € R™,
(f' @)W () (k) = (h]k).
Exercice 3. Soit E un espace de Banach. On définit 'application :
foL(E) — L(E)

1
u — i(uou)

1. Montrer que f est de classe C! sur L(E) et déterminer df,, u € L(E).
2. Soit ug € L(E) tel que |Jug — id|| < 1.

a) Montrer que : ||df (ug).h—h| < ||ug—1id||||h||, pour tout h € L(E). En déduire
que df (ug) est inversible.

b) Montrer qu'il existe un voisinage V' de ug tel que f}y, soit un C L_difféomorphisme.

Exercice 4. Soit E 'espace vectoriel des fonctions bornées sur [0, 1] & valeurs

dans R, muni de la norme ||f|| = sup |f(¢)]. Soit ¢ : E - Retp: E - R
t€[0,1]

définie par ¢(f) = sin(f(0)) et ¢(f) = cos(f(0)).
1. Montrer que ¢ et 1 sont de classe C*>.
2. Déterminer D(¢(f).h) pour f, h € E.

3. Calculer D?(¢(f).(h,k)) pour f, h, k € E.

Exercice 5. On considére dans I’espace R3 ’équation
flay.2) =22+ fsinfe -y +2) = 0 (%)

1. Montrer que z peut s’écrire sous la forme z = ¢(x, y), ot ¢ est une fonction
de classe C! définie sur un voisinage V' (0,0) C R? et telle que ¢(0,0) = 0.

2. A partir de I'équation (x), déduire

Op Op
5. (0.0) et - (0,0).
3. Calculer o2 o2 o
¢ ) P ¢
92 (0,0), 057 (0,0) et 920y (0,0).



