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Chapitre 1

Espaces mesurables

Dans toute la suite X désignera un ensemble non vide. On notera par P(X) l'ensemble
de parties de X.

1.1 Clans (Algébres de Boole)

Définition 1.1.1. Une classe € de parties de X est appelée clan (ou algebre de Boole ou tout simple-
ment algebre) si :

1. ©ev.
2. € est stable par passage au complémentaire dans X : si A € €, alors Ab=x \Ae%.
3. € est stable par réunion :si A,B € €, alors AUB € €.
Exemples 1.1.2. 1l y a beaucoup d’algebres sur un ensemble non-vide donné X.
— La plus grosse est 'algebre P (X).
— La plus petite est {@, X }.

— Soit A C X. La plus petite algébre contenant A est la collection constituée de @, A, Abet X.
— L'intersection de deux algébres € et 6, sur X, définie par

C1NG = {ACX;AG%letAG%},

est encore une algebre sur X. Plus généralement, L'intersection d une famille quelconque d’al-
gebres sur X est une algebre sur X.

Remarque 1.1.3. Soit ¢ un clan de parties de X. Les propriétés suivantes sont immédiates :
1. Xev.
€ est stable par différence non symétrique : si A,B € €, alors A\ B € €.
€ est stable par différence symétrique : si A,B € €, alors AAB := (A\B)U(B\ A) € €.
€ est stable par réunion finie : si Ay, -+ , Ay € €, alors A;U---UA, €F.
€ est stable par intersection finie : si A1, -+ ,An € €, alors A;N---NA, €F.

SR N

Il y a d’autres systémes équivalents a I'ensemble des axiomes dans la définition d'une
algebre. On cite par exemple la définition équivalente suivante :
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Définition 1.1.4. € C P(X) est un clan sur X si et seulement si
1. € non-vide.
2. € est stable différence non symétrique.

3. € est stable par réunion.

1.2 Tribus (c-Algébres de Boole)

Définition 1.2.1. Une collection € de parties de X, € C P(X), est dite tribu (ou o-algebre ou
encore c-algebre de Boole) sur X si elle possede les propriétés suivantes :

1. € est non-vide.
2. € est stable par passage au complémentaire.
3. € est stable par réunion au plus dénombrable.
Définition 1.2.2. Le couple (X;€) formé d’'un ensemble non vide X et d'une tribu € sur X est

dit espace mesurable. Les éléments de € sont appelés les parties ¢-mesurables de X ou simplement
mesurables s'il n"y a pas d’ambiguité sur le choix de la tribu €.

Exemples 1.2.3. L'ensemble des tribus sur X est évidemment non vide. Les exemples des algébres
sur X cités précédemment sont aussi des o-algebres sur X :

— La plus grosse est la tribu P(X).

— La plus petite est {@, X }.

— Soit A C X, la plus petite tribu contenant A est {@, A, A%, X}..

Remarque 1.2.4. Toute tribu (c-algebre) sur X est un clan (algebre) sur X. En revanche, il existe
des algebres qui ne sont pas des tribus. Un des contre-exemples est donné par

¢ ={AecP(X); Aou AL = X\ A}
ot X est un ensemble non vide et infini.

Remarque 1.2.5. Soit (X; .#) un espace mesurable. Alors, on a les propriétés suivantes :
1. ./ contient nécessairement les parties @ et X.
2. M est stable par intersection dénombrable.

3. M est stable par différence non symétrique et par différence symétrique.

Comme dans le cas des clans, il y a d’autres systémes équivalents a I'ensemble des
axiomes définissant une tribu. Par exemple :
Définition 1.2.6. € C P(X) est une tribu sur X si et seulement si

1. Xe%.

2. € est stable par différence non symétrique.

3. € est stable par réunion au plus dénombrable.
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1.3 Construction des tribus

1.3.1 Constuction 1 : Tribu trace (induite)

Soit .# une tribu de parties de X. Pour toute partie fixée C non vide de X, on définit
M = {AﬂC; A€ //f}

Alors .7 est une tribu sur C, appelée tribu induite par .# (ou encore tribu trace de .#) sur
C.

Attention : Ici, il faut prendre le complémentaire dans C.

1.3.2 Constuction 2 : Tribu image réciproque

Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X — Y une application donnée. Si .#y
est une tribu sur Y, alors f 1 (.#y) = {f~}(B); B € .#y} est une tribu sur X.

Pour la vérification, on utilise les propriétés suivants
C(r1 — 1Cay. (-1 _ -1
(F1 @) = £1Ca); 7 (UierA) = Uierf 1 (A)

ainsi que f~1(Y) = X.

1.3.3 Constuction 3 : Intersection de tribus

La plus part des tribus "intéressantes" sur X sont construites en utilisant le résultat que
toute intersection (dénombrable ou non) de tribus de parties de X est encore une tribu de parties de
X.

Proposition 1.3.1. Soit F une famille de parties de X. La tribu
ﬂ M =:0(F)
{ A tribu sur X }
MO F
est la plus petite tribu sur X contenant F.
Définition 1.3.2. o (F) est dite la tribu sur X engendrée par F.

Proposition 1.3.3. 1) Soient € et ¢’ deux collections de parties de X. Alors,
i) Sie C €', alors o(€) C o(€") (en particulier si ¢’ est une tribu,ona o(€) C €’').
ii) Onaoc(€) Co(¢') < € C o(¢’).
iii) 0(¢) =0(¢') <= € C (€ )et ¢ C o(€).
2) Sif: X — Y est une application et €y une collection de parties de Y, alors

o(fH(EY)) = fH (o (%y)).

A. Ghanmi Espaces mesurables 5
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Remarque 1.3.4. On peut avoir 0(¢) = o(€") pour deux classes différentes € et ¢'. Par exemple,
onac({A}) = oc({A%}).

Remarque 1.3.5 (Emboitage des Tribus). On rencontrera souvent la situation du cas particulier
de la proposition précédente : on aura deux tribus A et ' sur le méme ensemble X et on voudra
montrer que .# C M. Sion sait que . est engendrée par une collection € (autrement dit 0(€) =
M), il suffira alors de prouver que € C '

1.3.4 Constuction 4 : Tribu produit

Soient (X; .#x) et (Y; .#y) deux espaces mesurables.

— La tribu produit de .#x et .#y est la tribu sur le produit cartésien X x Y, noté .#x ®
My, engendré par les parties A x Bou A € .#x et B € #y.

— Le couple (X x Y; #x ® My) est dit espace mesurable produit des espaces (X; .#x)
et (Y; . #y).

Remarque 1.3.6. Le produit cartésien des deux tribus, #Mx X My, n’est pas une tribu sur X x Y
(La stabilité par réunion dénombrable tombe en défaut). Mais on a bien

//X(X)//y = U(//X X //y)

1.4 Tribu de Borel

La notion de tribu borélienne est liée a la structure topologique de 1'ensemble de base.

Définition 1.4.1 (Topologie). On appelle espace topologique tout couple (X; 0') formé d'un en-
semble non vide X et d'une famille O de parties de X possédant les propriétés

1. O contient les parties D et X.

2. O est stable par intersections finies.

3. O est stable par réunions quelconques.

Les éléments de O sont les ouverts de la topologie. Les complémentaires des ouverts sont les fermés
de la topologie.

Topologie usuelle sur R :

La topologie dite usuelle sur R est donnée par la collection .7 des parties de R qui sont
unions d’intervalles ouverts |a,b[ aveca € RU {—oo} et b € R U {4o0}. Cette topologie
usuelle, un ensemble O C R est ouvert si

Vx €O, 3be O, x €a,b|C O.
Si O est un ouvert de R, on considere
T—{(p,r) €Qx Q};Jo—r,p+7r[C O},
Alors 7 est dénombrable (elle s'injecte dans Q x Q) et

0= U lo—r,p+rl
(pr)ez
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Ainsi tout ouvert de R peut s’écrire comme réunion au plus denombrable d’intervalles ou-
verts (on peut méme se limiter a des intervalles a extrémités rationnelles).

Tribu de Borel

Définition 1.4.2. Soit (X; &) un espace topologique. La tribu de parties de X engendrée par la
famille O est appelée tribu de Borel ou encore tribu des boréliens de X.

Remarque 1.4.3.
— On note B(X) la tribu borélienne de I'espace topologique (X; ©), s'il n’y a pas d’ambiguité
sur le choix de la topologie mise sur X.
— Les ouverts et les fermés, les intersections dénombrables d’ouverts, les réunions dénombrables
de fermés sont des éléments de B(X), dits des boréliens de X.

Théoréeme 1.4.4. Soit B(R) := o(IR) la tribu borélienne de R, oit IR est la collection de parties
de R qui sont unions d’intervalles ouverts. Alors, B(IR) est aussi la tribu engendrée par 'un des
classes suivantes

1. La collection ¢ := {]a, —oo[; a € R}.

2. La collection 7, := {]a, —oo[; a € Q}.

3. La collection ¢3 := {[a, —oo[; a € R}.

4. La collection #4 := {[a, —oo[; a € Q}.

5. La collection Zs := {]a,b[; a,b € R} des intervalles ouverts bornés de R.
Preuve:

— Pourtoutk =1,2,3,4,5,ona ¢ C IR et donc
O'(fk) C O'(y]R) =: %(IR)
— llestclairque ¢ C #1 C IR D #3 D _Zs llenrésulte que

o(f2) Co( A1) Co(IR) = B(R) D o(F3) Do fa).

— La preuve sera achevée en montrant

B(R):=0(TR) Co( 7)) et BR):=0(IR) C0o( Fa)

Pour ceci, il suffit alors de vérifier que

IR C 0'(/2) et IR C 0'(/4).
Montrons par exemple que Jr C o(_#,) : Comme tout ouvert de R est une réunion au
plus denombrable d’intervalles de la forme |a, b[ aveca < beta, b € RU {—o0, 400}, il suffit
alors de montrer que ces derniers sont dans o (_#>).

— Pour tout a,b € RU {—o0, 400} avec a < b, il existe deux suites (a,) et (b,) dans Q
vérifiant
— (ay) est décroissante et (by,) est croissante aveca < a, < b, < b
—a, vaeth, —> b
telles que

Ja,b[= U]an/bn[

A. Ghanmi Espaces mesurables 7
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— Orona
C
]*Oj’\/an}
7 1\
Jan, by[=] — 00, by [N ﬂ] — 0, ay + %[ €o( 7).
k>1
Remarques 1.4.5. — IR C 0(_#4) s’établit de maniere analogue.

— Une démonstration directe de g C o(_#1) = M est la suivante
— Par construction, on a Ja, +oo[€ #1 C M pour tout a € R.
— Par intersection dénombrables d’éléments de .4 et passage au complémentaire, on a aussi

C
] —o0,a[= ([a,—i—oo[)E = ( ﬂ la— %,—Foo[) € M.

nelN
— Comme intersection de deux éléments de .41, on a
la, b[=] — 0, b[N]a, +oo[€ Ay; a < b.

On conclut alors .41 contient tous les ouverts de R et .#1 D B(R).
— Lapreuvede Tr C o(_Zs), est immédiate du fait que tout ouvert est réunion au plus dénom-
brable d’intervalles ouverts bornés (voir le rappel topologique).

A. Ghanmi Espaces mesurables 8



Chapitre 2

Fonctions mesurables

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1. Soit (X, .#) et (X', .#") deux espaces mesurables et f : X — X' une fonction.
On dit que f est (M, #")-mesurable (ou simplement mesurable s'il n’y a pas d’ambiguité) si

fia) ca,
c’est-a-dire que pour tout A' € ' ona f~1(A") € .

Définition 2.1.2. Lorsque ./ et .#' sont des tribus boréliennes, toute fonction (.4, #")-mesurable
f de X dans X' est dite fonction (., #')-borélienne.

Remarque 2.1.3. Soient (X, #1), (X, #>), (X', #]) et (X', #,) des espaces mesurables. Si f :
X — X' est (4, M])-mesurable, alors

1. f est aussi (Mo, AM|)-mesurable si My C M.
2. f est aussi (., #y)-mesurable si M| O M.
3. f est aussi (.M, My)-mesurable si My C Mo et M{ D M.

Exemple 2.1.4. Soit X un ensemble. Toute fonction f de (X, P(X)) dans un espace mesurable
quelconque (Y, #) est (P(X), 4 )-mesurable. Rien a prouver puisque pour toute B € ., on a
F~1(B) est effectivement une partie de X.

Exemple 2.1.5. Si .# et .#' sont deux tribus sur X, alors l'application identité Idx : X — X;
f(x) = x, est (M, .#")-mesurable si et seulement si .#" C 4. Ceci résulte du fait que pour toute
partie BE€ #',ona f"Y(B)=Be .4 C ..

Exemple 2.1.6. Si (X, .#) et (X', .#") sont deux espaces mesurables. Les applications constantes
f:X — X' (ie., il existe b € X' tel que f(x) = b pour tout x € X) sont des fonctions (M, #")-
mesurables. En effet, pour toute B € .4#',ona f'(B) = Xsib € Bet f1(B) = @sib ¢ B. Dans
les deux cas, ona f~1(B) €C ..

Exemple 2.1.7. Soit (X,.#') un espace mesurable et A une partie de X. La fonction indicatrice
xa : X — R de A définie par

1 sixe A
xa(x) =

0 sixgA
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est (A ,B(R))-mesurable si et seulement si A € 4. Ceci est du au fait que pour toute B € B(R),

ona
%) si0,1¢ A,

B A° si0eAl¢A

1 _ 7 7

XaB)=3 4  si1eAo0¢Aq
X si0 1€ A

Il en resulte alors que x 4 est (.4 ,B(R))-mesurable si et seulement si A € M .

Proposition 2.1.8. Le composé de fonctions mesurables est encore une fonction mesurable. Autre-
ment dit, la mesurabilité des fonctions est stable par composition.

Preuve : Soient (X, .#), (X', . #") et (X", #") trois espaces mesurables, f : X — X’ une
fonction (.#,.#')-mesurable et ¢ : X’ — X” une fonction (.#’, .#")-mesurable. On a
g W) c et (") C M. Par suite

(go /)"y =fHg (") C fH (") C M.

Ceci montre que g o f est une fonction (.#, .#")-mesurable. O

2.2 Un cas spécial

Théoreéme 2.2.1. Soient (X, # ) et (X', .#") deux espaces mesurables et €' une collection de parties
de X' engendrant A" (c-a-d. 0(€") = .4'). Une application f : X — X' est (M, .#")-mesurable
si et seulement si f~1(€") C .M.

Preuve : Si f est (.#,.#")-mesurable, on a f ' (.#') C .#.Du fait que ¢’ C .4 = (%),
on déduit f~1(¢") C f~Y(.#') C 4. Réciproquement, supposons que f~1(%¢") C .4 et
considérons

M= {A X' /YA e .},

On a bien

¢ A
La collection .# " est non vide et ¢’est bien une tribu sur X’ (c’est la tribu image directe - voir
TD). Comme .#" est la plus petite tribu sur X’ contenant ¢”, on conclut que .#’ C .#", et

donc
fHaycfHa") cou.

D’ou f est (#, .#")-mesurable. O

Corollaire 2.2.2. Soientt X et X' deux ensembles non vides, et € et ¢’ deux collections de parties
de X et X', respectivement. Alors, toute application f : X — X' satisfaisant f~1(€") C € est
(0(€),0(¢"))-mesurable.

Preuve : Par hypothése, ona f~1(%¢") C ¢ C ¢(%). On applique alors le théoréme précédent
(Théoreme2.2.1) avec #' = o (¢") et # = 0(€). O

Corollaire 2.2.3. Soit (X, .7) et (X',.7") deux espaces topologiques. Alors, toute fonction f :
X — X' continue sur X (c.ad. f~1(.7") C F) est borélienne.

A. Ghanmi Fonctions mesurables 10
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Preuve : 11 suffit d’appliquer le résultat précédent; puisque par définition on a
B(X,T7)=0(T7) et BX,7")=d(T").
U

Remarque 2.2.4. Le théoreme précédent (ainsi que ses corollaires) est fondamental et permet de
montrer la mesurabilité d'une application en ne regardant que les images réciproques d’éléments
d’une famille engendrant la tribu de I"espace d’arrivé. Par exemple, si l'espace d’arrivé est (R, B(R)),
il suffira de regarder les images réciproques des parties de la forme |a, +oo[, a € R (ou bien a € Q),
car la collection de ces éléments engendre B(R).

Remarque 2.2.5. Une application borélienne f : X — X' n’est pas forcément une fonction conti-
nue. Le contre-exemple est donné par la fonction indicatrice d'une partie non-vide borné de X = IR.

Corollaire 2.2.6. Soit X et X' deux ensembles, €' une collection de parties de X' et posons B =
o(f~Y€")) et B' = o (€"). Si f: X — X' une fonction (B, B')-measurable, alors

o(fH(E") = e (€")).

Preuve :Du fait que ¢’ C 0(¢”),ona f~1(¢") C f~1(c(%€")). Par suite, f1(¢(%”)) est une
tribu sur X contenant f~!(%”), et donc

o(f7HE") € fTHo(€") = fTU(B).

Ensuite, en vertu du théoréme précédent, f est (B, % = o(¢'))-mesurable si et seule-
mentsi f~1(¢") C % :=o(f1(¥")). Alors,

fHe(€") co(f7H(e")). O.

Remarque 2.2.7. Toute application f : X — X' est (%, #')-measurable, avec B = o(f ~1(¢"))
et B = o(€") pour toute collection €' C P(X').

2.3 Fonctions mesurables a valeurs dans R

Dorénavant, sauf mention du contraire, I’ensemble IR sera muni de sa tribu borélienne
B(R).
Proposition 2.3.1. Soit (X, .#) un espace mesurable. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f: X — R est mesurable.

2. Ap:={xeX; f(x)>a}={f>a} € .4 pourtoutn € R.

3. By:i={xeX;, f(x)<a}=:{f<a} e pourtouta cR.

4. Cy:={xeX; f(x)<a}=:{f<a} e .# pourtoutn € R.

5. Dp:={x€X; f(x)>a}=:{f>a} e # pourtouta € R.

Preuve : On applique le théoreme précédent puisque ces intervalles engendrent B (IR) (voir
Chapitre 1). En effet,

A. Ghanmi Fonctions mesurables 11
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— (1) <= (2) (resp. (1) <= (3)) grace au fait que B(R) est engendrée par les inter-
valles ouverts de R de la forme ]a, +o00| (resp. | — o0, a]); & € R.

— (2) <= (4) par passage au complémentaire.

— (3) <= (5) par passage au complémentaire.

— Dans ce qui suit, nous donnons une démonstration directe de (2) <= (5). En effet,
supposons qu’on a (2), alors

o

A 1e€#; YaeR, Vn>1.

—+00

Ensuite, comme Dy, = () A,_1 et .# est une tribu sur X, on déduit que D, € .Z.
n=1 n

Réciproquement, en supposant que 'assertion (3) est vraie, on en déduit que

—+00
Aa: UDDC—Flg%.
n=1 "

O

Proposition 2.3.2. Soit f une fonction sur un espace mesurable (X, #') a valeurs dans C, f :
X — C. Alors, f est mesurable si et seulement si R(f) et 3(f) sont des fonctions mesurables.

Preuve : Notons tout d’abord que que B(C) = B(R?) et que les projections canoniques
Py :R?> — R; (x,y) — xet P, : R? — R; (x,y) — y sont continues et donc mesurables.
Alors, f est mesurable si et seulement si F : X — R?; F(x) = (R(f)(x),3(f)(x)), est
mesurable. En effet, pour touta,b € R, on a

F~(Ja, +o0[x]b, +o0])
= R(f) " (Ja, +o0)) N S(f) " (Jb, +o0)).

£ (Ja, +oo[x]b, +o0])

Par suite, si f mesurable, alors Py o F =: R(f) et P, o F =: J(f) sont mesurables mesu-
rables (comme composé de fonctions mesurables). Réciproquement, si R(f) et J(f) mesu-
rables, alors f mesurable (en tenant compte de la deuxiéme égalité f~1(]a, +oo[x]b, +o0[) =

R(F) ™" (Ja, +o0) N S(f) 1 (]b, +e)). 0
Proposition 2.3.3. Si f et g sont deux fonctions mesurables sur un espace mesurable (X, #) a
valeurs dans R et ¢ € R, alors on a les propriétés suivantes :

1. cf est mesurable.

2. f2 est mesurable.

3. |f| est mesurable.

4. f + g est mesurable.

5. f x g est mesurable.

Preuve :

1. Ona Au(cf) = Ay/c(f) € M sic > 0et Ay(cf) = Byy(f) € # sic <0.Lecasc =0
est trivial puisque A,(0) = @ quand & > 0 et A,(0) = X quand & < 0.

2. OnaAy(f?)=XeMsia <0etAu(f?) = A z(f)UB_ z(f) € M sia>0.
3.0OnaAu(|f|)=Xe A sia <0et Ax(|f]) = Au(f) UB_x(f) € A sia > 0.

A. Ghanmi Fonctions mesurables 12
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4. Ona Ax(f+g) = U S (réunion dénombrable), avec
reQ

Sr = Ar(f) ﬂ Aler(g) € %,
pour tout r € Q. L'inclusion |J S, C Au(f + g) est clair. Pour l'inclusion inverse,
reQ

Ay(f+g) C U S;, notons que pour x € A,(f +g)ona f(x) > a— g(x). Il existe
reQ

alorsr € Qtel que f(x) > r > g(x) —aetdonc f(x) >retg(x) >a—r.

5. La mesurabilité de f x g peut étre vu comme conséquence de (1), (2), (4), puisque

frg=7 (U +sP-1f~sP)
[

Remarque 2.3.4. L'assertion (2) est un cas particulier du (5). On peut redémontrer (4) et (5) a l'aide
de la fonction mesurable F = X — R? définie par

F(x) == (f(x);8(x))
et la mesurabilité (continuité) des fonctions @; 1 : R> — R définient par
¢p(a,b) =a+0b et (a,b)=ab,

puisque
f+g=¢oF e fxg=t¢oF.

Définition 2.3.5. A toute fonction f : X — R, on associe les fonctions f et f~ définient respec-
tivement sur X par

fr(x) =sup{f(x),0} et  f(x)=—inf{f(x),0} =sup{—f(x),0},

de sorte que

f=f=f
f est dite la partie positive de f et f~ la partie négative de f. Ce sont des fonctions positives
frfm: X — R

Proposition 2.3.6. La fonction f : X — R est mesurable si et seulement si les fonctions f et f~
sont mesurables.

Preuve : La proposition est une conséquence immédiate des observations suivantes

of=fr-f",

olfl=f"+f",
of = 2(If1 + £,
of =5 (f1- )

O

Dans la suite, on considerera les fonctions définient sur un espace mesurable (X,.#) a
valeurs dans R := R U {£o0}.

A. Ghanmi Fonctions mesurables 13
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2.4 Fonctions mesurables a valeurs dans R

Définition 2.4.1. Les ouverts (standars) de R sont des réunions des intervalles (ouverts de R) de la
forme ]a, b], [—oo,a[ et |b,+o0]; a,b € R.

Définition 2.4.2. On appelle tribu borélienne sur R la tribu engendrée par les ouverts de R.

Comme pour B(R), on peut montrer que
B(R) = c({]a, +o);a € R}) = o({[a, +];a € R}) = - - - .
Notation 2.4.3. Soit (X, .#') un espace mesurable. On note par M(X, .4 ) I'ensemble des fonctions

mesurables sur (X, .#') a valeurs dans R.
Proposition 2.4.4. Soit (X, .#) un espace mesurable. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. f: X — R est mesurable.
2. {f > a} € A pour tout x € R.
3. {f <a} € . pour tout « € R.
4. {f < a} € A pour tout x € R.
5. {f > a} € A pour tout x € R.

Preuve : La démonstration est similaire a celle donnée dans le cas des fonctions f définient
sur X et a valeurs dans RR. O

Proposition 2.4.5. Soit (X, .#) un espace mesurable et f,g : X — R des fonctions mesurables.

Alors,
<ghifsghif=s8t €A

Preuve :

1. Ona

{f<gt=Ulrexf<r<gt=U{f<rin{g>r}) e
reQ reQ
2. {f < g} € # s’obtient par passage au complémentaire dans {¢ < f}, ou bien grace
au fait que

{f<gt=N {f<g+%}-

nelN*
3. {f=gt={f<gn{f>gt e
0

Proposition 2.4.6. Soit (X,.#) un espace mesurable. Une fonction f : X —> R est mesurable si
et seulement si

A:={xeX;, f(x)=4o} e B:={xeX;, f(x)=—oco}
sont des parties mesurables, et la fonction f : X —s R définie par

~ . [0 sur AUB _ . O F(x
o ={ Gy T =00

est mesurable (avec la convention que 0 x +oo = 0 dans R).
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Théorie des Mesures et Intégration - FSR 17-18

Preuve :
— Pour l'implication directe, soit f € M (X, .#). Alors

A:={f>nVneN} = ﬁ{f>n}€//l
n=1

et

B:={f<-mVneN} = ﬁ{f<—n}€//.

n=1

— Soita € Reet F(x) = (1— ) (x)f ().
— Sia >0, alors B
{f>at={f>a}\Ac .
— Sia<0,ona B
{f>a}={f>a}UBe 4.
Donc f est mesurable.

Réciproquement, supposons que j?est mesurable et que A, B € .#. On distingue deux
cas.Sia > 0,ona

{xeX; f(x)>al={xeX; f(x)>a}UAc .

Sia <0,ona

{xeX; f(x)>a}={xeX; f(x)>a}\Be.Z.
Par suite, f est mesurable. O

Remarque 2.4.7. Il est évident de voir que si f : X — R est (.4, B(R))-mesurable, alors la
fonction g : X — R définie par ¢(x) := f(x); x € X, est (.#,B(R))-mesurable. Puisque dans ce
casona A =B =@ € .#,avec A= {g=+oo}etB={g= (oo}, et$=(1-xapg=7f:
X — R est mesurable.

Remarque 2.4.8 (Exercice). Comme conséquence de la Proposition on peut montrer que si

feM(X, #),alors
cf, f Il f fT e mX, ).

Noter que cf est identiquement nulle une fois que ¢ = 0 (ceci est du au fait que 0 x (+o0) = 0 dans
R). Notons de plus que la somme f + g de deux fonctions f,g : X — R, n’est pas en général bien

définie par
(f +8)(x) = f(x) +g(x)

sur les ensembles

Eri= {x € X; f(x) = +oo et g(x) = oo} = f({He0}) Mg~ ({~o0})
et
Eri={x € X; f(x) = —ooet glx) = oo} = f({—co}) N~ ({+co}).
Lorsque les fonctions f,¢ : X — R sont supposées mesurables, il est clair que Eq et Ep sont des
parties mesurables.
Définition 2.4.9. Pour f, g : X — R deux fonctions sur X. On définit f + ¢ par

0 sur E{ U E,,
(f+8)(x) == { f(x)+g(x) sinonl. i
Proposition 2.4.10. Soient f,g € M(X, .4 ). Alors
1. f+gemX, «).
2. fxgeMX, ).

Preuve : Une démonstration sera donnée plus tard en utilisant le théoreme d’approximation.
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2.5 Approximation des fonctions mesurables

Proposition 2.5.1. Soient f, : X — R une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable
(X, A ). Alors, sup( f) et inf(f,) sont des fonctions mesurables.

Preuve : Soit « € IR. On a

{sup(fu) <a} = (|{fu <a} € 4.

et

{inf(f,) > a} = ({fu > a} € 4.

Noter qu’on peut utiliser aussi le fait que

inf(fy) = —sup(—fau).
O

Corollaire 2.5.2. Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables sur un espace mesurable
(X, .#). Alors max(f, g) et min(f, g) sont des fonctions mesurables de X dans R.

Preyve : On prend f; = f et f, = g pour n > 2 et on applique le résultat de la proposition
précédente. O

Corollaire 2.5.3. Si f, : X — R est une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable
(X, ). Alors, les fonctions lim inf, f, et limsup,, f, sont mesurables.

Preuve : On a
limsup f, = lim_(sup()) = inf(sup(fy)).

n—r+oo k>n k>n

et
liminf f, = lim (inf(fi)) = sgp(ljrzlg (fi)-

n—+00 k>n
U
Corollaire 2.5.4. Soient f, : X — R une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable
(X, #).0na
1. {xe X;ngrfoofn(x) existe } € M .

2. Si lim fyexistesur X, lim f,: X <— R, alors elle est dans (X, .4 ).
n——4o0o n—r—+00

Preyve : On a
{x € X; lim f,(x)existe } = {liminf f, = limsup f,}
n—-+oo n n

et

ngrfoo fn = liminf f,, = limsup f,.

O

La réciproque du corollaire précédent peut se déduire en utilisant le théoreme d’approxi-
mation des fonctions mesurables positives ci-dessous.
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Définition 2.5.5. On appelle fonction étagée sur X, toute fonction f : X — R mesurable sur X
qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs distincts dans R.

Remarque 2.5.6. Si f : X — R est une fonction étagée et a;; i = 1,2, - -, les valeurs distincts
de f,alorsles A; = {f = a;} = {f > a;} N {f < a;} sont des parties mesurables et on a

ﬂﬂ=émmﬂ)

Réciproquement, toute combinaison linéaire a coefficients réels de fonctions caractéristiques de parties
mesurables de X est une fonction étagée.

Théoréme 2.5.7. Soit f € M (X, #), une fonction mesurable positive sur X. Alors, il existe une
suite de fonctions ¢, : X — R vérifiant

1. Chaque ¢, prend un nombre fini de valeurs réels et donc mesurable ¢, : X — R.

2. Croissance : 0 < @, (x) < @u11(x) pour tout x € X et tout n € IN.

3. f(x) = lm ¢u(x) pour tout x € X.

n—r—4o00

Remarque 2.5.8. Ce théoreme est une premiére étape dans la construction de I'intégrale de Lebesgue.

Preuve : Exercice (voir TD).

Corollaire 2.5.9. Toute fonction mesurable f : X — R (qui n’est pas forcémént positive) est limite
d’une suite de fonctions étagées sur X.

Preuve : 11 suffit d’écrire f sous la forme
f=f=f

avec f*, f~ : X — R sont des fonctions mesurables positives sur X, et d’appliquer ensuite
le théoreme précedent. O

Corollaire 2.5.10. Si f, g : X — R deux fonctions mesurables, alors f + g et f x g sont aussi des
fonctions mesurables.

Preuve : En vertu du corollaire précédent, soient (¢, ), et (), deux suites croissantes de
fonctions étagées positives sur X telles que

f= lim ¢, et g= lim .

n——4o00 m——+o0

Alors,
f+g= lim (@n+¢y)

n——+00
est mesurable. D’autre part
fxg=lim (fx )
est mesurable. Ceci résulte du fait que les fonctions
fX Py = Lm (¢ X ¢y): X — R

n—-+oo

sont mesurables, puisque ¢, X P, : X — R sont mesurables.
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Chapitre 3

Mesures positives

Dans ce chapitre, on associe a chaque espace mesurable donné (X, .#) des fonctions
définient sur .# a valeurs dans R, généralisant en quelque sorte la notion de longeur,
surface, ... .

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1. On appelle mesure (positive) sur un espace mesurable (X, .#), la donnée d'une
application y : A — R vérifiant

1. u(®) =0.

2. Positive : u(A) € R pour tout A € M.

3. c-additive : Pour toute famille dénombrable {A,; n > 1} d'éléments deux a deux disjoints
de M, ona

+o0 +o00
M <|_| A”) = 2 #(An).
n=1 n=1
Définition 3.1.2. Si (X, .#) est un espace mesurable et y une mesure donnée sur (X, #), on dit
que le triplet (X, .#; u) est un espace mesuré.

Définition 3.1.3. Une mesure y sur (X, .#) est dite finie si u(X) < +o0.

Remarque 3.1.4. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I'additivité :
n n
Z <U Ak) =) 1(Ad)
k=0 k=0

pour toute famille finie { Ay; k = 0,1,--- ,n} d’éléments de A deux a deux disjoints.

Exemple 3.1.5 (Mesures triviaux). Soit (X, .#') un espace mesurable. On définit uy et yy sur A
par

p(A)=0
pour tout A € A et

400, siAe . #\{D};
”2(/‘)::{0, siA:@.\{ }

Alors pq et pp sont des mesures sur (X, 4 ).
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Exemple 3.1.6 (Mesure de Dirac). Soit (X; .#) un espace mesurable et p € X. On définit sur A
I'application 6, : .M — R par

0 si A ;
5,(A) ;:{1 ’ Af;’ =: xa(p)

pour tout A € .4 . Alors 6, est une mesure finie de X dans R, dite mesure de Dirac en p (qui charge
les points).

Remarque 3.1.7. Dans la définiton précédente, la condition u(@) = 0 peut étre remplacée par la
condition :
Il existe A € A tel que H(A) < oo.

En effet, d’une part, on a bien u(A) < +oo pour A = @ € 4. D’autre part, si u(A) < +o0 pour
certain A € M, on abien u(A) = u(AUQ@) = u(A) + u(®) et donc u(®) = 0.

Remarque 3.1.8. II est intéressant de remarquer que pour une série a termes positifs, 'ordre de
sommation est sans importance : Si (a,)pen C RT et ¢ : N — IN une bijection, on a

L an =) g

nelN nelN

Remarque 3.1.9. Dans la définition précédente, on a étendu @ RY I'addition dans R en posant
x + (400) = o0, pour tout x € R*. Il faut noter aussi que pour tout x;y;z € R*, I'équation
x +y = x 4z n'implique y = z que si x est fini.

Remarque 3.1.10. Noter également que la somme de la série est a prendre dans R et que, bien silr,

n J—
a = Y. ay signifie simplement que Y, ay — a (dans R™) quand n — oo. Noter aussi que si il
neN k=0

(o)
existe ng € IN tel que a,, = 400, alors la série Y a, diverge.
n=1

Définition 3.1.11. Une mesure y sur (X, .#) est dite o-finie si X admet un recouverement dénom-
brable par des éléments de .# de mesures finies. Plus précisement, s'il existe (Ep)y,>1 € # telle
que

+o00
X=JEx
n=1
et
u(En) < +o0
pour tout n > 1.

Remarque 3.1.12. Noter bien que dans cette définition, on ne suppose pas que les E,, sont forcément
deux a deux disjoints.

Exemple 3.1.13 (Mesure de comptage ou dénombrement). On définit sur 'espace mesurable
(N, P(IN)) I'application :

[ Card(A)  si A estune partie finie;
HA) = { +o00 sinon.

Alors, il est facile de voir que p est une mesure sur (N, P(IN)). De plus, elle est o-finie du fait que

N = Uo E,avec E, = {n} € P(IN) et u(E,) = Card({n}) =1 < o0,
n=0

Remarque 3.1.14. Toute mesure finie est o-finie. L'implication inverse n’est pas vraie. En effet, la
mesure de comptage sur (N, P(IN)) est o-finie mais n’est pas finie.
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3.2 Propriétes élémentaires des mesures positives

Proposition 3.2.1. Toute mesure y sur un espace mesurable (X, .#) satisfait les propriétés :
(1) Monotonie : Si A,B € . tels que A C B, alors

u(A) < p(B).
En particulier, si de plus y(A) < +oo, alors
u(B\A) = u(B) —u(A)  (ACB).
(2) Additivité forte : Pour tout A,B € .#,ona
H(AUB) +u(ANB) = u(A) + u(B).

(3) o-sous-additivité : Pour toute suite (Ap)n d'éléments de .4, on a

y(U An> < ) u(An)

nelN nelN

Preuve :

— Comme A C B, la partie B s’écrit sous la forme B = AU (B\ A) avec Aet (B\ A)
sont des parties mesurables et disjoints. Alors, u(B) = p(A) + (B \ A). La positivité
de la mesure y implique p(A) < u(B).
Maintenant, si de plus u(A) est finie, on déduit alors que u(B) — u(A) = [u(A) +
u(B\ A)] — u(A), c'est-a-dire j(B\ A) = u(B) — pu(A).

— Les parties A et (B\ A) sont mesurables et disjoints etona AUB = AU (B\ A).
Alors, y(AUB) = u(A) + u(B\ A) et par suite

H(AUB) +u(ANB) = u(A) +pu(B\ A) +u(ANB). (%)

Maintenant, puisque
B=(ANB)U(B\A)

avec AN Bet (B\ A) des parties mesurables et disjoints, on obtient
#(B) = p(ANB) + p(B\ A). ()
En substituant (x*) dans le second membre de (), on arrive a
H(AUB) +pu(ANB) = p(A) + u(B).

— Pour la o-sous-additivité, soit (A,), une suite d’éléments de .# et considérons les
parties (B,,), définient par

By = Ap et n—An\<U Ak> pour tout n > 1.

— Les B, sont des parties mesurables deux a deux disjoints.
— Les B, vérifient B, C A, pour toutn € IN.

—+00 —+o00
— Ona U A, = || B,
n=0 n=0
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I en résulte alors que

+o0 400 +o00 +o0
’ (U An> =u (u Bn) WIS W)
n=0 n

n=0 n=0 =

Théoreme 3.2.2. Soit (X, #, ) un espace mesuré. Alors

1. Si (E,),>1 est une suite croissante d’éléments de ., alors

+o0
i (U En> = lim u(E,).

%
) n—-+oo

2. Si (Fy)y>1 est une suite décroissante d'éléments de .4 avec y(Fy) < +oo, alors

+00
i (ﬂ Fn> = lim u(F,).
n=1

n—r—4o00

Preuve : Pour la preuve de (1), on distingue deux cas :

Cas 1: 1l existe ng tel que y(E,,) = +oo. Alors, d’apres la croissance de la mesure y, on
obtient

—+o0
+00 = p(Eny) < (U En>
n=1

—+00
U (U En> = +o0.
n=1

D’autre part, comme la suite des réels (y(E,)), est croissante et u(E,) = oo pour tout

- SR i . _ ;
n > ny, il s’ensuit que ngrfoo #(E,) = +oo. Enfin

et donc

—+00
L (U En) = lim pu(E,).

n=1

Cas 2: u(E,) est finie pour tout n. Considerons la famille de parties (A, ), définie par :
A1 = Eyet A, = E, \ E,_1 pour tout n > 2. Par construction, on a A, € .# pour tout
n > 1. On note aussi que les A, sont deux a deux disjoints. De plus, pour tout n > 1, on a
n —+o0 +o00
E,= || A;,dou U E, = || Ay. Par suite
) ~ -

1 n=1 n=1

+o0 +o0 +00 N
V(U En) :,u<|_| An) = Z;V(An): lim <Z:1V(An)>
n=1 n=1 n= n=

N—+c0

Comme (E,), est une suite croissante de parties mesurables de mesures finies, on a, pour
toutn > 2,

u(An) = p(Ex \ Eyn—1) = p(En) — p(En-1) (En—1 C Ey).
Il en résulte

N

N
;u(An) = u(A1) + Zz(u(En) — u(En-1)) = u(A1) + (u(En) — u(E1)) = u(En).
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Enfin,

—+00
1 (U En> = 11m u(Eyn).
n=1

— 400

Pour la preuve de (2), on a par hypothese yi(F;) < +oo, alors y(F,) < +oo pour tout n,
ceci est du a la croissance de la mesure u et au fait que la suite des parties mesurables F,
est décroissante. Par conséquent, la famille B, = F; \ F, est une suite croissante de parties
mesurables de mesures

#(Bn) = u(F1) — p(Fn)-
En appliquant (1) & (B, ), il s’ensuit que

“+o0
V(U Bn) = lim p(By) = Lm (u(F)—p(F)) = p(h) — Hm p(F).
n=1

n—+o00 n——+400 n—»+00

D’autre part, on a

—+o00 —+o00
U Bn = Fl\ ﬂ Fn/
n=1 n=1

(G8)-vo-+(7)

—+o0
(A7) e

On conclut alors que

O

Remarque 3.2.3. La condition j(Fy) < oo est nécessaire. En effet, si on prend I'espace mesurable
(N, P(IN)) muni de la mesure de comptage et on consideére les parties mesurables

Ap={nn+1,---},

on voit que (Ay)y est décroissante et (\ A, = @. D’oil p (ﬂ An> = 0. Pourtant u(A,) = +oo
n n

pour tout n.

Corollaire 3.2.4. Soit (X, .#') un espace mesurable et y : M — R une application non-infinie.
Alors, y est une mesure sur (X, .#) si et seulement si

1. Pour tout A,B € . telsque ANB =@, ona
H(AUB) = u(A) + p(B).
2. Pour toute suite (Ay)y croissante d'éléments de .4, on a

H < U An) = HETOOP‘( )

nelN

Preuve :
— L'implication directe (=) résulte de la définition de mesure et de (1) du théoreme
précédent.
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— Pour l'implication inverse (<), notons tout d’abord qu’il existe A € .# tel que
1(A) < +oo, puisque 'application est non-infinie. Il en résulte que u(A) = u(AU
@) = u(A) + u(®) et donc u(®@) < u(A) < +oo. Par suite, on a y(®) = pu(@U
@) = 2u(@) et donc u(@) = 0, puisque u(QD) est finie. D’autre part, pour toute suite
(By)n C A, 0n a

UB.=U (UBk>= U A

nelN nelN \k<n nelN
Les parties A, := |J By sont mesurables et forme une suite croissante d’éléments de
k<n
M . Alors,
z ( U Bn) = ( U An) = lim_pu(A,).
nelN nelN
Or

—+o00
i ) = g (U] = Bt

k<n
L]

Corollaire 3.2.5. Soit (X, #') un espace mesurable et y : M — R non-infinie. Alors, y est une
mesure sur (X, 4 ) si et seulement si

(1) Pourtout A,B € M telsque ANB =, ona
H(AUB) = pu(A) + u(B).

(2) Pour toute suite (An)n décroissante d’éléments de .4 pour laquelle il existe ng tel que

1(Ap,) < +oo,0na
" ( M An) = lim p(Ay).

nelN

Preuve : Exercice. O

Proposition 3.2.6. Soit (X, .#) un espace mesurable.

(1) Siuyv: #4 — R" sont deux mesures sur (X, 4 ) et a > 0, alors y + av est aussi une
mesure sur (X, 4 ).

(2) Si (yn)n est suite croissante de mesures sur (X, #'), alors I'application définie par u(A) =

lim py,(A) est aussi une mesure sur (X, 4).
n——+00

(3) Si (pin)n est suite de mesures sur (X, .# ), alors l'application u(A) == Y. un(A) est une
0
mesure sur (X, #).

Preuwve :
— (1) est immédiate.
— (3) est une conséquence de (1) et (2) appliquée a la suite

Vp = po+ M1+ -+ Un.

— Pour la preuve de (2), on a applique le corollaire :
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Soient A,B € .# telsque ANB =, ona

H(AUB) = lim py(AUB) = Hm (pn(A)+ pn(B)) = pu(A) + u(B).

n——4o00 n——+o0

Soit (Ag)x C . une suite croissante. Alors,

: Théore . .
U ( U Ak) = ngTw (]/ln ( U Ak)) eore;ne-nLHEOO ( lim ,Mn(Ak)> .

keN keN koo

Par la croissance de py, on a p,(Ax) < u(Ag) et donc

7 ( U Ak) < lim ( lim P‘(Ak)> = Jim p(A).

%
keN n——+o0o0 \ k—-+oco

D’autre part, on a

p(A) = Hm pa(Ag) < Hm py ( U (Ak)> = ( U (Ak)> :

_)
e keIN

otions (y-négligeable et y-presque partout)

Définition 3.3.1 (Partie négligeable). Soient (X;.#; u) un espace mesuré et A C X. On dit que
A est négligeable sil existe un ensemble B € .# tel que A C Bet u(B) = 0.

Définition 3.3.2 (Mesure complete). Soit (X;.# ;) un espace mesuré, on dit que p est complete
(ou que (X; A ; 1) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est-a-dire appar-
tiennent a A .

Définition 3.3.3. Soit (X, #, ) un espace mesuré. On dit qu’une propriété P(x) est vérifiée p
presque partout sur X, et note P u-p.p, s’il existe une partie mesurable N de mesure nulle telle que
la propriété P(x) est vraie pour tout x # N.

A. Ghanmi
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Chapitre I

Mesure de Lebesgue

Il s’agit de prouver l'existence d’une mesure sur la tribu borélienne A(R) de R de sorte
que la mesure d"un intervalle soit égale a sa longeur.

4.1 Un théoreme de prolongement

Soit &/ une algebre sur un ensemble non vide X (i.e. contenant X, et stable par complé-
metation et réunion finie).
— Les éléments de 'algebre < sont dits ensembles élémentaires de (X, <7).
— Une fonction élémentaire sur (X,.«7) est toute combinaison linéaire de fonctions ca-
ractéristiques d’ensembles élémentaires de (X, <7).

— Une mesure sur ./ est la donnée d"une application y : &/ — R vérifiant w@) =0

et
n(LAn) = Yo p(An)
n n
pour toute collection (A;), d’éléments de &7 deux a deux disjoints telle que U,, A, €

.
— Une mesure y sur < est dite o-finie, s'il existe (E, ), C < telle que

X=|JE: et u(E,) < oo pour toutn.
n

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de prolongement de Caratheodory). Toute mesure c-finie sur une
algebre <f se prolonge de maniere unique en une mesure o-finie sur o (<), la tribu engendrée par <7 .

Preuve : A admettre.

4.2 Mesure de Borel (Lebesgue) sur R

On désigne par Z(IR) I'ensemble des intervalles de R et on note

U(R) = { sz I, Ip € I(]R)}.

n=1
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Alors, U(R) est une algebre sur Retona o(U(R)) = Z(R).

Considérons l'application A : U(R) — R définie sur U (R) par
AU L) =) 1T,
n n

ou
_ | +oo; sil, n’est pas borné,
I(I,) = |I,| (longeurdel,) = { by —an; i Ly — (an, by) est borné.

Alors, A est une mesure sur U (R) (voir TD). De plus A est o-finie sur U (R), puisque

R = | J] —n,n[avec u(] —n,n[) = 2n < +oo.

n=1

En appliquant le théoreme de prolongement, il existe A:o(UR)) = B(R) — R tel que
A est o-finie et A(I) = A(I) = |I,| pour tout I € Z(IR).

Définition 4.2.1. A qu’on note encore A est dite mesure de Borel sur 2(R).

4.3 Mesure de Lebesgue

Définition 4.3.1 (Ensembles négligeables). Soit (X, M, i) un espace mesuré. Une partie F C X
est dite y-négligeable, s’il existe A € M tel que F C A et u(A) = 0. On note 'ensemble des parties
u-négligeables par N,.

Proposition 4.3.2. N, est stable par union au plus dénombrable.

Preuve : Soit (F;), C N),. Alors pour tout 7, il existe A, € M tel que F, C A, et u(A,) = 0.
Par suite, on a

UFE. clJAn avec |JA,eM et y(UFn> =0,
n n n n

puisque

0

Définition 4.3.3 (Tribu complete). Soit (X, M, u) un espace mesuré. La tribu M est dite complete
pour la mesure y si toute p-négligeable est mesurable, i.e., N}y C M.
Remarques 4.3.4.
1. L'adjonction de Ny a M élargit la tribu M. M U N, est stable par toute réunion dénombrable.
2. L'application ji définie sur M UN,, par ji(AUN) = u(A) est o-additive.

3. Ji est une mesure sur I'algebre engendrée par M et N, et elle est o-finie si p Iest.

En appliquant le théoréme de prolongement, on obtient le résultat suivant :
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Théoreme 4.3.5. Soit (X, M, i) un espace mesuré de mesure o-finie. Alors, il existe une et une
seule mesure sur la tribu engendrée par (M U N,) prolongeant ji et donc .

Définition 4.3.6. M* = o(M UN),) est dite tribu complete et ji est dite la mesure completée de .
Remarque 4.3.7. M* est compléte pour yi par construction.

Définition 4.3.8. Le prolongement de la mesure de Borel A sur R a la tribu compléte de 2(R) est
dite mesure de Lebesgue sur IR et elle est notée encore A.

Proposition 4.3.9. On a les propriétés suivantes :
1. A est invariant par translation.

2. Si y est une mesure sur (R ) invariante par translation et si ju(I) < +oo pour tout I € Z(R)
borné, alors il existe « € R tel que p = aA.

Preuve : Notons que
Be Z(R)=0c(a,B]) <= a+Bec A(R), pourtouta € R.
De plus 'application y : Z(R) — R définie par u(B) = A(a + B) est une mesure o-finie

sur Z(R) avec ppr) = Myr) oU U(R) est I'algebre engendré par Z(R). L'unicité dans le
théoréme de prolongement montre que u = A sur Z(R), i.e.,

A(B) = u(B) = A(a+ B)
pour touta € R.

Soit 4 : Z(R) — R une mesure sur Z(R) telle que (B +a) = u(B) pour tout
B € #(R) et tout a € R. Par suite, pour tout 8 € R™, on a

n—1
u(0,B)) = u ( ] [%MD

disjoint k=0

Ceci pour tout n € IN*. En particulier, sion prend f = 1ona

u(0,1)) =np (0.

qui est fini, puisque y(I) < oo pour tout intervalle borné I € Z(R). Pour f = g ;P.q €
IN,g#0,0ona

w(©.) =nu((02)):
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En prenant n = p, on obtient

1(0,8) =pu((0.1)) = Eu((0,1) = u((0,1)).

Enfin, pour touta,b € Qon a

p((a,b)) = u((0,b —a) +a) = pu((0,b —a)) = (b —a)u((0,1)) = c(b — a) = cA((a,))

avec ¢ = u(0,1) € R™. Ce resultat reste vraie sur l'algébre U (R) engendrée par les inter-
valles (a,b),a,b € Q. Pour conclure, il suffit de noter que la mesure y est o-finie sur U (R) et
que c(U(R)) = c((a,b);a,b € Q) = B(R). O

4.4 Esquisse de la preuve du théoreme de prolongement de
Caratheodory

Unicité : Soient ji7, ji; deux mesures sur 0(.«/) telles que M = M2),, et montrons que
f1 = pip sur 0(«7). Ceci est équivalent a

o() C{Aco(d); i(A) =2(A)} = 7~

1l est clair que &/ C o/ puisque ji; (A) = u1(A) = up(A) = jia(A) pour toute A € . De
plus &7 est une tribu (a vérifier).

Existence : On se sert de l’application y* : P(X) — R" définie par

w(A) = mf {Z,u Ay }
(e )

Alors, u* vérifie

1. p*(@) =0.
2. p* est monotone : Si A,B C X avec A C B, alors tout recouvrement de B par des
parties dans &/ est aussi un recouvrement de A.

3. u* est o-sous additive : Soit (A,) C P(X) et montrons que
Ap) < ZP‘(An)
n

Par la propriété caractéristique de 'inf : pour tout n fixé et tout ¢ > 0, il existe une suite
((A})x C o telle que

A, c A}
k

et
w( +2722P‘Ak

D’autre part

Ua.clU (UAZ); Al € o,
n n k
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Alors, par la définition de p*, on a

W (UpAn) < Zk)ﬂ(AZ)
* An i
= %(”( )+ )
<

(Z W (An)> +e
n
pour tout ¢ > 0 arbitraire.

Définition 4.4.1. Toute application ¢ : P(X) — R" vérifiant 1), 2) et 3) est dite mesure exté-
rieure.

Suite de la preuve du théoréme : L'application " vérifie aussi p* |, = p (i.e., p* prolonge
u). En effet, pour A € &/, on a

p(A)= inf }{Zu(An)}<Z#(An),

{ (An)n C o

UnAn D A

pour toute (A,)n, C o; A C U, Ay, eten particulier pour (Ay), telleque Ag = Aet A, = O;
n >=1. Alors,

w(A) < u(A).
Soient A € o7 et (A,), C o avec U, Ay € <7. Alors,

u(A) = u (U(AﬂAn)> (car A=[J(ANAy))
< Z yzA NA;) (pest (T-sous-:dditive sur o7 et AN A, € o7;Vn)
< i u(Ay) ( par monotonie de de la mesure ).
7
Alors

u(A) < inf {):#(An)}Zﬂ*(A)-

{ Ghs? )
Question : Peut-on construire une tribu M sur X vérifiant
o Co(o)C M

et sur laquelle p* est une mesure?

Tribu de parties y*-mesurables :

Définition 4.4.2. Une partie A C X est dite u*-mesurable si pour tout E € P(X), ona
w(E) = p (ENA) +p(ENA).

Exercice : Soit # = {A C X; A est y*-mesurable}.
1. Montrer que M est une tribu.
2. Montrer que &/ C M.
3. Montrer que p* est o-additive sur M.
U
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Chapitre 5

Construction de l'intégrale au sens de
Lebesgue

I1 s’agit de définir 'analogue de l'intégrale classique dans le context d’un espace me-
suré de mesure positive (X, M, u). On traitra le cas spécial de (R,B(R),A) ot A est la
mesure de Lebesgue. Plus précisement, on se propose de définir une application linéaire

sur l'espace vectoriel M (X) des fonctions mesurables positives sur X a valeurs dans R,
/ :MH(X) — R [(f) = [ fdu = [« f(x)dp, de sorte que pour toute partie mesurable
A€ M,ona

[0 = [ xadn = n(a)

ol x 4 désigne la fonction indécatrice de A.

A la base de la construction le théoréme d’approximation des fonctions mesurables po-
sitives par des suites croissantes de fonctions étagées positives.

5.1 Intégrale des fonctions étagées positives

Soit (X, M, i) un espace mesuré de mesure positive. On note par £ 'espace des fonc-
tions éagées positives. Une fonction ¢ € £ si et seulement s'il existe des réels positifs «; et
des parties mesurables A; € M;i =0,1,.., N, tels que ¢ = Zfio a;x 4,- Soit encore ¢ € & +

N
si et seulement s’il existe a; € RT et A; € M;i = 0,1,.., N, avec U A; = X et tels que

i=0
N
p = Z“iXAr Ceci est aussi équivalent a I'existence a; € RT et A; € M;i =0,1,.., N,

i=0
N

deux a deux disjoints avec U A = Xetgp = Efio a;x ;- La premiere équivalentce est du
i=0

N C
au fait que Ay = (U Ai> et oy = 0. Pour la deuxiéme notons que si (Gg)x C M est une
i=1
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M
partition quelconque de X, A; = U A;N Gy les (AiNGg) C M deux a deux disjoints tels
k=1

que x4, = ), XANG;:
k=1

Remarque 5.1.1. Ona &Y C MT(X), oit M (X)) désigne I'espace des fonctions mesurables posi-
tives sur X.

Le résultat suivant est un premier pas dans la construction de I'intégral au sens de Le-
besgue.

N
Lemme 5.1.2. Soient a; € R, A; € M deux a deux disjoints et ¢ = Z aixa € ET. Alors, Ia
i=1

quantité Z it (A;) est independante de la décomposition choisie de ¢.
i=1

N M
Preuve. Soient ¢ = Z NiXA; = Z Bjxs; deux décomposition de ¢, avec «;, f; € R*, A;, B €

i=1 j=1
MetX =N, A = Uj]\il B;. Les parties A; (resp Bj) sont supposées deux a deux disjoints.
M
Alors A; = U A; N Bj,avecles A; N B; € M et sont deux a deux disjoints. Il en résulte alors
j=1

que :
N N
¢ = Z“iXA,- = leiXUinlAimB Z“zZXA NB; = ZZ“zXA NB;-
i=1 i=1 i=1j=1

N
De méme, en utilisant le fait que Bj = U AN Bj, on obtient
i=1

M N
=3 ) Bixaing;-
j=1i=1

P ar conséquent, pour tout (i,j) € {1,2,...,N} x {1,2,..., M} tel que A; N Bj # @, ona
= B;. Eneffet, pour x € A;NB; # @, ona

p(x) = ‘XiXA,-ﬁBj(x) = 5ijimBj(x).

D’ou

N N M N M N M M

Y wip(A) =) aiu(|JANB) =Y Y aiu(AinB) =Y ) Biu(AinB;)=)Y_Biu(Bj)
i i i i=1i=1 i=1i=1 =1

L]
Définition 5.1.3. Soit ¢ = YN ajxa. € EV avec a; € RF et les A; € M sont deux a deux

disjoints. On définit :
al =+
/90 = /GDdﬂ = /Xqv(x)du =) win(A) €R
i=1
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Remarque 5.1.4. On a bien

/Xxdﬂ = /1d;4 = u(X)

On a aussi [0dy = 0 puisque [0dy = [ xo = u(@) = 0. Ceci peut étre reprouvé en tenant
compte de la convention 0 X +oo = 0. En effet

0 X 400, siu(X)=—+oo
/OdVZ/OXXdVZOP‘(X):{Oxa, szﬁgx;:aew =0

Proposition 5.1.5. Soit ¢, p € €T, a, p € RT.
1. Onaap+ By € ET et

/(w+ﬁ¢)du=fx/¢du+ﬁ/¢dﬂ-

/ pdp < / pdp.

Preuve. Soit ¢ = Zocl)(A et p = ZB]XB avec a;, B € R, et (A;)Y; et (B;)}, sont des
i=1 j=
partitions de X. Alors

2. Sip <, alors

Z

/ocgodpt /( szam) du = szl)(,qy Z wixaH(A —uc/fdpt.

= i=1
On a aussi

N M
o+ = Z“lXA+Z,BXB—ZZ“zXAﬂB"‘ZZ,B]XAﬂB ZZ(“i+,Bj)XAiﬂBj-

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Ceci prouve que ¢ + i € £T. De plus, on a

i=1

/(fpﬂb)duz%%(wﬁﬁj)#(z‘hﬂ%) Z%“z‘ (%V(AWB]‘O +iﬁi (iﬂ(Ai”Bj)

i=1j=1 i=1 j=1

Comme A; = Uinl A;NBj, Bj = Ufil A;N Bjoules A; N B; sont deux a deux disjoints dans
M et u est une mesure, on obtient

N M
/(¢+¢) du =Y aiu(A) + Y Biu(Bj) = /fpdu+/¢du,
i=1 j=1

Supposons maintenant que ¢ > i avec ¢, € ET. Alors, 9 — p € £ et / (¢ —@)du >

0 (€ R").D'autre part,ona ¢ = (9 — ¢) + pavecp € EF, (p—p) € EX etp € EF.
D’ou
/¢dﬂ=/(¢—¢)dﬂ+/¢du
—— ——_——
eR" eR" eR"
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et donc

/ pdp = / pdy.

Un autre preuve : En écrivant ¢ et ¢ sous les formes

N M
¢=) wixa et =173 Bixs,
=

i=1

avec a;, B; € R™, (A;), (Bj) C M des partitions de X, on obtient aussi

N M N M
¢ = Z Z XiX A;inB; et ¢ = Z Z ﬁjXAmBj/
i=1j=1 i=1j=1

Ainsi a; > ,B]- dés que A; N B]- #Q,car@ > P, u > 0etay, ﬁj > 0. Il en résulte

N M
/gody—ZZocyAﬂB 221 AiﬂB]-)z/lpdy

i=1j=1
Remarque 5.1.6. En tenant compte de la linéarité de [ sur 1, on déduit que :

N

N
/ (; “z’XAi> dp = ;wi#(z‘l

pour tout a; € RT et A; € M. Les A; ne sont pas forcément deux a deux disjoints.

Proposition 5.1.7. Soit ¢ € E*. Alors, 'application

po M —RF; A — py(A) = /AXA(PdV =: /A pdp,

est une mesure sur (X, M). En particulier, on a

/UnAn(P:; A q)

dans RT pour toute ¢ € E7 et toute suite (A,), de parties mesurables deux i deux disjoints.

Preuve. Pour toute ¢ € £, on peut érire ¢ = Zfil ;X A, pour certains a; € R et A; € M
deux a deux disjoints. Alors, on a

N N N
PxXA = (Z D‘iXAz-) XA = Z“iXAiXA = Z“iXAmA-
i=1

i=1 i=1

N N
/ pxadp =Y wip(AiNA) =) wja,(A)
i=1 i=1
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olt on a posé us, (A) := nu(A;NA). Les py, sont des mesures sur (X, M) (des mesures
traces) et o; € R™, alors

N
Ho = Z XM A,
i=1
est une mesure sur (X, M) (somme finie de mesures). Enfin, pour toute ¢ € £ et toute
suite (A;),~, de parties mesurables deux a deux disjoints, on a

= An = An = .
/u;alAn(P M(ﬂL_Jl ) n;w( ) ;;Anq)

O

Lemme fondamentale 5.1.8. Soit (¢,,) une suite croissante dans E* et p € E7 tels que lim ¢,, >
n

Y sur X. Alors, lim/gondy > /Lp.

Preuve. Comme (¢y,) est une suite croissante dans £, alors la suite ( / qond,u) est crois-
n

sante dans R " et par suite lim / @udy existe dans RT.
n
Le résultat du lemme est trivial lorsque ¥ < ¢, a partir d'un certain rang. Ceci n’est
pas vrai en général si on a seulement lim, ¢, > ¢ sur X. On peut prendre comme contre-

1
exemple ¢, =1 — - #1=g,Vn.Onalim, f, > 1. Mais, il se peut que ¢, > ag, 0 < a <1
sur des régions de X et pas tout X. On considere alors les ensembles

a5 = {r e Xigulx) 2 ap()}

pour tout entier n et tout nombre réel 0 < a < 1 fixé. Alors, A}, € .# puisque A}, =

(¢ — ap) 1 ([0, 4+00[) et @, — ayp est une fonction mesurable. La suite construite (A%) , est
clairement croissante, ceci du au fait que la suite des fonction (¢, ), est croissante. De plus,
ona U A} = X. En effet, pour tout x € X, il existe n, tel que pour toutn > n,, on a

n

Pu(x) > ¢(x) —ex > ayp(x)

1
pour un &, bien choisie e, = ((x —21- ) ¢ (x). En définissant la suite (1), par ¢ = apxaz,
N N
on voit que apxas = Y &Pixasnp et = Y Bixp etdonc (apyas), C ET. Dela croissance
i=1 i=1

de (A%),, on voit que_ (appxax), est croissante. De plus lim (ayx4x), = ap. On a aussi
n

agxas < fn sur X. En effet, sur Aj, ona agxac|a, = ag < ¢, (par définition de Aj), et sur
X\Aj onaagxazlx\as =0 < @y Il en résulte alors par monotonie sur £ *de [ que

/"“PXA%dV < /%dﬂ
or

N
[ axasdn =« Y (45 0By
j=1
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N
tel que Y = Z Bjxs;, par passage a la limite sur 1, on voit que
j=1

N
«) B liignpt(Aﬁ NBj) < 1111111/ Pndy
=1

comme (A% N Bf)n est une suite croissante dans .#, on déduit par la continuité croissante
de la mésure y que

lirrlny(Aﬁ NBj)=pu (U Ay Bj) = u(B))
n
car U, Ay, = X. D’ou
N
) Biu(Bj) < li,gn/ Pudp.
j=1

Enfin

oc/tpdy < li%n/(pnd,u
en faisant tendre « vers 1, on obtient

/¢dy < li}gn/(pndy.

5.2 Intégrale des fonctions mesurables positives

On désigne par 9" (X) I'ensemble des fonctions mesurables positives d’un espace me-
suré (X, M, u), u > 0.

Lemme 5.2.1. Soient (¢, )n et (Y )y sont deux suites dans £, croissantes et convergentes versf €

Mm+. Alors
I = /gondy = /q)nd;t.

Autrement dit, la quantité 1 ne dépond pas de la suite croissante dans ET convergent vers f € I,

Preuve. Pour tout p fixé, ona ¢, < limy, = f = lim ¢, puisque ¢, est une suite croissante
n n
et limg, = f = limy,. Comme de plus (¢,), C £ est croissante, on peut appliquer le
n n

lemme fondamentale. On déduit que
/ Ypdp < lim / Pndp
dansR". Par passage a la limite p — +o0, on obtient

li;n/lppdy < lizn/q)ndy.
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En changeant les roles de ¢, et 1, on obtient

hin/(ppdy < hign/tpndy,
d’ot1 enfin
i [ oudu =l [ gy

O

Définition 5.2.2. (Intégrale de Lebesgue sur MM™) Soient f € MY (X) et (¢n)n une suite croissante
dans E tels que f = lim ¢, sur X. On définit
n

/fdy zlirrln/gondy e R
Remarque 5.2.3.

1. Si f € M (X)), il existe toujours une suite croissante (¢, ), dans E telle que f = lim, ¢y,
d’apreés le théoreme d’approximations des fonctions mesurables positives.

2. [ fdu est bien définit d’apres le lemme précédent.

On a la caractérisation suivante.

Proposition 5.2.4. Si f € MT(X), ona:

/ fdp= sup [ pdpu.
pest p<f

Preuve. Soit i € £7 telle que ¥ < f. Soit (¢), une suite croissante dans £7;. Donc d’apres
le lemme fondamentale

/l[)d‘u < lirrln/q)ndy —. /fdy.
D’ou
sup Ppdp < /fdy.
peetp<f

Pour l'inégalité inverse,ona {p e ET,p < g, } C{pe T < f } et par suite

sup pdy < sup Pdy.
YeET Pp<en peetp<f

D’autre part, pour tout ¢ < @,, avecp € £E1,ona

/ gdp < / Pndp

etdonc sup [ dp estatteinten ¢, car f, € £T et [ est monotone sur £7. Il en résulte
¢E€+/¢§(Pn
que d’ou

/fnd,u < sup gdu, ceci ¥V n
geETg<f
par passage a la limite n — +-co on obtient

/ Fdu = lim / ondn < sup [ pdu
" peErY<f
O
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Proposition 5.2.5. Pour tout f,g € M eta,f € RT, ona

/(af+/3g)d#=a/fdﬂ+ﬁ/gd#-

/fdu < /gd#-

Preuve. En considérant des suites croissantes (@), et (), dans £ telles que f = lim ¢,
n

Sideplus f < g, alors

etg = liign P, pour f,g € MT, on voit que la suite (xg, + Pi,), est croissante dans £ et
converge vers af + fg € 9T pour tout a, f € RT. Donc
/(«Xf+ pg)du = lim/ (&fn + Pgn) dp = wlim/fndu + ﬁlim/gndﬂ = w/fdu + ﬁ/gdu-
n ——— n n
€&t

Maintenant, comme @, < f < ¢ = lim ¢, et (1), est croissante dans £, on peut appliquer
n

le lemme fondamentale pour obtenir

/ Ppdpu < lim / Ydp = / gdp.
Et donc
/fdu = 1i,gn/¢pdu < /gd#-
U]

Remarque 5.2.6. Pour montrer la croissance de l'integral sur M, on a du appliquer la caractérisa-
tion (Proposition[5.2.4)

/fd]/l = sup Ydy.

pestyp=g
En effet, comme f < g, ona{pe T, o< f} C{pelt; ¢ <g}.

Remarque 5.2.7. Soit A € M de mesure nulle et considérons 'application [ : X — R" définie
par
0o, six € A;

La(x) = ooxa = { 0, sinon.

En tenant compte de la convention 0 x oo = 0, alors [, € M et [4 = limny 4 avec (nxa), est
n

une suite croissante dans €. Par suite
/IAdy = lirrln/n)(A = lirrlnn/XA = li;gnny(A) =0

Lemme 5.2.8. Pour toute f € M et t € R*T, on a l'inégalité (de Markov)

p({r=1) < [ ran

Preuve. La partie { f > t} est mesurable pour tout t > 0etdonc y ({f > t}) = /X{f>t}dy.
Or comme f > Oet f > tsur {f > t}, on déduit que f > tX{f>t}’ et donc

/fdﬂ > t/X{fzt}dV =tu({f = t}).

U
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Définition 5.2.9. On dit que f est définie y-p.p. si elle est définie en dehors d’une partie mesurable
de mesure nulle; i.e., s'il existe A € M avec u(A) = 0 est tel que f est définie sur X \ A.

Définition 5.2.10. Une fonction f définie yu-p.p. sur X est dite y-mesurable s’il existe g € 9 tel
que f = g p.p.. Plus exactement, si

— ilexiste A € M tel que u(A) =0et f: X\ A — R

— ilexiste B € .4, B° C A, u(B) = 0 tel que f = g sur B pour certaine g € M

Proposition 5.2.11.
1. Pour tout f € MT(X) et A € M, ona fxa € M (X). Si de plus u(A) = 0, alors
/Afdﬂ = /fod# =0.

2. Si A C Bavec A, B € M, alors pour toute f € M (X) ona/ fdu < /fd;t.
A B

3. Sif,g € M (X) avec f = g u-p.p., alors /fd]/t = /gd]/t.

4. Si f € MT(X) avec f = 0 u-p.p., alors /fdy =0.

Preuve.
1. Pour f € 9MMT(X) il existe (¢n), C ET croissante tel que f = lim g,,. Par suite
(¢uxa)n C ET croissante pour tout A € M, eton a lizn ¢nxa = fxa. Ceci montre
que fx a est mesurable. De plus, on a

Ny
/Afd;u = lilgn/A PuxAdy = liirpgzx?y (ATNA)=0

puisque 0 < p (A" N A) < pu(A) =0.

2. SiA,Be€ Mavec A C B,alors fxa < fxgetdonc [ fxadu < [ fxpdyu par monotonie
de [ surM*. D'ou [, fdu < [, fdu.

3. Soit f = g - pu-p.p., ou g est une fonction mesurable positive. Il existe alors N € .#
tel que u(N) = Oet f = gsur X\ N € .. D'ott fxx\n = gxx\n d'autre part f =

fXN+ fxx\n et donc
/ fdu = / fxndp+ / fxxwdp = / gxndu + / SXx\NAH = / gdy.
=0 =0

4. Immediat de 3°.
]

Remarque 5.2.12. Le résultat dans 3, de la proposition précédente permet d’étendre la notion d'in-
tégrale au classe des fonctions p-mesurables plus large que les fonctions mesurables positives. En

effet, si f = g1 p-p.p.et f = g, ona g1 = g p-p.p. et donc /gldy = /gzdy. Par suite la
quantité / fdu est bien définie, puisque [ gdu ne dépend pas de g € O™ d’apres 3 de la proposition

précédente.
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Définition 5.2.13. On définit I'intégral d"une fonction y-mesurable positive f par

/fdpt:/gdﬂ

Proposition 5.2.14. Soit (X, M, i) un espace mesuré. Alors, pour tout f € M+, ona [ f = 0si,
et seulement si f = 0 p-p.p. De plussi f,g € ™, telles que f < g y-p.p.,ona [ f < [g.

oiL g € M™ tel que f = g u-p.p..

Preuve : f € M+, Alors [ f = 0 = ff:0f+ff7éof si et seulement si u({f # 0}) = 0.

Pour I'implication inverse on suppose que f = 0 p.p.. La suite de fonctions étagées positives
(nX {0} )n croissante convergente vers f. Donc

/f = li}ln/”?C{f;Ao} =0.
Pour I'implication directe, on écrit
1
gro=u>0-Ufrz1}.

Par suite
ow({f#ow:u(g{fz%}) sxu({r=3}) <z fr-0

Soient maintenant f,g € M™ telles que f < g p.p.. Alors, il existe N € M tel que
#(N) =0et f < gsur N° Alors fxne < gxne sur X. Par monotonie de l'intégrale sur ™,

on obtient [ fxne < [gxne. Dot [ f < [g. O
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Chapitre 6

Théoreme de la convergence monotone et
lemme de Fatou

6.1 Théoréeme de la convergence monotone

Théoréme 6.1.1 (de convergence monotone (TCM)). Soient (X, M, u) un espace mesuré et
(fn)neN une suite croissante dans M ™. Alors lim f,, € MM et
n

liin/fn - /lignfn.

Preuve : On a bien lim f,, € M (voir chapitre 2), puisque (f;;)yen C MT. Comme (fy)neN
n

est croissante, on a f, < f et par suite [ f, < [ f, pour tout n (par la monotonie de [ sur

M™). Alors
I?/ﬁg/f

[ f<tim [ £,

ce qui est équivalent a montrer que
sup /(p < lim/fn,
{peetip<f) !

par la caracterisation de [ sur D" (Proposition 5.2.4). Soit 0 < & < let ¢ € ET tel que
@ < f. Alors ap < @ etil existe e > 0 tel que ap < ¢ —e < ¢ (il suffit de predre ¢ =
(1—¢)/2. Comme ¢ = li,gnf”' il existe 7 tel que ¢ — & < f, < @ + € pour tout n > n,. Donc

Il reste a montrer que

fun > ¢ —e > ag pour tout n > n.. On considere, les ensembles

Ay = {fu = ap} # @.

Alors (A%), est une suite croissante dans .# puisque f, — a¢ sont mesurables et f, est
croissante. De plus que U, A}, = X  (par absurde). On a aussi f, > fux Ax et donc

/fn > /anAf; = A%fn > /A% ag = apy(Ay).
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En utilisant la continuité monotone de la mesure y,, on obtient

lim [ fu > apig(UnAl) = aptg(X) = [ o,
et donc lim [ fa > [ ¢ en faisant tendre « vers 1. O

Définition 6.1.2 (Convergence y-p.p.). Une suite (fn)nen dans INT est dite convergente vers f
u-presque partout (u-p.p.), s'il existe N € M tel que u(N) = 0 et f,(x) converge vers f(x) pour
tout x € X\ N.

Proposition 6.1.3 (Variante du TCM). Soient (X, M, ) un espace mesuré et (fy),eN une suite
dans MM croissante qui converge vers g u-p.p. Alors g est u-mesurable positive et on a

liign/fn:/lirlpfn:/g.

Preuve : Notons tout d’abord que g = lign fn =: f € M. Comme (f,), converge vers g

1-p.p., on voit que g est une fonction p-mesurable positive. On déduit aussi que la suite
(fuxNe)n est croissante et converge vers ¢ sur X pour certain N € .# et j(N) = 0. De plus
gxNe € M. En appliquant ensuite le théorame de convergence monotone dans 9™ et en
tenant compte des faits que f,xnc = fu y-p.p- et gxne = § py-p-p., on obtient

/f=/li,5nfn=li,gn/fn=li,gn/fanc=/gXNc=/g-

Corollaire 6.1.4 (Séries de fonctions a termes positifs ou nuls). Soient (X, M, i) un espace
mesuré et (fy)neN une suite dans M. Alors, on a

g/fﬁ/;fn

U

avec Yo fa(x) € R ;x € X.

Corollaire 6.1.5 (Séries double numériques a termes positifs ou nuls). Soit (amn)mneN Une
suite dans R™. Alors, on a

o o o0 o0
2o D mn =), ), A
m=0n=0 n=0m=0

6.2 Lemme de Fatou

Lemme 6.2.1 (Lemme de Fatou). Soient (X, M, ) un espace mesuré et (fy,),eN une suite dans

9T (C.N.). Alors
/hn}Zinffn < lirrhinf/fn = lim (;gg/fp) .

Preuve : En appliquant le théoréme de convergence monotone a la suite croissante < ir>1f fp)
p=n"" ),

dans 9", on obtient

/hrr}Zlnffn = /h}rqn (;gifp> = hrrln/;g;qup
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D’autre part, on a ir>1f fp < fg pour tout g > n. Donc
p>n

[intfy< [ £,

/inf fr < inf/fq.

p=n q=n

pour tout g > n. Par suite

Enfin

/hrr}lmffn = llrrzn/;ggfp < hrrln (;gﬁ/ﬁ) = 11rr1111nf/fn.

O

Corollaire 6.2.2. ;p Soient (X, M, u) un espace mesuré et (f,)neN une suite dans 9™ qui converge
p-p.p. vers une fonction f. S'il existe une constante C telle que [ f, < C, pour tout n € IN, alors f

est p-mesurable positive et ona [ f < C.

Preuve : 11 est clair que f est bien une fonction y-mesurable positive, puisque f = lim f,
n

u-p.p. et lim f, € M*. Alors, on a bien . D’autre part, par la définition de l'intégrale d’une
n

fonction y-mesurable positive et le lemme de Fatou, on a

/f:/lignfnglin}linf/fngc.
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Chapitre 7

Espace L! et théoréeme de convergence
dominée

7.1 Intégration des fonctions mesurables : fonctions inté-
grables

En partant de l'observation fondamentale que chaque fonction mesurable f € 9; f :
X — R, peut s’écrire en termes des fonctions mesurables positives, a savoir f*, f~, on peut
définir I'intégrale pour une classe de fonctions mesurables non nécessairement positives. Il
s’agit de 'espace L£! des fonctions dites intégrables.

Définition 7.1.1 (Intégrabilité au sens de Lebesgue). Soient (X, M, u) un espace mesuré et
f € M. f est dite intégrable (ou sommable) au sens de Lebesgue si [ fT et [ f~ sont finies. Dans ce

cas, on définit
[r=]r-]r

Proposition 7.1.2. Soient (X, M, 1) un espace mesuré et f € M. f est intégrable si, et seulement
si f est absolument intégrable, i.e., | f| est intégrable. De plus, on a

e

Preuve : Si f est intégrable, alors [ |f| = [ f*+ [ f~ < +oo par la linéarité positive de
I'intégrale sur m. Réciproquement, on déduit du fait f f + < f | f|, que les fonctions f T et
f~ sont intégrables désque |f| est intégrable. De plus

o =|fe = || ol )< free [ =i

U

Corollaire 7.1.3. Soient (X, M, u) un espace mesuré et f € 9M, une fonction mesurable dominée
par une fonction intégrable g au sens que |f| < |g|. Alors f est intégrable.
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Proposition 7.1.4. Soient (X, M, i) un espace mesuré. Si f = g — h avec g et h sont intégrables
positives, alors f est intégrable si, et seulement si f+ intégrable (ou encore si, et seulement si f~
intégrable). De plus, si f est intégrable, on a

5o fi

Preuve : On écrit f = f — f~ = g —hetdonc f* +h = g+ f. Par linéarité de [ sur M™,
ona [ ft+ [h= [g+ [ f~.Comme g et h sontintégrables, alors [ fT+ [h— [g= [ f,
[f~+[g—[h=[ft et [g— [hestfinie. Donc

f intégrable <= f7 intégrable <= f~ intégrable,
et on obtient 1'égalité souhaitée lorsque f est supposée intégrable. O

Définition 7.1.5. Soient (X, M, ) un espace mesuré et E € M. On dit que f € 9N est intégrable
sur Esi [ f*et [ f~ sont finies. Dans ce cas, on définit l'intégrale de f € O sur E par

b b

Remarque 7.1.6. Soient (X, M, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction mesurable.
— Sion pose y¢(E) := [ f, pour tout E € M, on re-écrira la définition précédente sous la
forme pg(E) = y;{ (E) — e (E) ont ]/tj[ et jiy sont les mesures positives associées a f Tetf.
— Si (Ep)n est une partition deE € M de parties E, € M, on a

/Ef:; Enf'

7.2 L'espace L! des fonctions intégrables

Définition 7.2.1 (Espace £L! des fonctions intégrables). On note L (X, M, ) (ou plus simple-
ment L) 'espace des fonctions intégrables sur (X, M, ) ;

chX M =2 = {rem; [ 1f] < +oof.

Proposition 7.2.2. Soit (X, M, u) un espace mesuré. Alors :
1. L' est un espace vectoriel sur R.

2. L'application f — [ f, de £ dans R, est une forme linéaire.
3. Sif,g€ Lltellesque f < g;alors [ f< [g.

Preuve :
1. Soit f € L' eta € R. Alors, puisque (—f)" = —(f)",ona

0 si a=0
ocf(ucf)+(o¢f){ af t—af si a>0 (7.2.1)
(—af")—(—aft) si a<O
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etdoncaf € £! parla Proposmonu 7.1.4, Maintenant si f,¢ € £!,ona |f|,|g| € L' et
donc |f| + |g| € L. Ainsi, par le Corrolaire[7.1.3)

f+8l <|fl+1gl €Lt

Par suite |f + g| € L!, soit encore f + ¢ € L. Ceci prouve que L! est un espace
vectoriel sur R.

2. En intégrant (7.2.1), on obtient [af = « [ f. Pour montrer [ f+¢ = [f+ [g, on
écrit f+¢=(fT+g")— (f~+g ) avec f + g € L!, et on applique le résultat de la
Proposition Dong, la linéarité positive de l'intégrale sur 2™, on trouve

/f+g=/(f++g+)—/f +87) /f“r/g /f /g /f+/g-

On conclut alors que 'application f — [ f, de £! dans R, est une forme linéaire.

3. L'inégalité f < g peut s’écrire aussi sous la forme f™ — f~ < ¢t — ¢7, soit encore
ff+g¢ < f +g*. Par rnonotorue et linéarité positive de l'intégrale sur M*, on
obtient [ f*+ [¢~ < [ f~ + [ ¢". Enfin, comme f,¢ € £!, on déduit que

Je=s=fr=]s=fs=]s

Remarque 7.2.3 (Semi-norme sur £'). L'application f — [ |f| =: ||f|l;, de L' dans RT,

définie une semi—norme sur L. Par contre, ||-||, n’est pas une norme sur L car || f||; = 0n'implique
que f = 0 p.p. (Voir I'assertion 3 de la Proposition |5.2.11).

Proposition 7.2.4. Soit (X, M, u) un espace mesuré. Alors
1. Pour tout f € LY, ona [ |f| = 0si, et seulement si f = 0 p.p..

2. Pour tout f € L', ona u({|f| = +oo}) = 0, c-a-d | f| est finie p.p..
3. Pour tout f,g € L1, telles que f = gp.p.,ona [ f= [g.

Preuve :

1. La premiere assertion est une conséquence immédiate de 1’assertion 3 dans la Propo-
sition [5.2.11] En effet, si f € £}, ona [ |f] = 0 <= |f| = 0 y-p.p., implique f = 0
U-p-p--

2. Soit f € LY. Ona {|f| = 40} =({|f] = n},etdonc

n

ﬂ({\f|=+°°})zu<ﬂ{|f|2n}> < p(lfl=n}) < /|f!

et ceci pour tout n € IN. Le resultat s’obtient par passage a la limite n — 4-co.
3. Soient f,¢ € £L!.On a

'/f_/glzvﬁ—g)‘S/|f—g|:o

d’apres 1., puisque f = g p.p. est équivalentea f — g =0p.p..
Corollaire 7.2.5. Soient (X, M, u) un espace mesuréet f,g € L. Ona

(/EfZ/Eg;pourtoutEeM> ‘:’/|f—8|:0<:>f=gu—p.p..
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7.3 L’espace L!

L'égalité presque partout définie pour tout f, ¢ € £! par
fRg <= f=gpu—rp

est une relation d’équivalence sur £!. On définit alors L' comme étant 1’espace quotient
L':=2' R.
Cet espase posséde une structure de IR-espace vectoriel normé, dont la norme est donnée
par
IFll = |7, = 1 = [ 171

pour tout F € L!, ot f € Favec f € L.

7.4 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

On donne ici une proposition préliminaire au théoréme de convergence dominée.

Théoréme 7.4.1 (TCD). Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit ( f,)neN une suite dans L' conver-
gente vers f (f € IM). Si la suite (f,)neN est dominée p.p. par une fonction ¢ € L positive, ie.,
|fu| < g p.p. et pour tout n, alors

— fe/l!

— |lfu — flly = [ |fu — f| — 0, quand n tends vers +co

— lim [ fu = [ f.

Preuve : Du fait que f, — f p.p. et que |fu| < g p.p., il existe N,N, € M telles que
#(N) = u(N,) =0et f — fsur N°et |f,| < gsur N5, pour tout n. Soit D = N U (U, Ny,).
Il est clair que
— u(D) = 0 (par o-sous additivité) et que
— les fonctions mesurables f,xpc, fxpc et gxpe vérifient
— fuXpe = fu pp. (avec fuxpe € L),
— fxpe = f p.p. (avec fxpc € M)
— gXpe = g p.p- (avec gxpe € L),
— |fuxpe| < gXDe et
fuxpe — fXxpe sur X.
Il en résulte alors que

J1r1= [ 1fxol = [timlfuce] < [gxoe = [g< +oo.

Donc f € L. En appliquant ensuite le lemme de Fatou a la suite de fonctions

h, = Zg — ’anDC —fXDc‘ € f)Jﬁ,

on obtient
/Zg = /limhn = /liminfhn < liminf/(Zg— | fuxpe — fxDr)
n n n

<tim (inf [ (29~ foxo: — fixor]) )

p=
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Comme
inf [ (25— |fuxoe — fxoel) = [ 2+ inf [(~Ifuxa — fixoe)
p=n p>n
= [2g=sup [ (Ifurxcn = Fxoe))
pzn
alors

/26 < [2g—timsup [(Ifuxor — frxoe).

Puisque [ 2g est finie, on déduit que
0 < tim [(|fuxoe — frxor]) < limsup [ (|fuxo: — fxoel) <0.
n

Par suite [(|fu — f|) — 0, quand n — 40, puisque fuxpe — fXDc = fn — f y-p-p-. Enfin,
comme Ufn—fﬂ < [(Ifu — fI), on conclut que [ f, — [ f. O

7.5 Applications du TCD : intégrales dépendant d'un para-
métre

Soient (X, M, u) un espace mesuré et f : X x R — R, une application définie sur X x R
de sorte que pour tout t € R fixé, I'application partielle f; = f(-;¢) : X — R définie par
fi(x) := f(x;t) soit intégrable, i.e., f; € LY. On définit F: R — R par

F(t)= [ fi= [ flstdp()

7.5.1 Continuité sous le signe d’intégration

Théoreme 7.5.1 (Continuité sous signe [). Soit f : X x R — R, une application telle que
fi = f(-;t) € LY pour tout t € R. Si de plus

1. I'application t — f(x;t) est continue en to, pour tout x € X,
2. il existe g € L positive telle que | f;| < g, pour tout t au voisinage de tq et tout x € X,
alors F; F(t) = [ fy = [ f(x; )du(x), est continue en t.

Preuve : On considere la suite de fonctions intégrables

fo= o= f(5tn),

avec t, — tp.Ona f,(x) — f(x;ty) = f,(x) sur X et |f,(x)| < g, pour n assez grand avec
g € L!. D’apres le théoréme de convergence dominée, on obtient

1iyrlnF(tn) = h,{n/ftn = hrlzn/fn = /h,gnfﬂ = /fto = F(tp).
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7.5.2 Dérivabilité sous le signe d’intégration

Théoréme 7.5.2 (Dérivabilité sous signe [). Soit f : X x R — R, une application telle que
fi = f(-;t) € LY pour tout t € R. Si de plus

1. I'application t — f(x;t) est dérivable au voisinage de to, pour tout x € X fixé,

2. il existe g € L1 positive telle que | =5 L| < g, pour tout t au voisinage de tg et tout x € X,
alors F; F(t) = [ fy = [ f(x;t)du(x), est dérivable en t et on a

F'(ty) = gf: /a (x5 to)dp(x).

Preuve : On considere la suite de fonctions intégrables

hn(x) _ f(x; tﬂ) f(x tO)

x € X,
t, —to

ou t, — tp. On a (d’aprés le théoreme des accroissements finis)

'fx tn) —f(x‘fo ‘ of ’

sup g(x).

tGV

to

Donc h, €€ L1, |hy(x)| < g, pour n assez grand, avec g € L!, et b, — a{( tg) sur X. On
peut appliquer alors le théoreme de convergence dominée. On obtient

. F(ts) —F(to) _ .. _ [ _ [9f
llan = 117£n/hn = /hznhn = at( to)-
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Chapitre 8

Espaces LP et LP; p > 1

Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit p > 1.

— Pour tout f € 9, on pose
1/p .
Il = ([ 1r) e R

— On définit I'espace L7 par

E%XALM:JT:{fEmC/VW<+w}.

— Pour f,g € LF, on définit
fRg = f=gpp-
C’est une relation d’équivalence sur L.
— On définit I’espace L par
LF :=LP/R.

Jr=]s
pour toute f € LV telle que f € F.
— Sif e LP,F e LPetque f € F, onditque f est un représentant de F.
On peut introduire plusieurs notions de convergence dans L? cohérentes (indépendentes
des représentants choisis pour les éléments de LF).

De sorte que pour F € LF,ona

Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soient (F,), C LV et F € LP. Soient (f,), C LF et
feLP,avecf, € Fyetf €F.
— Convergence p.p. : On dit que (F,), converge p.p. vers F si (f), converge p.p. vers f.
— Convergence dans L? : On dit que (F,), converge dans L” vers F € LP si (fy)x
converge vers f dans L7 :

1En = Ell, = llfu = fll, — 0
quand n — +co.

Remarque 8.0.1. La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L”.
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Théoreéme 8.0.2 (TCD). Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit (fn)neN une suite dans LP qui
converge p.p. vers une fonction f (f € 9M). Si la suite (fy)neN est dominée p.p. par une fonction
positive g € LV, i.e., |fu| < g p.p. et pour tout n, alors

— f c LP

— [Ifn _pr = [ |fu — f| — 0, quand n tends vers +-o0

Preuve : On peut se raméner a travailler dans £!, puisque ¢ € L si et seulementsi |g|P € L1,

et
\fu = fIP < (Iful +1f)P <2PgP pop..

Lemme 8.0.3. Ona
— Inégualité de Young : Pour tous a,b > O et p,q > 1 tels que % + % =1,0na

af bl
ab < — + —.
P 9

— Inéqalité de Holder : Soient f,g € Met p,q > 1 tels que % + % = 1. Alorsona

i< (fier) " (fis)

£l = 1£1L, llgllg -
— Inégalité de Minkowski : Soient f,g € Met p > 1. Alorson a

(/(|f|+|g|>r’)1/p - (/ |f|p)1/P+ (/ |g|p>1/,,

1f +gll, < A1+ gl -

Remarque 8.0.4. Comme conséquences immédiates du lemme précédente, on constate que
— Le cas particulier de p = q = 2 dans l'inégalité de Holder est l'inégalité de Cauchy-
Bunyakovski-Schwartz.
— D’apres l'inégalité de Minkowski, on voit que si f € LV et g € L1 tels que % + % =1, alors
fg e LP.
— D’apreés l'inégalité de Minkowski, on voit que si f,g € L, alors f + g € LP.

soit encore

soit encore

Preuve :
— L’inégalité de Young est une conséquence immédiate de la convexité de la fonction
exponentielle :

e HI=0Y < ¥ (1 —t)e¥; Ve [0,1]; Vr,y € R.

En effet, on prend x = pIn(a), x = pln(a) pour a,b > 0, et t = %, on obtient le

résultat.
al bl
ab < — + —.
p q

Lecasouab =0;a,b > 0 est trivial.
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— L'inégalité de Holder est trivial dans les cas suivants : || f]| , = F0°; gl g = 1o0;
Ifll, = 0; l|gll, = 0. On peut supposer alors que f € LV et g € LT et que ||f]|, # O;
<]l ] # 0. Dans ce cas l'inégalité de Holder devient équivalent a

J(th) (i) =2

D’aprés I'inégalité de Young, on a
IRAYAER YRR YATRY
<||f||p> <||g||q> =7 (n ||p) T4 (n m,) '
et donc
AN (sl ot (N sl o1
/<||f||p> (ngnq) Sp/<||f||p> +q/<|| ||q> AR
1.

— Inégalité de Minkowski : On a déja obtenu le resultat pour p =
p > letsoient f,g € M. Ona

f 8P =1f +gllf +8IP < (f1+1gDIf +&IP~ < IfIf +8lP " +Igllf +87
En appliquant I'inégalité de Holder,
1/q
=17l ([ 17 +5P)

Jis1r+sr < ( |f|”)1/p (far+s)
et
s () (a1, (v’

oug = %. Enfin, on obtient

J15+s < (if1 1) ( |f+g|”>1/q-

1f +gll, < A1, + gl -

Supposons que

1/q

1/

Soit encore

Proposition 8.0.5. L? et LF; p > 1, sont des espaces vectoriels.

Remarque 8.0.6. L'application f — ||fl|,, pour f € LP, définie une semi-norme sur LP. Par
contre l'application F — ||F||,,, pour F € LF, est une norme sur L, avec |[F||,, := ||fl|, pour
certaine f € F telle que f € LP.

Définition 8.0.7. Une suite (F,), C LP est dite de Cauchy dans L? si |F, — Fy|| — 0 quand
m,n — 400,

Proposition 8.0.8. Toute suite convergente dans LP est de Cauchy dans LF.

Théoréeme 8.0.9 (Riesz—Fisher-Théoreme de completion). Soit (X, M, u) un espace mesuré.
L’espace (L*;||-|| p); p > 1, est un espace vectoriel normé complet (un espace de Banach), c’est-a-dire
toute suite de Cauchy dans LP est convergente dans LP.
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Chapitre 9

Tribus produit, Mesures produit et
théoreme de Fubini

9.1 Tribu Produit

Définition 9.1.1. Soient (X; A) et (Y;B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit de
(X; A) et (Y;B) la tribu sur X x Y engendrée par A x B ={A x B; A € A,B € B}. Onl'a note
AR B.

Exemple 9.1.2. Pour X = Y = R, tous les deux muni de la tribu borélienne B(R), on a B(R) ®
B(R) = B(R?).

Preuve : Exercice. O
Remarque 9.1.3. La preuve s’adapte facilement au cas de R".

Proposition 9.1.4. Soit (X;A) et (Y;B) deux espaces mesurables. Soit E € A ® B. Alors pour
tousx € XetycY,ona
Ex={y€Y;(x,y) €E} €B

et
EV={xeX; (x,y) € E} € A
Preuve : On montre que
O={E€c A®B;Ex€ B, EY €« Apourtoutx € X,y € Y}
est une tribu sur X x Y telle que ) D A x B, etdonc ) = A® B.

On utilise principalement les faits suivants :
— Pourtout A € AetB € B,ona

B sixe A A siyeB
pu— y:
(A X B)x {@ sixg A ¢ (AxB) {@ siy¢ B -

— Pour toute E € A® B,ona

(E)y = (Ex)® et (E) = (E")".
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— Pour toute (E;), C A® B,ona

(U En>x =U(En)x et (U En>y = J(En).

n

9.2 Fonctions mesurables sur la tribu produit

Soient (X; .A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur X x Y. On
définit les applications partielles f, et f¥ pour tous x € X ety € Y, par

fx:Y —R ot ff: X—NR
y— fx(y) = f(x,y) x— fY(x) = flxy)

Proposition 9.2.1. Soient (X;.A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur
X x Y. Si f est A® B-mesurable, alors fy et f¥ sont mesurables, pour tous x € Xety €Y.

Preuve : On utilise principalement les faits que :

y

£1D) = (D) et (M7UD) = (F1UD))

X

O

Remarque 9.2.2. La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par contre on a le résultat
suivant qui donne la réciproque dans un cas particulier.

Proposition 9.2.3. Soient (X;.A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur
X x Y. Soient f une fonction A-mesurable sur X et g une fonction B-mesurable sur Y. Alors, la
fonction (x,y) — f(x)g(y) est A ® B-mesurable sur X x Y.

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :

1. Pour f = xaetg=xpavecA € AetBe B:0Ona
f(x)g(y) = xa(x)xs(y) = xaxp € MX X Y; A® B).

2. En explicitant le produit f(x)g(y) dans l’espace vectoriel £ des fonctions étagées sur
(X xY,E € A® B), on établit le résultat pour cette classe de fonctions.

3. On étend le résultat obtenu pour £ a la classe M sur (X x Y, E € A® B) par le théo-
réme d’approximation.

O

9.3 Mesure produit

Théoréme 9.3.1 (A admettre). Soient (X; A;u) et (Y;B;v) deux espaces mesurés de mesures
(positives) o-finies, et E € A ® B. Alors
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1. Les applications x — v(Ey) sur X et y — u(EY) sur'Y sont mesurables.
2. Ona
[ v(Edn(x) = [ p(EDdv(y).

Y
Proposition 9.3.2. Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Alors
1. L'application

Er— [ v(Edu(x) = [ w(E)dv(y)

est une mesure sur la tribu produit A @ B. On la note y @ v et on I'appelle mesure produit des
mesures (o-finies) y et v.

2. Pour tout A€ Aet B € B,ona
u®@v(AxB)=u(A) xv(B).
3. u®v est o-finie.

Preuve:
1. Soit (E,)n C A ® B deux a deux disjoints. Alors

ey (UE) — /Yy ((UE>y> dv(y)
- (Ve
= [, Tk (ED) dvly) (e mesure)

=) /YP‘ (En) dv(y) (TCM)
= ZP‘@)V(En)-

2. Soit A€ AetB e B,ona

pov(AxB) = [ u((AxB))du(y)

_ /B‘u ((A x B)Y) dv(y) + ¥ ((Ax B)Y)dv(y)

= /Blu(A)dv(y)-I-/Y\BPl(@)dV(y)
= u(4) [ dv(y)

3. Comme les mesures u et v sont o-finies, il existe une partition (A, ), de X constituée
de parties .A-mesurables deux a deux disjoints et une partition (B;), de Y formée de
parties A-mesurables deux a deux disjoints telles que u(A;) < +oo et v(B,) < +oo
pour tout m, n. Alors les A, x By, sont des parties A @ Bsur X X Y.On a

UV (An X By) = u(Am)v(By) < +o0.
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De plus les A;; x By, forment une partition de X x Y. En effet
J(Am x By) = (UAm) X <UBn> = XxY.
m,n n n

On conclut alors que y ® v est o-finie.
U

Remarque 9.3.3. La mesure produit y @ v n’est pas forcément complete si y et v sont complétes. En
effet, considérons A € A tel que n(A) = Oet B € P(Y) \ B, en supposant que B # P(Y). On
abien AXB C AxYavec AxY € A@Bet u®@v(AXY) = u(A) xv(Y) = 0. Pourtant,
A X B¢ A® B, car sinon

B sixc A
(AXB)"—{@ sixgA €8

pour tout x € X. Absurde.

Remarque 9.3.4. u ® v est l'unique mesure sur A @ B vérifiant y @ v(A x B) = u(A) x v(B),
pour tout A € Aet B € B tels que u(A) < +ooet v(B) < +o0.

9.4 Théorémes de Fubini

Théoréme 9.4.1 (Fubini-Tonelli). Soient (X; A; u) et (Y;B;v) deux espaces mesurés o-finis, et
f:XXY — R une fonction A @ B-mesurable positive. Alors, les applications

Rf) ix— [ fe)av(y) = E(f)

sur X et
F(f) sy — [ frx) = F(f)

sur'Y sont mesurables positives, et on a

Xxyf(x/y) (p@v) = /(/fxydv ))dy /(/fxydy ))dv(y).

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :

1. Pour f = xpavec E € A® B :Pour x € X fixé, on a xg(x,y) = 1 si, et seulment si
(x,y) € E,ie,ye{y €Y, (x,y) € E} =: Ex. ll en résulte alors que

[ xeGeyavty) = [ aviy) = v(En).

X

Or, d’apres le théoreme admis, la fonction x — v(Ey) est mesurable pour tout E €
A ® B fixé. Ainsi

[ xeGepd(nv) = dp e v)(E)
:/Yy(Ey)dy(y) (ou encore :/XV(Ex)d,”(x))

:/Y(/XXE(X,Y)d]/l(X)) dv(y) (d’apres (%))
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2. On prolonge ensuite le résultat par linéarité a la classe £1 des fonctions étagées posi-
tivessur (X X Y, E € A® B).

3. On prolonge le résultat obtenu pour £ par le TCM a la classe M sur (X X Y, E €
A® B).
O

Corollaire 9.4.2. Soient (X; A; ) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X x Y — R
une fonction A @ B-mesurable. Alors

feﬁ}R(XxY,A®B;y®v)<:>/(/|f|dy)dv<+oo<:>/(/|f|dv)d;¢<+oo.
(%)

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoreme de Fubini-Tonelli. O

Théoréeme 9.4.3 (Fubini). Soient (X;A;u) et (Y;B;v) deux espaces mesurés o-finis, et f €
LY X XY, A® B;u®v). Alors, on a
1. fr € LYY, B;v) u-p.p.et f¥ € LY(X, A u) v-p.p.

2. E(f) : x = [y fx(y)dv(y) = Fx(f) est p-p.p. définie et F*(f) : y — [ f/(x)p(x) =
FY(f) est v-p.p. définie.

3. [ f=[xF(f)du(x) = [, FY(f)dv(y), soit encore

[ e = [ ([ i) ) au

= [ ([ rsmant) ) dvty).

Preuve : Comme f € L1(X x Y, A® B;u ®v), alors f est A ® B-mesurable. On écrit f =
ft — f~ eton applique le théoréme de Fubini-Tonellia f* et f~. O

Corollaire 9.4.4. Soient (X; A; ) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X x Y — R
une fonction A @ B-mesurable telle que

/(/]f]dy)dv<+oo
/(/|f|dv) dy < +oo.
/(/fdy) dv:/(/|f\dv) du.

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoreme de Fubini et de 1'équivalence

(%) 0

ou

Alors

Exercice : On considere sur IR? la fonction

1 six>0x<y<2x

1422
fry) =4 -5z six>0;2x<y<3x
0 sinon

Montrer que

[ (o) a s [ ([ i)
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9.5 Changement de variables

Soient U et V deux ouverts de R". Un C!-difféomorphisme de U sur V est la donnée
d’une application i : U — V bijective de classe C! sur U et telle que ¢! soit de classe C!
sur V. Une caractérisation des fonctions C!-difféomorphismes est donnée par la proposition
suivante

Proposition 9.5.1. Soit U un ouvert de R". Une application ¢ : U — R" est un C'-
difféomorphisme de U sur V. = (U) si, et seulement si 1 vérifie les asserestions suivantes :

1. ¢ bijective de U sur V = p(U).

2. 1 de classe C sur U.

3. Le déterminant la matrice jacobienne J () de ¢ est non nulle sur U; J(¢) # 0.
Théoreme 9.5.2 (Changement de variables). Soit U un ouvert borné de R" et p : U — R une

application C'-difféomorphisme de U sur V = ¢(U). Pour toute fonction borélienne positive (resp.
feLlh),ona(foy)|det(J(y)(u)|xu est borélienne positive (resp. f € L'). De plus, on a

|, F@da@) = [ Fp(w)|det((¥)(w)ldAw),

soit aussi

[ Fwadr) = [ #o)ldetr~! (9)(w)ldA ().
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