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Dans toute la suite X désignera un ensemble non vide. On notera par P (X) 'ensemble de parties de X.

1.1 Clans (Algébres de Boole)

Définition 1.1

Une classe ¢ de parties de X (¢ C P (X)) est appelée clan (ou algebre de Boole ou tout simplement algebre) si :
1. 0e?.

2. € est stable par passage au complémentaire dans X :si A € %, alors (4 = X\ A € ¢.

3. € est stable par réunion :si A,B € ¢, alors AUB € €.

r Remarque 1.1 N
Soit € une algebre de parties de X. Les propriétés suivantes sont immédiates :
1. Xe?.
2. € est stable par réunion finie : si Ay, -, Ay € €, alors (par induction) A U---UA, € €.
3. € est stable par intersection finie : si Ay,---,A, € €, alors AjN---NA, € €. Eneffet pourn = 2, ona
41,042
C?l,ﬂﬁz € ¢ désque Ay, -+, A, €%, etdonc CémAz = C;l U C?Z € €. Parsuite A{N Ay = E(X UCx €C.
4. ¥ est stable par différence non symétrique : si A, B € ¢, alors A\ B € €, puisque A\ B = ANCY.
S 5. ¢ est stable par différence symétrique : si A, B € €, alors AAB:= (A\B)U(B\ A) € . )

I1'y a beaucoup d’algebres sur un ensemble non-vide donné X.

1. La plus grosse est 'algebre P(X).
2. La plus petite est {Q, X }.
3. Soit A C X. La plus petite algebre contenant A est la collection constituée de @, A, Alet x.

Espaces mesurables 3
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4. Lintersection de deux algebres % et €, sur X est définie par
G1NG ={ACX, ActletAc G}

C’est encore une algebre sur X. Plus généralement, l'intersection d"une famille quelconque d’algebres sur X est une
algebre sur X.

Remarque 1.2
[ La collection de parties { A1 N Ay C X; A1 € € et Ay € 6>} ne définit pas forcément une algebre sur X. ]

Il y a d’autres systemes équivalents a 'ensemble des axiomes dans la définition d"une algebre. On cite par exemple la
définition équivalente suivante :

Proposition 1.1

¢ C P(X) estun clan sur X si et seulement si
i) X ez,
ii) € est stable différence non symétrique.

iii) € est stable par réunion.

Démonstration. 1l suffit de montrer que toute collection ¢ C P(X) vérifiant les assertions i), ii) et ii) de la proposition
est forcément une algebre sur X. Par hypothese, € est stable par réunion. on a De plus @ = XAX € ¢ d’apres ii),
puisque X € ¥. Pour conclure, il suffit de voir si € est stable par passage au complémentaire dans X. Soit A € €, alors

(4 =X\A=(X\A)U(A\X)=AAX € %.
@

1.2 Tribus (c-Algebres de Boole)

On s’intéresse ici a des classes particuliers des algebres qu’on appelle tribu (ou c-algeébre ou encore c-algeébre de
Boole) sur X.

Définition 1.2
[ Toute algebre ¢ sur X stable par réunion dénombrable est dite tribu sur X. j

Plus précisément, une collection ¥ de parties de X, ¥ C P(X), est dite tribu sur X si elle possede les propriétés
suivantes :

1. & est non-vide.
2. € est stable par passage au complémentaire.
3. € est stable par réunion au plus dénombrable.
Par conséquence, on a les propriétés suivantes pour une tribu ./ sur X :
1. .# contient nécessairement les parties @ et X.
2. . est stable par intersection dénombrable.
3. ./ est stable par différence non symétrique et par différence symétrique.

Comme dans le cas des algebres, il y a d’autres systemes équivalents a 'ensemble des axiomes définissant une tribu. Par
exemple, on peut vérifier que ¢ C P(X) est une tribu sur X si et seulement si

1. Xe¢v.
2. ¥ est stable par différence non symétrique.

3. € est stable par réunion au plus dénombrable.

Espaces mesurables 4
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Définition 1.3

Le couple (X;¢') formé d’un ensemble non vide X et d’une tribu ¢ sur X est dit espace mesurable. Les éléments
de ¥ sont appelés les parties ¥-mesurables de X ou simplement mesurables s’il n'y a pas d’ambiguité sur le choix
de la tribu %

e Remarque 1.3 ~

Il est clair que toute tribu (c-algebre) sur X est une algebre sur X. Les exemples des algebres sur X cités précé-
demment sont aussi des c-algébres sur X. En revanche, il existe des algébres qui ne sont pas des tribus. Un des
contre-exemple est donné par

¢ ={AecPX)A finiouAC:X\A fini }

ol X est un ensemble non vide et infini. Le fait que 4 n’est pas une tribu sur X se démontre comme suit. Notons

tout d’abord que {x} € ¢ pour tout x € X car {x}C est infini (X est infini). Soit maintenant (x,), une suite infinie
de X (une telle suite existeﬁ). On considere alors la partie A = {x,,,n =0,1,--- } et B= {x9,,41,n =0,1,--- }. Il est

clair que A est infini et que AL Vest aussi puisque AL 5 B et B est infini. Ceci montre que A ¢ €.

a. La construction de (x,), peut se faire comme suit : comme X est non vide, on peut exhiber un xy € X. Maintenant, on redémarre avec
K{xo}c qui est infini et exhibe un x; € {xo}c. Etant choisi les premiers xo, X1, - - - , X, le choix de x,,41 se fait dans {xq,x1,- -, xn}c qui est infini. )

1.3 Construction des tribus

La plus part des tribus non-triviaux sont obtenues implicitement pas des constructions spéciales a partir des tribus
données.
1.3.1 Construction 1: Tribu trace (induite)
Soit .# une tribu de parties de X. Pour toute partie fixée C non vide de X, on définit
Mc:={ANC, Aec.u}.

Alors . est une tribu sur C, appelée tribu induite par .# (ou encore tribu trace de .#) sur C.
Attention : Dans la preuve de la stabilité lors du passage au complémentaire, il faut prendre le complémentaire dans C
et ne pas dans X. En effet, si B € .#, alors M = AN C pour certain A € .#. Par suite

CE=c\B=cnl§=cn(04") =cn (Cfucs) =Cc2

1.3.2 Construction 2 : Tribu image réciproque

Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X — Y une application donnée. Si .#y est une tribu sur Y, alors
fY(ty) = {f"1(B); B € .y} estune tribu sur X. On appelle f ~!(.#y) tribu image réciproque.
Pour la preuve, on utilise les propriétés suivantes

o' = 1 (C{?); £ (UIBz) = Ulf*%Bi)
ainsi que f~1(Y) = X.

1.3.3 Construction 3 : Intersection de tribus

Une partie considérable des tribus "intéressantes” sur X sont construites en utilisant le résultat que toute intersection
(dénombrable ou non) de tribus de parties de X est encore une tribu de parties de X.

Espaces mesurables 5
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Proposition 1.2
Soit F une famille de parties de X. La tribu

N M =:0(F)

A tribu sur X
M DO F

est la plus petite tribu sur X contenant F.

Définition 1.4
[ o (F) est dite la tribu sur X engendrée par F. j

Proposition 1.3

1) Soient ¢ et ¢’ deux collections de parties de X. Alors,
i) Si¢ C ¢, alors 0(€) C 0(¢’) (en particulier si ¢’ est une tribu, on a 0 (¢) C ¢”).
ii) Onac(¢) C 0(¢') < ¢ C o(¢").
iii) 0(€) =0(¢') <= € Co(¢')et€ Co(¥).
2) Si f : X — Y est une application et 6y une collection de parties de Y, alors

o(f7HEY)) = fTHo(%Y)).

Remarque 1.4
[ On peut avoir (%) = o(4”) pour deux classes différentes ¢ et ¢”. Par exemple, on a o({A}) = o({A%}). ]

Remarque 1.5 (Emboitage des Tribus)

On rencontrera souvent la situation du cas particulier de la proposition précédente : on aura deux tribus . et .#’
sur le méme ensemble X et on voudra montrer que .# C .#'. Si on sait que ./ est engendrée par une collection ¢
(autrement dit 0 (¢’) = .#), il suffira alors de prouver que ¢ C .#’.

1.3.4 Construction 4 : Tribu produit

Soient (X; .#x) et (Y; .#y) deux espaces mesurables.

— La tribu produit de .#x et .#y est la tribu sur le produit cartésien X x Y, noté .#x ® .#y, engendré par les parties
AXBoUu A€ HxetBe Hy.

— Le couple (X x Y; .#x ® #y) est dit espace mesurable produit des espaces (X; #x) et (Y; .#y).

Remarque 1.6

Le produit cartésien des deux tribus, .#x X .#y, n’est pas une tribu sur X x Y (La stabilité par réunion dénom-
brable tombe en défaut). Mais on a bien

//X@.//fy = U(///X X //y).

1.4 Tribu de Borel

La notion de tribu Borélienne est liée a la structure topologique de I'ensemble de base.

Espaces mesurables 6
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-~ Définition 1.5 (Topologie) N

On appelle espace topologique tout couple (X; &) formé d’un ensemble non vide X et d’une famille &' de parties
de X possédant les propriétés

1. O contient les parties @ et X.
2. 0 est stable par intersections finies.

3. O est stable par réunions quelconques.

Les éléments de & sont les ouverts de la topologie. Les complémentaires des ouverts sont les fermés de la topologie. )

Topologie usuelle sur R :
La topologie dite usuelle sur IR est donnée par la collection R des parties de R qui sont unions d’intervalles ouverts
la,blaveca € RU{—co} etb € RU {+4o0}. Dans cette topologie (topologie usuelle), un ensemble O C R est ouvert si

VYxe€O, da,beR x€ab[CO.
Si O est un ouvert de IR, on consideére
I={(pr) €QxQ%;lp—rp+r[CO}.
Alors 7 est dénombrable (elle s’injecte dans Q x Q) et

o= U lp—rp+rl
(or)ex

Ainsi tout ouvert de R peut s’écrire comme réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts (on peut méme se limiter
a des intervalles a extrémités rationnelles).

Tribu de Borel

Définition 1.6

Soit (X; ') un espace topologique. La tribu de parties de X engendrée par la famille & est appelée tribu de Borel
ou encore tribu des boréliens de X.

Remarque 1.7

— On note B(X) la tribu borélienne de 1'espace topologique (X; &), s'iln’y a pas d’ambiguité sur le choix de la
topologie mise sur X.

— Les ouverts et les fermés, les intersections dénombrables d’ouverts, les réunions dénombrables de fermés
sont des éléments de B(X), dits des boréliens de X.

Va Théoréme 1.1

~
Soit B(R) := o(IR) la tribu borélienne de R, ot . est la collection de parties de R qui sont unions d’intervalles
ouverts. Alors, B(IR) est aussi la tribu engendrée par 1'un des classes suivantes
1. La collection #; := {]a, —oo[; 2 € R}.
2. La collection #; := {]a, —co[; a € Q}.
3. La collection ¢#3 := {[a, —co[; a € R}.
4. La collection # := {[a, —oo[; a € Q}.
9 5. La collection #5 := {]a,b[; a,b € R} des intervalles ouverts bornés de R. )
Preuve:

— Pourtoutk =1,2,3,4,5,ona 7, C IR etdonc
o( Fx) Co(IR) = B(R).
— Ilestclairque # C #1 C IR D 73 D _Zs llenrésulte que
o(f2) Co(f1) Co(IR) = B(R) D 0( 73) D 0( ).

Espaces mesurables 7
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— La preuve sera achevée en montrant
B(R):=0(IR) Co( f) et B(R):=0(IR) Co( ra)
Pour ceci, il suffit alors de vérifier que

y]RCU—(fQ) et QIRCU(fAL).

Montrons par exemple que Jr C 0(_#>) : Comme tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
de la forme Ja,b[ aveca < beta,b € RU {—o0o, o0}, il suffit alors de montrer que ces derniers sont dans o (_#3).
— Pour touta, b € RU {—o0, +c0} avec a < b, il existe deux suites (a,) et (b,) dans Q vérifiant
— (an) est décroissante et (by,) est croissante aveca < a, < b, < b
— ay, —aeth, — b

telles que
Ja, b= J]an, bal.
n
— Orona
C
|—00,a,]
—_——
1
]anrbn[:}*m/bn[ﬂ ﬂ]*oofaﬂ+i[ GU(/Z)-

k>1

[mynote=]

— IR C 0(_#4) s’établit de maniere analogue.
— Une démonstration directe de g C 0(_#1) = .# est la suivante
— Par construction, on a |a, +oo[€ 71 C . pour touta € R.
— Par intersection dénombrables d’éléments de .#] et passage au complémentaire, on a aussi

C
] —o0,a[= ([ﬁl,—koo[)E = < (1 ]a— i,—i—oo[) € M.

neN
— Comme intersection de deux éléments de .#7, on a
la,b[=] — oo, b[N]a, +oo[€ A1; a <b.

On conclut alors .# contient tous les ouverts de R et .77 D B(R).
— La preuve de g C 0(_#5), estimmédiate du fait que tout ouvert est réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts bornés (voir le rappel topologique).

Espaces mesurables 8
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2.1 Définitions et exemples

Va Définition 2.1 N

Soit (X, . #) et (X',.#') deux espaces mesurables et f : X — X’ une fonction. On dit que f est (.#, . #")-
mesurable (ou simplement mesurable s’il n'y a pas d’ambiguité) si

fHa') .,

N c’est-a-dire que pour tout A’ € .#' ona f~1(A') € 4.

Définition 2.2

Lorsque .# et .#' sont des tribus boréliennes, toute fonction (.#, .#")-mesurable f de X dans X’ est dite fonction
(A, #")-borélienne.

r Remarque 2.1 N

Soient (X, 1), (X, #3), (X', #]) et (X', #;) des espaces mesurables. Si f : X — X' est (.41, #])-mesurable,
alors

1. festaussi (.4, .#])-mesurable si .41 C ..
2. festaussi (.#,.#;)-mesurable si .#] O ;.
3. f estaussi (#y, #})-mesurable si .# C M, et M| D M.

. J

Soit X un ensemble. Toute fonction f de (X,P(X)) dans un espace mesurable quelconque (Y, .#Z) est
(P(X), .#)-mesurable. Rien a prouver puisque pour toute B € .#, on a f~!(B) est effectivement une partie de X.
Si A et ./’ sont deux tribus sur X, alors 'application identité Idy : X — X; Idx(x) = x, est (4, . #")-

mesurable si et seulement si .2’ C .. Ceci résulte du fait que Idy' (.#') = .#'. En effet, pour toute partie B € .#’, on a
Idy'(By=Be.#' C M.

Fonctions mesurables 9
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Exemple: |Si (X, .#) et (X', .#") sont deux espaces mesurables. Les applications constantes f : X — X' (i.e., il existe

b € X' tel que f(x) = b pour tout x € X) sont des fonctions (.#,.#")-mesurables. En effet, pour toute B € .#’, on a
f1(B)=XsibcBet f1(B) =®sib ¢ B.Dans les deux cas,ona f~(B) € ...

Exemple : | Soit (X, .# ) un espace mesurable et A une partie quelconque de X. La fonction indicatrice x4 : X — R de

!

A définie par
(x) = 1 sixc A
XA =10 sixgA

est (.#,B(R))-mesurable si et seulement si A € .. Ceci est du au fait que pour toute B € B(R), on a
%) si0,1¢ A,
AE=1 4 Sicavea
X si0,1 € A.
Il en résulte alors que x 4 est (.#,B(IR))-mesurable si et seulementsi A € .Z.

Proposition 2.1

Le composé de fonctions mesurables est encore une fonction mesurable. Autrement dit, la mesurabilité des fonc-
tions est stable par composition.

Preuve : Soient (X, # ), (X', .#') et (X", #") trois espaces mesurables, f : X — X’ une fonction (.#, .#")-mesurable et
g : X' — X” une fonction (.#', .#")-mesurable. Ona ¢~ (.#") C 4" et f~1(.#") C .4 . Par suite

(go )~y =fHg (") C fH ") C .
Ceci montre que g o f est une fonction (.#, .#")-mesurable. O
2.2 Un cas spécial

Théoréme 2.1

Soient (X, .#) et (X', .#") deux espaces mesurables et ¢’ une collection de parties de X’ engendrant .#’ (c-a-d.
o(¢") = .#"). Une application f : X — X' est (.#, .#')-mesurable si et seulement si f~1(¢") C 4.

Preuve : Si f est (.#,.#')-mesurable, on a f~1(.#') C #.Du fait que ¢’ C #' = o(%"), on déduit f~1(¢’) C
f~Y ") C . Réciproquement, supposons que f~1(¢”) C .# et considérons

M7= {A X'/ fUA) e}

Onabien¢’ C .#”, ce qui montre en particulier que .#” est non vide. De plus, la collection .#” est bien une tribu sur X’
(c’est la tribu image directe - voir TD). Comme .7 est la plus petite tribu sur X’ contenant ¢”, on conclut que .#’ C .#",
et donc

fiaycfia) coa.
D’ou f est (4, .#')-mesurable. O

Corollaire 2.1

Soient X et X’ deux ensembles non vides, et ¢ et ¢’ deux collections de parties de X et X', respectivement. Alors,
toute application f : X — X’ satisfaisant f~1(%¢") C € est (¢(%),o(%"))-mesurable.

Preuve : Par hypothese, on a f~1(¢”") C € C ¢(€). On applique alors le théoréme précédent (Théoréme avec
M =0(€")et M =0(F). O

Corollaire 2.2
Soit (X, 7) et (X/,.7") deux espaces topologiques. Alors, toute fonction f : X — X’ continue sur X (c.a d.

fY(F") C 7) est borélienne.

Fonctions mesurables 10
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Preuve : 11 suffit d’appliquer le résultat précédent; puisque par définition on a

B(X, 7)=0(7) et BX,T)=d(T).

Remarque 2.2

Le théoreme précédent (ainsi que ses corollaires) est fondamental et permet de montrer la mesurabilité d'une
application en ne regardant que les images réciproques d’éléments d'une famille engendrant la tribu de l'espace
d’arrivé (si c’est le cas). Par exemple, si 'espace d’arrivé est (R, B(IR)), il suffira de regarder les images réciproques
des parties de la forme ]a, +oo[, a € R (ou bien a € Q), car la collection de ces éléments engendre B(R).

Remarque 2.3

Une application borélienne f : X — X’ n’est pas forcément une fonction continue. Le contre-exemple est donné
par la fonction indicatrice d’une partie A non-vide borné de X = RR. La partie A est supposé non-vide et bornée
pour éviter les cas x4 = 0 et x4 = 1, respectivement, qui sont évidement des fonctions continues.

Corollaire 2.3

Soit X et X’ deux ensembles, ¢’ une collection de parties de X’ et posons Z = o(f~1(¢")) et B = o(%¢"). Si
f: X — X’ une fonction (%, #')-mesurable, alors

o(f7H(E") = fH(e ().

Preuve : Du fait que ¢’ C 0(%¢”), ona f~1(¢") C f~1(c(%")). Par suite, comme f~!(c(%")) est une tribu sur X contenant
f~1(%"), on a donc
o(fH(E") € fHe(€) = fTH(H).
Ensuite, en vertu du théoréme précédent, f est (B, B = o(%¢’))-mesurable si et seulement si f~1 (%) C & :=
o(f~1(%")). Alors,
fHe(e") c#=0(f1(€"). 0.

Remarque 2.4

Toute application f : X — X' est (%, #')-mesurable, avec Z = o(f~1(¢")) et Z' = ¢(€") pour toute collection
¢ C P(X').

2.3 Fonctions mesurables a valeurs dans R
Dorénavant, sauf mention du contraire, 'ensemble R sera muni de sa tribu borélienne B(R).
Proposition 2.2

Soit (X, .#) un espace mesurable. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. f: X — R est mesurable.

2. Ap:i={xeX; f(x)>a}={f>a}e #pourtouta € R.

3. Bu:={xeX;, f(x)<a}={f<a}e€ .#pourtouta € R.

4. Cp:={xe X, f(x)<a}=:{f <a}e€ .# pourtouta € R.

5. Dy:={xeX; f(x)>a}=:{f>a}ec .#pourtouta € R.

Preuve : On applique le théoréme précédent puisque ces intervalles engendrent B(IR) (voir Chapitre 1). En effet,
— (1) <= (2) (resp. (1) <= (3)) grace au fait que B(IR) est engendrée par les intervalles ouverts de R de la forme
Ja, +00[ (resp. | — o0, a]); @ € R.
— (2) <= (4) par passage au complémentaire.

Fonctions mesurables 11
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— (3) <= (5) par passage au complémentaire.
— Dans ce qui suit, nous donnons une démonstration directe de (2) <= (5). En effet, supposons qu’on a (2), alors

14

A 1€eH; YaeeR, VYn>1.

+oo

Ensuite, comme Dy = (] A, _1 et.# estune tribu sur X, on déduit que D, € .#. Réciproquement, en supposant
n=1 n

que l'assertion (5) est vraie, on en déduit que

—+00
Aa: UDIJ(+1 G,//.

n=1

Proposition 2.3

Soit f : X — C une fonction sur un espace mesurable (X, .#) a valeurs dans C, avec f = fi +ifs et f1, f2 :
X — R. Alors, f est mesurable si et seulement si R(f) = f1 et I(f) = f» sont des fonctions mesurables.

Preuve : Notons tout d’abord que que B(C) = B(IR?) et que les projections canoniques Py : R> — R; (x,y) — x et
Py : R?Z — R; (x,y) — y sont continues et donc mesurables. Alors, f est mesurable si et seulement si F : X — R2;
F(x) = (R(f)(x),3(f)(x)), est mesurable. En effet, pour tout a,b € R, on a

f1(Ja, +oo[x]b, +oo[) = F~(Ja, +00[x]b, +00])
= R(f) " (Ja, +oo) N I(f) (1B, +o0]).
Par suite, si f est mesurable, alors Py o F =: R(f) et P, o F =: J(f) sont mesurables (comme composé de fonctions

mesurables). Réciproquement, si R(f) et 3(f) sont mesurables, alors f est mesurable (en tenant compte de la deuxieme
égalité £ 1(]a, -+oo|x]b, +0o[) = R(f) 1(a, +o0]) N S(f)~1(Jb, +co[)). O

Proposition 2.4

Si f et g sont deux fonctions mesurables sur un espace mesurable (X, .#) a valeurs dans R et ¢ € R, alors on a les
propriétés suivantes :

1. c¢f est mesurable.
2. f? est mesurable.
3. |f| est mesurable.
4. f 4+ g est mesurable.
5. f x g est mesurable.

Preuve :

1. Ona Ax(cf) = Ayyc(f) € M sic > 0et Ay(cf) = By(f) € 4 sic < 0.Le cas ¢ = 0 est trivial puisque A, (0) =@
quand & > 0 et A,(0) = X quand a < 0.

2. OnaA(f) =Xe Msia <0et Au(f*) = A z(f)UB_ 4(f) € A sia>0.
3. OnaAy(|f]) =X € A sia <0et Ax(|f]) = Aa(f) UB_x(f) € A sia > 0.

4. Ona Ay(f+g) = U S (réunion dénombrable), avec
reQ

Sy = A(f) N Aw_r(g) € A,

pour tout r € Q. L'inclusion |J S, C Au(f + g) est clair. Pour I'inclusion inverse, A,(f +¢) C U S, notons que
reQ reQ

pour x € Ay(f+g)ona f(x) > a— g(x). Il existe alors r € Q tel que f(x) > r > g(x) —a et donc f(x) > ret
g(x)>a—r.
5. La mesurabilité de f x g peut étre vu comme conséquence de (1), (2) et (4), puisque

fxg:i(v+ﬂz—v—ﬁﬁ-

Fonctions mesurables 12
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r Remarque 2.5 ~
L’assertion (2) est un cas particulier du (5). On peut redémontrer (4) et (5) a I’aide de la fonction mesurable F =
X — R? définie par
F(x) := (f(x);8(x))
et la mesurabilité (continuité) des fonctions @; ¢ : R> — R définie par
¢(a,b)=a+0b et y(a,b)=ab,

puisque

L f+g=¢oF et fxg=1yoF. D

Va Définition 2.3 N

A toute fonction f : X — IR, on associe les fonctions T et f~ données respectivement par

fT(x) = sup{f(x),0}
et
f~(x) = —inf{f(x),0} = sup{—£(x),0}
sur X, de sorte que
f=f=f
f1 est dite la partie positive de f et f~ la partie négative de f. Ce sont des fonctions a valeurs positives f1, f~ :
\ X — R )

Proposition 2.5

La fonction f : X — R est mesurable si et seulement si les fonctions f* et f~ sont mesurables.

Preuve : La proposition est une conséquence immédiate des observations suivantes
of =fr-f
slfl=f"+f"
of* = 2(If1+£),
of = =5Uf1= 1)

N =

O
Dans la suite, on considérera les fonctions définies sur un espace mesurable (X, .#) a valeurs dans R := R U {#+oc0}.

2.4 Fonctions mesurables a valeurs dans R

Définition 2.4 ~
Les ouverts (standards) de R sont des réunions des intervalles (ouverts de R) de la forme |a, b[, [—0, a[ et |b, +00] ;
a,b e R.
J
Définition 2.5 ~
On appelle tribu borélienne sur R la tribu engendrée par les ouverts de R. )

Comme pour B(IR), on peut montrer que
B(R) =o({]a,+o);a € R}) = o({[a, +oo;a e R}) =--- .
Notation : Soit (X,.#) un espace mesurable. On note par (X,.#) 'ensemble des fonctions mesurables sur (X, .#Z) a

valeurs dans R.

Fonctions mesurables 13
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Proposition 2.6

Soit (X, .#) un espace mesurable. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. f: X — R est mesurable.

. {f >a} € 4 pour tout« € R.

. {f <a} € # pour touta € R.

. {f £ a} € 4 pour touta € R.

. {f > a} € # pour toutax € R.

U1 = W DN

Preuve : La démonstration est similaire a celle donnée dans le cas des fonctions f définient sur X et a valeurs dans R. O

Proposition 2.7

Soit (X, .#) un espace mesurableet f,g: X — R des fonctions mesurables. Alors,
{f<gh{f<shif=gt en

Preuve :
1. Ona

{(f<gt=UlreXf<r<g=UJ{f<rin{g>r}) e
reQ reQ

2. {f < g} € .# s'obtient par passage au complémentaire dans {g < f}, ou bien grace au fait que

{f<gr=1 {f<g+i}-

nelN*

3. {f=gt={f<gin{f>g} e

Proposition 2.8

Soit (X, .# ) un espace mesurable. Une fonction f : X — R est mesurable si et seulement si
A:={xeX;, f(x)=4o0} et B:={xeX;, f(x)=—oco}
sont des parties mesurables, et la fonction f : X — R définie par

Fo—{ by mm? - @)

est mesurable (avec la convention que 0 x +oo = 0 dans R).

Preyve : Pour I'implication directe, soit f € (X, .#). Alors

A::{f>n;VnE]N}:ﬁ{f>n}E///

n=1
et -
B:={f<-mV¥neN}= {f<-n}en.

n=1

Soita € R et f(x) = (1 - 1) (1) (x).
— Sia > 0, alors

{F>at={f>a}\Aec ..

— Sia<0,0ona _
{f>a}={f>a}UBe .

Fonctions mesurables 14
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Donc fest mesurable.
Réciproquement, supposons que f est mesurable et que A, B € .Z. On distingue deux cas. Sia > 0,0on a

{(xeX; fx)>al={xeX; f(x)>a}UAdec..

Sia <0,ona _
{xeX; f(x)>a}={xeX; f(x)>a}\Be ..

Par suite, f est mesurable. O

Remarque 2.6

Il est évident de voir que si f : X — R est (.#, B(IR))-mesurable, alors la fonction g : X R défin
par g(x) := f(x); x € X, est (.#,B(R))-mesurable. Puisque dans ce casona A = {g = +o} = @ € ///,
B={g=—-00}=0¢c #,etg=(1—xaup)g = f: X — R est mesurable.
- Remarque 2.7 (Exercice) N

Comme conséquence de la Proposition on peut montrer quesi f : X — R € (X,.#), alors

cf, 2 Ufl f freX ).

Noter que cf est identiquement nulle une fois que ¢ = 0 (ceci est du au fait que 0 x (£o0) = 0 dans R). Notons de
plus que la somme f + ¢ de deux fonctions f, g : X — R, n’est pas en général bien définie par

(f+8)(x) = f(x) +g(x)
sur les ensembles
Epi={x € X; f(x) = oo et g(x) = —co} = f({+00}) N g~ ' ({—00})

et
Ey:={x€X; f(x) = —0et g(x) = +oo} = f1({—00}) N f({+00}).

S Lorsque les fonctions f,¢ : X — R sont supposées mesurables, il est clair que E; et E; sont des parties mesurables. )

Définition 2.6

Pour f,g: X — R deux fonctions sur X. On définit f+ g par

(f +8)(x) :== { 0 sur E; UEy,

flx)+g(x) sinon .

Proposition 2.9

Soient f,g € (X, .#). Alors
1. f+ge (X, A).
2. fxge (X, A).

Preyve : Une démonstration sera donnée plus tard en utilisant le théoreme d’approximation.
2.5 Approximation des fonctions mesurables

Proposition 2.10

Soient f, : X — R une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable (X, .#). Alors, sup(fy) et inf(fy)
sont des fonctions mesurables.
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Preuve : Soitx € R.On a

{sup(fu) <a} =(Wfu <o} €.a

et

{inf(fy) > a} = (V{fu = &} € 4.
n
Noter qu’on peut utiliser aussi le fait que

inf(f,) = — sup(~f,).

Corollaire 2.4

Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables sur un espace mesurable (X, .# ). Alors max(f,g) et min(f,g)
sont des fonctions mesurables de X dans IR.

Preuve : On prend f; = f et f, = g pour n > 2 et on applique le résultat de la proposition précédente. O

Corollaire 2.5

Sifp: X — R est une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable (X,.#). Alors, les fonctions
liminf f, et lim sup f,, sont mesurables.
i@ n

Preuve : On a
11mnsupfn = ngTw(igg(fk)) = 1{}“?{‘;5(]%))
et
liminf f, = lim (inf(f;)) = sup(inf(fy)).
n n k>n

n—400 k>n

Corollaire 2.6

Soient f, : X — R une suite de fonctions mesurables sur un espace mesurable (X,.#).On a
1. {xe X;ngwan(x) existe } € /.

2. Si lim fyexistesur X, lim f,: X +— R, alors elle est dans (X, .#).
n— o0 n——+o0o

Preuve : On a
{x € X; lim f,(x)existe } = {liminf f;, = limsup f,}
n——+o0o n n

et
HETM fn = liminf f, = limsup f,.

a
La réciproque du corollaire précédent peut se déduire en utilisant le théoréeme d’approximation des fonctions mesu-
rables positives ci-dessous (Théoreme|2.2).

Définition 2.7

On appelle fonction étagée sur X, toute fonction f : X — R mesurable sur X qui ne prend qu'un nombre fini de
valeurs distincts dans IR.

Remarque 2.8

Si f : X — R est une fonction étagée et w;; i = 1,2, - -, les valeurs distincts de f, alors les A; = {f = a;} =
{f > a;} N {f < a;} sont des parties mesurables eton a f(x) = }_I'; a;x 4, (x). Réciproquement, toute combinaison
linéaire a coefficients réels de fonctions caractéristiques de parties mesurables de X est une fonction étagée.
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Ve Théoréme 2.2 N

Soit f € (X,.#), une fonction mesurable positive sur X. Alors, il existe une suite de fonctions ¢, : X — R
vérifiant

1. Chaque ¢, est mesurable et prend un nombre fini de valeurs réels sur X.

2. Croissance : 0 < ¢, (x) < ¢,41(x) pour tout x € X et toutn € IN.

L 3. f(x) = nLHBoo ¢n(x) pour tout x € X. )

Remarque 2.9

Ce théoreme est une premiere étape dans la construction de l'intégrale au sens de Lebesgue.

Preuve : Exercice (voir TD).

Corollaire 2.7

Toute fonction mesurable f : X — R (qui n’est pas forcement positive) est limite d"une suite de fonctions étagées
sur X.

Preuve : 11 suffit d’écrire f sous la forme
f=f-f

avec f1,f~ : X — R sont des fonctions mesurables positives sur X, et d’appliquer ensuite le théoréme précédent. O

Corollaire 2.8

Si f,g: X — R deux fonctions mesurables, alors f + g et f x ¢ sont aussi des fonctions mesurables.

Preuve : En vertu du corollaire précédent, soient (@), et () deux suites croissantes de fonctions étagées positives sur
X telles que

f= I on et g= i gn
Alors,

f+g= tm (¢un+yu)

est mesurable. D’autre part
fxg= lm (fxiu)

m—r+0o

est mesurable. Ceci résulte du fait que les fonctions

fX¢m=n1_i>f_£1m(¢nXle)3X—>R

sont mesurables, puisque ¢, X ¢, : X — R sont mesurables.

Fonctions mesurables 17



A Shonny

Chapitre

Mesures positives

Sommaire
[3.1 Deéfinitions etexemples| . . . . . . . L L e e e e e e e 18
[3.2 Propriétés élémentaires des mesures positives|. . . . . . . ... L L L e e 20
[3.3 Notions (y-négligeable et y-presque partout)] . . ... ... ... . . . i i e e 24

Dans ce chapitre, on associe a chaque espace mesurable donné (X,.#) des fonctions définies sur .# a valeurs dans
R*, généralisant en quelque sorte la notion de longueur, surface, ... .

3.1 Définitions et exemples

Vs Définition 3.1

\

On appelle mesure (positive) sur un espace mesurable (X, .# ), la donnée d’une application yi : .# — R vérifiant

1. u(@) =0.

2. Positive : u(A) € R pour tout A € ..

3. o-additive : Pour toute famille dénombrable {A,; n > 1} d’éléments deux a deux disjoints de .#, on a

+oo +00
() = Evcan

\_ n=1 n=1 )

espace mesuré.

Définition 3.3

Définition 3.2
[ Si (X, ) est un espace mesurable et y une mesure donnée sur (X,.#), on dit que le triplet (X, ;) est unJ
[ Une mesure y sur (X, /) est dite finie si u(X) < +o0. j

Remarque 3.1
. q

N
Une conséquence immédiate de la o-additivité est ’additivité :
n n
Z <U Ak) =) n(A)
k=0 k=0
S pour toute famille finie {A; k = 0,1, -- ,n} d’éléments de .# deux a deux disjoints. )

Mesures positives 18
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‘ Exemple (Mesures triviaux) : ‘ Soit (X, .#') un espace mesurable. On définit y; et ji sur .# par

ui(A) =0

pour tout A € ./ et
| oo, siAe.#\{D};
Ha(A) = { 0, si A= 0.

Alors pij et yip sont des mesures sur (X, .#Z).

Exemple (Mesure de Dirac) : ‘Soit (X; #) un espace mesurable et p € X. On définit sur .# l'application 6, : .# — R*
par

0 i A ;
6p(A) = { 1 21 ) ig =:xa(p)

pour tout A € .#. Alors §, est une mesure finie de X dans R, dite mesure de Dirac en p (qui charge les points).

Remarque 3.2
. q

N
Dans la définition précédente, la condition (@) = 0 peut étre remplacée par la condition :
Il existe A € .# tel que H(A) < 0.
En effet, d"une part, on a bien p(A) < 400 pour A = @ € .#. D’autre part, si y(A) < +oco pour certain A € .#, on
Kabien U(A) =u(AUQ®) = u(A)+ u(@) et donc u(@) = 0. )

Remarque 3.3

Il est intéressant de remarquer que pour une série a termes positifs, |'ordre de sommation est sans importance : Si
(an)nen C RT et ¢ : N — IN une bijection, on a

Y an =) )

nelN nelN

Remarque 3.4

Dans la définition précédente, on a étendu a R+ I'addition dans R* en posant x + (400) = o0, pour tout x € R*.
Il faut noter aussi que pour tout x;y;z € R™, I'équation x + y = x + z n'implique y = z que si x est fini.

Remarque 3.5

Noter également que la somme de la série est a prendre dans R¥ et que, bien stir,a = Y ay, signifie simplement

nelN
n —— . .. . . +oo
que Y. a; — a (dans R™) quand n — oo. Noter aussi que si il existe ng € IN tel que a,, = +o0, alors la série }_ a,
k=0 n=1

diverge.

| 2 U N

-~ Définition 3.4 N
Une mesure y sur (X,.#) est dite o-finie si X admet un recouvrement dénombrable par des éléments de .# de
mesures finies. Plus précisément, s'il existe (E;),>1 € # telle que
“+o00
X = |JEn
n=1
et
#(En) < 400
our toutn > 1.
N - J
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Remarque 3.6
[ Noter bien que dans cette définition, on ne suppose pas que les E,; sont forcément deux a deux disjoints. ]

‘ Exemple (Mesure de comptage ou dénombrement) : ‘On définit sur ’espace mesurable (N, P(IN)) 'application :

Card(A si A estune partie finie;
H(A) :={ 4) P

+00 sinon.

+o00
Alors, il est facile de voir que p est une mesure sur (IN, P(IN)). De plus, elle est o-finie du fait que N = |J E, avec

En = {n} € P(N) et u(En) = Card({n}) = 1 < +co. "

Remarque 3.7

Toute mesure finie est o-finie. L'implication inverse n’est pas vraie. En effet, la mesure de comptage sur (IN, P(IN))
est o-finie mais n’est pas finie.

3.2 Propriétés élémentaires des mesures positives

Proposition 3.1

Toute mesure y sur un espace mesurable (X, .#) satisfait les propriétés :
(1) Monotonie:Si A, B € .# tels que A C B, alors

#(A) < p(B).
En particulier, si de plus y(A) < 400, alors
u(B\A) = u(B) —p(A)  (ACB).
(2) Additivité forte : Pour tout A,B € .#,on a
WAUB) +u(ANB) = u(A) + p(B).

(8) o-sous-additivité : Pour toute suite (A, ), d’éléments de .#, on a

Preuve :

— Comme A C B, la partie B s’écrit sous la forme B = AU (B\ A) avec A et (B '\ A) sont des parties mesurables et
disjoints. Alors, u(B) = u(A) + u(B\ A). La positivité de la mesure p implique p(A) < pu(B).
Maintenant, si de plus u(A) est finie, on déduit alors que u(B) — p(A) = [u(A) + u(B\ A)] — u(A), c’est-a-dire
p(B\A) = u(B) — pu(A).

— Les parties A et (B '\ A) sont mesurables et disjointsetona AUB = AU (B\ A). Alors, f(AUB) = u(A) +u(B\
A) et par suite

p(AUB) +u(ANB) = p(A) +u(B\ A) +u(ANB). (*)
Maintenant, puisque
B=(ANB)U(B\A)

avec AN Bet (B\ A) des parties mesurables et disjoints, on obtient

u(B) = p(ANB) +u(B\ A). (%)
En substituant (x#) dans le second membre de (*), on arrive a

#(AUB) +u(ANB) = u(A) + u(B).
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— Pour la o-sous-additivité, soit (A, ), une suite d’éléments de .# et considérons les parties (B, ), définies par

e
By =Ap et Bn:An\<UAk> pour tout n > 1.

— Les B, sont des parties mesurables deux a deux disjoints.
— Les By, vérifient B, C A, pour toutn € IN.
—+o0 “+o00
— Ona U A, = | Bx
n=0 n=0
I1 en résulte alors que

400 +oo +00 +0o0
; (u An) L (u Bn) = ¥ e < 5 pian,
n=0 n=0 n= n=

Va Théoréme 3.1 ~N

Soit (X, .#, i) un espace mesuré. Alors

1. Si (E;),>1 est une suite croissante d’éléments de .7, alors

+o0
' (U E”) = B )

2. Si (Fy)y>1 est une suite décroissante d’éléments de .# avec u(F;) < +oo, alors

—+o00
g (;Dl Fn) - "Erilooy(l:")'

g

Preuve : Pour la preuve de (1), on distingue deux cas :
Cas 1: Il existe ng tel que y(Ey,) = +oo. Alors, d’apres la croissance de la mesure j, on obtient

400 = p(Eny) <y<U En>

+0c0
(0e)--
n=1

D’autre part, comme la suite des réels (yu(E,)), est croissante et y(E,) = 400 pour tout n > ng, il s’en suit que
lim u(E,) = +o0. Enfin

n——+400

et donc

+o0
' <nL—Jl Eﬂ) N "gTwy(En)

Cas 2 : u(E,) est finie pour tout n. Considérons la famille de parties (A,), définie par: Ay = Ey et A, = E;, \ E;—1
pour tout n > 2. Par construction, ona A, € .# pour tout n > 1. On note aussi que les A, sont deux a deux disjoints. De

n —+o0 +o00
plus, pour toutn > 1,ona E, = || A;,d'ou U E, = || Ay Parsuite
i=1 n=1 n=1

+oo +00 +00 N
y(U En> :y<|_| An) = Z:ly(An): lim <X:1P‘(An)>-
n=1 n=1 n= n=

N—+c0

Comme (E; ), est une suite croissante de parties mesurables de mesures finies, on a, pour tout n > 2,

#(An) = p(En \ Ey-1) = u(En) —p(En-1)  (En-1 C En).
Il en résulte

N N
Y u(An) = (A1) + Z Ey-1)) = (A1) + (4(En) — u(E1)) = u(En).

n=1 n=2
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Enfin,

—r4o0

+o0
Z (U En) = Am p#(En).
n=1
Pour la preuve de (2), on a par hypothese u(F;) < +oo, alors u(F,;) < 400 pour tout n, ceci est du a la croissance de

la mesure y et au fait que la suite des parties mesurables F, est décroissante. Par conséquent, la famille B, = F; \ F, est
une suite croissante de parties mesurables de mesures

#(By) = u(Fr) — u(Fy).

En appliquant (1) & (B, ), il s’ensuit que

—+o0
7 (U Bn> = lim p(By) = lim (u(R) — p(F2) = p(F) = lim pu(Fy).
n=1

—+o0

D’autre part, on a

“+00 —+o00
U Bn = Fl\ m Fn/
n=1 n=1

—+o00 —+o00
iz (U Bn) =u(h)—p <ﬂ Fn>.
n=1 n=1

—+o00
' <n01 Fn) - nEwa(Fn).

On conclut alors que

g

e Remarque 3.8 ~

La condition u(F;) < +oo est nécessaire. En effet, si on prend 1'espace mesurable (IN, P(IN)) muni de la mesure
de comptage et on considere les parties mesurables

Ap={nn+1,---},

n

on voit que (Ay), est décroissante et | A, = @. D’ott (ﬂ An> = 0. Pourtant u(A,) = +o0 pour tout n.
K n

Corollaire 3.1

Soit (X,.#) un espace mesurable et y : . # — R une application non-infinie. Alors, y est une mesure sur
(X, ) si et seulement si

1. Pour tout A,B € .# telsque ANB =®,ona
u(AUB) = u(A) + u(B).
2. Pour toute suite (A ), croissante d’éléments de .#, on a

H ( U An) = lim p(Ay).

nelN

Preuve :
— L'implication directe (=) résulte de la définition de mesure et de (1) du théoreme précédent.
— Pour l'implication inverse (<=), notons tout d’abord qu’il existe A € .# tel que u(A) < 400, puisque l’application
est non-infinie. Il en résulte que p(A) = u(AU®D) = u(A) + u(®) et donc u(@) < u(A) < +oo. Par suite, on a
W) = u(@U®) =2u(D) et donc (D) = 0, puisque u(QD) est finie. D’autre part, pour toute suite (B,), C 4,

Us= U (Us)= U A

nelN nelN \k<n nelN
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Les parties A, := |J By sont mesurables et forment une suite croissante d’éléments de .#. Alors,
k<n

u(U Bn) =u<U An) = Hm p(An).

nelN nelN

Or
+o0
lim u(Ay) = i p (U Bk> =) u(Bp).
k=0

n—+0o
k<n

Proposition 3.2

Soit (X, .#') un espace mesurable.
1) Sipv: M — R" sont deux mesures sur (X, 4 ) eta >0, alors u + av est aussi une mesure sur (X, .#).

(2) Si (ptn)n est suite croissante de mesures sur (X, .#), alors 'application définie par p(A) := 1_1>r11 in(A) est
n o

aussi une mesure sur (X, .#).
—+o00

(3) Si (pn)n est suite de mesures sur (X, .# ), alors I'application u(A) := Y. uu(A) est une mesure sur (X, #).

n=0

Preuve :
— (1) est immédiate.
— (3) est une conséquence de (1) et (2) appliquée a la suite

Up =Moo+ M1+ + tn.

— Pour la preuve de (2), on a applique le corollaire :
— Soient A,B € # telsque ANB=®,ona

H(AUB) = lim py(AUB) = lm (un(A)+pn(B)) = pu(A) +pu(B).

n—

— Soit (Ag)x C .# une suite croissante. Alors,

()= ()

En appliquant ensuite le résultat du Théoréme|3.1} on voit que

Z < U Ak> = lim ( lim P‘H(Ak)> < lim ( lim V(Aw) =: Hm u(A).

— —
keN n—+o00 \ k— oo n——+o00 \ k—-+oo

L'inégalité ci-dessus est immédiate du fait que p, (Ax) < p(Ax). D’autre part, on a

u(Ag) = hm in(Ag) < hm Hn (U A) (U A]') .

jEN jEN

On déduit de ce qui précede que

<U Ak) = Jim p(Ar)

keN
pour toute suite croissante (Ag)x C .. On conclut alors pour (3) en utilisant Corollaire
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3.3 Notions (y-négligeable et y-presque partout)

Définition 3.5 (Partie négligeable)

Soient (X; .#; u) un espace mesuré et A C X. On dit que A est négligeable s’il existe un ensemble B € .# tel que
A CBetu(B)=0.

Définition 3.6 (Mesure complete)

Soit (X; ;) un espace mesuré, on dit que u est complete (ou que (X;.#; i) est complet) si toutes les parties
négligeables sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent a ..

Définition 3.7

Soit (X, .#, ) un espace mesuré. On dit qu'une propriété P(x) est vérifiée u presque partout sur X, et note P
u-p.p, s'il existe une partie mesurable N de mesure nulle telle que la propriété P(x) est vraie pour tout x # N.
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Chapitre

Mesure de Lebesgue

Sommaire
4.1 Un théoreme de prolongement|. . . . . . . . . . . . e e 25
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Il s’agit de prouver l'existence d’une mesure sur la tribu borélienne #(R) de R de sorte que la mesure d’un intervalle
soit égale a sa longueur.

4.1 Un théoreme de prolongement

Soit une algébre sur un ensemble non vide X (i.e. contenant X, et stable par complémentaire et réunion finie).

— Les éléments de 1'algebre sont dits ensembles élémentaires de (X, ).

— Une fonction élémentaire sur (X, ) est toute combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles élé-
mentaires de (X, ).

— Une mesure sur est la donnée d'une application y :— R vérifiant (@) =0et
w(LAn) = Ln(An)
n n

pour toute collection (A, ), d’éléments de deux a deux disjoints telle que |J,, A, €.
— Une mesure j sur est dite o-finie, s'il existe (E;), C telle que

X=|JE. et u(E)) < oo pour toutn.
n

Théoreme 4.1 (Théoreme de prolongement de Caratheodory)

Toute mesure o-finie sur une algebre se prolonge de maniére unique en une mesure o-finie sur o(), la tribu
engendrée par .

Preuve : A admettre.

4.2 Mesure de Borel (Lebesgue) sur R

On désigne par Z(R) I'ensemble des intervalles de R et on note

U(R) = { G In, I, € I(]R)}.

n=1

Alors, U(RR) est une algebre sur R eton a (U (R)) = Z(R).
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Considérons l'application A : U (R) — R définie sur U/ (R) par
MU L) =Y (1),
n n

ol I, sont supposé deux a deux disjoints et

—+o0; sil,; n'est pas borné,

I(I,) = |In| (longeurdel,) = { by —ay; sil, = (ay,by) estborné.

Alors, A est une mesure sur U (R) (voir TD). De plus A est o-finie sur U (R), puisque

R = | J] —n,n[avecu(] —n,n[) =2n < +oo.
n=1

En appliquant le théoréme de prolongement, il existe A : (U (R)) = B(R) — R tel que A est o-finie et A(I) = A(I) =
|I;| pour tout I € Z(R).

Définition 4.1
[ A qu’on note encore A est dite mesure de Borel sur Z(R). j

4.3 Mesure de Lebesgue

On rappelle qu'une partie F d’'un espace mesuré (X, M, i) est p-négligeable, s'il existe A € M tel que F C A et
#(A) = 0. On note I'ensemble des parties y-négligeables par ;.

Proposition 4.1

N, est stable par union au plus dénombrable.
Preuve : Soit (F,), C NH. Alors pour tout #, il existe A, € M tel que F, C A, et u(A,) = 0. Par suite, on a
UF" C UA" avec UA" EM et u <UF"> =0,
n n n n

puisque

’ (ua) < YuE) =0

Définition 4.2

[Tribu complete)  Soit (X, M, i) un espace mesuré. La tribu M est dite complete pour la mesure y si toute -
négligeable est mesurable, i.e., Ny C M.

[mynote=]

1. ’adjonction de NV, a M élargit la tribu M. M U N, est stable par toute réunion dénombrable.
2. L'application i définie sur M U N, par ji(AUN) = u(A) est r-additive.
3. Ji est une mesure sur 'algeébre engendrée par M et NV, et elle est o-finie si y I'est.

En appliquant le théoreme de prolongement, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2

Soit (X, M, u) un espace mesuré de mesure o-finie. Alors, il existe une et une seule mesure sur la tribu engendrée
par (M UN,,) prolongeant ji et donc .
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Définition 4.3
[ M* = (M UN,) est dite tribu complete et i est dite la mesure completée de p.

Définition 4.4

Le prolongement de la mesure de Borel A sur R a la tribu complete de Z(IR) est dite mesure de Lebesgue sur R
et elle est notée encore A.

Remarque 4.1
M* est complete pour ji par construction. ]

Proposition 4.2

On a les propriétés suivantes :
1. A est invariant par translation.

2. Si p est une mesure sur Z(RR) invariante par translation et si u(I) < +oco pour tout I € Z(R) borné, alors il
existe « € R tel que p = a.

Preuve : Notons que B € #(R) = (], B]) est equivalent a que a + B € #(R), pour touta € R. De plus I'application
i BR) — R" définie par u(B) = A(a + B) est une mesure o-finie sur Z(R) avec pjyr) = Apyr) ot U(R) est
l’algebre engendré par Z(IR). L'unicité dans le théoréme de prolongement montre que = A sur Z(R), i.e.,

A(B) = u(B) = A(a+ B)

pour touta € R.
Soit 4 : B(R) — R une mesure sur AB(R) telle que u(B +a) = u(B) pour tout B € A(R) et tout a € R. Par suite,

pour tout € R, ona
n—1
V((Qﬁ))—u( ] [kﬁ(k“)ﬁD

disjoint,k=0

Ceci pour tout n € IN*. En particulier, si on prend p = 1on a
1
p((0 1) =np (0,
qui est fini, puisque y(I) < 400 pour tout intervalle borné I € Z(R). Pour = g ;g €IN,g#0,0na

w0 =nu((0)).
En prenant n = p, on obtient
u(0,8) =pu((02)) = Eu((0,1) = pu((0,1)).

Enfin, pour touta,b € Qona

p((a,b)) = p((0,b —a) +a) = u((0,b —a)) = (b —a)u((0,1)) = c(b—a) = cA((a, b))

avec ¢ = 1(0,1) € RT. Ce resultat reste vraie sur l'algébre U/ (R) engendrée par les intervalles (a,b), a,b € Q. Pour
conclure, il suffit de noter que la mesure y est o-finie sur U (R) et que o (U(R)) = o((a,b);a,b € Q) = B(R). O
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4.4 Esquisse de la preuve du théoréme de prolongement de Caratheodory

Unicité : Soient i1, iz deux mesures sur () telles que ji1| = jiz| et montrons que ji1 = iz sur 0(). Ceci est équivalent
a
o() c{Acc();n(A) =p(A)} ="".
Il est clair que C puisque 11 (A) = u1(A) = pa(A) = uz(A) pour toute A €. De plus_est une tribu (a vérifier).
Existence : On se sert de I'application p* : P(X) — R définie par

(An)n
UnAn DA

p(A) = inf }{ZV(An)}

Alors, y* vérifie
1. u*(@) =0.

2. p* est monotone : S5i A,B C X avec A C B, alors tout recouvrement de B par des parties dans est aussi un
recouvrement de A.

3. u* est o-sous additive : Soit (A,) C P(X) et montrons que
p(UnAy) < ZV(AW)'
n

Par la propriété caractéristique de I'inf : pour tout  fixé et tout & > 0, il existe une suite ((A}); C telle que

et

D’autre part

Alors, par la définition de y*, on a

W(UnAy) < iju(AZ)
* An €
= L (a0 + 53)

AN
N
=[]
‘ﬁ*
>
z
+
™

pour tout € > 0 arbitraire.

Définition 4.5

Toute application ¢ : P(X) — R vérifiant 1), 2) et 3) est dite mesure extérieure. ]

Suite de la preuve du théoréme : L'application " vérifie aussi y*| =y (i.e, u* prolonge y). En effet, pour A €, ona

p(A) = inf } {ZV(An)} < ZP‘(An)/

{ (An)n C
UpAn DA
pour toute (A,)n C; A C UpAy, et en particulier pour (Ay), telle que Ag = Aet A, = D; n >=1. Alors,

p(A) < p(A).
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Soient A € et (A,), C avec |J,, Ay €. Alors,

u(A) = y(U(AﬂAn)> (car A=J(ANA,))

n

< Y uANAy) ( p est o-sous-additive sur et AN A, €;Vn)
n

IN

Y u(An) ( par monotonie de de la mesure ).
n

Alors

p(A) < inf {ZV(An)}—#*(A)-

{ e )
Question : Peut-on construire une tribu M sur X vérifiant
co()cM

et sur laquelle y* est une mesure?
Tribu de parties *-mesurables :

Définition 4.6

Une partie A C X est dite y*-mesurable si pour tout E € P(X), ona

p(E) = pw(ENA)+p"(ENAS).

Exercice : Soit .# = {A C X; A est y*-mesurable}.
1. Montrer que M est une tribu.
2. Montrer que C M.
3. Montrer que y* est r-additive sur M.
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Chapitre

Construction de I'intégrale au sens de
Lebesgue

Sommaire
[5.1 Intégrale des fonctions étagées positives| . . . . . . . . . .. L L L L e 30
[5.2 Intégrale des fonctions mesurables posSitives| . . . ... ... it i e 34
[5.3 Intégration des fonctions j-mesurables positives| . . . . . ... ... .. o o oo oo 37

Il s’agit de définir I'analogue de l'intégrale classique dans le contexte d’un espace mesuré (X, M, u) de mesure po-
sitive. On considérera en particulier le cas spécial du triplet (R, B(R),A) ot A est la mesure de Lebesgue sur la tribu
borélienne B(R) de R. Plus précisément, on se propose de définir une application "linéaire" sur ’espace vectoriel MM (X)

. . R =+
des fonctions mesurables positives sur X a valeurs dans R ', qu’on la note

/:DJt*(X)—>ﬁ+; /f:/de:/Xf(x)dﬂf

de sorte que pour toute partie mesurable A € M, on a

/m=/mw=wﬂ
oll x 4 désigne la fonction indicatrice de A.
A la base de la construction le théoréme d’approximation des fonctions mesurables positives par des suites croissantes
de fonctions étagées positives.

5.1 Intégrale des fonctions étagées positives

Soit (X, M, i) un espace mesuré de mesure positive. On note par £' 1'espace des fonctions étagées positives. Plus
précisément, une fonction ¢ € E7 si et seulement s'il existe des réels positifs a; et des parties mesurables A; € M;

N N
i=20,1,.,N, avec U A; = X et tels que ¢ = Z a;x A, Les parties A; sont données par A; = ¢ '({a;}). Soit encore
i=0 i=0
N
¢ € ET siet seulement s'il existe a; € RT et A; € M;i =0,1,.., N, tels que ¢ = Z a;x 4,- Ceci est aussi équivalent
i=0
N N
alexistence a; € RT et A; € M;i =0,1,.,N, deux a deux disjoints avec U A =Xetgp = Z"‘iXAi' La premiere
i=0 i=0

N c
équivalente est du au fait que Ay = (U Ai) et oy = 0. Pour la deuxiéme, notons que si (Gi)x C M est une partition
i=1

M M
quelconque de X, alors A; = U A; N Gy avec (A; N G) C M sont deux a deux disjoints, de plusona x4, = Z XANG,-
k=1 k=1
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Remarque 5.1
[ Ona &t C Mt, ou M désigne 'espace des fonctions mesurables positives sur X. ]

Le résultat suivant est un premier pas dans la construction de I'intégral au sens de Lebesgue.

Lemme 5.1

N
Soit ¢ = Z aixa; € Et,otta; ERY;i=1,2,---,N, et (A )l 1 une famille finie de parties de M deux a deux
i=1
1 N
disjoints. Alors, la quantité Z a;t(A;) est indépendante de la décomposition choisie de ¢.
i=1

N M
Preyve. Soient ¢ = Z"‘iXAf = Z,B]‘XBJ. deux décompositions de ¢, avec a;, f; € R* , Ai,Bj € Met X = Uzzil A =
i—1 j=1
M
U]-I\il B;. Les parties A; (resp B;) sont supposées deux a deux disjoints. Alors A; = U A;jN Bj, avecles A;N B; € M et
j=1

sont deux a deux disjoints. Il en résulte alors que :

N N N M N M
¢ = Z“iXAi = Z“iXUjl\il AiNB; = Z“i ZXA,-mB]- = Z Z"‘iXAmB]--

i=1 i=1 =1 j=1 i=1j=1

N
De méme, en utilisant le fait que B]~ = U AN Bj, on obtient
i=1

M N
p=3) Bixa,ns;-
i—1im1

Par conséquent, pour tout (i,j) € {1,2,...,N} x {1,2,..., M} tel que A; N B; # @, on a a; = B;. En effet, pour x €
AiNBj #@,ona
(p(x) = “l‘XAiﬁB/ (x) = ,BjXAiﬂBj(x)

et donc a; = B; pour tout paire (i, j) tel que A; N %;. D'otn

N N M N M N M M
Y aip(Ai) =Y aip(|JAinBj) =) Y ap(AinBj) =} ) Bin(A;NBj) =) Bju(B;)
i=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1 j=1
O
Va Définition 5.1 ~
N
Soit ¢ = Z aixa €€ tavecw; € R etles A; € M sont deux a deux disjoints. On définit :
i=1
o +
/(P = /deﬂ = / p(x)dp =) aip(Ai) € R
\ , = J

Remarque 5.2

On a bien

/Xxdﬂ = /1d# = u(X
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r Remarque 5.3 N

/deu = /1dﬂ = u(X)

Onaaussi [ 0dy = 0 puisque [0dy = [ xp = (@) = 0. Ceci peut étre reprouvé en tenant compte de la convention
0 x 400 = 0. En effet

On a bien

0 X 400, siu(X)=-4oo
/Od” /OXXd”’OV() {Oxa siZEX;:aew =0

Proposition 5.1

Soit p,p € ET eta, p € RT.
1. Onaagp+pyp e T et

/(“(P+/31P)d14=“/¢dﬂ+ﬁ/¢d#-

/ pdp < / pdpy.

Preuve. Soit ¢ = Zocl)(A ety = 2/3])(5 avec a;, B; € RT, et (A))N, € M et (B )M1 € M sont des partitions
i=1 j=
dénombrables de X. Alors

/M’dﬂ /< chA)du—Zwu % #(Az-)=0</fdﬂ-

i=

2. Sig < ¢, alors

—_

On a aussi

N M
P+ = Z“zXA +Z,BIXB —ZZ“zXAnB +22ﬁ]7(/m =Y ) (ai+Bj) X AinB;-

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=

—_

Ceci prouve que ¢ + ¢ € 1. De plus, on a
N M

/(<P+1P)dﬂ=ZZ(“i+ﬁj)ﬂ(AiﬁBj)

= ;;kf;{ (Al-mBj)) +Jiﬁj (liy (AiﬂB]-)> )

j=1

Comme pu est une mesure et A; = U].Ail AiNBjetBj = Ufil A;N Bjavecles A; N B; sont deux a deux disjoints dans .#,
on obtient

N M .
/((P+4’) dp =) eip(Ai) + ) Bip(B)) = /quw/wd%
i=1 j=1 : ’

Supposons maintenant que ¢ > P avec ¢, € ET. Alors, ¢ —p € ET et

/(q)—q))dﬂzo-

D’autre part,ona ¢ = (9 — ) + pavecp € E7, (p—¢p) € ET etp € ET. Dot

/(de:/(q)—w)dw/wdu

cR" eRT eR*

/ pdp > / pdy.

et donc
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N M
Une autre preuve : En écrivant ¢ et i sous les formes ¢ = ) ajxa, etyp = ) Bixp;, avec a;, Bj € R™, (A;);, (B)); C
i1 =1

M des partitions dénombrables de X, on obtient aussi

N M N M
p=23 ) aixa,ng; et P = Y ) Bixains;,
i=1j=1 i=1j=1
Ainsia; > Bidésque A;NB; # @, car ¢ > ¢, u > Oetw;, B; > 0.1l en résulte
] q j ¢ H j

N M N M
/qodu =Y Y au(AinB) =Y Y Biu(AinB;) > /l/ﬂd%

i=1j=1 i=1j=1

Remarque 5.4
r q

~
En tenant compte de la "R*-linéarité de [ sur £, on déduit que :
N N
/ Yowixa, | du =) aiu(4A;),
i=1 i=1
Kpour tout a; € R* et A; € M. Les A; ne sont pas forcément deux a deux disjoints. )

Proposition 5.2

Soit ¢ € £T. Alors, I'application

po M —RT; A — py(A) = /xwdu = /AW%

est une mesure sur (X, M). En particulier, on a

/UnAnq):;'Ango

dans R* pour toute ¢ € £ et toute suite (A, ), de parties mesurables deux a deux disjoints.

N
Preuve. Pour toute ¢ € £, on peut érire ¢ = Z a;X A;, pour certains a; € R* et A; € M deux a deux disjoints. Alors, on
i=1
a 1
N N N
PXA = Z"‘iXAl- XA = Z"‘iXAiXA = Zl’éiXA,-mA-
i—1 i=1 i=1
D’ou

N N
/(PXAdV =Y wip(AiNA) =Y ajua(A),
= =

ottonaposé pia (A) == (A;NA). Les 4, sont des mesures sur (X, M) (des mesures traces) et o; € RT, alors

N
Ho = 2 AipA;
i=1

est une mesure sur (X, M) (somme finie de mesures). Par conséquent, pour toute ¢ € £7 et toute suite (A,),~; de
parties mesurables deux a deux disjoints, on a

= A = A = .
/Ulef‘ncp o (nL_J1 n) ngly(’)( 2 n;l A"(P

Construction de l'intégrale au sens de Lebesgue 33



A Shonny

{Lemme 5.2 (Lemme fondamentale)]

Soit (¢, ) une suite croissante dans £ et € £ tels que li111n @n > P sur X. Alors,

liign/(pndy > /1/].

Preuve. Comme (¢,) est une suite croissante dans £, alors la suite < / (pndy) est croissante dans RT et par suite
n

lim / @ndy existe dans R+. Le résultat du lemme devient trivial lorsque ¢ < @, a partir d"un certain rang. Ceci n’est pas
n

vrai en général si on a seulement lim, ¢, > ¥ sur X. On a lim, f;, > 1. Malis, il se peut que ¢, > ap, 0 < a < 1 sur des
régions de X et pas tout X. On considere alors les ensembles

A5 = {x € Xiu() 2 ap() |

pour tout entier 1 et tout nombre réel 0 < a < 1 fixé. Alors, A} € .# puisque Ay = (¢n — ua,b)_1 ([0, +o0[) et ¢, — arp est
une fonction mesurable. La suite construite (Aj), est clairement croissante, ceci est du au fait que la suite des fonctions

@y est croissante. De plus, on a U A}, = X. En effet, pour tout x € X, il existe n, tel que pour tout n > 1y, ona
n

Pn(x) = P(x) —ex > aip(x)

a+1
2

pour un &, bien choisi ¢y = ( ) ¢(x). En définissant la suite (), par ¥ = ap)ae, on voit que aphyse =

N N

Y aBixasnp ot p = Y Bixp, et donc (apyas), C . De la croissance de (Af}),, on voit que (apyaz), est crois-

i=1 i=1

sante. De plus lim (MPXAg)n = ay. On a aussi apy e < @, sur X. En effet, sur A} , on a apyas|a, = ayp < @y (par
n

définition de A7), et sur X\ Aj; on a apx as|x\ a2 = 0 < @y. Il en résulte alors par monotonie sur £ de [ que
/ apx azdp < / Pndp.

Par passage a la limite, on a lim / apx andp < lim/ @ndy. Or
n n

N N
lim / apx asdp = ocli’gn]; Bin(A;NB;) = leigmjg1 Bjlim p (A5, N B).
Comme (A% N B]-)n est une suite croissante dans .#, on déduit par la continuité croissante de la mésure y que
lim (A5 N Bj) = i (U AN B]-> = u(B))
n

car U, A}, = X. D’ol

N

ali,gn/llﬂn =a) Biu(B)) = “/l/ﬂiﬂe
j=1

Enfin, en faisant tendre a vers 1, on obtient

/tpdy < li}gn/gondy.

5.2 Intégrale des fonctions mesurables positives

On désigne par M (X) I'ensemble des fonctions mesurables positives d’un espace mesuré (X, M, j1).
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- Lemme 5.3 ~

Soient (¢n)n et (), sont deux suites dans €T, croissantes et convergentes versf € 9", Alors

If = lim/qondy = lim/gbndy.

Autrement dit, la quantité Iy ne dépond pas de la suite croissante dans £* convergent vers f € M*. y

Preuve. Pour tout p fixé, on a < limy, = f = lim ¢,, puisque 1, est une suite croissante et lim¢,, = f = limy,.
p p T m ¢n, puisq m ¢ T

Comme de plus (¢,), C £ est croissante, on peut appliquer le lemme fondamentale. On déduit que
/ Ypdp < lim / Pndp
dans R". Par passage a la limite p — +o0, on obtient

lizrjn/lppd‘u < liign/(pnd],t.

En changeant les roles de ¢, et i, on obtient

lirrjn/q)pdy < liﬁn/tpndy,

d’ot1 enfin

nlnlm/q)ndy:nir&oo/lpndy

Définition 5.2 (Intégrale de Lebesgue sur 9t")

Soient f € MT(X) et (¢,), une suite croissante dans £+ tels que f = 1171111 @n sur X. On définit

/fdy :zlirrIn/q)ndy c R

Remarque 5.5

1. Si f € MH(X), il existe toujours une suite croissante (¢, ), dans £ telle que f = lim, ¢,,, d’apres le théoréeme
d’approximation des fonctions mesurables positives.

2. [ fdu est bien définit d’apres le lemme précédent.

On a la caractérisation suivante.

Proposition 5.3

Sifemt(X),ona:
/fd# = sup /lPdu-
{yeeryp<f}

Preuve. Soit p € 7 telle que i < f. Soit (¢, ), une suite croissante dans €. Donc d’apres le lemme fondamentale

/¢dy < h?/%dy = /fdy.

sup pdp < /fdy.
peET Y<f
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Pour I'inégalité inverse,ona {p € ET,p < ¢, } C{p ey < f} et par suite

sup /l/Jd]/l <  sup /lpdy.
{yeet p<on} {yeetip<f}

D’autre part, pour tout ¥ < ¢, avec P € ET, ona

/lPdﬂ < /(Pndﬂ

etdonc sup [ ¢dyu estatteinten ¢, car ¢, € £ et [ est monotone sur £T. Il en résulte que
¢€5+/¢§(Pn

/ $ndp < sup pdp.
peety<f

Ceci pour tout n. Par passage a la limite n — o0, on obtient

/fdy = lilgn/%dy < sup Pdy
peETY<f

Proposition 5.4

Pour tout f,g € M eta,f € RT,ona

/(“f+58)dy:“/fdﬂ+ﬁ/8dﬂ-

/fd# < /gdﬂ-

Side plus f < g, alors

M28 - FSR - 2019/2020

Preuve. En considérant des suites croissantes (¢; ), et (), dans £ telles que f = lizn pnetg= lirrln Py, pour f,g € MT,

on voit que la suite (a¢, + B, ), est croissante dans T et converge vers af + fg € M pour tout a, B € RT. Donc

/(af+ﬁg) dp = li,gn/(afn + Bgn) dp = ali;n/fndﬂwli;n/gndu = tx/fdu+5/gdu-

et

Maintenant, comme ¢, < f < g = lim, et (¢,,), est croissante dans £, on peut appliquer le lemme fondamentale
n

pour obtenir
/ Ppdp < lim / Yndp = / gdp.
Et donc

/fdﬂ = 1i,gn/¢pd# < /gdu'

-

O
e Remarque 5.6 N
Pour montrer la croissance de I'intégral sur 91", on a du appliquer la caractérisation (Proposition
/fd# = sup [ du.
peery<f
En effet, comme f < g, ona{yp &, o< fl Cc{pe&t; 9 <g}. )
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Remarque 5.7
. q

Soit A € M de mesure nulle et considérons I'application I4 : X — R définie par

L(x) = 400, six€e A -
A 10, sinon = XA

En tenant compte de la convention 0 x oo = 0, alors I4 € M et [4 = limny 4 avec (nx4), est une suite croissante
n

dans £7. Par suite

/IAdy:lim/nxA :limn/)(A =limnu(A) =0
k n n n

Lemme 5.4
Pour toute f € MT ett € R*T, on a I'inégalité (de Markov)

n({f 2 < [ fan

Preuve. La partie {f > t} est mesurable pour tout t > 0 et donc y ({f >t}) = /X{f>t}dy' Or comme f > Oet f >t
sur {f > t}, on déduit que f > tx{f>t} sur X. Par suite

Jfan =t [ xppydu=tu({f = 1),

5.3 Intégration des fonctions y-mesurables positives

Définition 5.3

On dit que f est définie p-p.p. si elle est définie en dehors d'une partie mesurable de mesure nulle; i.e., sl existe
A € Mavec ji(A) = 0 est tel que f est définie sur X \ A.

Va Définition 5.4

~
Une fonction f définie py-p.p. sur X a valeurs dans R est dite p-mesurable s'il existe g € M™ tel que f = ¢ p.p.-
Plus exactement, si
— ilexiste A € . tel que u(A) = 0 et f est bien définiesur X \ A, f: X\ A — R,
— ilexiste B € .# tel que y(B) = 0et A C Bavec f = gsur X \ B pour certaine g € 9.
S Ceci est encore équivalent a I'existence de B € ./ tel que y(B) = 0 et f = g sur X \ B pour certaine g € 9. )

Proposition 5.5

1. Pour tout f € M (X) et A € M,ona fxs € M (X).Sideplus u(A) =0, alors/ fdu := /fXAdy =0.
A
2. Si A C Bavec A, B € M, alors pour toute f € M (X) ona /Afdy < / fdu.
B
3. Sif,g €M (X)avec f = g u-p.p., alors /fd]/l = / gdy.

4. Si f e MT(X) avec f = 0 u-p.p., alors /fdy =0.

Preuve.
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1. Pour f € M*(X) il existe (¢u)n C ET croissante tel que f = lim ¢,,. Par suite (@ux4)n C £ croissante pour tout
n
A€ M,etonalimg@,xa = fxa. Ceci montre que fx 4 est mesurable. De plus, on a
n

Ny
/Afdy = li}gn/A PnxAdy = lirrlni;a?y (ATNA)=0

puisque 0 < u (AP NA) < u(A) =0.
2.Si AB € Mavec A C B,alors fxa < fxgetdonc [ fxadu < [ fxpdu par monotonie de [ sur M*. D’ou
Jafdu < [p fap.

3. Soit f = g - p-p.p., ot g est une fonction mesurable positive. Il existe alors N € .# tel que u(N) = 0et f = g sur
X\ N € A etdonc fxx\n = §Xxx\n- D'autre part, comme f = fxn + fxx\n, on en déduit que

/ fdu = / fxndu + / fxx\ndu = / gxNdu + / SXx\NAH = / gdp.
N——r ———

=0 =0

4. Immédiat de 3°. On peut aussi la prouver en remarquant que la suite de fonctions étagées positives (1 sy )n est
croissante et converge vers f. Donc
/f = lligll/n)({f#o} =0.

O
Le résultat dans 3, de la proposition précédente permet d’étendre la notion d’intégrale au classe des fonctions u-
mesurables qui est plus large que les fonctions mesurables positives. En effet, si f = g1 y-p.p.et f = go,ona g =

u-p.p- et donc / g1dp = / godu, d’apres 3 de la proposition précédente. Par suite la quantité / fdu est bien définie,
puisque [ gdu ne dépend pas de g € M tel que f = g u-p.p.

Va Définition 5.5 ~N

On définit I'intégral d"une fonction y-mesurable positive f par

/fdﬂ:/gdu

9 oug € M+ tel que f = g u-p.p--

Proposition 5.6

Soit (X, M, ) un espace mesuré. Alors, pour tout f € 9", ona [ f = 0si, et seulement si f = 0 p-p.p. De plus si
f,g e M, telles que f < gu-pp.,ona [ f< [g.

Preuve :
e L'implication inverse est exactement 1’assertion 4 de la Proposition Pour l'implication directe, soit f € 9"
et écrivons [ f sous la forme [ f =0 = ff:of + ff;éof = ff;éo f. Pour conclure que f = 0 p-p.p., il suffit de voir si

u({f # 0}) = 0. En effet, puisque f > 0,on a

OSu({f#O})=u({f>0})=ﬂ(Lnj{fzi}) <yu({r=3})<Lnfr-0

e Soient maintenant f,g € M telles que f < g p.p.. Alors, il existe N € M tel que u(N) = 0 et f < g sur N°. Alors
fxne < gxne sur X. Par monotonie de I'intégrale sur MM, on obtient [ fxne < [ gxne. D'ott [ f < [g. O
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6.1 Théoréme de la convergence monotone

Théoréme 6.1 (Convergence Monotone (TCM))

Soient (X, M, ) un espace mesuré et (f,),cn une suite croissante dans MM ™. Alors lim f,, € M et
n

1171111/]21 — /lirrlnfn.

Preuve : On a bien lim f, € M (voir chapitre 2), puisque (fn)pen C MT. Comme (fy)nen est croissante, on a f, < f
n

pour tout 1 et par suite [ f, < [ f (par la monotonie de [ sur M™"). Alors

h%n/f,1 g(/f.

[ <tim [

sup ./qvélign/fn,

{oe&tip<f}
par la caractérisation de [ sur " (Proposition . Soit0 < w < let g € EF tel que ¢ < f. On considere alors les

ensembles
A = {fa > ap) £ ©.

On a bien A} # @. pour n assez grand. De plus, les parties (A% ), forme une suite croissante dans .# puisque f, — a¢
sont mesurables et (f,,), est croissante. On a aussi U, A% = X  (par absurde). On a aussi f, > fux Ax et donc

[ 5= [xas= [ = [ wo = ang(ar)

En utilisant la continuité monotone de la mesure ., on obtient

Il reste a montrer que

ce qui est équivalent & montrer que

tim [ o> app(Undl) = apg(X) =a [ g,

et donc lim | fa > [ ¢ en faisant tendre a vers 1. O
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Corollaire 6.1 (Séries de fonctions a termes positifs ou nuls)

Soient (X, M, u) un espace mesuré et (f,),cN une suite dans 9" Alors, on a
£ - £
n=0 n=0
avec YO o fu(x) e R x € X.

Corollaire 6.2 (Séries double numériques a termes positifs ou nuls)

Soit (@m,n)mneN une suite dans R*. Alors, on a

> Y ana= )

m=0n=0 n=0m

[1e

Amn-
0

Définition 6.1 (Convergence p-p.p.)

Une suite (f,),en dans MM est dite convergente vers f u-presque partout (u-p.p.), s'il existe N € M tel que
u(N) = 0et f,(x) converge vers f(x) pour tout x € X \ N.

Proposition 6.1 (Variante du TCM)

Soient (X, M, ) un espace mesuré et (f,),ecN une suite dans M ™ croissante qui converge vers g yu-p.p. Alors g

est y-mesurable positive et on a
1171111/fn - ./liﬁnfn - /g.

Preuve : Notons tout d’abord que liign fn = f € M. Comme (fy)n converge vers g u-p.p., on voit que ¢ = f; u-p.p.,

et donc g est une fonction y-mesurable positive. On déduit aussi que la suite (f;xn¢)n est croissante et converge vers
gxne sur X pour certain N € . et u(N) = 0. De plus gxne € M. En appliquant ensuite le théoréme de convergence
monotone dans M et en tenant compte des faits que fuxne = fu J-p-p- €t $XNe = ¢ U-p.p., on obtient

/f=/li,gnfn=li,gn/fn=h,gn/fn)mc=/gmc=/g~

6.2 Lemme de Fatou

[Lemme 6.1 (Lemme de Fatou)}

Soient (X, M, ) un espace mesuré et (f;),cN une suite dans M (C.N.). Alors

[timint £, < timinf [ £, = lim (g/fa :

Preuve : En appliquant le théoréme de convergence monotone a la suite croissante <ir>1f fp> dans 9", on obtient
p=n n

it = i (i) = | o

D’autre part, on a ir>1f fp < fq pour tout g > n. Donc
p>n

[imth< [ £

Théoreme de la convergence monotone et lemme de Fatou 40



A. Ghanmi

pour tout g > n. Par suite
inf f, < inf [ fp.
fimtsvs et [ 5
Enfin

/hrr}qufn = hlgn/;rgflfp < hgn (gﬁ/ﬁ,) = 111r}11nf/fn.

Corollaire 6.3

Soient (X, M, ) un espace mesuré et (f,),en une suite dans 9+ qui converge y-p.p. vers une fonction f. S'il
existe une constante C telle que [ f, < C, pour tout n € IN, alors f est y-mesurable positiveetona [ f < C.

Preuve : 11 est clair que f est bien une fonction p-mesurable positive, puisque f = lizn fn pp.p. et lilgn fn € MT. D’autre

part, par la définition de l'intégrale d"une fonction y-mesurable positive et le lemme de Fatou, on a

/f:/hﬁnfnglin}linf/fnﬁc-
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7.1 Fonctions intégrables

On a vu que chaque fonction mesurable f € M; f : X — R, peut s’écrire sous la forme f = fT — f~, ou f' et
sont des fonctions mesurables positives. Notons aussi qu'on abien [ f* < [|f|, par la monotonie de l'intégrale sur M,
puisque |f| = f* + f~. En tenant compte de cet observation fondamentale, on peut définir 'intégrale pour une classe
de fonctions mesurables non nécessairement positives. Il s’agit de 'espace £! des fonctions dites intégrables.

Définition 7.1 (Intégrabilité au sens de Lebesgue)

Soient (X, M, i) un espace mesuré et f € 9. f est dite intégrable (ou sommable) au sens de Lebesgue si [ f* et

J f~ sont finies. Dans ce cas, on définit
[r=[r=[F

Proposition 7.1

Soient (X, M, i) un espace mesuré et f € 9. La fonction f est intégrable si, et seulement si f est absolument
intégrable, i.e., | f| est intégrable. De plus, on a
L

Preuve : Si f est intégrable, alors [ |f| = [ ft+ f~ = [ fT + [ f~ < +o0 par la linéarité positive de I'intégrale sur 9.
Réciproquement, du faitf* < [f|,ona [ f£ < [ |f]. On déduit que les fonctions f* et f~ sont intégrables dés que |f|

est intégrable. De plus
o =|fr [ |zl o | S fo = fon
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Corollaire 7.1 (Critére de domination)

Soient (X, M, j) un espace mesuré et f € 9 une fonction mesurable dominée par une fonction intégrable g, au
sens que | f| < |g| sur X. Alors f est intégrable.

Proposition 7.2

Soient (X, M, ) un espace mesuré. Si f = g — h avec g et h sont intégrables positives, alors f est intégrable si, et
seulement si fT est intégrable (ou encore si, et seulement si f~ est intégrable). De plus, si f est intégrable, on a

[1=Jefr

Preuve : On écrit f = f* — f~ = g—hetdonc f* +h = g+ f~. Par linéarité de [ sur M, ona

[57s foe fer ]

Comme g et i sont intégrables, alors f g— f h est finie, et donc
Jroefu-fe=[r e [5+[o-[n=[s"

f intégrable <= f intégrable <= f~ intégrable,

Par suite,

et on obtient 1’égalité souhaitée lorsque f est supposée intégrable.

Définition 7.2

Soient (X, M, i) un espace mesuré et E € M. On dit que f € 90 est intégrable sur Esi [, f et [, f~ sont finies.
Dans ce cas, on définit I'intégrale de f € 9t sur E par

b=l

Remarque 7.1
. q

Soient (X, M, i) un espace mesuré et f : X — R une fonction mesurable.
— Si on pose p¢(E) := [ f, pour tout E € M, on réécrira la définition précédente sous la forme pu(E) =
yjf(E ) — 1y (E) ot y}r et i, sont les mesures positives associées a f Tetf.
— Si (En)n est une partition de E € M, de parties E, € M, ona

L /Ef:; Enf'
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7.2 L'espace L' des fonctions intégrables

Définition 7.3 (Espace L! des fonctions intégrables)

On note Lk (X, M, u) (ou plus simplement £!) 'espace des fonctions intégrables sur (X, M, u) et a valeurs réels;

LEX, M, u) =L = {fei)ﬁ;/lfl <+c>0}.

Proposition 7.3

Soit (X, M, i) un espace mesuré. Alors :

1. L' est un espace vectoriel sur RR.

2. L'application f — [ f, de £! dans R, est une forme linéaire.
3. Sif,g € L tellesque f < g;alors [ f < [g.

Preuve :
1. Soit f € L eta € R. Alors, puisque (—f)* = f~,ona

0 si a=0
ocf:(acf)+—(ocf)_{ aft—af si a>0 (7.1)
(—af7)—(—af™) si a<0

etdoncaf € £L! parla Proposition Maintenant, si f,¢ € £}, ona |f|,|g| € L' et donc |f| + |g| € £L!. Ainsi, en
appliquant le résultat du Corollaire

I+l <Ifl+1gl € L,
on voit que | f + g| € £, soit encore f + g € L. On conclut alors que £! est un espace vectoriel sur R.

2. Enintégrant (7.1), on obtient [ af =« [ f. Pourmontrer [ f+¢g= [ f+ [g onécrit f+¢ = (fT+g")—(f +
¢~ ) avec f + ¢ € L1, et on applique le résultat de la Proposition Dong, la linéarité positive de 'intégrale sur
M, on trouve

[fra= [+t = [(F+e)
= [0t +g) - [ +g)

Ceci prouve que 'application f — [ f, de £! dans R, est une forme linéaire.

3. L'inégalité f < ¢ peut s’écrire aussi sous la forme f+ — f~ < ¢ — ¢~, soit encore f* + ¢~ < f~ + ¢'. Par
monotonie et linéarité positive de I'intégrale sur M ™, on obtient [ ™+ [ ¢~ < [ f~ + [ ¢™. Enfin, comme f,g €

L1, on déduit que
Jr=lr=fr=]s=[s=]s

Remarque 7.2 (Semi-norme sur £!)

L'application f — [ |f| =: ||f|l;, de £! dans R*, définie une semi—norme sur £!. Par contre, |-||; n’est pas une
norme sur £! car ||f||; = 0 n’implique que f = 0 p-p.p. (voir I'assertion 3 de la Proposition .
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Proposition 7.4

Soit (X, M, u) un espace mesuré. Alors

1. Pour tout f € £, ona [ |f| = 0si, et seulement si f = 0 p.p..

2. Pour tout f € L1, ona u({|f| = +o}) = 0, c-a-d |f| est finie p.p..
3. Pour tout f,g € L}, tellesque f = gp.p.,ona [ f = [g.

Preuve :

1. La premieére assertion est une conséquence immédiate de 1’assertion 3 dans la Proposition En effet, si f € Ll

ona [ |f| =0<= |f| =0 u-p.p., implique f = 0 p-p.p..
2. Soit f € L. Ona {|f| = 40} =({If| = n}, et donc

n
1
B Ifl = +eo}) = (m{ﬂ > n}> <p{lflzn) < - [17,
. .
et ceci pour tout n € IN. Le résultat s’obtient par passage a la limite n — +oo.

3. Soient f,g € £1.Ona
'/f./glz‘/(fg)‘ S./If*g|=0
d’apres 1., puisque f = g p.p. est équivalentea f — g =0p.p..

Corollaire 7.2

Soient (X, M, 1) un espace mesuré et f,¢ € £!.Ona

(/EfZ/Eg;pourtoutEE./\/l> ‘:>/|f_g|:0<:>f=g}1-p.p..

7.3 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

On donne ici une proposition préliminaire au théoreme de convergence dominée.

Ve Théoreme 7.1 (TCD) ~
Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Soit (f),cN une suite dans £! convergente vers f (f € 9). Si la suite (fu)neN
est dominée y—p.p. par une fonction ¢ € L! positive, i.e., |fs| < g u—p.p. et pour tout n, alors
— fert
— lfu = fll, = [ |fu — f| — 0, quand n tends vers +oo
f.

—liﬁnffnz

J

Preuve : Du fait que f, — f u—p.p. et que |f,| < g p—p.p., il existe N, N, € M telles que y(N) = u(N,) =0et f — f
sur N¢ et | f,| < g sur N, pour tout n. Soit D = N U (U, Ny,). Il est clair que
— (D) = 0 (par o-sous additivité) et que
— les fonctions mesurables f,;xpc, fxpc et gxpe vérifient
— faXpe = fu pp.p- (avec fuxpe € L1),
— fXxpe = f p-pp- (avec fxpe € M)
— 8Xxpe = g pp.p- (avec gxpe € L),
— |fuxpe| < gxDe et
— anDC — fXDC sur X.

Il en résulte alors que
/If\ =/\fXDc\ =/li,gn|anDc| S/gXDc =/g<+°°-

Donc f € £!. En appliquant ensuite le lemme de Fatou a la suite de fonctions

I := 28 — | fuxpe — fxpe| € M,
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on obtient
/Zg - /limhn - /liminfhn < liminf/(Zg— fuxoe — Fxoel)
n n n
< lim (inf /(2g— | fux De —fXDc|>> .
n pZn
Comme
inf /(Zg — | fuxpe — fxpe|) = /Zg + inf /(—Ifan/ — fxpel)
pzn pzn
= [2g=sup [(Ifuxn — fxoeD);
p=zn
alors

/Zgg /nglimsup/lanDc*fXDf\-

Puisque [ 2g¢ est finie, on déduit que
0 < hﬁn/ |anDc —fXDc| < lim sup/ |f1’lXDC — fXDc| S 0.
n

Par suite [ [f, — f| — 0, quand n — oo, puisque fuXpe — fXpc = fu — f p-p.p.. Enfin, comme |[ f, — [ f| <
[ |fu — f|, on conclut que [ f, — [ f. -

7.4 Applications du TCD : intégrales dépendant d’un parameétre

Soient (X, M, u) un espace mesuré et f : X x R — R une application définie sur X x R, de sorte que pour tout
t € R fixé, application partielle f; = f(-;t) : X — R définie par f¢(x) := f(x;t) soit intégrable, i.e., fy € L!. On définit
F:R — Rpar

F) = [ fi= [ flnu).

7.4.1 Continuité sous le signe d’intégration

Théoréme 7.2 (Continuité sous signe [) ~

Soit f : X x R — R, une application telle que f; = f(-;t) € L! pour tout ¢ € R. Si de plus

1. l'application t — f(x;t) est continue en ty, pour tout x € X,

2. il existe ¢ € L! positive telle que | f;| < g, pour tout ¢ au voisinage de t et tout x € X,
alors F; F(t) = [ fi = [ f(x;t)du(x), est continue en f.

Preuve : On considere la suite de fonctions intégrables

fo = fo, = f(5tn),

avec t, — tg. Ona fu(x) — f(x;tg) = fo(x) sur X et |fu(x)| < g, pour n assez grand avec g € L. D’aprés le théoreme
de convergence dominée, on obtient

lim F(ty) == liirqn/ftn - lirrln/fn - /li}gnfn — /fto — F(ty).

7.4.2 Dérivabilité sous le signe d’intégration
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-~ Théoréme 7.3 (Dérivabilité sous signe [)

~
Soit f : X x R — R, une application telle que f; = f(-;t) € L! pour tout t € R. Si de plus
1. l'application t — f(x;t) est dérivable au voisinage de fy, pour tout x € X fix¢,
2. ilexiste g € L! positive telle que |%| < g, pour tout t au voisinage de t( et tout x € X,
alors F; F(t) = [ fr = [ f(x;t)du(x), est dérivable en ty et on a
Fto) = [ Lst0) = [ L to)uca)
- J

Preuve : On considere la suite de fonctions intégrables

hn(x) _ f(x;t”> _f(x;t())

th — to

; x€X,

ol t;, — tg. On a (d’apres le théoreme des accroissements finis)

) = [t~ 10

n — o

L) < gta)

sup
teV(to)

Donc h, € L1, |hy(x)| < g, pour n assez grand, avec ¢ € L!, et h, — %(-;to) sur X. On peut appliquer alors le
théoreme de convergence dominée. On obtient

hrrlnﬁ = hrrln/h,1 = /hrrznhn = g(-,to).

7.5 Espaces L7 et L?
7.5.1 L'espace L'
L’égalité presque partout définie pour tout f,g € £L! par

fRg=f=g n—pp

est une relation d’équivalence sur £'. On définit alors L' comme étant 'espace quotient

Lt:=r'YR.

Cet espace posseéde une structure de R-espace vectoriel normé, dont la norme est donnée par
IEl = |7, = £ = [ 1f

pour tout F € L!, ot f € Favec f € L.

7.5.2 Espaces LV etLP;p>1

Soit (X, M, jt) un espace mesuré. Soit p > 1. On définit I'espace L = LF (X, M, u) comme étant I’espace des fonc-

tions f € 9N vérifiant
. 1/p
11, = (f177) < oo

Sur cet espace, on définit une relation d’équivalence par

fRg = f=gu—pp
pour f,g € LP. Par suite, on considere 1'espace LP qu’on définit par

LP:=LP/R
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et de sorte que pour F € L7 et tout représentant f € L (i.e., f € F),ona

/F:/ﬁ

On peut introduire plusieurs notions de convergence dans LP cohérentes (indépendantes des représentants choisis
pour les éléments de LF). Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soient (F,), C LV et F € LP. Soient (f,), C LF et f € LP,
avec f, € Fyet f € F.

e Convergence y—p.p. : On dit que (F,), converge u—p.p. vers F si (fu)n converge p—p.p. vers f.
e Convergence dans L? : On dit que (F,), converge dans L? vers F € L? si (f;), converge vers f dans L7 :

1En = Fllp = lfu = fll, — 0

quand n — +-o0.

Remarque 7.3
[ La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L?. ]

Théoréeme 7.4 (TCD)

Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit ( f, )N une suite dans L qui converge yu—p.p. vers une fonction f (f € ).
Si la suite (f),eN est dominée p—p.p. par une fonction positive g € L?, i.e., |fu| < g p—p.p. et pour tout 1, alors
— fecLr
— [Ifn _f”p = [ |fu — f| — 0, quand n tends vers +oo

Preuve : On peut se ramener a travailler dans £!, puisque ¢ € L si et seulement si |g|P € £, et

o = 1P < (ful +1f)P <27¢7 p—p.p-

O
7.5.3 Inégalités
Ve Lemme 7.1 ~
Ona
o Inégalité de Young : Pour tous a,b > O et p,q > 1 tels que % IF % =1,ona
p q
<
p 4
o Inégalité de Holder : Soient f,g € Met p,q > 1 tels que % + % = 1. Alors,on a
1/p 1/q
Jizsi< (f1e7) " (f1s0)
soit encore
178l = 1171, N8l
o Inégalité de Minkowski : Soient f,g € M et p > 1. Alors, on a
1/p 1/p 1/p
(fan+ighr) ™ < (fur) "+ ([ 1r)
soit encore
£ +8ll, < Ifll, +lgll, -
\_ p p p Y,
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Remarque 7.4

Comme conséquences immédiates du lemme précédent, on constate que
o Le cas particulier de p = g = 2 dans I'inégalité de Holder est 'inégalité de Cauchy—Bunyakovski—SchwartZ.
e D’apres l'inégalité de Minkowski, on voit que si f € LV et g € L1 tels que 5 —l— 1 —1,alors fg € £,
e D’apres 'inégalité de Minkowski, on voit quesi f,g € LF, alors f + g € U’

Preuve :
— L’inégalité de Young est une conséquence immédiate de la convexité de la fonction exponentielle :

A=Y < ¥ 4 (1—1t)e¥; Vte[0,1]; Vx,y € R.

En effet, en prenant x = pIn(a), x = pIn(a) poura,b > 0, et t = -, on obtient le résultat.

P

Lecasouab =0;a,b > 0 est trivial.
— L’inégalité de Holder est trivial dans les cas suivants : \|f||p = +o0; ||g\|q = +o0; |\f||p =0; \|g||q = 0. On peut

supposer alors que f € LF et g € L7 et que |f[, # 0; g, # 0. Dans ce cas l'inégalité¢ de Holder devient

équivalente a
LAY (18l
/ <|f||,,> (ngnq) =1

D’apres l'inégalité de Young, on a

Wil <|g|><1<|f| <|g| !

171, ) \ gl ) = p \IIf] lglly )

Wimwat{N /| 8
/<|f||p> <||g||,,> =% /<||f||p> i /<||g|,,>

— Inégalité de Minkowski : On a déja obtenu le résultat pour p = 1. Supposons que

et donc

I
P9
p > letsoient f,g € M. Ona

f+slP =1f+sllf +gP
< (If1+1gDIf + 8P~
< IFIIf+glP~t +Igllf + 8P~

En appliquant 'inégalité de Holder, on voit que

finir=sey < (fie) ™ (faresrm) ™ =i, (fir+sr)
s <) (s 1)

ouq = % Enfin, on obtient
1/q
[15+r < (171, st,) ([17+s)

£ +gll, < 1A1, +lgll, -

et

Soit encore

Proposition 7.5

LP et LP; p > 1, sont des espaces vectoriels.
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Remarque 7.5

L'application f — || f||,,, pour f € LF, définie juste une semi-norme sur LF. Par contre I'application F — |[|F|[ ,,
pour F € LF, est une norme sur L, avec ||F[[, := Hf||p pour certaine f € F telle que f € LP.

Définition 7.4

Proposition 7.6

Toute suite convergente dans L est de Cauchy dans L.

Théoréme 7.5 (Riesz—Fisher-Théoréeme de Complétion)}

Soit (X, M, i) un espace mesuré. L'espace (L?; [|-||,,); p = 1, est un espace vectoriel normé complet (un espace de
Banach), c’est-a-dire toute suite de Cauchy dans L? est convergente dans L?.

Une suite (F,), C L” est dite de Cauchy dans L? si ||F, — Fy|| — 0 quand m, n — +oo0. j
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8.1 Tribu Produit

Définition 8.1

Soient (X;.A) et (Y; B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit de (X;.A) et (Y; B) la tribu sur X x Y
engendrée par A x B={A xB;A € A, B € B}.Onl'anote A® B.

Pour X = Y = R, tous les deux muni de la tribu borélienne B(R), on a B(R) @ B(R) = B(R?).

Preuve : Exercice.

Remarque 8.1
[ La preuve s’adapte facilement au cas de R".

Proposition 8.1
Soit (X; A) et (Y; B) deux espaces mesurables. Soit E € A ® B. Alors pour tous x € X ety € Y,ona
Ex={yeY;(x,y) €E} B
et

EV={xeX; (x,y) €E} € A

Preuve : On montre que
QO={E€c A®B; Ex € B, EY € Apourtoutx € X,y € Y}

est une tribu sur X x Y telleque ) D A x B,etdonc Q) = A® B.
On utilise principalement les faits suivants :
— Pourtout A € AetB € B,ona

B sixe A A siyeB
_ Yy _
(AXB)"_{(D sixg A (AXB)_{Q siy ¢ B
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— PourtouteE € A® B,ona
(E), = (Ex)" et (E)Y=(EY)".

— Pour toute (E; ), C A® B,ona

n n

(U En>x =U(En)s et (U En>y — U(En)Y.

8.2 Fonctions mesurables sur la tribu produit

Soient (X;A) et (Y;B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur X x Y. On définit les applications
partielles fy et fY pourtousx € Xety € Y, par

fr:Y — R ot [UiX—R
y— fx(v) == f(x,y) x— fY(x):= f(x,y)

Proposition 8.2

Soient (X;.A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur X x Y. Si f est A @ B-mesurable,
alors fy et f¥ sont mesurables, pour tous x € Xety € Y.

Preuve : On utilise principalement les faits que :

fHD) = (D) et (MH7UD) = (FD))

Remarque 8.2

La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par contre on a le résultat suivant qui donne la réciproque
dans un cas particulier.

Proposition 8.3

Soient (X; A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur X x Y. Soient f une fonction .A-
mesurable sur X et ¢ une fonction B-mesurable sur Y. Alors, la fonction (x,y) — f(x)g(y) est A ® B-mesurable
sur X x Y.

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :
1. Pour f = xpetg=xpavecAc AetBc B:0Ona

f(x)g(y) = xa(X)xB(y) = xaxp € M(X x Y; A® B).

2. En explicitant le produit f(x)g(y) dans I'espace vectoriel £ des fonctions étagées sur (X x Y, E € A® B), on établit
le résultat pour cette classe de fonctions.

3. On étend le résultat obtenu pour £ ala classe M sur (X x Y, E € A® B) par le théoreme d’approximation.
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8.3 Mesure produit

-~ Théoréeme 8.1 (A admettre)

~
Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés de mesures (positives) o-finies, et E € A ® B. Alors
1. Les applications x — v(Ey) sur X et y — u(EY) sur Y sont mesurables.
2. Ona
[ vEdnG) = [ nEdv)
" X Y J
Proposition 8.4
Soient (X; A; 1) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Alors
1. L'application
E— [ vEdan(x) = [ p(E)dv(y)
est une mesure sur la tribu produit A ® B. On la note y ® v et on I'appelle mesure produit des mesures (-
finies) p et v.
2. Pourtout A€ AetBe€ B,ona
HRv(A x B) =u(A) xv(B).
3. u®v est o-finie.
Preuve:

1. Soit (E;), C A® B deux a deux disjoints. Alors

V®V<LnJEn> —/Yy<<n En>y> dv(y)
Vi)

2. Soit A€ AetBe€ B,ona
pov(AxB)= | p((AxB)’)dv(y)

p((AxBY)dv(y) + / p (4 xB)Y) dv(y)
u(A)dv(y +/

(4) [ avy)

(A)v(B).

m\m\%

[
= =

3. Comme les mesures u et v sont o-finies, il existe une partition (A, ), de X constituée de parties A-mesurables
deux a deux disjoints et une partition (B,,), de Y formée de parties .A-mesurables deux a deux disjoints telles que
H(Am) < +ooetv(By,) < +oo pour tout m, n. Alors les Ay, x By, sont des parties A® B sur X X Y.On a

RV (Am X By) = u(Apm)v(By) < 4o0.
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De plus les A, x By, forment une partition de X x Y. En effet
J(An x By) = (UAm> X (UBH> =XxY.
mmn n n

On conclut alors que i ® v est o-finie.
g

r Remarque 8.3 N

La mesure produit 4 ® v n’est pas forcément compléte si y et v sont completes. En effet, considérons A € A tel
que u(A) = 0et B € P(Y)\ B, en supposant que B # P(Y).Onabien AxB C AxYavecAXY € A® B et
HV(AxY)=pu(A) xv(Y) =0.Pourtant, A x B ¢ A ® B, car sinon

| B sixe A
(AXB)X_{Q six¢ A €B

\_pour tout x € X. Absurde.

Remarque 8.4

1 @ v est I'unique mesure sur A ® B vérifiant 4 ® v(A x B) = u(A) x v(B), pour tout A € Aet B € B tels que
H(A) < +ooetv(B) < +oo.

8.4 Théorémes de Fubini

Va Théoreme 8.2 (Fubini-Tonelli) ~

Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis, et f : X X Y — R une fonction A ® B-mesurable
positive. Alors, les applications

() :x— [ f@)av(y) = E(f)
sur X et

F()iy— [ P = ()

sur Y sont mesurables positives, et on a

Joo Fomaue) = [ ([ fonants) ) auts)

— [ ([ sin) vty

G J

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :

1. Pour f = xg avecE € A® B :Pour x € X fixé, on a xg(x,y) = 1si, et seulment si (x,y) € E,ie,y € {y €
Y, (x,y) € E} =: E,. Il en résulte alors que

[ xeCeyavy) = [ aviy) = viE).
Or, d’apres le théoreme admis, la fonction x — v(Ey) est mesurable pour tout E € A ® B fixé. Ainsi
| xexpduev) = d(uev)(E)
XxY
- /Y u(E")dv(y) (ou encore = /X V(Ex)dy(x))
= [ ([ xetendnto) ) aviy) - (@apres (4)

2. On prolonge ensuite le résultat par linéarité a la classe £ des fonctions étagées positives sur (X X Y, E € A® B).
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3. On prolonge le résultat obtenu pour £ par le TCM a la classe M ™ sur (X X Y, E € A® B).

Corollaire 8.1

Soient (X;A; i) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X x Y — R une fonction .4 ® B-mesurable.
Alors

FeLh(XxY, A0 B;uev) :»/(/mdy) dv < +oo

<:>/(/|f|du) di < +oo. (%)

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoréme de Fubini-Tonelli. O
s Théoréme 8.3 (Fubini) ~
Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis, et f € L1(X x Y, A® B; u @ v). Alors, on a
1. fr € LYY, B;v) y-p.p. et f¥ € LY(X, A ) v-p.p..
2. Fu(f) s x — [ fx(y)dv(y) = Fx(f) est p-p.p. définie et F*(f) : y — [ fY(x)u(x) = FY(f) est v-p.p. définie.
3. [ f= [xE(f)du(x) = [, F¥(f)dv(y), soit encore
y)d =[] fexmad ) d
[ fenimenen = [ ([ i) du
= [ ([ renancs) ) aviw).
- A J

Preuve : Comme f € L1Y(X x Y, A® B;u®v), alors f est A ® B-mesurable. On écrit f = f* — f~ et on applique le
théoreme de Fubini-Tonelli a f* et f~. O

Corollaire 8.2

Soient (X; A; u) et (Y;B;v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X X Y — R une fonction A ® B-mesurable

telle que

/ </|f|dy) dv < +oo
" / (/ |f|dv> dy < +oo,
Alors

/(/fdy) dv:/(/ﬂdv)dy.

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoréme de Fubini et de 1’équivalence (). O
Exercice : On consideére sur R? la fonction

ﬁ six>0x<y<2x
flx,y) = —HLXZ six>0;2x <y<3x
0 sinon

Montrer que

A ( N (x,y)dy> ax # | ( /. f(x,y)dx) dy.

Tribus produit, Mesures produit et théoreme de Fubini 55



A Shonny

8.5 Changement de variables

Soient U et V deux ouverts de R". Un C!-difféomorphisme de U sur V est la donnée d"une application ¢ : U — V
bijective de classe C! sur U et telle que ¢! soit de classe C! sur V. Une caractérisation des fonctions C!-difféomorphismes
est donnée par la proposition suivante

Proposition 8.5

Soit U un ouvert de R". Une application ¢ : U — R" est un C!-difféomorphisme de U sur V = 9 (U) si, et
seulement si ¢ vérifie les assertions suivantes :

1. 1 bijective de U sur V = ¢ (U).
2. ¢ de classe C! sur U.
3. Le déterminant la matrice jacobienne J(y) de i est non nulle sur U; J (i) # 0.

s Théoreme 8.4 (Changement de variables)

~

Soit U un ouvert borné de R" et ¢ : U — R” une application C!-difféomorphisme de U sur V = y(U). Pour
toute fonction borélienne positive (resp. f € £!), ona (f o )| det(J(¢)(u)|xu est borélienne positive (resp. f € L1).
De plus, on a

[, F@dr@) = [ b)) det(1(9) ) ldA(w),

soit aussi

[ F@@)aAw) = [ £(o)]detJ~ (9)())]dA()
- J
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