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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Definition 1.1.
1) On appelle série a termes dans K = (R ou C) tout couple ((ttn)n, (Sn)n) forme
d’une suite (uy) d’éléments de K et de la suite (S,,) définie par

n
S5, = Z Uj
k=0

uy, est appelé le terme général de la série et Sy, est la somme partielle d’ordre n. On écrira
formellement Y uy, ou lieu de ((ttn)n, (Sn)n)-
2) La série Y u,, converge, ou est convergente, si et seulement si (S,) est convergente

—+00
et S =lim S, est appelée la somme de la série ) u,. On note alors S = Y uy.
n

La série diverge (ou est divergente) si elle ne converge pas.

Proposition 1.2 (Condition nécessaire). Si la série ) u, converge alors u, — 0
quand n — 4-co.

Preuve : Ceci résulte du fait que
un:Sn_Sn_1—>S_S:O
ou Sy, = Y u. O

k<n
Exemples 1.3.

2 . 1.
1. Lasérie ) . :
n>1

Pour n assez grand, on a bien In(n) > In(2). Alors, si on note par m la partie
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entiere de {22, m = E({ﬁ’;) on obtient m < M < m +1 et donc mIn(2) <

In(n). En appliquant e* qui est une fonction croissante, on voit que

2" < n.
Par suite
Tll Zml
SRS
:k :1k
Or
27’”
1 1 1 1 1 1 1 1
14z 24z S T B S N Tl
k;k ot GrP TGt Gy T T )

1 1 1 1 m
>14+-4+2. 44— ..goml - 17
> +2+ 4—|— 8—|— + o +2

Par conséquent Sy, > 1+ 7. Il en résulte donc que la série Z% diverge.

Résultat fondamental :| La série ) % est divergente.

. Série géométrique ) a":
n>0

La suite des sommes partielles est donnée par S, = 1+a+---+a". Alors,ona

Sppi=1l+a+ - +a"=1+a(1+---+a") =1+aS,.
D’autre part, on a A"t =S, — S, etdonc

ap1 =14aS, — S, =1+ (a—1)S,,.

n+1_ , . . .
L et s’en suit alors que S, diverge si |a| > 1 et

Sila| # 1onma$, = *2

converge si |a| < 1. Dans ce dernier cas on a S, — —L. Enfin, la série diverge si
a = £1. En effet pour a = 1, il est clair que S, = n — +o0. Poura = —1, le
terme général a" = (—1)" ne tend pas vers zero et donc la série diverge d’apres la
condition nécessaire de convergence des séries numériques.

Résultat fondamental :

—+o0
La série Y a" converge si et seulement si |a| < 1 et sa somme est Y, %
n>0 n=0
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Definition 1.4. Soit ) u, une série convergente. On appelle reste d'ordre n de cette série
la quantité R,, donnée par

R, = 2: Ug.

k=n+1

On a alors

S:Zuk:Sn+Rn.
k=0

Proposition 1.5. Le reste d’ordre n d'une série convergente ) u, tend vers 0, lorsque
n — 0.

Preuve : En effet

anzuk_Sn:S_Sn—>O. D
k=0

Proposition 1.6. Soient Y u, et Y v, deux séries convergentes. Alors Y (un + Avy)
converge pour tout A € R.

Preuve : 11 suffit de passer aux suites partielles. O

Proposition 1.7. On désigne par Ru,, (resp. Suy) la partie réele (resp. immaginaire) de
uy. Alors, on a

Y Suy

Ru —
Y uy converge @{ L ity converge &Y .

Proposition 1.8. Soient Y u, et Y v, deux séries convergentes telles que u,, < vy. Alors

1.2 Séries a termes dans R™

Lemme 1.9. Soit ) u, une série a termes positifs, u, > 0. Alors Y u, converge si et
seulement si la suite des sommes partielles est majorée, c’est-a-dire IM > 0 tel que

n
Sqpo= Y u < M,Vn.
k=0
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Preuve : La série }_u, converge si et seulement si (par définition) la suite (Sy),
converge. Mais comme (Sy)n est croissante, puisque u, > 0, on sait que (Sx)n
converge si et seulement si elle est majorée. U

Théoréeme 1.10 (Criteres de convergence). Soient les deux séries Y u, et ) vy. Alors
ona

1. Si 0 < uy, < vy, alors on a ) v, converge = Y u, converge et Y u, diverge
= )_ vy diverge.

Siu, = O(vy) avec u, > 0et v, > 0, alors Y v, converge = Y u, converge.
Siuy ~ v, pour n — 400 et v, > 0, alors ) uy et ) v, sont de méme nature

Régle n“u,, — 0:S'il existe & > 1 tel que n*u, — 0 alors Y u, converge.

ARSI AN

Régle de Cauchy : Soit u,, > 0 telle que /u, — 1, alors ) u, converge sil <1
et diverge sil > 1.

6. Régle de D’Alembert : Soit u,, > 0 telle que “Z—:l — 1, alors ) uy, converge si
I < 1etdivergesil > 1.

Mise en garde : Le cas | = 1 dans les régles de Cauchy et D’Alembert est un
casqu’il conviendrait d’étudier a part dans chaque cas.

Exemple 1.11 (Exemple fondamental : Série de Riemann).

On considere la série Y, n—l,x avec x € R.

e Sia < O0alors Y = diverge car & — 0.

o Sia = 1alors la série 2% diverge (voir Exemples .

e 5i0 < & <1, 0na bien % < nl—,x est donc la série 2% diverge d’apres (1) du

théoreme précédent.
e Siae >1,alorsona

1</”dt_1( L
nt " Jptr a—1'(n—1)1  pe-l

et donc
N N
1 1 1 1 1 1 1
< . _ 1— < .
n‘;n“_oc—lngl((n_nal nzx—l) zx—l( N”‘*l)—a—1

N
1l en résulte alors que Y, nl—,x converge puisque la suite Sy = ) nl—,x est majorée.
n=1

Résultat fondamental :| La série Y, & ; « € R, converge si et seulement si a > 1.
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Exemples 1.12.
2n ,—2n
1. un - 2+.

Par la régle de D’ Alembert, on a
22(n+1) ,—2(n+1)

Uyt e p— 2\ 2 n 2\ 2
n+ n+1

= — | = 1.
Uy 22ne—2n (e) (n-l—l) (e) <

n

2n ,—2n
Donc ¥ 272 est convergente.

On peut utiliser aussi la régle de Cauchy.

2. Uy = (nL—H)nz — (1 + %)—nz‘
Par la regle de Cauchy, on a

1 1 1
n/un — (1 E)—I’l
Alors ) (—nil)”2 converge.

3. Soit u, = (n”—fl)”z;a €RT,

n
Par la régle de Cauchy, on a {/u,, ((1i1)) __a"

o Yu, —0sia<l1
o Vi, — < 1sia=1

e

o Vu, — +oosia>1

Par suite, la série ) (u, = (n”—J:ll)”Z), a € R, converge si et seulement sia < 1.
4. Soit uy = anln(1+ 1) —bcos! +csinl.
On sait que

W+ )= "zt e T
1 1
cos——l—ﬁ—ko(ﬁ)
1 1 1
sin— = —+o0(—)
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Il en résulte que

a.l a by1 1
un—a—b+(c—§)g+<§+§>$+O(F).

e Sia # balorsu, — a—"b # 0, et donc }_ u, diverge.
e a="betc# 5alorsu, ~ oc% et donc ) u, diverge d’apres (3) du théoreme

précédent (puisque 'y, % diverge).

e Sia=bc=—5et 5+ % # 0, alors uy, ~ (x%, donc Y uy, converge.
o Sin=bc=—5et5+ g =0, alors u, = o(#), donc Y uy, converge.
oo,
5. 1y = [y S5,
1 1 ,

Pour tout x € [0, 7] C [0, 7] ona ;= < ;75 < 1. D'oi,

sin(x) ,

< sin(x
1+x2 — (x)

car sin(x) > 0 pour x € [0, 7t]. On en déduit,

b

2
. T
ogung/ smdx:l—cos—N—Z.
0 n n

Donc ) uy converge.

Definition 1.13. La série ) u, est dite absolument convergente si la série i termes posi-
tifs Y |un| converge.

Proposition 1.14. Si la série ) u, est absolument convergente, alors Y u, converge
n n
Preuve : Posons S, = Y ugetT, = Y |ug|,ona
k=0 k=0
|Sn+p - Sn| = |un+1 + -+ un+p| < |un+1| +- |un+p| = Tn+p — Th.

Mais (T,) converge par hypothese, donc (T, ) est de Cauchy. Il en résulte que (S,)
est aussi de Cauchy, et donc converge. U
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1.3 Séries alternées

Definition 1.15. La série ) u, est dite alternée si et seulement si pour tout n € IN, on a
uy = (=1)"up| ou uy = —(—=1)"|uy.

Théoreéme 1.16. Soit Y u, une série alternée. Si la suite (|uy|), décroit et |u,| — 0,
alors Y u, converge.

Preuve : Supposons que U, = (—1)"|u,|, on a alors
Sopi2 — Sap = Ugp i1 + Upia = —|Ugpi1| + Juzpi2] <0
et
S2p13 — Sopi1 = Uzpy3 + Uzpia = —|Upi3] + uzp 2| > 0.

De plus

Sopy1 — Sop = Uzp1 — 0.
Ainsi, les deux suites extraites (Szp), et (S2p+1)p sont adjacentes et donc Sy, et
S2p+1 ont méme limite. Ceci montre que (Sy), converge. O

Exemples 1.17.

1. On considere la série Y (;ﬁ)n avec & € R.

e Sia <O0,alors (;1,,4)" — 0 et donc la série diverge.

e Si0<a<1,alorsy, (7"1,,()” converge d’apres le théoreme précédent.

e Sia>1,alors (;ﬁ)n converge absolument et donc ), (;ﬁ)n converge.

2. Soit u, = ((=1)"n+a);acR

1
n2+1
La série n'est pas absolument convergente, car |uy| ~ + et donc Y |u,| ne converge
pas. Pourtant, la série ) u, est convergente. En effet, on a

u _(_1)nn+ e =0Upt+w
"Tm2+1 on241 0 0T
ol vy, = % est une suite alternée . Donc d’apres le théoreme précédent

a
n2+1

Y. v, converge. Comme ) wy est aussi convergente (car ~ #), on conclut

alors que la série ) u, est convergente.



Chapitre 2

Suites et Série de fonctions

2.1 Rappels

Soit K = RouC et A C R.On note par §(A, K) 'espace vectoriel sur K
des fonctions de A dans K, §(A,K) = {f : A — K}. On dit que f € F(A, K) est
bornée si et seulement s’il existe une constante M > 0 tel que

|f(x)] < M,Vx € A.

On note par B (A, K) le sous espace vectoriel de §(A, K) constitué des fonctions
bornées,
B(AK)={f € 5(A K), fborne} .

Par €(A, K) on désigne I'ensemble des fonctions continues de A dans K. C’est un
sous espace vectoriel de F(A, K). Enfin, on définit la norme

oo = sup |f(x)].

xeA

Théoréeme 2.1. Soit A = [ = [a,b] avec a,b € R et a < b. Alors, toute fonction
continue sur [a,b] est bornée. De plus, il existe x1,x, € [a,b] tels que infb] flx) =
x€la,

f(x1) et sup f(x) = f(x2),

xX€[a,b]

f(x1) < fx) < f(x2)Vx € [a,b].

Théoréeme 2.2 (T.A.F). Soit f € €(A,K) une fonction dérivable. On suppose de plus
que |f'(x)| < M, Vx € A. Alors, ona

f(x) = fW)| <Mlx—y|, Vxy€A

10
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2.2 Suites de fonctions

Definition 2.3.

1. On dit que la suite de fonctions ( fu)n converge simplement sur A vers la fonction
f si pour tout x € A, la suite numérique (fn(x)), converge vers f(x).

2. On dit que (fu)n converge uniformément sur A vers f et on éerit fo "% si

sup | fu(x) — f(x)| converge vers 0. Cela signifie que la suite numérique ( || fu — fllo, ),
xX€A

converge vers 0.
e, ) unif. .
Propriété 2.4. Si f, — f, alors f, — f simplement.

Remarque pratique : Pour montrer que f;, it f, on étudie |fn(x) — f(x)|. On essaie
de majorer |(fx(x)) — f(x)| par une quantité u, indépendante de x telle que 1, — 0.

Exemples 2.5.

. 3
1. Soit (fu(x)) = 52
Pour x =0ona f,(0) — 0.
Six #0ona fy(x) — x.
Alors, la suite de fonctions ( f,)n converge simplement sur R vers la foncion f(x) =
x. De plus, on a

|[fu(x) = f(x)] =

o Silx| < Ln, alors |fu(x) — f(x)] < L.

e Du fait que 113‘;2 < 1 on déduit que 11‘;:'(2 < ﬁ 1l s'ensuit alors que si
|x| > \/Lﬁ ona
| x| 1 1
— = < < .
Par suite

sup|f,(x) - f () < = —0.

x€R n

Alors, la suite de fonctions (fn)n converge aussi uniformement sur R vers la fonc-
tion f(x) = x.
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2. On considere la suite de fonctions f,(x) = In(1+ %).
1l est claire que cette suite converge simplement vers 0 sur R™ car

fn(x) ~ % quandn — +-oo.

Mais, elle ne converge pas uniformement sur R*. En effet, pour tout n € IN* fixé,
ona

sup |fu(x) — 0] = sup |fu(x)| = +o0.
x€R+ xeR+

Toutefois, elle converge uniformement vers O sur tout intervalle [0, a] fermé borné
de R™ ; en effet pour tout x € [0,a], on a |f,(x)| < In(1+ %) et donc

n—oo

sup |fn(x)] < ln(l—i—%) 1=,

x€[0,4]

Théoréme 2.6. Soit f,, : I — R avec I = [a,b]. On suppose que f, — f uniforme-
ment sur I.

1. Siles f, sont continues sur I, il en est de méme de f.

2. Siles fy sont intégrables alors f est intégrable et

li%n /abfn(x)dx = /abf(x)dx.

3. On définit Fy(x) = [ fu(t)dtet F(x) = [ f(t)dt. Alors

unif.

F, — F  sur|[a,b].

Preuve : On a

< |lfn = flleolx — 4|

Par suite
|Fu(x) — F(x)| < |b—al[|fu — f]| — 0. O
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Remarque et Exemple 2.7. On considére la suite des fonctions

fn(x):{ (%) six € [0,n]

sinon

On a bien

mais

+oo
fu(t)dt =1 -+ 0.
0

Théoréme 2.8. Le théoreme précédent n'est plus vrai si I n'est pas un intervalle fermé
borné. Soit f,, : [a,b] — R une suite de fonctions vérfiant

i) Il existe a € [a,b] tel que fu(x) "=5°1 € R

, unif.

i) fn — &
Alors (fy)n converge uniformement vers une fonction f qui est la primitive de g prenant
la valeur | au point o, et ona f' = g.

Preuve : Pour tout x fixé, on a
X /
ful®) = fulw) + [ Fritya.
Alors, par passage a la limite on obtient
X
lim f(x) = 1 + / g (b)dt.
n «

Si on pose f(x) = I+ [ g(t)dt, alors ||fn — f|]eo "Z1° 0 d’apres le théoreme
précédent. En effet, posons

Fax) = [ fa(t)dt = fu(x) = ful)

et F(x) = [ g(t)dt. On a donc d’apres le théoréme précédent F, — F unifor-
mément sur [a,b]. C’est a dire puisque f,(«) — I:

fulw) — 1+ [ g(hdt = £ ()

ou f est la primitive de g qui prend la valeur / au point x = a. U
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2.3 Séries de fonctions

Definition 2.9.

1. On appelle série de fonctions un couple de deux suites (fu)n et (Sn)n avec S, =

Y fr,onlanote) fy.

k<n

2. Y fu converge simplement sur A si la suite (Sy), converge simplement sur A,
c’est-a-dire si et seulement si pour tout x € A la série numérique y_, f,,(x) converge.
La fonction x — Y fx(x) est appelée reste de la série Y. fy.
k>n

+oo
On note par 'Y, f, la somme de la série Y, fy, i.e. la fonction f définie par
n=0

+00 +00
( Zofn)(X) = Z%)fn(X)-

3. La série Y, f, converge uniformement sur A si et seulement si la suite de fonctions
(Sn)n converge uniformement sur A : Autrement dit s'il existe une fonction S :
A — R telle que
sup |sp(x) —s(x)| —, 0.
X€EA

4. Lasérie ) f, converge absolument sur A si la série’y_ | f,| converge simplement sur
A.

5. On dit que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur A si et seulement
si la série Y || ful|oo converge dans R, avec

[1£llo sUp [ fin(2)]-

xeA

Théoréme 2.10.

1. Sila série ), f, converge normalement, alors Y, f, converge uniformément, et donc
Y. fu converge simplement.

2. La série Y f, converge normalement si et seulement s’il existe une série ) u, a
termes positifs et convergente telle que

|fn(x)| <u, Vx, Vn.

Exemples 2.11.
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1. Soit fy(x) = sin I3.
Ona

ful0l < -

iy iy 1 P
La sa série numérique ) -; converge. Alors }_, f,, converge normalement d’apres 2)
du théoreme précédent.

2. Soit fy(x) = nx2e V" sur R,
La série Y f, converge simplement mais pas normalement sur R™. En effet, pour
tout n fixé, on a

fo(x) = nx(2 - x/m)e ™"

Le tableau de variation de la fonction f,(x) montre que

4

e2’

2
[ fnlleo —fn(ﬁ) =

Par suite la série numérique ||fn||o diverge et donc Y f, ne converge pas norma-
lement sur R™
e Pourtant, pour unréel a > 0 et un entier N > 0 tel que f < a, on a bien

SUpssal fu(¥)] = fa(a) = na*e™"V"

et donc on a la convergence normale de la série Y f, sur tout [a, +o0[; a > 0.

e Notons aussi que comme || fnl|l, = ;iz —+ 0 alors la série Y f, ne converge

pas uniformément sur R™ = [0, +oo[. Mais, elle converge uniformément sur tout
la,+oo[;a > 0.

Théoreme 2.12. Soit Y f, une série de fonctions définies sur I = [a, b]. On suppose que
Y. fu converge uniformément sur [a, b] et que les f, sont continues. Alors

i) La fonction f =Y f, est continue.

ii) La série’) f fu(t)dt) converge et on a

b b
[ faonax = T [ fulw)a),

Théoréme 2.13. Soit f,, une suite de fonctions de classe C* vérifiant

i) Y fu converge simplement
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ii) Y f,, converge uniformément.

Alors, on a
a. Y fn converge uniformément.
b. f =Y fn estde classe C'.

c. fr=(Ef) =Lt



Chapitre 3

Série entiéres

3.1 Définition et premiére propriétés

Definition 3.1. Une série entiere est une série de fonctions f, ot f,(z) = a,z", autre-
ment dit ce sont les séries de la forme

Y anz", a, € C.

Lemme 3.2 (d"Abel). S’il existe p € C tel que Y |a,p"| converge, alors pour tout z € C
tel que |z| < |p|, la série }_a,z" est absolument convergente.

Definition 3.3 (théoréme). Soit ) a,z" une série entiere. Alors, il existe R € [0, +o9]
tel que

i) Siz € Ctel que |z| < R, alors ) a,z" converge.

ii) Siz € C tel que |z| > R, alors ¥ a,z" diverge.
R est appelé rayon de convergence de la série entiére ) a,z".

Exemple 3.4.
— La série ) z" est de rayon de convergence R = 1, et elle diverge pour tout z € C
tel que |z| = 1.

— La série ) i—z est de rayon de convergence R = 1, et converge pour tout z € C tel
que |z| = 1.

Proposition 3.5 (Régle de D’Alembert). Silim |”’;—:1| =1 € [0, +o0], alors le rayon
de convergence de la série entiere Y a,z" est

1

R=-

!

ione L — 1
avec les conventions § = +oo et - = 0.

17
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Proposition 3.6. Soit la série entiére Y a,x". Alors la série entiere dérivée Y na,x" !

n>1

a le méme rayon de convergence que la série ) a,x".

Théoréme 3.7.

1. Y a,x" converge normalement sur tout intervalle fermé borné contenu dans
] —R,R[=Ir

2. Lafonction S(x) = Y a,x" est continue sur Ig

3. S(x) est de classe C* sur Iy et on a pour tout k € IN,

3.2 Développement en série entiere

Definition 3.8. On dit qu’une fonction f est développable en série entiere s'il existe une
série entiere ) a,x" de rayon de convergence R tel que

f(x) =) aunx", xelC]—RR]|

etona f est de classe C* sur I et

£1(0)

n!

an:

Proposition 3.9. Si f est développable en série entiere avec f(x) = Y. a,x", alors
i) Si f est pair, alors az,.1 =0.
it) Si f est impair, alors az, = 0.

Proposition 3.10. Soit f : I =| — a,a[— C une fonction de classe C*. Alors f est
développable en série entiere, (DES(0)), si et seulement s'il existe a tel que 0 < o < a et
des constantes A > 0 et B > 0 vérifiant

Vx, —a<x<wa, ona |f*(x)| < B.A"n!.

Proposition 3.11. Soit f : I =] — «,a[— R une fonction de classe C* de formule de
Taylor avc reste intégral

n (k) X (x — P
flo =y Ly [P i
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Alors f est développable en série entiere si et seulement s’il existe B;0 < B < « tel que

n g(k)
Ra(H)() = F0) - Y LWk o wre) gl

= K

Preuve : 1l est clair que si f est développable en série entiere alors R, (f)(x) — 0
sur | — R, +R[. Réciproquement, si R,,(f)(x) — Osur | — B, B, alors

nof(k) (o
3 20— )~ Ra() () — £
= K
De plus la série i %xk est de rayon de convergence R > 8 > 0. g
k=0

Exemples 3.12.

1. Soit e* = °f; a
. - k!n

k=0
Ona
n xk X (x _ t)i’l
X _ t
et = ;F +/0 ¢ dt.
Alors
X _t n X _ t n
/ uetalt < max(1,e") / (x=*) dt
0 n! 0 n!
0 n
= max(1,e") / ﬂdu’
x n!
_ o 2"
= maX(l,e )m
Il en résulte que pour tout x € Ron a
X _ n
=D ] =,
0 n!

Par suite, pour tout x € Ron a




20 CHAPITRE 3.  SERIES ENTIERES

Enfin, Z 1) k )x est de rayon de convergence égale a +co.

3. Soit f(x) = cos(x).

cos(x :i < +/ . )ncos()t

/Ox (x=1)" cos(t)dt’ <

n!

4. In(1—-x) = oZo: x

"
Propriété 3.13 (Opérations). Soient f et ¢ deux fonctions DES(0) avec f(x)
et g(x) = Y byx". Alors

i) f4+gest DES(0)etona f+ g =Y (ay+ by)x"
ii) f x gest DES(Q)etona f x g =Y c,x" avec

n
Cn = Z by .

iii) f'est DES(0)etona f' = Y na,x" 1.
n=1

iv) ) est DSE(0).
v) Les primitives de f sont aussi DES(0).

x |xn+l|
| = X
o n! (n+1)!

FSR / SMP(S4)

=) ax"
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