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Série 1 - Tribus (c-algebres)

(Tribu trace (induite)): Soit X un ensemble non vide et C C X. On suppose que
X est un espace topologique et que .# est la tribu borélienne de X, .# = B(X). Montrer
que la tribu trace #c := {ANC; A € 4} de .# = B(X) sur C est la tribu borélienne B(C)
de C.

(Tribu image directe).
Soient X et Y des ensembles et f : X — Y une application. Soit .# une tribu sur X.

(1) Vérifier que I'image {f(A), A € .# '} n’est pas forcément une o-algebre sur X.
(2) Montrer que .#' = {B C Y;f1(B) € .#} est une tribu sur Y. (.#’ est dite Tribu
image directe de .# par f.)

Soit X un ensemble infini et . = {{x}; x € X}. Déterminer la tribu engendrée
par .7 (distinguer les cas X dénombrable et non dénombrable).

Soit X un ensemble et f une application de X dans lui-méme. Montrer que
'ensemble des parties A de X telles que f~!(f(A)) = A est une tribu sur X.

Soit f une bijection d'un ensemble X. Montrer que I’ensemble des parties A de
X possédant la propriété x € A <= f(x) € Aet f 1(x) € A est une tribu sur X.

Soit X un ensemble et A un sous-ensemble de X. Trouver la tribu engendrée
par ¢ = {B C X; A C B}. Donner des conditions suffisantes pour que ¢ (%) soit P(X) ou la
tribu grossiere.

(Tribu de Borel sur R+): Montrer que
o({[0;B[: € RL}) = B(Ry) = o({[0; B; p € QL }).

(Tribu borélienne de R? - Devoir i rendre): On note . la tribu (sur R?) engendrée
par {A x B; A; B € B(R)}. L'objectif est de montrer que .# = B(IR?).
(1) Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles
ouverts de R. En déduire que B(R?) C ..
(2) Soit A un ouvertde Ret.#; = {B € B(R); A x B € B(IR?)}. Montrer que .# est
une tribu sur R contenant les ouverts de R. En déduire que .#; = B(R).
(3) Soit B € B(R) et #, = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que .#, = B(R).
(4) Montrer que .# C B(IR?). Conclure.

Série 2 - Fonctions mesurables

Soit (X, .#') un espace mesurable et f : X — R une fonction mesurable. Pour
tout réel 2 > 0, on définit la fonction (dite tranquée)

a si f(x)>a

fa(x) =4 f(x) si [f(x)][<a

—a si f(x) < —a
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Montrer que f, est mesurable de X dans .

Soit f une application d'un espace métrique X dans un espace métrique Y. On

suppose que 'ensemble des points de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est
mesurable.

Soit (X,.#) un espace mesurable et supposons qu’il existe A € .Z dont les

sous-ensembles ne soient pas tous mesurables, i.e., il existe B C A tel que B ¢ .#. Montrer
que i = xp — X a\p N'est pas mesurable de X dans IR, alors que |h| I'est.

(1) Montrer que f : R — R est mesurable si et seulement si pour tout 2,b € R, la
restriction de f a [a; b] est mesurable.

(2) Montrer que les fonctions monotones d'un borélien A de R dans R sont mesurables.

(3) Montrer que toute fonction réglée de IR dans R est borélienne. On rappelle qu'une
fonction sur un segment est réglée si elle est limite uniforme de d"une suite de fonc-
tions en escalier. _

(4) Soit f : R — R™ une fonction mesurable positive. Montrer que la fonction f :
R — R+ définie par f(x) = f(x) pour tout x € RR, est mesurable, ott R+ est muni
de sa tribu borélienne.

’Exercice 13 (Devoir a rendre) ‘ Soit (X,.#) un espace mesurable et f : X — RT une ap-
plication mesurable sur X. Pour tout entier n et tout k = 0,1, -- ,n2" — 1, on considere les
ensembles

k k+1
Ap:={f >n} et Ak,n::{z—n§f< o }

On définit les fonctions ¢, par

n pour x € Ay

ool = {

o pour x € Ag,; aveck=0,---,n2" -1~

(1) Vérifier que A, Ax, sont dans .Z et forme une partition de X.
(2) Montrer qu'on a

n2"—1 k
Pn(x) = nX{on}(x) + Z 2_nXAkn (x).
k=0

En déduire que ¢, est une suite de fonction étagées.

(3) Vérifier que Ay, = Apkni1U Aoki1n41 et comparer ¢, 11(x) et ¢,(x) dans les cas
suivants: f(x) > n+1;n < f(x) <n+1,0 < f(x) < n. En déduire que la suite
(¢n)n est croissante.

(4) Montrer que pour tout x vérifiant f(x) = +o0, on a LHE ¢n(x) = 4o0.
n o0

(5) Montrer que pour tout x vérifiant 0 < f(x) < 4o, il existe ny € IN tel que

pu(x) < F(x) < gulx) + 5.
En déduire que lim ¢,(x) = f(x).

n——+oo



Série 3 - Mesures positives

Soit X un ensemble infini non dénombrable. On définit sur P (X) l'application
#(A) = 0si A est au plus dénombrable, et (A) = +o0 sinon. Montrer que y est une mesure
sur P(X).

Soient (X;.#, i) un espace mesuré et (Y, .#') un espace mesurable. Soit f
une application (.#, .#")-mesurable. Montrer que I'application définie par jt(B) = u(f '(B))
est une mesure sur (Y, .#").

Soient (X; .#; u) un espace mesuré, A une tribu sur X incluse dans .# et .#r
la tribu trace de F C X.
(1) Montrer que la restriction de y a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si y
est finie (resp. o-finie)?
(2) Vérifier que .#r C ./ sietseulementsiF € .#. Montrer dans ce cas que la restriction
de p a ./t est une mesure sur .#r. Cette mesure est-elle finie?

Soit (X;.#;u) un espace mesuré fini, et (A,),en et (Bn)nen deux suites

d’éléments de .# avec B, C A, pour tout n € IN. Montrer que

u(U An) —u < U Bn) < Y (u(An) = p(By)).

nelN nelN nelN

Soit (X; ;i) un espace mesuré fini et (A,),en C # telle que, pour tout
neN, u(Ay) = u(X). Montrer que u( N An) = u(X).
nelN

Soient (X, .#, i) un espace mesuré et (A, ),eNn C .#. Montrer que y(limsup, A,) =
0 sous I'hypothese que

[ee]

Z U(Ay) < Hoo.

n=0

Soit ¥ C P(X), et m et y deux mesures sur l'espace mesurable (X; .# =
o(%)). On suppose que ¥ est stable par intersection finie et que que m = u sur ¥. Montrer

que si X € ¢ et que m(X) < 400, alors m = p sur ..

’ Exercice 21 (Devoirs a rendre) ‘ Soient y une mesure finie sur la tribu borélienne B(RR).
On définit la fonction ¢ par (x) := u([x, +oo[) pour tout x € R.

(1) Montrer que 1 est décroissante et continue a gauche sur R. Calculer les limites de ¢
en too.

(2) Montrer que ¢ est continue en x € R si et seulement si u({x}) = 0.

(3) En déduire que l'ensemble {x € R; u({x}) # 0} est dénombrable. On admettra
que 'ensemble de points de discontinuité d’une fonction monotone de R dans R est au plus
dénombrable.

’Exercice 22 (Devoir a rendre) ‘ Soit (X, .#) un espace mesurable et y : A4 — R". Alors
p est une mesure sur (X, .# ) si et seulement si




(1) Pour tout A,B € ./ telsque ANB =®,ona u(AUB) = u(A)+ u(B).
(2) Pour toute suite (A ), décroissante d’éléments de .# pour laquelle il existe ng tel que
1(Ay,) < +co,0ona

y(nDNAn) = lim p(Ay).

Série 4 - Mesure de Lebesgue

On désigne par Z(IR) ’ensemble des intervalles de R et considerons la fonction

A définie sur la classe Z(R) a valeurs dans la demi-droite réelle achevée R~ par A(I) := |I|
ou |I| est la longueur de l'intervalle I.

(1) Montrer que A est additive sur Z(IR). En déduire que pour toute famille finie d'intervalles
(I)N | deux a deux disjoints telle que UM Iy C Iavecl € Z(R),ona

N
Y AL <A(D).
k=1

(2) Montrer que pour tout compact K € Z(R) et toute recouverement finie (Og)Y | C
Z(R) de K par des ouverts de R, on a

A (K) < %)\(Ok).
k=1

(3) Montrer que pour tout intervalle borné I,, et tout ¢ > 0, il existe un ouvert O, € Z(R)
tel que

I, COp et AOyn) <A(Iy)+27"e.
(4) Montrer que si I € Z(R) borné I et e > 0, alors il existe un compact K € Z(IR) tel que
KcI et AK)>A()—e
(5) Soit (I)y>1 C Z(R) et I € Z(R) tels que I C U;_; I,. Montrer que

A < ium.

En déduire que A est o-sous additive sur Z(R).
(6) Montrer que A est o-additive sur Z(RR).

On désigne par U (IR) I'algebre engendrée par Z(R).
(7) Montrer que toute ensemble élémentaire E € U (RR) peut s’écrire sous la forme

N
E=JI
j=1
ottles I; € Z(IR) et sont deux a deux disjoints.

(8) Montrer que A se prolonge a une application bien définie sur U (R).
(9) Soit (E;),>1 une suite d’éléments de U (R) deux & deux disjoints. Montrer que

M(08)- ace
n=1 n=

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de R.



(1) Montrer qu'un ouvert O de R de mesure finie n’est pas forcément borné.
(2) Soit A € #Z(R) tel que A(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé?

’ Exercice 25 (Devoir a rendre) ‘ Soit m une mesure sur Z(R) telle que pour tout intervalle I
ettout x € Ronaitm(I) = m(I + x) avec m([0;1]) =1

(1) Montrer que pour tout x € R, ona m({x}) = 0 (i.e. m est diffuse).

(2) En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur Z(RR).

Série 5 - Fonctions intégrables - Grands théorémes - Espaces LV

’Exercice 27 (Lemme fondamentale): ‘ Il s’agit de montrer que si (¢,) une suite croissante
dans ET et € ET telles que lim, ¢, > ¢, alors limy, [ @ndy > [ 4.
(1) Soit 0 < o < 1 et considérons la suite

Al = {x € X; pu(x) > octp(x)}.

Vérifier que (Aj),, est croissante dans M et que |J,, A} = X.
(2) On considere la suite aipy 4,. Vérifier que (aypxa,), est croissante dans £, et que

(“lIJXAn)n — OCIP,
(3) Montrer que

/ apxa,dp < / Pndpt.
(4) En écrivant ¢ sous la forme ¢ = 2}11 Bjxs,;, montrer que

a/¢dy < lim /(pndy.

n—>-—+oo

En déduire le résultat souhaité.

Soit f € M (X). On propose de montrer que / fdpu < sup [ pdp ou Fy est

PESy
défini par §y := {l[],’ P e Et, P < f}
(1) Soit ¢, est une suite croissante dans €1 convergeant vers f. Montrer que

/ @ndp = sup / Ydu < sup [ ¢pdp.
IPG&M IPGSJC

En déduire que

/ fdp < sup [ pdp.
PeSy

(2) Conclure apres avoir montrer que

sup [ pdu < /fdpt.
PESy

Soit f € M™ ett € R*T. Montrer que (inégalité de Markov)
1
p({fz1)) <5 [ fan



Exercice 30 (CF-2016-2017 [6pts])

(1) Donner avec précision I’énnoncé du théoréme de la convergence monotone.

(2) Donner une démonstration de ce théoreme.

(3) Soient (X, .#,u) un espace mesuré et (f,),>0 une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge u-p.p. vers une fonction f. On suppose que
Jx fidu < 4oo. En appliquant le théoreme de la convergence monotone, montrer
que

lim /X Fudit = /X Fd.

Soit (Ay,),>1 une suite d’ensembles mesurables d'un espace mesuré (X, ., i)
et f: X — Rune fonctlon intégrable vérifiant

/X |f = xauldp — 0.

(1) Montrer qu'on a |f| < 2 p-p.p. et déduire que |f + x4,| < 3 y-p.p. pour tout n > 1.
(2) Montrer que

/If—f2|du < 4/ f — xa,ldu

pour tout n > 1. En déduire 'existence de A € .# tel que f = x4 p-p-p.

Soient (X, ., i) un espace mesuré et f une fonction intégrable.
(1) Montrer que

/ X ismpdn —2 0

(2) En déduire que (la continuité de 'intégrale par rapport a la mesure):
Ve>0, 36>0, YAe.# u(A) S(S:/A|f|dy§s.

(3) Soit f : R — R une fonction borélienne et intégrable pour la mesure de Lebesgue.
Montrer que la fonction F définie sur R par

AN, six >0,
F(x) = {f[of]f fdA e 0
— Jixo) , six <

est uniformément continue sur R.

Soit f :]0,1]— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit
pour tout n > 1, g,(x) = f(x™). Calculer la limite de f]m[gnd)\.

Soient (X, .#, i) un espace mesuré, et ( f,),>0 une suite de fonctions intégrables
de X dans R. Montrer que

Z/Ifnldﬂ<°°:2/fndu / Y fu)dp.

n>0 n>0 n>0
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Soient (E, ., i) un espace mesuré et ( f;;),>1 une suite de fonctions intégrables.
On suppose qu'il existe f intégrable telle que

[E’fn_f|dl/‘n_>—o>oo-

Montrer qu'il existe une suite extraite (fg(,))n>1 convergeant vers f p-p.p., et une fonction
h intégrable telle que sup, -1 |f(m)| < I p-p-p-

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur (X, .7, ) mesurables et posi-
tives. On suppose que (f,)neN converge simplement vers f u-p.p., et que :

du — / dpl < 4-o00.
/ fn H f
Montrer que

[ Vfu = fldn — 0.
Exercice 37 (CF-2016-2017 [8pts]). | Soit f la fonction définie par
+o00 _ —xt
£(t) = / (1 —cos(x))e i
0

X

(1) Montrer que f est bien définie sur |0, +-oo].

(2) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo].

(3) Calculer explicitement sa dérivée.

(4) Calculer la limite de f(t) quand t — +oco. En déduire la valeur de f(¢).

Soit (X, .#, u) un espace mesuré.

(1) Soient f et ¢ deux fonctions mesurables positives de X dans R telles que fg > 1.
Montrer que

/deV/ngﬂ > pu(X)>2.

(2) On suppose qu’il existe une fonction intégrable f : X — R telle que 1/ f soit intégrable.
Que peut-on dire de la mesure y?

Exercice 39 | Pour toute fonction f € E%{([O, 1], A), montrer que

1 1

S N0 (—> .
ZTZ/[O,I] f(t) [0,1]1’l 1-—t )

n>1

Soit (X,.#, 1) un espace mesuré, f € LY (X,.#,u) et (fu),>1 une suite de
LY(X, A, p) telle que limy o0 [y fudp = [y fdp.
(1) Montrer que si les fonctions f,, sont positives et si la suite (f;) converge presque
partout vers f, alors (f,) converge vers f dans L.
(2) Soit f, € L'(R,%,)) définie par f, = nX10,1/n] — "X]=1/n0[- Montrer que (fu)n>1
converge vers 0 et que lim,, | f,dA = 0. La suite (f,),>1 converge-t-elle vers 0 dans
LP (p > 1)?



