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Chapitre 3

Mesures positives

Dans ce chapitre on associe a chaque espace mesurable donné (X, .#) des fonctions
définient sur .# a valeurs dans R, généralisant en quelque sorte la notion de longeur,
surface, ... .

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1. On appelle mesure (positive) sur un espace mesurable (X, .4 ), la donnée d'une
application y : M4 — R vérifiant

1. u(@) =0.

2. Positive : u(A) € R pour tout A € M.

3. o-additive : Pour toute famille dénombrable {A,; n > 1} d’éléments deux a deux dis-
joints de ., on a

+o0 +o00
2 <|_| A”) = Z 1(An).
n=1 n=1
Définition 3.1.2. Si (X, .#) est un espace mesurable et yu une mesure donnée sur (X, . #), on
dit que le triplet (X, .#; u) est un espace mesuré.

Définition 3.1.3. Une mesure p sur (X, #) est dite finie si p(X) < +oo.

Remarque 3.1.4. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I'additivité :
n n
H <U Ak) =) #(Ax)
k=0 k=0

pour toute famille finie { Ay; k = 0,1,--- ,n} d’éléments de .4 deux a deux disjoints.

Remarque 3.1.5. Dans la définiton précédente, la condition u(@) = 0 peut étre remplacée par
la condition :
Il existe A € A tel que H(A) < oo.

En effet, d'une part on a bien u(A) < +oo pour A = @ € .#. D’autre part, si u(A) < +o0
pour certain A € M, on a bien u(A) = u(AUQ@) = u(A) + u(D) et donc u(®) = 0.
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Remarque 3.1.6. Il est intéressant de remarquer que pour une série a termes positifs, I'ordre de
sommation est sans importance : Si (ay)nen C RT et ¢ : IN — IN une bijection, on a

X A=) )

nelN nelN

Remarque 3.1.7. Dans la définition précédente, on a étendu @ R™ I'addition dans R™ en posant
x 4 (400) = +oo, pour tout x € R*. Il faut noter aussi que pour tout x;y;z € R, I'équation
x+y = x+zn'implique y = z que si x est fini.

Remarque 3.1.8. Noter également que la somme de la série est i prendre dans R et que, bien

n J—
siir, a = Y, ay signifie simplement que Y ay — a (dans R™*) quand n — oo. S'il existe
nelN k=

—+o0
no € N tel que ay, = +oo, alors la série 'y a, diverge.
n=1

Exemple 3.1.9 (Mesures triviaux). Soit (X, .#') un espace mesurable. On définit yy et yp sur
M par

p(A) =0
pour tout A € A et

400, siAe #\{D};
Vz(A):z{O’ sid €A\ {0)

Alors y et pp sont des mesures sur (X, #).
Exemple 3.1.10 (Mesure de Dirac). Soit (X; .#') un espace mesurable et p € X. On définit sur
M Vapplication 5, : M — R par
0 s AZp,
(SP(A) T { 1 si A>D p — XA(p)
pour tout A € A . Alors 5y est une mesure finie de X dans R, dite mesure de Dirac.

Définition 3.1.11. Une mesure y sur (X, #) est dite o-finie si X admet un recouverement
dénombrable par des éléments de .4 de mesures finies. Plus précisement, s'il existe (Ey)>1 € M
telle que

—+o00
X=JEx
n=1
et
u(Ey) < +oo
pour tout n > 1.

Remarque 3.1.12. Noter que dans cette définition, on ne suppose pas que les E,, doivent étre
forcément deux a deux disjoints.

Exemple 3.1.13. Toute mesure finie est o-finie. L implication inverse n’est pas vraie.

Exemple 3.1.14 (Mesure de comptage ou dénombrement). On définit sur I’espace mesurable
(N, P(IN)) l'application :

[ Card(A) si A estune partie finie;
HA) = { ~+00 sinon.

Alors, il est facile de voir que u est une mesure sur (N, P(IN)). De plus, elle est o-finie du fait
+o00

queIN = |J E, avec E, = {n} € P(N) et u(E,) = Card({n}) =1 < +oo0.
n=0

Remarque 3.1.15. La mesure de comptage sur (IN, P(IN)) est o-finie mais n’est pas finie.
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3.2 Propriétés élémentaires des mesures positives

Proposition 3.2.1. Toute mesure y sur un espace mesurable (X, .#') satisfait les propriétés :
(1) Monotonie:Si A,B € A tels que A C B, alors

u(A) < u(B).

En particulier, si de plus j(A) < oo, alors
p(B\ A) = pu(B) = u(A).
(2) Additivité forte : Pour tout A,B € .#,ona
H(AUB) +pu(ANB) = u(A) + u(B).

(3) o-sous-additivité : Pour toute suite (Ap)n d'éléments de .4, on a

’ ( U An> <Y piA)

nelN nelN

Preuve :

— Comme A C B, la partie B s’écrit sous la forme B = AU (B\ A) avec A et (B

A) sont des parties mesurables et disjoints. Alors, u(B) = u(A) + u(B\ A). La
positivité de la mesure y implique u(A) < u(B).
Maintenant, si de plus p(A) est finie, on déduit alors que p(B) — u(A) = [p(A) +
u(B\ A)] — u(A), c’est-a-dire u(B\ A) = u(B) — u(A). Noter que la monotonie
peut se déduire aussi de ’additivité forte (2) en tenant compte du fait que A C B et
la positivité de la mesure p.

— Les parties A et (B '\ A) sont mesurables et disjointsetona AUB = AU (B\ A).
Alors, u(AUB) = u(A) + u(B\ A) et par suite

HAUB) +pu(ANB) = pu(A) + pu(B\ A) + (AN B). (*)

Maintenant, puisque
B=(ANB)U(B\A)

avec ANBet (B\ A) des parties mesurables et disjoints, on obtient
#(B) = u(ANB) +pu(B\ A). ()
En substituant (%) dans le second membre de (x), on arrive a
H(AUB) +u(ANB) = u(A) + u(B).

— Pour la o-sous-additivité, soit (A, ), une suite d’éléments de .Z et considérons les
parties (B,,), définient par

n—1
Bo=Ay et B,=A,\ (U Ak) pour toutn > 1.
k=0

— Les B, sont des parties mesurables deux a deux disjoints.
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— Les B, vérifient B, C A, pour toutn € IN.

—+o00 —+o00
n=0 n=0
I en résulte alors que

400 +o0 +o00 400
H (U An) =4 <|_| Bn) = Z%)V(Bn) < ZOP‘(AH
n=0 n=0 n= n=

Théoréme 3.2.2. Soit (X, .#, ) un espace mesuré. Alors

1. Si (En)n>1 est une suite croissante d’éléments de . , alors

—+o0
g (nL_Jl E”) N ngr_{looy( )

2. Si (Fy)u>1 est une suite décroissante d'éléments de 4 avec y(F;) < 400, alors

+00
(ﬂ Fn> = lim u(Fy,).

_>
n—1 n——4o0

Preuve : Pour la preuve de (1), on distingue deux cas :

Cas 1: I existe ng tel que u(E,,) = +oo. Alors, d’apres la croissance de la mesure y,

on obtient
to00 = u(Ep) < (U En>

—+o0
(0e)--
n=1

D’autre part, comme la suite des réels (i(E,)), est croissante et u(E,) = 400 pour tout
n > ny, il s’ensuit que lirJrrl #(E;) = +oo. Enfin
n——+00

et donc

400
(U En> = lim u(E,).

%
1 n—-+oo

Cas 2 : j(E,) est finie pour tout n. Considerons la famille de parties (A;), définie
par: Ay = Ey et A, = E, \ E,_1 pour tout n > 2. Par construction, ona A, € .# pour
tout n > 1. On note aussi que les A, sont deux a deux disjoints. De plus, pour toutn > 1,

n —+00 ~+o00
onaE,=|] A;,dou U E, = || A,. Par suite

i=1 n=1 n=1

+o0 +o0 oo N
L (U En> = p (I_I An> = +Z u(An) = Jlim <Z V(An)> :
n=1 n=1 n=1 n=1

Comme (E, ), est une suite croissante de parties mesurables de mesures finies, on a, pour
toutn > 2,

#(An) = p(En \ En—1) = p(En) — p(Ep—1)-
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Il en résulte

N N
E u(An) = p(Ar) + ;(V(En) — w(En-1)) = u(A1) + (H(En) — u(E1)) = p(En).

Enfin,
—+00
' (nL—Jl E”) N Nl—lgklooy(EN)'

Pour la preuve de (2), on a par hypothese u(F;) < +00, alors p(F,) < —+oco pour tout
n, ceci est du a la croissance de la mesure yu et au fait que la suite des parties mesurables
F, est décroissante. Par conséquent, la famille B, = F; \ F, est une suite croissante de
parties mesurables de mesures

u(Bn) = u(Fr) — p(Fy).

En appliquant (1) & (By)y, il s’ensuit que

+o0
u(U Bn> = lim u(By) = lim (u(F)—pu(F.)) =pu(F)— lm_p(F).
n=1

n——+oo n—-4o00 n—r—+o00

D’autre part, on a

+oo +oo
U B, = Fl\ U Fy,
n=1 n=1

(08)-wo ()

+00
(ﬂ Fn> = lim u(Fy,).

N

d’ou

On conclut alors que

_>
n—1 n——4oo
O

Remarque 3.2.3. La condition u(F;) < oo est nécessaire. En effet, si on prend I'espace mesu-
rable (N, P(IN)) muni de la mesure de comptage et on considere les parties mesurables

Ay ={nn+1,---},
on voit que (Ay)y est décroissante et (A, = @. D'oit (ﬂ An) = 0. Pourtant u(Ay,) = +o0
n n
pour tout n.

Corollaire 3.2.4. Soit (X, .#') un espace mesurable et y : M — R". Alors J est une mesure
sur (X, ) si et seulement si

1. Pour tout A,B € . telsque ANB =@, ona

H(AUB) = u(A) + u(B).
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2. Pour toute suite (Ay ), croissante d’éléments de .4, on a

H < U An) = nETOOV(An)°

nelN
Preuve :
— L'implication directe (=) résulte de la définition de mesure et de (1) du théoreme
précédent.

— Pour I'implication inverse (<=),ona y(@) = (@ UD) = 2u(@) et donc u(®) = 0.
D’autre part, pour toute suite (B,), C .#,on a

UB.=U (UBk>: U An

nelN nelN \k<n nelN
Les parties A, := |J By sont mesurables et forme une suite croissante d’éléments
k<n
de .7 . Alors,
y(U Bn> :pt(U An> = lim u(A,).
neN neN e
Or

—+00
lim pu(A,) = lim u (U Bk> :ka(Bk).
=0

n— 400 n——+00 k<n
UJ
Corollaire 3.2.5. Soit (X,.#) un espace mesurable et u : .4 —s R . Alors y est une mesure

sur (X, .#) si et seulement si
(1) Pour tout A,B € .# telsque ANB =®,ona

H(AUB) = u(A) + u(B).

(2) Pour toute suite (Ay), décroissante d’éléments de .# pour laquelle il existe ng tel que
1(Ap,) < +oo,ona

i < N An) = lim wu(Ay).

— 400
nelN not

Preuve : Exercice. O

Proposition 3.2.6. Soit (X, #) un espace mesurable.

(1) Sipwv: 4 — R sont deux mesures sur (X, A ) et a > 0, alors y + av est aussi une
mesure sur (X, #).

(2) Si (pn)n est suite croissante de mesures sur (X, #), alors l'application définie par u(A) =

lim p, (A) est aussi une mesure sur (X, 4 ).
n——+oo

—+00
(3) Si (yn)n est suite de mesures sur (X, .4 ), alors lapplication u(A) := Y. un(A) est une

n=0
mesure sur (X, M ).
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Preuve :
— (1) est immédiate.
— (3) est une conséquence de (1) et (2) appliquée a la suite

Vo =po+p1+ -+ e

— Pour la preuve de (2), on a applique le corollaire :
— Soient A,B € # telsque ANB =Q®,ona

p(AUB) = lim p(AUB) = lm (uu(A)+ pa(B))=p(A)+u(B).

n——4oo
— Soit (Ag)x C A une suite croissante. Alors,

i ( U Ak> := lim (yn ( U Ak>> Théoreme[3.2.2) lim ( lim yn(Ak)>.

— —
kelN e kelN oo \k—eo

Par la croissance de py, on a p,(Ax) < u(Ayg) et donc

%
keN n—+00 \ k—-+o0 k—+oc0

D’autre part, on a

u(Ap) = lim pu(Ax) < Hm py ( U (Ak>> = U ( U (Ak)>-

— -
e nrre keN keN

3.3 Mesures importantes

On admet les théoreémes suivantes. Une démonstration pour chacune sera présentée
plus tard (voir Chapitre 4 et TD). On considére 1'espace mesurable (R, B(RR)).

Théoréme 3.3.1. I existe une unique mesure A sur B(R) telle que A((a,b)) = b — a, pour tout
intervalle (a, b) non vide de R.

Définition 3.3.2. La mesure ainsi donnée par le théoreme précédent est appelée mesure de Le-
besgue (ou encore mesure de Borel).

Proposition 3.3.3. La mesure de Lebesgue A est une mesure o-finie mais n’est pas finie et vérifie
A({x}) = 0; x € R. Plus généralement les ensembles dénombrables sont de mesures nulles par
la mesure de Lebesgue.

Théoréme 3.3.4. Pour toute fonction croissante et continue, il existe une unique mesure A
définie sur B (R) telle que A¢((a,b)) = f(b) — f(a), pour tout intervalle (a, b) non vide de R.

Définition 3.3.5. La mesure A est dite mesure de Borel-Stieltjes engendrée par f.

A. Ghanmi Mesures positives 7
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3.4 Notions

Définition 3.4.1 (Partie négligeable). Soient (X;.#;u) un espace mesuré et A C X. On dit
que A est négligeable s'il existe un ensemble B € ./ tel que A C B et u(B) = 0.

Définition 3.4.2 (Mesure complete). Soit (X; . ; i) un espace mesuré, on dit que y est com-
plete (ou que (X; A ; u) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est-a-dire
appartiennent a M .

Définition 3.4.3. Soit (X, .#, ) un espace mesuré. On dit qu'une propriété P(x) est vérifiée y
presque partout sur X, et note P u-p.p, s’il existe une partie mesurable N de mesure nulle telle
que la propriété P(x) est vraie pour tout x # N.

3.5 Exercices supplémentaires et devoir a rendre

Soit (X, .#) un espace mesurableet i : 4/ — R". Alors p est une mesure
sur (X, .#) si et seulement si

1. Pourtout A,B € .# telsque ANB =@, onau(AUB) = u(A) + u(B).
2. Pour toute suite (A, ), décroissante d’éléments de .Z pour laquelle il existe 1y tel
que p(Ay,) < +oo,0na

F‘(}QN An) = Tlllefﬂr\lT H(An).

Exercice 2 (Devoir a rendre)‘ Soit (X, .#,u) un espace mesuré et f : X — R une
application mesurable. On considere B = {f # 0} et A, = {|f| < n} pour tout n € IN.

1. Montrer que si (X) # 0, alors il existe ng € IN tel que u(Ay,) # 0.
2. Vérifier que B € /.

3. On suppose que u(B) # 0. Montrer qu'il existe A € .Z ete > 0 vérifiant u(A) # 0
et |[f(x)] > e pour tout x € A. [Indication : Considérer les ensembles B, = {|f| >
1/n}l

Soit (X;.#') un espace mesurable et m; y deux mesures sur .#. Soit ¢ C
P(X). On suppose que ¢ engendre .# et que ¢ est stable par intersection finie. On
suppose que m(A) = u(A) pour tout A € €.

1. On suppose que X € € et que m(X) < +oco. Montrer que m(A) = u(A) pour tout
A € #.[On pourra introduire 7 = {A € #; m(A) =u(A)}.]

2. On suppose qu'il existe une suite (A,),en C ¢ telle que A;N Ay = @;sij # k,
m(A;) < 1pourtoutj € NetX = |J A, Montrer que m(A) = u(A) pour tout

neN
Ae .
3. Avec (X; #) = (R;B(R)), donner un exemple pour lequel X € € et m # p.
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