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Chapitre 6

Tribus produit, Mesures produit et
théoremes de Fubini

6.1 Tribu Produit

Définition 6.1.1. Soient (X; A) et (Y; B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit de
(X;A) et (Y;B) la tribu sur X x Y engendrée par A x B ={AxB;,A€ A BecB}.Onla
note A ® B.

Exemple 6.1.2. Pour X = Y = R, tous les deux muni de la tribu borélienne B(R), on a

B(R) ® B(R) = B(RR?).

Preuve : Exercice. 0

Remarque 6.1.3. La preuve s’adapte facilement au cas de R".

Proposition 6.1.4. Soit (X; A) et (Y; B) deux espaces mesurables. Soit E € A ® B. Alors pour
tousx € Xety € Y,ona
Ex={y€Y;(x,y) €E} €B

et
EV={xeX; (x,y) € E} € A
Preuve : On montre que
O={E€c A®B;Ex € B,EY €« Apourtoutx € X,y € Y}
est une tribu sur X x Y telleque Q D A x B,etdonc ) = A® B.

On utilise principalement les faits suivants :
— Pourtout A e AetB e B,ona

B sixe A A siyeB
pu— y:
(A X B)x {@ sixg A o (AXB) {@ siy¢ B -
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— PourtouteE € A® B,ona
(E), = (Ex)" et (E)Y = (EY)".

— Pour toute (E,), C A® B,ona

(U En>x = U(En)x et (U En>y = J(En)".

n n

6.2 Fonctions mesurables sur la tribu produit

Soient (X; . A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur X x Y.
On définit les applications partielles f, et fY pour tous x € X ety € Y, par

fx:Y—>1R ot fy:X—>]R
yr— fx(y) == f(x,y) x— fY(x) = f(x,y)

Proposition 6.2.1. Soient (X;A) et (Y;B) deux espaces mesurables et f une fonction définie
sur X x Y. Si f est A ® B-mesurable, alors fy et f¥ sont mesurables, pour tous x € Xety €Y.

Preuve : On utilise principalement les faits que :

(D) = (f1(D))

y

et (f)7(D)=(f(D))

X

OJ

Remarque 6.2.2. La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par contre on a le résultat
suivant qui donne la réciproque dans un cas particulier.

Proposition 6.2.3. Soient (X; A) et (Y; B) deux espaces mesurables et f une fonction définie sur
X x Y. Soient f une fonction A-mesurable sur X et g une fonction B-mesurable sur'Y. Alors, la
fonction (x,y) — f(x)g(y) est A ® B-mesurable sur X x Y.

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :
1. Pour f = xpetg=pxpavecA € AetBe€ B:0Ona

f(x)8(y) = xa(x)x8(y) = Xaxp € M(X xY; A® B).

2. En explicitant le produit f(x)g(y) dans 'espace vectoriel £ des fonctions étagées
sur (X x Y, E € A® B), on établit le résultat pour cette classe de fonctions.

3. On étend le résultat obtenu pour £ a la classe M sur (X X Y, E € A® B) par le
théoreme d’approximation.

O
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6.3 Mesure produit

Théoreme 6.3.1 (A admettre). Soient (X; A; u) et (Y;B;v) deux espaces mesurés de mesures
(positives) o-finies, et E € A® B. Alors

1. Les applications x — v(Ey) sur X et y — u(EY) sur'Y sont mesurables.
2. Ona

[ vEdn(x) = [ w(EDv(y).

Proposition 6.3.2. Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Alors
1. L'application

E»—>/X1/(Ex)dﬂ(x) Z/YV(Ey)dV(}/)

est une mesure sur la tribu produit A @ B. On la note y @ v et on 'appelle mesure produit
des mesures (o-finies) y et v.

2. Pourtout A€ AetB e B,ona
u®@v(AxB)=u(A) xv(B).

3. u®v est o-finie.

Preuve :
1. Soit (E;)n C A ® B deux a deux disjoints. Alors

o () < () o
aCle

:/YZy (E%) dv(y) (u mesure)
= E})d TCM
¥ [ (B dvty) (TCM)
=Y u®v(E,
2. Soit A€ AetBe B,ona

uRv(AxB)=
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3. Comme les mesures y et v sont o-finies, il existe une partition (A ), de X consti-
tuée de parties .A-mesurables deux a deux disjoints et une partition (B,), de Y
formée de parties A-mesurables deux a deux disjoints telles que u(A;) < +oo et
v(By) < oo pour tout m, n. Alors les A,, x B, sont des parties A ® B sur X x Y.
Ona

U@V (Am X By) = (Am)v(By) < +oo.

De plus les A;; x By, forment une partition de X x Y. En effet
J(Am x By) (UA )x(UBn>:X><Y.
m,n n

On conclut alors que u ® v est o-finie.
0J

Remarque 6.3.3. La mesure produit y @ v n’est pas forcément complete si y et v sont completes.
En effet, considérons A € A tel que (A) = 0et B € P(Y) \ B, en supposant que B # P(Y).
Onabien AxB C AxYavec AxY € A@Bet u@v(AxY) = u(A) xv(Y) = 0.
Pourtant, A x B ¢ A® B, car sinon

| B sixe A
(AXB)X_{@ sixgA €8

pour tout x € X. Absurde.

Remarque 6.3.4. y @ v est 'unique mesure sur A ® B vérifiant y @ v(A x B) = u(A) x v(B),
pour tout A € Aet B € B tels que u(A) < +ooet v(B) < +oo.

6.4 Théorémes de Fubini

Théoréme 6.4.1 (Fubini-Tonelli). Soient (X;A; i) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis,
etf: XxY — R" une fonction A ® B-mesurable positive. Alors, les applications

R ix— [ flydvly) = F()

sur X et
F(f) iy — [ Peu(x) = P(f)

sur'Y sont mesurables positives, et on a

/ fly)d(pev) = /(/fxydv ))du /(/fxydﬂ ))dV(y)-

Preuve : La preuve peut se faire en 3 étapes :
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1. Pour f = xpavec E € A® B :Pour x € X fixé, on a xg(x,y) = 1 si, et seulment si
(x,y) € E ie,ye{y€Y,(x,y) € E} =: Ex. Il en résulte alors que

[ xeeyavy) = [ avly) = v(Es).

X

Or, d’apres le théoreme admis, la fonction x — v(Ey) est mesurable pour tout
E € A® B fixé. Ainsi

[, Xy v) = e v)(E)
:/Yy(Ey)dv(y) (ou encore :/XV(Ex)dﬂ(x))

= [ ([ xetenane) ) avty) (@apres ()

2. On prolonge ensuite le résultat par linéarité a la classe £ des fonctions étagées
positives sur (X X Y, E € A® B).

3. On prolonge le résultat obtenu pour £ par le TCM a la classe M ™" sur (X X Y, E €
A® B).
UJ

Corollaire 6.4.2. Soient (X; A; ) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X x Y —
R une fonction A @ B-mesurable. Alors

feLﬁQ(XXY,A®B;y®u)<=>/(/|f|dy)du<+oo<=>/(/|f|dv)dy<+oo.
(%)

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoréme de Fubini-Tonelli. O

Théoreme 6.4.3 (Fubini). Soient (X; A; u) et (Y; B;v) deux espaces mesurés o-finis, et f €
LYUX XY, AR B;u®v). Alors, ona

1. fr € LYY, B;v) u-p.p.et f¥ € LY(X, A ) v-p.p..

2. E(f) s x — [y fa(y)dv(y) = Fu(f) est p-p.p. définieet F* (f) : y — [ f¥(x)p(x)
FY(f) est v-p.p. définie.

3. [ f= [xE(f)du(x) = [, FY(f)dv(y), soit encore

/ fy)d(p@v)(x,y) = /(/fxydv ))dﬂ /(/fxydu ))dV(y)-

Preuve : Comme f € LY(X x Y, A® B;u ®v), alors f est A ® B-mesurable. On écrit
f = f* — f~ eton applique le théoreme de Fubini-Tonelli a f* et f~. O

Corollaire 6.4.4. Soient (X; A; ) et (Y; B; v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f : X X Y —
R une fonction A @ B-mesurable telle que

/(/|f|dy) dv < +oo
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ou

/(/|f|dv) dy < +oo.
/(/f@) dv:/(/mdv) du.

Preuve : Le corollaire découle immédiatement du théoreme de Fubini et de I'équivalence

(%) O

Alors

Exercice : On considere sur R? la fonction
1+17 six>0;x<y<2x
flx,y) = —1439(2 six>0;2x <y<3x
0 sinon

/]R (/]Rf(x,y)dy) dx # /IR </]Rf(x,y)dx> dy.

6.5 Changement de variables

Montrer que

Soient U et V deux ouverts de R". Un C!-difféomorphisme de U sur V est la donnée
d’une application ¢ : U — V bijective de classe C! sur U et telle que ! soit de
classe C! sur V. Une caractérisation des fonctions C!-difféomorphismes est donnée par la
proposition suivante

Proposition 6.5.1. Soit U un ouvert de R". Une application ¢ : U — R" est un C!-
difféomorphisme de U sur V- = ¢(U) si, et seulement si i vérifie les asserestions suivantes :

1. ¢ bijective de U sur V = ¢p(U).

2. ¢ de classe C' sur U.

3. Le déterminant la matrice jacobienne J () de ¢ est non nulle sur U ; J(p) # 0.
Théoreme 6.5.2 (Changement de variables). Soit U un ouvert borné de R" et i : U — R"

une application C'-difféomorphisme de U sur V = p(U). Pour toute fonction borélienne positive
(resp. f € L1), ona

1. (fou)|det(J(y)(u)|xu est borélienne positive (resp. f € L1).
2. et
[, f@da) = [ Fp(n)|det((9)(w)|dAw)

soit aussi

J F)ar(n = /Vf(v)l det(J! (1) (1)) |4A (o).
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