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Théoréme de convergence monotone - Lemme de Fatou

Exercice 1. Soit (A;),>1 une suite d’ensembles mesurables d'un espace mesuré (X, X, u) et f : X — R une
fonction intégrable vérifiant

/X |f — xa,ldu =20

(1) Montrer qu'on a |f| < 2 p-p.p. et déduire que |f + x4,| < 3 p-p.p. pour tout n > 1.
(2) Montrer que

/If—fz\du < 4/ f = xa,ldp
pour tout n > 1. En déduire l'existence de A € X tel que f = x4 u-p.p.
Exercice 2. Soient (X, X, #) un espace mesuré et f un fonction intégrable.

(1) Montrer que
/X |f1xgf15mdp — 0.

n—oo
(2) En déduire que (la continuité de l'intégrale par rapport a la mesure):

Ve>0, 36>0, VAcX, y(A)§5:>/|f|dy§e.
A

(3) Soit f : R — R une fonction borélienne et intégrable pour la mesure de Lebesgue. Montrer que la
fonction F définie sur R par

pu>:{ﬁWMd& nrel
- f[x,O] fdA, six <0
est uniformément continue sur R.
Exercice 3. Soit f :]0,1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour tout n > 1,

gn(x) = f(x"). Calculer la limite de f]oll[gnd)\-

Exercice 4. Soient (X, %, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.
(1) Montrer que lim, nu({|f| > n}) = 0.

(2) Montrer que
1
Yo [ IfPdu < oo

n>1 ‘f|§1’l

Exercice 5. Soient (X, X, #) un espace mesuré, et (f,),>0 une suite de fonctions intégrables de X dans R.

Montrer que
Z/lenldy<oo=> E/andVZ/X(an>dy.

n>0 n>0 n>0

Exercice 6. Soient (E, A, i) un espace mesuré et (f,),>1 une suite de fonctions intégrables. On suppose qu'il
existe f intégrable telle que

1= fldu = 0.

n—o0

Montrer qu'il existe une suite extraite (fp(,))s>1 convergeant vers f p-p.p., et une fonction h intégrable telle
que sup,,>q |fom)| < 1t p-p-p.

Exercice 7. Soit (fu)nen une suite de fonctions définies sur (X, X, i) mesurables et positives. On suppose que
(fn)new converge simplement vers f u-p.p., et que :

du —» / du < +oo.
/fn H fdu
Montrer que

J Vo= Flan —o.



