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Série 5b
Théorème de convergence monotone - Lemme de Fatou

Exercice 1. Soit (An)n≥1 une suite d’ensembles mesurables d’un espace mesuré (X,X, µ) et f : X → R une
fonction intégrable vérifiant ∫

X
| f − χAn |dµ −→

n→∞
0.

(1) Montrer qu’on a | f | ≤ 2 µ-p.p. et déduire que | f + χAn | ≤ 3 µ-p.p. pour tout n ≥ 1.
(2) Montrer que ∫

| f − f 2|dµ ≤ 4
∫
| f − χAn |dµ

pour tout n ≥ 1. En déduire l’existence de A ∈ X tel que f = χA µ-p.p.

Exercice 2. Soient (X,X, µ) un espace mesuré et f un fonction intégrable.
(1) Montrer que ∫

X
| f |χ{| f |>n}dµ −→

n→∞
0.

(2) En déduire que (la continuité de l’intégrale par rapport à la mesure):

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ X, µ(A) ≤ δ⇒
∫

A
| f |dµ ≤ ε.

(3) Soit f : R → R une fonction borélienne et intégrable pour la mesure de Lebesgue. Montrer que la
fonction F définie sur R par

F(x) =

{∫
[0,x] f dλ, si x ≥ 0,

−
∫
[x,0] f dλ, si x < 0

est uniformément continue sur R.

Exercice 3. Soit f :]0, 1[→ R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour tout n ≥ 1,
gn(x) = f (xn). Calculer la limite de

∫
]0,1[ gndλ.

Exercice 4. Soient (X,X, µ) un espace mesuré et f : X → R une fonction intégrable.
(1) Montrer que limn nµ({| f | ≥ n}) = 0.
(2) Montrer que

∑
n≥1

1
n2

∫
| f |≤n

| f |2dµ < +∞.

Exercice 5. Soient (X,X, µ) un espace mesuré, et ( fn)n≥0 une suite de fonctions intégrables de X dans R.
Montrer que

∑
n≥0

∫
X
| fn|dµ < ∞ =⇒ ∑

n≥0

∫
X

fndµ =
∫

X

(
∑
n≥0

fn

)
dµ.

Exercice 6. Soient (E,A, µ) un espace mesuré et ( fn)n≥1 une suite de fonctions intégrables. On suppose qu’il
existe f intégrable telle que ∫

E
| fn − f |dµ −→

n→∞
0.

Montrer qu’il existe une suite extraite ( fφ(n))n≥1 convergeant vers f µ-p.p., et une fonction h intégrable telle
que supn≥1 | fφ(n)| ≤ h µ-p.p.

Exercice 7. Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions définies sur (X,X, µ) mesurables et positives. On suppose que
( fn)n∈N converge simplement vers f µ-p.p., et que :∫

X
fndµ −→

∫
X

f dµ < +∞.

Montrer que ∫
X
| fn − f |dµ −→ 0.


