Chapitre 2

Développements limités et applications

1 Comparaison des fonctions

Soient f et g deux fonctions numériques définies dans V(xo) \ { zo}, avec.V (zg) =]zo — 7,20 + [ et r > 0.

1.1 Fonctions équivalentes

Définition:
On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de xg s’il existe une fonction h définie au voisinage de zq
telle que
f(x) = g(x)h(x) avec lim h(z) =1
T—xT(
On écrit alors f ~ g ou tout simplement f ~ g.
xo

Remarque: Si g ne s’annule pas au voisinage de zg, on a f ~ g <= lim % =1.
o r—Xo

Exemples
1) sinx v
2) tanx v

122

3) 1fcosxr5 R

1.2 Fonction négligeable devant une autre

Définition:
1) On dit que f est négligeable devant g, au point g, s’il existe une fonction £ définie dans V(zo) \ { zo}
telle que:
f(z) =e(z)g(x) avec xlina} e(x) =0
— 0
2) On dit que f est négligeable devant g au voisinage de U'infini s’il existe une fonction e définie au voisinage
de l'infini telle que:
f(z) =e(x)g(z) avec lim e(x) =0

T— 00

1.3 Notation Landau:

Si f est négligeable devant g, au voisinage de xg,on note f = o(g),
et on dit que f est un petit o de g.
Remarques
1) Si g ne s’annule pas au voisinage de xg on a

f =o(g) au vois(xg) < lim L&) =

o 9(%)

2) De plus f ~ g <= f — g = o(g), au vois(zp).
zo

Exemples:
1) 2% = o(z”) au vois(0), si a >
2) 2% = o(x?) au vois(c0), si a < B

2 Développements limités

Définition : Soit f une fonction numérique définie sur V(zo) \ {zo}
On dit que f posséde un D.L d’ordre n au voisinage de zg, s’il existe un polynéme P, (z) de degré inférieur
ou égal a n:
P, (z) =ag+a1(x —x0) + -+ + an(z — )"
tel que
f(@) = Po(z) = o((z — x0)")



c’est a dire
f(x) =ao+ a1(x —xp) + -+ + an(x — 20)" + (z — zo)"e(x — o),
avec e(x — xg) — 0 lorsque  — xg
P, (x) est appelé partie entiére ou réguliere du D.L de f(z).
(x — x0)"e(x — xg) est appelé reste du D.L de f.

Remarques

1) Le développement limité est une notion locale, c¢’est-a-dire que le DL de f n’a d’intérét que pour x €
Vois(zo).

2) Pour simplifier, on calcule le D.L de f(z) en 0. Pour obtenir un D.L en xy, il suffit de remlacer x par
(z — x0).

3) Pour obtenir un D.L au voisinage de U'infini, on se raméne au calcul du DL en 0, en posant X = %

Théoréme 1 : Unicité du développement limité
Si f admet un D.L d’ordre n en 0 alors il est unique.

i.e; si f(z) = Po(z) 4+ o(a™) alors P,(x) est unique.
Remarque : L’unicité est a prendre dans les sens que la partie polynomiale du DL d”ordre n au voisinage de 0
est unique.
Théoréme 2 : Développements limités des fonctions paires et impaires.
Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0 et qui admet le D.L
f(z) =ao+ a1z + -+ apz™ + z"e(x), avec ;11)%6(1') =0
En posant P, (z) = ap + a1z + - - - + a,2"™, on peut écrire que
f(@) = Po(x) 4 o(z")
i) si f est paire alors la fonction polynomiale P, est paire, ce qui implique que:

aq :a3:...:a2k+1 :...:0
ii) si f est impaire alors la fonction polynomiale P, est impaire, ce qui implique:
a0:a2:...:a2k:...:0.

3 Cas des fonctions de classe C"

On rappelle le théoréme de Taylor-Young:
Si f est de classe C" sur un intervalle I contenant 0 et que f("t1) est bornée au voisinage de 0, alors f
admet un développement de Taylor:

J(@) = £0) +2f'(0) + 5 f"(0) + -+ + L F(0) + 2”e(x), avec lime(z) =0

r—

qu’on peut écrire aussi
F(@) = f(0) +af'(0) + & f"(0) + -~ + L f(0) + o(a”)
Donc la fonction f admet un développement limité au voisinage de 0:
f(@)=ao+ a1z + -+ a,z™ + o(z™), avec ay = f(kk)!(o) , k=0,1,---,n
Remarque
Il existe des fonctions qui ont un DL d’ordre n et qui ne sont pas de classe C™.
Par exemple:

3gin(L) si
s ={ g DR
On a f(z) = z*[zsin(1)] avec lii%xsin(%) =0

donc f admet pour D.L en 0, d’ordre 2: f(x) = 0+ o(z?),
alors que f” n’existe pas.en 0.

4 Opérations sur les développements limités

4.1 Somme

f(@) = Pu() +o((x — 20)") }
" = f(z)+g9(x) = P(x) + Qn(x) + o((x — x0)"
g(x):Qn(x)+O((w—xo) ) f( ) g( ) ( ) Q ( ) (( 0) )
Si f et g admettent un développement limité o l'ordre n et m, respectivement, au voisinage de xq, alors f+g
admet un développement limité & 'ordre min(m,n), obtenu en faisant la somme des développements limités de

fetg.



Dans le calcul de la partie principale du DL, on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal ¢ n.
Exemple:

Sif(-’f)=2+$+’fg+0( )etg():—2+:2+%+o(x4)
alors f(z) + g(x) =+ %5 + % + L 4 o(z?)

4.2 Produit

= o — n
o gl b = @) ate) = (Pafo) % Qulo) + ol - 20))

Si f et g admettent un développement limité, au voisinage de xg, respectivement o Uordre n et m, alors
f.g admet un développement limité & l'ordre min(m,n) obtenu en multipliant les deux développements limités
de f et g.

Dans le calcul de la partie principale du DL, on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal a
min(m,n).
Exemple:

f@)=2+z+ % +o(z )etg( ) —24 & + % +o(a?)

alors f(z) x g(z) = —4 — 2z + 222 + 32° — Lot + o(a?)

4.3 Quotient

Si f(xz :) Pn(mz +) o((az(— mg)"; et g(z) = Qn(z) + o((x — x0)™) avec g(zo) # 0
fx:an +o((z — x0)" T P, (z n n
() = Qn(o) + o((z — a0)") ot gla0) £0 | 7 7 = @) ol = m0)") = So) (o —0)")
Si f et g admettent un développement limité a 'ordre n, au voisinage de xq et si g(xg) # 0 alors 5 admet
un développement limité & 'ordre n.au voisinage de xg.
Pour déterminer la partie principale S, de 5, on fait la division de P, par @, suivant les puissances
croissantes de x, & 1'ordre n.
Remarques :
1) Si g admet un D.L d’ordre n, en 0 et que g(0) # 0 alors 5 admet un D.L d’ordre n en 0.

2) Pour calculer le D.L d’ordre n de 5’ I suffit de montrer que X admet un développement limité a lordre

n puis de faire le produit par celui de f et ne conservant que les termes de degré < n.

3) Dans le cas ot g(0) = 0, on peut opérer de maniére analogue, mais on obtient un développement dit
développement limité généralisé.
Exemples:

2 .3 4

1) Si f(z) = =243z 4+ % + 4 +o(2?) et g(z) =2+ + & +o(z?)

alors g(0) #0 et on a

gg; =—1+2z¢— 22?4 $a® — SLat + o(2?)
2) D.L de cos(z) d’ordre 4, en 0 est
cos( )—1———1— o +0(374)
d’ordre 4 en O:

D.L de i
On a COb( ) =1#0 x) =ag + a1z + axx? + a3x3 + agzt + o(z?)

cos(ac) est paire = a; = 0’3 = 0 = cos(gc) =ap + (125‘52 + CL4JZ4 + O(JZ4)
cos(z) X Cog(x) =l (1-% + T C 4 o(x?)) x (ag + azx® + agx* + o(z?)) =1

= ap+ (—% + az)z? +(“°+“2+a4)$ +o(zt) =1
En identifiant les coefﬁcients, on obtient:

Comme

ag =1 ap =1
) _ _— _ — 1 :’7_

2 +az = a2 = 3 cos(z) 1+ %5 +24$ +O( )
[V R — ay = £+ +1 =235
24 2 4 4= 24T 1 24

4.4 Composition :
Soit f est une fonction définie au voisinage de 0 qui admet un développement limité d’ordre n.
Soit g une fonction définie au voisinage de 0, telle que lin}) g(x) = 0 et qui admet un développement limité
r—

d’ordre n en 0,
alors f o g admet un développement limité d’ordre n en 0,



La technique a utiliser est de remplacer tous les termes en = de la partie principale du DL en 0 de f par la
partie principale de g et en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal & n:

f@) =3 agat +o(z™),  g(z) = g by + o(a")

On remarque que by = 0 car lir%g(x) =0et alors fog(z) = Y ar(g(x))* +o(z™)
et chacune des fonctions (g())* posséde un D.L. d’ordre n.

4.5 Exemples

1) Une autre maniére de développer ﬁ lorsque f(0) # 0
s = I = [l (-5 + G Fo@h) = (1+X)7!

Comme X = —% + % + o(x*) — 0, lorsque = — 0, on peut utiliser le DL :
1+X)* =1+aX + 2 Ux2 4 ... 4 alezDlezlamntl) yn 4 o(X7), avec a = —1
1+X) 1 =1-X+ X2 - X3+ X*+0(X?)
2 4
o = [+ (=5 + 47 +o(@))] !
On ne garde dans la partie principale que les mondmes de degré< 4.

I2 1‘4 I2 1‘4
=1 (=5 +5) + (=% + 557 +o(z?)

cos(z)

Cosl(:r) =1+ %2 - (i - i)‘%A + O(:LA) =1+ m; + %.’174 + O(,’]j4)

2) Calculer le DL d’ordre 3 de f(x) = *™(®) en 0.
3) Calculer le DL d’ordre 2 de h(x) = e®(®) en 0.

5 Calcul des D.L

5.1 Développement limité des fonctions usuelles
2 "

1*1 x z n
e = +ﬁ+§+“'+m+0<$)
L opr1 TP 2p+1
i — T (1) P
sin(e) =@ = gy b g b DT ey @)
2 ot %P
=1 -4+ ... —_1)P 2p
cos(z) =1 TR +(-1) (2p)!+ (xP)
ala—1 ala—1)(a—2) - (a—n+1
(1—1—%)&:14—0433—}—%%)24_...4_ ( )( 73' ( )$n+0($n)
1
1+x:1—x+x2+---+(—1)”x”+o(x”)
z? n " n
ln(1+a:):x—?—|—~~—|—(—1);—i—o(x)
2 ZL’4 l,2p api1
3 1'5 x2p+1 -
— T P
sh(z) =2+ 57+ 7 + +(2p+1)!+0(x )

Propriétés du DL

Si f admet un développement de Taylor-Young d’ordre n, au voisinage de 0
2 n

f@) = f(0) +xf'(0) + & f7(0) + - - + L f(0) + o(2™)
alors sa dérivée admet DL d’ordre n— 1 o

fl(@) = f(0) +af"(0) + G fP0) + - + Emgy F7(0) + (™)
Le polynome principal de f’ est la dérivée du polynome principal de f.
c’est—dire

f(z) = P,(z) + z"e(z) et f existe = f'(z) = P! (z) + o(z"71).



5.2 Exemples

1) Développement limité de f(z) = arctan(:z:) a lordre 5, au voisinage de 0:
f'@) = g = (1427 =12+ 2" +o(a)
— f(@) =z - % + % +o(a®)

2) (Aresin(z)) = s = (1-2?)72 = 14 2? + Sa' 4 a0 + o(af)
= Arcsin(z) =z + 1$3 + 41 54 %x7 +o(z")
3) Développement limité de f(z) = zcot(z) a lordre 5 au voisinage de 0:
3 5
_ xcos(z) r—2Z- 427 to(z®)
On a f(z) = qin(T) = f(z) = o2 4 25 o(a?)

zeot(z) =1— ——gx 4+ o(ah)

6 Géneralisation des développements limités

6.1 Deéveloppements Limités au voisinage de l’infini:

Soit f une fonction définie au voisinage de l'infini ¢’est & dire f définie sur |A, +oo[ ou | — oo, B[ avec A > 0 et
B <O.
Définition :
On dit que f admet un D.L d’ordre n au voisinage de l'infini si elle est de la forme
fl@)=ao+ 2%+ % 4+ + %2 4 o()
Remarque :
Si f admet un D.L en % au voisinage de l'infini, alors f admet une limite finie lorsque x — oo.

Les D.L au voisinage de 'infini sont utilisés pour 1’étude des branches infinies des courbes.

6.2 Deéveloppements Limités géneralisés:

Soit f une fonction définie au voisinage de 0, sauf peut étre en 0, telle que z? f(z) posseéde un D.L au voisinage
de 0
2P f(x) = ap + a1z + axx? + - + a,a™ + o(z")
— ) =% Syt 0P+ o0 )
on dit alors que f admet un D.L généralisé au voisinage de 0.
Ezemples
1) zcot(z) =1— % — ﬁ—;m‘l —o(2®) = cot(x) =1 — £ — 2 —o(a?)
2) Le développement limité généralisé. pour calculer le DL de 5, dans le cas ot g(0) = 0:
Si f(z) =1+z+ 23+ o(x3) = P3(z) + o(x?),
et g(z) = 2z + 323 + o(2?) = 2z(1 + 32?) + o(2®) = 22[Q2(x) + o(2?)]
3
1

alors 58; =5 x gz((i)) =Lt(l+z-32240(z?) =L +1-

7 Applications des DL

7.1 Calcul de limites

Remarques
(i) Si f admet un développement limité d’ordre n, au voisinage de 0, f(z) = P,(z) + o(z™), alors
lir%f(x) = P,(0).
xr—
(ii) En géneral les DL sont obtenus a partir des DL usuels au voisinage de 0 et des théorémes de bases sur
les DL.

1) Soit f(z) = (14 1)*, calculer lim f(x).

Tr——+00
Onaln(f(z))=In((1+1)*)=zn(1+ 1)
Au voisinage de +00 on a

In(1+2) = 5 +o(3)
d' ot hm :cln(l + ) = hrf (I+0(1)=1
et alors hm f (). =

2) Calculer lm% In( m)



sin(x))

Calculer le D.L & l'ordre 2 au voisinage de 0 de In(—;

On trouve: 1n(sm$ﬁ) = —9”6—2 + o(z?)
ce qui va donner glgz_r)ré ln(@) =0

3) Soit f(z) = (25 — ﬁ) Calculer il_»m1f(x)
On pose t = = — 1 de telle sorte que t e 0.

On a f(x) — 111(1+t)—t

tn(1+E) -
Comme In(1+¢) —t = _2%2 +o(t?),
on obtient I?Ezrltl;)t - 1;74:32&(;)2)
— lim 05— L lim f() = — 4.

4) Soit f(z) = %, calculer };E%f(m)
En utilisant le D.L3
sin(z) =z — & + o(2%)
cos(z) =1-— %2 +o(z?)
tan(z) = = + % + o(x3).

sin(e)—tg(z) _ —%a4o(@®) _ 3
sin(z)(1—cos(z)) — 373+0($3) =-1+ O(fE )
= lir%f(a?) =-1

on trouve f(z) =

7.2 Application a I’étude des fonctions

Asymptote:
Une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe (C) admette une asymptote, a U'infini, est que 'on
puisse trouver a et b tels que
lim (f(z) —az —b) = 0.
Tr—00
Ce qui est équivalent a f(z) = ax + b+ e(z), avec lim e(x) =0
r— 00

Exemple Pour f(z)=%2y/22 -1, ona @ =z2/22 — 1.
Pour avoir le D.L au voisinage de 'infini on fait le changement de variable z = %,
1) X (1 4 ox) /T KT — f,@ = (1+2X)V1 - X?5i X >0
z RY f(“L):—(1+2X)m51X<O
1+2X —1X24+0(X?)si X >0
—1—2X—%X2+0(X2) si X <0

\/1—X2=1—;X2+0(X2)=>f<f)={

_ r4+2— 5 +o()siz>0
:>f(x)—{ —r—2—5-+o(X)siz <0
Au voisinage de 400,
la droite y = = + 2 est une asymptote & la courbe de f et la courbe est située en dessous de 'asymptote,
puisque la différence
. 1
f(z) — 2 — 2 est du signe de —5_.
Au voisinage de —o0,
la droite y = —x — 2 est une asymptote a la courbe de f et la courbe est située au dessus de 'asymptote,
puisque la différence
A . 1
f(z) + 2+ 2 ale méme signe que —5-.
Direction asymptotique :
Si f admet un D.L au voisinage de I'infini de la forme
f(z) = ax+ b+ xe(x) avec lim e(x) =0
Tr— 00

le coefficient directeur de I'asymptote oblique est lim
r—00

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait une direction asymptotique est
lim @ =a€R
Tr——+00
Branche parabolique :
La courbe admet une branche parabolique lorsque
(@)
xr

admet une limite finie a, lorsque © — oo et f(z) — ax n’a pas de limite finie, lorsque z — oo

lim {9 = get lim f(z) —ar =0
z—+oo T ——+00



On dit que la courbe admet une branche parabolique dans la direction de coefficient a
lim &) =4

z—+4o0 T

Exemple

Pour f(xz) =+/x ona
lim L& — jim ¥E —
z—+4o0 T z—+o0 ¥
mais
lim f(z)—0xz= lim 2=+
Tr——+00 r— 400
On a une branche parabolique dans la direction de ’axe des ordonnées.



