Chapitre 3

COURBES PARAMETREES PLANES
ET APPLICATIONS

Une courbe est définie
—explicitement par des équations de la forme y = f(x) ou z = g(y)
—par une équation implicite F'(z,y) = 0.
—par un paramétrage:
fitel—(z,y)=(z(t),y(t) = f(t),(avec I C R)

Exemples:
1)z =3—t, y=1t>—2,t€R, cest une parabole.
2) x =2cosf, y =2sind, 0 <6 < 2m, c’est le cercle centré en 0 et de rayon 2.

Dans toute la suite: N
—on se place dans P, le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j ).
—ce plan est alors identifié & R2, I’ensemble des couples de réels formé des coordonnées cartésiennes.

- = =
—pour tout M € P, on pose OM =z i +yj et on note M = (z,y).

1 Fonctions vectorielles a variable réelle.

I est un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
Définition:

Une courbe paramétrée plane est une application

f:ICR—R?
t— £(t) = (2(),y(1)).

Ainsi une courbe paramétrée est une application qui & un réel ¢, appelé, le parameétre, associe un point du
plan M(t).

C’est aussi ’ensemble des positions prises par un point M € P, dont les coordonnées sont des fonctions
d’un parameétre t:

Remarque:
Si ce parameétre ¢ est le temps, il s’agit alors de la trajectoire du point M.
On pose I' = {M = (z,y) € P; x = x(t) et y = y(¢) ou t décrit I}.
La courbe I" est paramétrée par la fonction vectorielle & variable réelle:
frtel— f(t) = (x(t),y(t)),
les deux fonctions x et y sont & valeurs réelles et définies sur I.
On a alors
Ja) =1
— — —
pour tout ¢t € Iet tout M € I', OM(t) =xz(t) i +y(t)j
On dit alors que I' est décrite par les équations :
x=x(t), y =y(t) pour t € I.
Exemples:
1) La droite:

— —
Si la représentation d’une courbe I', dans un repére orthonormé (O; i, j ) est

)

z(t)=at+a
y(t) =Bt +b
telICR

alors I' est la partie de la droite de vecteur directeur (a, 3) passant par le point A(a,b), correspondant aux
valeurs prises par x et y quand ¢ décrit I.
Si I =R, alors I' est une droite d’équation. y = cx + d.

2) Le cercle:



— —
Si la représentation d’une courbe I', dans un repére orthonormé (O; i, j ) est

b

x(t) = rcos(t)

y(t) = rsin(t)
telICR

alors I' est la partie du cercle de centre O et de rayon r. correspondant aux valeurs prises par x et y quand
t décrit I.
Si
—8Si I =10,27], alors I" est le cercle de centre O et de rayon r.
—Si I =[0,7], ¢ décrit [0, 7] , z décrit [—r,r] et y décrit [0,7] i.e. T est le demi-cercle "positif" de centre
O et de rayon r.
Remarque:
1) Dans les exemples 1) et 2) ci-dessus, on a pu éliminer le parameétre ¢ entre x et y, et obtenir une relation
ente r et y :
F(z,y) =0.
Ce n’est pas toujours le cas:
Pour déterminer la courbe paramétrée I', dont la représentation, dans un repére orthonormé (O; 7 7) est
donnée par
{ z(t) =2+ 7
y(t) = t + t21—1
une étude est nécessaire.
2) Si la courbe I' est paramétrée par f(t),t € I et si¢: I — J est une bijection continue, alors I' est aussi
paramétrée par fop(s),selJ.
3) Si F est une fonction continue de I — R, alors son graphe est la courbe paramétrée par f : t — (¢, F(t))
avect € 1.

)

pour t € ]—o0,—1[U] —1,1[U]1,+00]

2 Limite, Dérivée, vecteur vitesse et tangente

Définition
Soit une courbe paramétrée f:t € I — f(t) = (x(t),y(t)) et to € I, alors:
1) tl’mt@ f(t) = (a, B) si et seulement si limz(t) = « et tln?y(t) =0
—to —to

t—to
2) La courbe est continue en ty si et seulement si les fonctions z(t) et y(¢) sont continues en t.
2) La courbe est dérivable en ¢y € I si et seulement si les fonctions z(t) et y(¢) sont dérivables en t;. Dans
ce cas le vecteur dérivé de la courbe en tg est le vecteur f/(to) = (z'(t0), v (t0)).
Remarque:
Si le parametre ¢ est le temps, alors z(t) et y(t)) sont les coordonnées d’un point mobile M (%).

Si t # tg, la vitesse moyenne du mobile entre les instants ¢ et ¢y est donnée par le vecteur
1
t—to M(t)M(tO)
qui a pour coordonnées
(w(t)*ﬂ?(to) y(t)*y(to))

t—to ’ t—to

— —

dans la base (i, j)
Lorsque t — o, 730(2:?0(%) — &' (to) et 7?’“1:?0“0) — y'(to)
Définition:
Le vecteur ' (tg) = (2'(to), % (to)) = f'(to) est appelé aussi le vecteur vitesse de M (t) a I'instant ¢ = to.

2.1 Tangente en un point régulier

Soit M (to) = (x(to),y(to)) avec t, € I et tel que x et y soient dérivables au point ¢,.
Définition: Le point M (¢g) est dit régulier si
[ (o) = (2'(to), ¥/ (t5)) # (0,0)
Lorsque ¥ (to) # 6), la droite passant par le point M (ty), de vecteur directeur ' (t) et paramétrée par:
{ xr(s) = z(tg) + (s — to)x' (to)
yr(s) = y(to) + (s — to)y'(to)
est appelée la tangente A la courbe paramétrée, au point M (tg), a Uinstant ¢g.

Une équation cartésienne de la tangente & T', & l'instant tg:
(X — 2(t0))y "(to) — (¥ — y(to)z "(te) =0




(les inconnues sont X et Y).
Cette droite passe par M (to) et elle est parallele & ¥ (tg).

2.2 Tangente en un point stationnaire

Soit M (to) = (x(to),y(to)) avec t, € I et tel que = et y soient dérivables au point t,.
Définition: Le point M (¢,) est dit stationnaire si
F (o) = (@' (o), y'(t)) = (0,0)
Si ¥'(tp) = 0, on considere
p =le plus petit entier tel que:
(@) (t0), y®(t0)) # 0.
B
alors lorsque t — g, ﬁM (t)M(tp) admet pour limite:
f(p)(to)
= (&9 (10), ¥ (10))
On dit aussi que la courbe admet pour tangente, au point M (¢g), la droite d’équation:
(X — 2(to))y™ (to) = (Y — y(to)z™ (t0) = 0
qui passe par M(ty) et qui est paralleéle a £ (t).

y(p) (to)
x(l’)(to)

La pente de la tangente a T', est donnée par: v(t,) =

2.3 Etude locale
2.3.1 Points multiples:

On dit qu’un point A de la courbe paramétrée T" est double s’il existe t; et to € I distincts tels que: M (t1) =
M(te) = A.
La recherche de ces points s’effectue en résolvant le systéme

y(t1) = y(t2)

De méme on définit la multiplicité d’un point A, de la courbe paramétrée I': c’est le nombre de réels
t € I, pour lesquels A = M (t).
Exemple: La courbe paramétrée
{ x(t) = 2t + 12
y(t) =2t — %
a un point double de coordonnées (1, —5)
Exemple: point simple, double et triple:

{ v(t) =) b b eIt <t

pour t € R*,

2.3.2 Point bi-régulier

Définition:

Sit — x(t) et t — y(t) admettent des dérivées secondes en t,, on dit que M (tg) est dit bi-régulier si
{f '(to), f " (to)} sont linéairement indépendants.

. xl(to) l‘”(to) ‘ 3 3
c’est dire | 0 ok/(to)y” (to) — 27 (to)y/(to) # 0
S v |

Dans ce cas:

f(t) = f(to) = (t = to) f '(t0) + 522 £ (t0) + (¢ — to)*(t — to)

Dans ce cas, M(tg) est point d’allure ordinaire:

2.3.3 Position de la courbe par rapport a sa tangente M (o).

On suppose que t — x(t) et t — y(t) admettent des dérivées d’ordre n, en t,. (n > q,p)
Soit p le plus petit entier tel que:
(@) (t0),y®) (t0)) # 0,
Soit g le plus petit entier supérieur a p tel que:
{f®)(to), fD(ty)} forment une base de R:
2(P) (to) (D (tg)
() (1) (@ #0
Y (o) 3 (to)



La formule de Taylor-Young, d’ordre g, autour de to:

o(t) = o(to) + L0 ®) (o) + ... + LR (D (1) + (¢ — to)9e1 (¢ — to)
y(t) = ylto) + Sy @ (ko) + ... + Ly 9 (t0) + (= to)2ea(t — to)
avec £1(t —tg) — 0 et e2(t — t9) — 0 lorsque ¢t — .

Donc pour p+ 1 < n < g —1, I, tel quef™ (tg) = A, fP)(to),

7(8) - f(to) = 1
_ q—p—
[ + Aps1 E;+t1t))) ot A (t (t;ll)l 1(t — to)pf(p)(to)

+(t7q%)qf(q) (to) + (t —to)%e(t — to)
Ft) = fto) = X1(£) fP (to) + Yi(t) £ (D (to) + (t — to)%e(t — to)

avec
e(t —to) — (0,0), lorsque t — o,

—4q)a—P—1
e (1) = [4 + Apir () + o Aoy ES ) (8 — o))
q
ot 1) = M
Donc (z1(t),y1(t)) ~ les coordonnées de f(t) — f(to) dans la base {f®)(tg),f (9 (to)}, lorsque t — to.

ler cas : p impair et ¢ pair, alors M(ty) € I est dit ordinaire:

2éme cas: p impair et ¢ impair,
alors M (to) est dit point d’inflexion.
Au voisinage du point M (ty), la courbe a une allure de la forme suivante:

3éme cas : p pair et ¢ impair,
alors M (tg) est un point de rebroussement de premiére espéce.
Au voisinage du point M (¢g), la courbe est de la forme:

4éme cas: p pair et ¢ pair
M (tp) est un point de rebroussement de seconde espéce:

2.4 Branches infinies:

On peut avoir des branches infinies lorsque
t — 400, t — —00, t—t; out —t}
si to est une borne du domaine de définition de la courbe paramétrée I' = f(I)
Définition:
On dit que la courbe paramétrée I' admet une branche infinie pour ¢t — ¢ si



lim HOM(t)H = +o0,

t—t,

avec HWH = /z(t)2 + y(t)? et OT(tS = x(t)? —i—y(t)?>

Proposition :
I' présente une branche infinie pour ¢ — ¢, si et seulement si
lim _([z(8)] + [y(2)]) = +o0.

*lo

Démonstration:
On a: Iw(tﬁjr ly(®)* < (J=(®)] + ly(t)])?
= oM )| < o) + )]

D’autre part on a |z(t)] < \/|z(£)]> + |y()]* et

2 2
ly@®)] < /=@ + [y ()]
—
— [o(t)] + y(t)] < 2 |OM(2)| .
Propriétés : .
1) Si tlintl z(t) =l eRet tlintl y(t) = £oo alors & = [ est une asymptote verticale a I au voisiange de ¢o.
—10 —10

2) Si limz(t) = oo et limy(t) =1 € R alors
t—>t0 t—>t0
y = | est une asymptote horizontale & I" au voisiange de .

- _ . _ o a(t)
1) Si tlgg)x(t) = +o00 et tlgglgy(t) = +00, on pose o = tlg?oiy(t)’
N
i) si @ = +o0, on a une branche parabolique de direction (O; j

2

). wois(to)
ii) si @« = 0, on a une branche parabolique de direction (O;
iii) si @« € R* , on pose = tlir? (y(t) — z(¢)), alors
—1o
— soit B n’existe pas , on a une branche infinie de direction y = ax

— soit 8 = 400, on a une branche parabolique de direction y = ax
— soit B € R, on a y = azx + B est une asymptote a la courbe T’

Exemples :
T =2t+1t?

1) Soit I'
) 5o {y=%—é

Quand t — 400, on a z(t) et y(t) — +o0o0 = on a une branche infinie.

1
y() _ 27 28 . N =
o) = 2T T 1ras o 0, on a une branche parabolique de direction (O; i )..

Comme
r=1t>+ %
y=1+ %
sit— 0% on a z(t) et y(t) — +o0

t—0

2) Soit T la courbe paramétrée:{

= T a une branche infinie au vois(0")
y() _ g 241 1
De plus, o(t) t2+t% = $B2 t—TO>+ 3
= y = 2z est une direction asymptotique au vois(0™).

Comme y(t) — sa(t) =t — 4t - o+,
t—0

2
la droite y = %1: est une asymptote a la courbe T, v0is(07), et la courbe est au dessus se son asymptote.

3 Reéduction du domaine d’étude

a) Périodicité
Définition: On dit que la courbe paramétrée est périodique, et de période T, si et seulement si:
WH)Vtel, t+T el
(ii)Vte I, M(t+T) = M(t).
ce qui est équivalent a
x(t) et y(t) sont périodiques sur I, et de période T

Exemple :



Le cercle C(M(ty),r) peut étre paramétrée par:

z(t) =r cos(t) + x,
y(t) =r sin(t) + yo
teR
Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques, de période 27, il en est de méme de la courbe.
L’étude d’une courbe paramétrée, périodique de période T, se fait dans un intervalle de longueur 7', par
exemple [t,,t, + T] N I, pour un point quelconque ¢, € I.
b) Invariance par translation:
La courbe I' est invariante par la translation si et seulement si S(I') =T
Soient M €T et ¥ le vecteur de la translation .
La condition $(I') = T s’exprime de la fagon suivante :

VM € T,9(M)eTet VM eT,3My €T : (M) = M &
e a— —_— N
Vt € I,V el:MOMt)=vetItael Mty)M(t) =

c) Symeétries :
Symeétrie centrale :
Soit S la symétrie par rapport a un point A(a,b);
I" est invariante par la symétrie S si et seulement si S(I') =T..
Comme on a S2?=Id, il suffit de vérifier que S(I') C T .
Soit (a,b) les coordonnées du centre de la symétrie S, la condition s’écrit :

Viel, 3t €l x(ty) =2a—x(t) et y(t1) = 2b — y(t)

Remarque : Si z et y sont impaires, alors I' est symétrique par rapport a l’origine.

Exemple : Trouver le centre de symétrie de la courbe I' d’équations

z(t) =13 — 32 + 2t
y(t) =23 — 6t + 13t + 11
teR

Symétrie par rapport & une droite paralléle & un des axes:
lest invariante par rapport a la symétrie d’axe x = a si et seulement si:

Viel, 3ty el x(t) =2a—x(t) et y(t1) =y(t)
I" est invariante par rapport a la symétrie d’axe y = b si et seulement si

Vtel, It el x(t) =a(t) et y(t1) =2b—y(t)

4 Construction de courbes paramétrées planes

4.1 Plan pour I’étude d’une courbe plane paramétrée par une fonction f : [ — R?

1) Détermination du domaine de définition de f, puis recherche d’éventuelles symétries (parité, périodicité,
etc...)

) Etude des fonctions x(t) et y(t)
) Etude des branches infinies, recherche des courbes asymptotes.
) construction du tableau de variations de x(t) et y(t)
) recherche des points particuliers: stationnaires, multiples, d’inflexion et de rebroussement.
6) Tracé de la courbe dans un repére orthonormé, aprés avoir cherché les positions des branches de la courbe
par rapport aux asymptotes, intersection avec les axes de coordonnées, avec les asymptotes.

2
3
4
5



4.2 Applications
4.2.1 Exemple 1

Soit I' la courbe paramétrée définie par :

_ (t+2)?
x(t) - (ttj_21)2
y(t) =~ —

(i) Domaine de définition: I =]—oco0,—1[U] —1,1[U] 1,+o0]

(ii) Domaine d’étude:

Pour tout ¢t € I, (—t) € I et (x(—t),y(—t)) = (—y(t), —x(t)) = —(y(t), z(¢))
= la courbe est symétrique par rapport a la 2¢™¢ diagonale y = —zx.

Donc l'étude se ramene a Ig = [0,1[U] 1,400 .

(iii) Etude aux bornes

(z(O),y(O)) - (43 74)
t— 1, t=1+4c¢

9 3
x(1+5):§+15+0(s)

1
y(1+5):—2+5+g

1) t— 1"
9-
a(t) — Si(t) — —o0
9+
2) =17, a(t) — () — +oo
9
Tr= =
2

3) t — 400

1 1
x(t)=t+3+t—|—0<t> — 400

1 1
y(t):t—3+t+0<t> — +00
Au voisinage de 400, il y a une asymptote oblique: z=t+3,y=t—-3=Y=2—-06
au voisinage de +oo: y(t) — (x — 6) > 0 =la courbe est au-dessus de Pasymptote.

(iv) Tableau des variations :

2 -2
)= 58 ey = H50)
1 2 400

t 0
2(@t)| 0 +
4

+ +
a(t) S92 0 g F=
yt) | -4 N [T N 0 F
y'(t) | 0 - I - 0 +

(v) Point remarquable
—Au voisinage de t =0, on a
— — — - — - =
OM(t)=(4i —45)+ (i — j)2+ (=1 — j)t*+0(t?)
_ 3
ft) = ( _44 > 12 ( _11 ) +13 ( _} ) + ( 2833 )Doncp = 2 pair, ¢ = 3 impair= M (0) est un point
de rebroussement de 1¢7¢ espéce.
La tangente est la 2¢™¢ diagonale.
—Pour t =2, f(2) = (£,0) f/(2) = (3,0) et l'équation de la tangente en M (2) est :y =0
(vi) tracé de T



2+

4+ =

4.2.2 Exemple 2:
2
()-(£)
y(t) "
4.2.3 Exemple 3

x(t) t?

Nature du point M (0) de la courbe paramétrée: f(t) = y(t) - !

() _( 2 [0
(vin )= (st )= ro-(3)

(t) N _ (2 iy — 2 _
(y”(t))_(ﬁt):f(o)_ 0 = p=2

x/”(t) — O " _ 0 _
<y///(t)>—<6>:>f (0)_ 6 =q=3
=—> p =2 et g =3 c’est un point de rebroussement de lére espéce.
De plus la tangente horizontale

= s



y 200+

100 T

-100

-200

5 Construction de courbes planes en coordonnées polaires

Soit M = (x,y) € P
Définition
On appelle systéme de coordonnées polaires tout couple (r,6) de nombres réels tel que
(x,y) = (rcosb,rsinb)
Remarques:
1) |r|=distance de M a O.
0= angle formé par Ox et la droite qui passe par O et M.
2) Tout élément de R*posséde une infinité de systémes de coordonnées polaires.
3) Dans le cas ott u: R — R?
6 — u(f) = (cosb,sin )

u est C>® et on a

(@)[[u(0)]] =1,

(i1)u'(8) = (—sin 0, cos 0) vérifie v/ (0)u(f) = 0 et||u’(0)|| = 1
= {u(0),u/(0)} est une base de R?

5.1 Etude d’une courbe paramétrée de la forme f(0) = r(0)u(f)

f:0el— f(0)=r0)uld
avec u(f) = (cosf,sinf) et r: 0 € I — r(0) €
Soit @ € I, comme f '(a) = ' (a)u(a) + r(a)u'(a),
r’(a) et r(a) sont les composantes de f/(«) dans la base
{u(a), u'(a)}.
—8i [f (o) # (0,0) ] alors r(a) #0et f'(a) # (0,0)
= la courbe posséde une tangente au point f(«), qui est un point régulier.
Si en plus r /() = (0,0) alors f '(«) = r(a)u’(a)
—La tangente au point f(«) est orthogonale a la droite qui passe par O et f(«).
—8ilf (@) = (0,0)| ¢t si il existe V = vois(a) tel que
(0,0) & f(V~{a})
=7r(0) #0,¥0 €V \ {a}.
La pente de la droite qui passe par f(a) = (0,0) et f(6) est tand
—la courbe admet une tangente au point f(a) = (0,0), dont la pente est éim tan .

—Q

Si en plus 7/ () = 0, alors f(«) = (0,0) est un point stationnaire.
Pour connaitre la position de la courbe par rapport a la tangente, on étudie les dérivées d’ordre supérieur.



5.2 Plan d’étude

f(0) =r(0)u(d) avec u(f) = (cos @, sin 9);

1) Détermination de l’ensemble de définition, recherche de symétries, parité et périodicité de r, pour réduire
le domaine d’étude de 7.

2) Etude de r aux extrémités des intervalles qui forment le domaine d’étude de r.

3) Etude des branches infinies.

4) Tableau de variation de r. Recherche des points ot  s’annule et étude de I’allure de la courbe au voisinage
de ces points.

5) Tracé de la courbe aprés avoir précisé les points d’inflexion et les points multiples;

5.3 Exemples
5.3.1 Exemple 1: la cardioide r(6) = 2(1 — cos §);

1) r est de classe C* Elle s’annule si § = k27, k € Z
2) r est 2r—périodique, donc on I'étudie sur [—m, 7]
r est paire, donc la courbe est symétrique par rapport a I’axe des abscisses,
on l’étudie alors sur [0, 7]
3) '(0) = 2sinf = ' > 0 sur |0, 7| donc r est strictement croissante sur |0, 7| et elle croit de 0 jusqu’a 4.
Le carré de la vitesse est r(0)% + 7/(0)? = 8(1 — cos6), qui s’annule si 6 = 0.
4) Au voisinage de § =0 :
2(0) = 0% + o(6°) et y(0) = 6° + o(6°)
On a un point de rebroussement de lére espéce.
5) On peut chercher des tangentes paralléles aux axes (6 € 0, 7]):
On a z(0) = r(9) cos(f) et y(0) = r(0) sin(f)
Donc
—la tangente est verticale si y'(#) =0 et 2/() # 0
2'(0) = 0 <= 2sinf(2cos0 — 1) =0+=0=0,0 =% et O = 7.
Donc la tangente est verticale si 0 = § et 0 =7
—La tangente est horizontale si 2'(6) = 0 et y'(0) # 0
Y'(0) =0 <= 2(—2cos?f + cosf +1) =0 <= 6 =0,0 = 2.
la tangente est horizontale si § = 2%

o
6) Tracé de la courbe:

Remarques:

Sir > 0 et croit, on tourne dans le sens direct en s’écartant de ’origine.

Sir < 0 et décroit, on tourne dans le sens direct en s’écartant de 1'origine.

Sir > 0 et décroit, on tourne dans le sens direct en se rapprochant de l'origine.
Si r < 0 et croit, on tourne dans le sens direct en se rapprochant de l'origine.



cos(26)
cos 0

5.3.2 Exemple 2: r(0) =

1) rest C®sur |J]— 5 +km, § +kn|
kEZ
Onar(@+m)=—-r0) = MO+ m)=DM(0)
==On peut donc limiter 'é¢tude a l'intervalle: | — 7, 7|
De plus r(—0) = r(f) = la courbe est symétrique par rapport a 'axe Ox
==On peut donc limiter '’étude a I'intervalle: [0, ]

2) 7“/(9) _ _sin 9(35;0252 0+1)
Tableau de Vari‘agions: i
r@) 1 N —200

3) Points particuliers:
Etude en 6 = 0:

r(0) = 1;7/(0) = 0 =>la tangente est verticale
Etude quand 6 — (§)7:
0) — —oo =la droite x = —1 est asymptote

r(
Etude en 6 = 7 :
(%) =0et r(6) > 0 a gauche de § et r(f) < 0 a droite de %

M (%) = O est un point ordinaire dont la tangente est la droite d’équation polaire § = 7.
7,(9) _ cos(26)

cos 6




