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Sériel
Exercice 0.1. Soient les quatre assertions suivantes :
(a) IzreR YyeR x4y >0,
b)yVeeR JyeR x4y >0,
()VzeR VyeR z+y>0,
(d)3JzeR VyeR y?>u.
1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?
2. Donner leur négation.
Exercice 0.2. Ecrire la négation des phrases suivantes :
Ve, dn: x <n.
2) IM : Vn,|u,| < M.
3) Va, Yy, zy = yx.

(1)
(2)
(3)
(4) Vo, Jy: yay ' =u.
(5) Ve >0, IN e N: Vn > N, |u,| <e.
(6)

6) Ve € R, Ve > 0, Ja > 0 : Vf e F, Vy e R, [z—y| < a =
|f(x) = fy)] <e

Exercice 0.3. Soient F et F deux ensembles, f : E — F. Démontrer que :

VA,Be P(E) (Ac B)= (f(A) c f(B)),

VA,B € P(E) f(AnB)C f(A)n f(B),

VA,BeP(E) f(AUB)=f(A)U f(B),

YA,Be P(F) fY(AUB)=f"YA)Uf(B),
)

VAeP(F) f~HF\A)=FE\f1(A).

Exercice 0.4. On définit les cing ensembles suivants :
{(z,y) eR?, 2 +y <1},
{(z,y) eR?, |z +y| <1},

Az = {(z,y) € R?, |2 +Jy| <1},
{(z,y) eR?, z+y > -1},
{(z.9)

1. Représenter ces cinq ensembles.

2. En déduire une démonstration géométrique de |'équivalence : (J[z+y| <1 et |z —y|<1) & |z| + |y| < 1.



Série2
Exercice 0.5.

1- Démontrerquesir € Qetx ¢ Qalorsr+a ¢ Qetsir#0alorsr xz ¢ Q.

2- Soient 7 et 1’ deux rationnels tels que r < /. Montrer que = = r + 7(7"’ —r) ¢ Q.

3- En déduire qu'entre deux rationnels distincts il y a au moins un irrationnel.
Exercice 0.6. Montrer que z = 31.72 356 356 356 356.. est un rationnel.
Exercice 0.7. Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le

plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

1,2]nQ, [1,2[NQ, N, {(f1)"+ni1}.

_ 1
Exercice 0.8. Soit I le sous-ensemble de R défini par I = {x eR: 1< 5+ oo < 2}.
x
1- Montrer que I est la réunion de deux intervalles que |'on déterminera.

2- Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand
élément, le plus petit élément de ces intervalles.
Exercice 0.9. Soient A et B deux parties bornées de R. On note A+ B ={a+b: (a,b) € A x B}.
1- Montrer que sup A + sup B est un majorant de A + B.
2- Montrer que sup(A + B) = sup A + sup B.
Exercice 0.10. Soient a > 0 et b > 0 deux réels.
1- Montrer que I'ensemble S = {n € N: a n > b} est non vide et admet un plus petit élément que I'on notera
p.
2- On pose r =b— (p — 1)a. Montrer que r < a.
3- En déduire que Va > 0 et Vy > 0, il existe un couple (¢,r) € N x [0, z[ tel que y = gz + r. Montrer que ce
couple est unique.

Exercice 0.11. Soit A={zr € Q:1< x et 2% < 2}.
1- Montrer que A est une partie non vide et majorée dans Q.
2- Soit r € A, montrer qu'il existe n € N tel que n(2 —r?) > 2r + 1. En déduire que 7/ = r + % c A
3- Soit M € Q un majorant de A. Montrer que M > /2.
4- En déduire que sup A ¢ Q.



Série3
Exercice 0.12. Soit un une suite bornée. Posons, pour tout entier n € N, v, = inf{ui;k > n} et w, =
sup{ug; k > n}.
Veérifier que vn est croissante majorée et que wn est décroissante minorée.
Exercice 0.13. Soit un la suite définie par : Vn € N, w, = ?Zﬁ
1- Montrer que un est une suite géométrique et déterminer sa raison 7.
2- Etudier la monotonie et la convergence de la suite un.

Exercice 0.14. Soient un une suite réelle et vn la suite dont le terme général est défini par :

vo=0,etVn>1, v, = % Sohly Uk
1- En utilisant la définition de la convergence, montrer que si lim,, .o u, = ¢ € R alors lim,, .o, v, = £.
2- Montrer que si lim, ;o (Unt1 —upn) = £ € R alors lim,, o, %= = .

3- On suppose que, pour tout n € N, u,, > 0. Montrer que si lim,, “Z—:l =/{ e R alors lim,, oo VU, = L.

da,+2
an+3"’

Exercice 0.15. Soit an la suite définie par ag €]1,2] et a1 = pour tout n € N.
1- Montrer que an est une suite croissante majorée.
2- En déduire que an est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 0.16. Pour chacune des des suites suivantes étudier le sens de variation (croissance, décroissance ou
monotonie) et la convergence.
W,

1
(a‘) u0:§; vnEN;un+1: V Un; (b) ’00:2; VTLGN,'U"+1: V Unj (C) ’ZUO:l, vneN;wnJrl:wQ—H-

Exercice 0.17. Soient un et vn les deux suites définies par :

2n k 2n k
up =vo =0etpourn>1,u, =" ~5etv,=> " yriee

1- Montrer que la suite un est décroissante minorée. Déterminer sa limite.
2- On considére la suite de terme général w,, = v, — u,,. Montrer qu’elle est convergente et déterminer sa limite.
3- En déduire que un converge et donner sa limite.

Exercice 0.18. Soit ¢ > 2 un entier et soit un la suite dont le terme général est donné par u,, = cos Q"T“.

1- Vérifier que pour tout entier n, Up1q = Up.

2- Calculer u,q et upg+1. En déduire que la suite un n' a pas de limite.
2u2 + 2u, + 1

Exercice 0.19. Soit la suite un définie par :ug = a > 0 et pour tout n > 1, upy1 = e 1
Unp

1- Montrer que Vn € N, u, > 0.
2- Etablirque Vn € N, wu,iq > up + % puis que U, > ug + g En déduire la limite de un.

Exercice 0.20. On considére les suites réelles positifs un et vn définies par :
u=a>0,v9=b>0etVn eN, upy1 =\ un Up, Upt1 = % On suppose que a < b.

1- Montrer que Vn > 1, u,, < vy, Up < Upty €t Vpg1 < Uy

2- Montrer que un et vn sont convergentes et déterminer leur limite.



Série 4
Exercice 0.21. Calculer les limites suivantes :
(@) lim, 1+ 2552 (b) limyy Y2EE (0) limyoe Va2 +dz—9 -2 (d) limgyo asind  (e)
lim,_,0 x2(1 +24 ...+ [ﬁD
Exercice 0.22. Soit la fonction f(x) = 2 +v/x2 + 1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer qu elle

est injective. Déterminer la fonction inverse de f.

Exercice 0.23. Soit f: R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée.

Exercice 0.24. Soit f une fonction continue sur [a, oo telle que lim, o, f(x) = £ € R. Prouver que f est bornée
sur [a, ool.

Exercice 0.25. Soit f : R — R une fonction périodique qui admet une limite finie £ quand x tend vers co.
Démontrez que f est constante.

Exercice 0.26. Soient f,g: R — R deux fonctions continues et g un point ot f(xg) > g(xo). Montrer qu'il
existe un intervalle ouvert centré en xy dans lequel f est strictement plus grande que g.

. 23+ 6z 41 . )
Exercice 0.27. On considére la fonction f : R — R définie par : f(z) = — 9 et on définit la suite
récurrente un par : ug = 0 et u,4+1 = f(uy) pour tout n > 0.
1- Montrer que la fonction g(z) = x* — 3z + 1 est strictement décroissante sur I'intervalle [0, 1]. En déduire
que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique x( dans [0, %]

1
2

2- Déduire que xq est I'unique solution dans [0 } de I'équationf(x) = x et que Va € [0, z¢], f(x) > .

3- Montrer que Vn € N, 0 < u,, < xg.

4- Etudier la monotonie de la suite un. Est-elle convergente ? Si oui déterminer sa limite.
Exercice 0.28. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer qu'il existe z¢ € [0, 1] tel que f(x0) = zo.
Exercice 0.29. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur I'intervalle [a, b] et telles que sup,c(, 4 f(2) =
SUP,e[q,5) 9(2). Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = g(c).
Exercice 0.30. Considérons la fonction f : [1,00[— R définie par f(x) = 2%. Pour tout n € N* on pose
Ty, = n+ % et y, = n. Pour n € N*, calculer |f(z,) — f(yn)| > 2. En déduire que f n'est pas uniformément

continue.

Exercice 0.31. Montrer que I'application f : 2 — \/z est uniformément continue sur RT.
(Indication : On pourra montrer d'abord que Vz1, 22 € RT on a |\/z1 — /Z2| < /|21 — 22].)
k

Exercice 0.32. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Prouver que lim, o = >0 (=1)% f(£) =0.

(Indication : Utiliser I'uniforme continuité de f et considérer le cas n pair et le cas n impair.)

Exercice 0.33. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soient zn des réels dans ]a, b].
) = L@ @)t )

n

Montrer qu'il existe xo €]a, b[ tel que : f(zo



Controle Final 2014 avec Corrigé

Soient [ la fonction définie par f(x) = \/m, Dy son domaine de définition et A le sous-ensemble de R
défini par : A = {x € Dy : f(x) > x}
1- Déterminer Dy.
2-  Montrer que A admet une borne supérieure (on ne cherchera pas a la déterminer).
3- Résoudre dans R linéquation f(z) > .
4-  Montrer que A n’admet pas de plus grand élément.
Soit F la fonction définie sur R par : F(x) = asinz+ 1, ot a €] — 1, 1] est une constante.
1- Montrer qu’il existe un réel xo tel que F(x¢) = .
2- Montrer qu’il existe a €]0,1[, tel que pour tout (z,y) € R on a : |F(z) — F(y)| < alz — y|.
On considere la suite xn définie par x1 =1 et, pour tout n > 1, xp1 = F(x,).
3-  Montrer que, Yn > 1, |x,11 — 20| < alz, — 20].
4-  En déduire que la suite xn converge vers xg.
Soit g la fonction définie par g(x) = arcsin(y/x).
a) Déterminer le domaine de définition de g.
b) Vérifier que g est dérivable dans |0, 1] et calculer sa dérivée dans 10, 1]
T
5

1
¢) Montrer que pour tout x € 10, 1], 5 arccos(2z — 1) + arcsin(y/z) =
—1
R* par h(z) = _cosr —.
) TcosT — sinx
a) Etudier existence de la limite en 0 de la fonction h.

b) Est-il possible de prolonger h par continuité en 07

1
Calculer lim x 1n( + x)

r— 400 €T




Corrigé du CF_Analysel S1 Automne2014

Exercice 1 : On a f(z) = /a(1 — x).

1- La fonction f est bien définie si et seulement si, (1 —2) > 0. Or (1 —z) > 0 < z € [0,1]. D’ou

Dy =0,1].
1 1 1 1 1 .
2- Ona f(z) = Z(l — Z) = Z\/g > T Donc A # (. De plus A C Dy est majorée par 1. En tant que
partie de R non vide et majorée, A admet donc une borne supérieure.
xz €[0,1] x € 10,1] x € [0,1] 1
3- Ona = = @xe}o,ﬂ.
z(l—z) >z (1l —x) > 22 z(1—2x)>0

1 1
4- D’aprés la question précédente, on a A = }0, 3 [, donc sup A = 3 Si A avait un plus grand élément, il
1 1
serait égal a sup A = 7" Or f(3) =1, don 5 ¢ A. Donc A n’a pas de plus grand élément.
Exercice 2 : f(z) =asinz+ 1,00 a €] —1,1[.

1-  On consideére la fonction ¢ : ¢ — a sinz 41— . C’est une fonction continue sur R et on a g(0) =1 > 0 et
9(3) = asin3+1—3 < 0. Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, 3xo €]1, 3[ tel que g(xg) = 0,
c’est-a-dire f(xg) = xo.

2- La fonction f est dérivable sur R donc, en particulier, dérivable sur tout intervalle d’extrémités = et y.

Donc Vz, y € R, on a par le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢ compris entre z et y tel que : f(z) — f(y) = (x —y) x f'(c) = (x — y) X a cos(c).
Et comme sup.cr |a cos(c)| < |al, on a :
Ve,y e R, |f(z) — f(y)| = |a cos(c)| < alx —y|, avec a=]al.

3- Pour tout n > 1 on a, d’aprés I'inégalité précédente, |z,+1 — 20| = |f(2n — f(20)| < alz, — zol-

4- En appliquant successivement l'inégalité qu’on vient d’établir, on a :
2 n—1
|zn — 20| < alzp—1 — 20| < @ |Xp_o — 20| < ... <"1 — o).

Dot 0 < limy, oo |@n — 20| < |21 — 20| limy 0o @™~ 1. Comme a €]0, 1], on conclut que lim, o0 |7, —

xo| = 0 ce qui est équivalent a lim, o0 =, = 2o



Exercice 3 : On a g(z) = arcsin(y/z).
a) La fonction g est bien définie si, et seulement si, 2 > 0 et /z € [—1,1]. On en déduit que D, = [0, 1].
b) La fonction g est la composée de deux fonctions dérivables sur ]0,1[ donc elle est dérivable sur |0, 1] et

ona:
1 1

1
TN (var  2val-a)

1
c) Posons h(z) = 5 arccos(2x — 1) + arcsin(y/z), pour = € ]0,1[. Cette fonction est bien définie et est

Vz €]0,1, ¢'(z) = (Vz)’ x (arcsin)’(v')

dérivable. Pour montrer qu’elle est constante sur ]0,1[, il suffit de montrer que sa dérivée est partout
nulle. On a

W(z) = % arccos(2x — 1))/ + (arcsin(\/E))/
x (2x — 1) x (arccos)’(2z — 1) + (v/z)' x (arcsin)’(v/z)
1 1 -1 1

X JI—@r 17 el —n Ji(—a) 2ol =0

N =N = /N

Ainsi Vz €]0,1[, h(z) = h(1) = § arccos0 + arcsin\/g =1ixZ+ arcsin‘/T5 =24+2=

voly

Exercice 4 : Posons f(xz) = cosz — 1 et g(z) = xcosz — sinz. Ces deux fonctions sont dérivables sur R (et

donc en particulier au voisinage de 0) et on a f(0) = g(0) = 0. En appliquant la régle de I'Hospital on a :

f(x) . J'(x) . —sinx . —sinx
i —— = lim = lim - = lim - = —.
z—0F g(z) z—0F g’(z) z—0T COST —xSINT — COST  z—0+ ISINXT

De la méme maniére on obtient que lim,_,q- = 00. On en conclut que la fonction h n’admet pas de limite

g(x)
en 0.

Elle n’admet donc pas de prolongement par continuité en 0.

1 n(14+1
Exercice 5 : Remarquons que z In ) = @ En posant u = % on a
x o
1 In(1 In(1 —In(14+0
lim zln Jrzzlimu:hm n(l+w) - (i + ):(1n(1+:c))/ =L

xr——+00 x€X u—0 u u—0 uw—20 x=0



Corrigé Série 1

Exercice 1 : 1.(a) est fausse il suffit de considérer lsa négation, qui est Vo € R Jy € Rx + y < 0 est vraie.
Etant donné z € R il existe toujours un y € R tel que = + y < 0, par exemple on peut prendre y = —(x+1)et
alors x +y = —1 < 0.
2. (b)est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —x + 1 et alors x+y = 1 > 0. La négation
de (b) est 3z € RVy € R +y < 0.
3. (c) Vzx e RVy € Raz+y > 0 est fausse, par exemple z = —1,y = 0. La négationest Ir e RIy e Raz+y < 0.
4. (d) est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est : Vo € R Iy € R y? < .
Exercice 2 :

(1) 3z,Yn : z > n.
(2) M :Vn, |uy |> M
(3) Jz, Jy zy # yux.
(4) 3, Vy : yay = # .
(5) e > 0,YN e N,In > N |u, | > €.
(6) Ix eR,FIe>0,Va>0:3f e F,Vy eR, |z —y|<a et |[f(z)— fly)|> €.
Exercice 3 : Soit B € P(E) tel que B € f~1(F\ A) alors f(B) € F\ Aet B¢ f~1(A) soit B E\ f~1(A).
Réciproquement B € E\ f~1(A) alors B ¢ f~1(A) donc f(B) ¢ Asoit f(B) € F\ Aet Be f~1(F\ A).
Exercice 4 : A; et A, définissent deux demi-plans (on trace les droites x+y = 1 et z +y = —1, A; correspond
au demi-plan inférieur par rapport & la droite x +y = 1 et A4 correspond au demi plan supérieur par rapport
a la droite z +y = —1. Par 'ensemble As qui correspond a | intersection de A; et Ay. Ay est défini par les
inéquations x +y < 1 et  +y > —1. Ces deux inéquations sont équivalentes a |z + y| < 1. Pour obtenir A5 on
raisonne comme pour As et on trace donc les droites x —y = 1 et x —y = —1. L’ensemble As sera l'intersection
du demi-plan inférieur défini par la droite x — y = 1 et du demi-plan supérieur défini par la droite z —y = —1.
Pour représenter ’ensemble A3 on distingue 4 cas :
Siz >0ety>0alors |z + |y| <1 correspond & x +y < 1.
Siz >0ety <0 alors |z + |y| <1 correspond & x —y < 1.
Siaz <0ety>0alors || + |y| <1 correspond & —z +y < 1.
Sixz <0ety<0alors |x| + |y| <1 correspond & —z —y < 1.
Alors As est lintersection de A, et As.
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Corrigé Série 2

Exercice 1 :

1)

2)

Soient r € Qet x ¢ Q, supposons que z+r=r € Qalorsz =r—7r € Q absurde. Soit r # 0, supposons
que rr = r e Q alors x = % € QQ absurde.
@%Qetr/—re(@daprésl,@(r/—r)¢Q.Deméme,x:r+§(r/—r)¢@.
Onazfr>()etxfr,:(r/fr)(gfl)<0. Ainsi z €]r, 7 [et z ¢ Q .

Exercice 2 :

1)

1022 = 3172, 356356356.......
10°z = 3172356, 356356356.....

2(10° — 102) = 3172356 — 3172
3172356
10° — 102

A=11,2]NQ alors A C [1,2]. L ’ensemble des minorants de A est | — oo, 1]. L ’ensemble des majorants
de A est [2,00][.
sup(A) =2 € A; 2 est le plus grand élément de A. inf(A) =1 € A; 1 est le plus petit élément de A.
B =|1,2[NQ alors B C|1,2[. L ’ensemble des minorants de B est | — 00, 1]. L ’ensemble des majorants de
B est [2,00][.
sup(B) = 2 ¢ B; B n’admet pas de plus grand élément. inf(B) = 1 ¢ B; B n’admet pas de plus petit
élément .
L ’ensemble des minorants de N est | — 00,0]; inf(N) = 0 est le plus petit élément mais N n’ est pas
majoré.
C=(-1)"+ n;“ Alors C est borné car C' C [—1,2]. L ’ensemble des minorants de C' est | — oo, —1].
L ’ensemble des majorants de C est [2,00[. De plus 2 € C( n =0); sup(C) = 2.
2 est le plus grand élément de C.
inf(C) = —1. En effet, Vo € C;x > —1 et d’apreés la propriété d’Archimede :

Ve > 03n € N tel que <e. Alors (—1)2+1 4

1
M1 < e+ (—1). D’apres la caractérisation de la
borne inférieure, on a inf(C') = —1.

2n+1

Exercice 4 :

1)

T 1
D’abord ()= + —— > 0 et -1
abor (*)2+z+1> et x #
2
A LTt +2 9 . s
(%) est équivalente a o1 >0, comme z=+x+2>0; A <0, il suffit que z +1 > 0 c’est a dire
x
x> —1.
2 2 2 2
I1 faut résoudre les inéquations (1)w >1et (Q)M < 2.
z+1 r+1
(1) implique que z € (] — 00,0] U [1,00[)N] — 1, 00[=] — 1,0] U [1, o0].
L 3—V17 3+ V17
(1) implique que z €]z, xo| avec x1 = — et xo = —

Alors z € I, 8l vérifie (1) et (2), soit = €]z, 0] U [1, 23] .
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2) inf(I) = 1 et sup(l) = .
Exercice 4 :
1) Soit x € A+ B alors Ja € A;b € B tel que = a + b et donc x < sup(A) + sup(B).
2) sup(A) + sup(B) est un majorant de A + B, comme sup(A + B) est le plus petit des majorants,on a
sup(A + B) < sup(A) + sup(B)(1) .
Soit a € B fixé, pour tout b € B on a a + b < sup(A + B) alors Vb € B ;b < sup(4 + B) — a. On en
déduit que sup(B) < sup(A + B) — a.
Pour tout @ € A, on a a < sup(4A + B) — sup(B), comme sup(A) est le plus petit des majorant,
sup(A) < sup(A + B) — sup(B) d’ou sup(A) + sup(B) < sup(A + B)(2). (1) et (2) implique 1’égalité.
Exercice 6 :
1) A est non vide car d’aprés la propriété d’Archimede, Ing € N tel que 2 <mng. A C Ndonc A est minorée
. Soit p=min(A); p > 1 (car b > 0).
2) p—1¢A=a(p—1)<b.Posonsr=b—a(p—1)>0,r—a=b—pa<0.Doa0<r<a.
3) Posonsz=a,y=b,g=p—1,r=y—qret0<r<uz
Unicité : comme pest le minimum de A, ¢ = p — 1 € N est unique, on en déduit unicité de 7.
Exercice 7 :
1) A est non vide : g €A

reA=x>1douz<2?<2cQ;donc A est une partie majorée de Q.
2 2

9 _ _
2) Soit r € A alors ! > 0, d’aprés la propriété d’Archiméde, In € N* tel que n > 1.

2r+1 2r+1 ) )

r—r = % > o d'ou r > r > 1. Par ailleurs, 2 — r'2 = 2—7“2—2—7:—# > 2 -7 — rtl
n
2T+ 1 ’
2

(277" )[17@] < 0. Donc r € A.

3) Soit M € Q un majorant de A alors M > 1, supposons que M < /2 alors M? < 2 d’oit M € A. d’aprés
2), M + % € A ce qui est absurde. Donc M > /2
4) V2 est un majorant de A. Or tout M qui majore A doit étre supérieur a v/2 et sup(A4) < V2, on conclut

que sup(4) ¢ Q.
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Corrigé Série 3

Exercice 1 : Posons A,, = {ux;k > n}. On a 4,11 C A, donc inf(A4,,+1) > inf(A,) et sup(A,+1) < sup(4,,)
d’otu le résultat.

On a (uy) est bornée alors Im, M € R tel que m < u,, < M. On a v, < u, donc (v,) est majorée par M.
wy, > uy, alors (wy,) est minorée par m.
Exercice 2 :

Up+1 e . . . PP . €
1) =L — — ainsi (uy) est une suite géométrique de raison r = —.
4 4

u
2) —*L <1, donc (uy) est décroissante. Elle est convergente car 0 < r < 1.

Exercice 3 :
1) wuy, — [ signifie

v5>oaNgvnzN5:,»|un—z|<§

.On a

n

1 Qe 1
_EZW@—”—FE > fu—1
k=1 k=N.+1
Ly
n
k=1

=
S
I
=~
N

IN

3

A
Posons Ay = Z;ivil |ug, — 1| est bornée, on a INe 4 0. Alors Ve > 0 dNg € NV n > Ngon a % < 5.
n

Ainsi pour n > max(N., Ng) on a |v, — 1| < §+ § =e.

2) Posons B, = up+1 — u, d’aprés 1) on a lim 1 Zzz? Bre = limy, 4 oo “H— = [ soitlimy,  y oo <2 = 1.
On en déduit que limy,— oo 22 = limy, 400 25 21 =1
3) Posons a, = In(upt+1) — In(u,), alors d’aprés la question 2) lim,_ 4o —ln(::") = In(l). don

3=

=1.

Exercice 4 :

4 2
1) Considérons la fonction f(z) = x:—Q pour x # —2 . Alors  — f(x) est croissante, il suffit de comparer
x
ag et f(ao).
—(ap — 2 1
flap) —ap = (20 — 2)(ao + ) Comme ag € ]1,2[ et an, > 0, on a f(ag) — ap > 0. Donc la suite (uy,)

ag + 3
est croissante.

2) Montrons que a, € |1,2[(x)par récurrence. On a (x) est vraie pour n = 0. Supposons que () est vraie
a lordre n est montrons (x) pour l'ordre n + 1.
1<a,<2= f(1) =3 < f(an) < f(2) = 2 d’ott le résultat.

3) La suite (ay)) est croissante et majorée par 2 donc convergente.
Soit limwu,, = [ alors [ est solution de 1 ’équation [ = f(I). dou 1> =1 —2 = (I —2)(l + 1) = 0. Alors
limw,, = sup(u,) =2 (1 <1 <2).

Exercice 5 :
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a) Ona f(x)=/(z) strictement croissante et f(3 = @ > 1. Donc la suite (u,) est croissante et majorée
par 1. La limite | vérifie I'équation I = VI soit 12 =1 et [ = sup(v,) =1
b) f(2) = g < 2. Donc la suite (vy,) est décroissante et minorée par 1. Donc | = 1 = inf(v,,).

w 1 . S
ntl - 5 < 1 d’ott (wy,) est décroissante, minorée par Odonc convergente. La
Wp, wi 41

¢) On w, > 0, alors

l
limite 1 vérifie [ = [ soit I = 0 = inf(wy,).

Exercice 6 :

1) un, =24+ >2 donc (u,)deroissanteminorepar? lim u, = 2.
—k? 1 1 1 2n(2n+1)(4n + 1)

. O < < 1 < —wp <
n2(k + n? " ontn? k + n? n2 1 o 6(2n + n?) v

23) wp = vy — Uy =
2n(2n +1)(4n+ 1)

6(1+n?)
Exercice 7 :

. Par la suite limw,, = 0 et limv,, = limlimw,, + v, = 2

2(n+q)m
1) Upiq= cos((i)) = Uy
2

n 71-) = cos(2nm) = 1. et Upg+1 = COS 27“.

2) Upq = cos(
2) La suite (u,) n ’est pas de Cauchy :

2
1- cos(—ﬁ)

q
El -
9 B >0

(car ¢ > 2) Vnng > n et ng+ 1 > n mais upg — Ung+1 > €.

Exercice 8 :

1) évident.

dun, +1 . .
“n T2 > 0. On en déduit par télescopage que u, > a + g Donc lim u,, = +o0.

2) Unpr—tn =y =g
n

Exercice 9 :

VU — \/Un )?
1) Vpg1 — Upy1 = (7‘% >0
utl ) Up + v
= ,/— >1.D ot (u,) est croissante. D autre part on a v, 13 < — 5 = o,

Un Un
2) On a la suite (u,)est croissante majorée par vg = b donc convergente, soit | = limw,,. La suite (v,) est

. . L . ’ . ’ L . , . .
décroissante minorée par uy = a donc convergente, soit [ = limwv,,. [,] vérifient les équations suivantes :

I+1 :
l:%etl :\/ﬁcequidonnel:l.
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Corrigé Série 4

Exercice 1 :
a)

. 2 -9 . (z
im —— = lim
z—1t 22 + 22 — 3

vVer+6—zx

—3)(z+3)

(z-3)x+2) -5

z—1+ (x — 1)(z + 3)

by limeos Sy g T e TR T
d)
0 < |osin(2)] < Jaf
X S1n| — T
< )l <
Alors
lim, [zsin(=)| = 0
I% X SIn - =
e)
1. 1. 1. .1
Ay =1424 o, = S(—=D(—]+1
+2+ [|z|] 2([|x|])([|x|]+)
Donc
lim 224, = lim = ((jal[=])? + %[ )
im z“A, = lim —((|z||— o —
r— —0 :C| |:L'|
On a et
1 1 1
2 2 2
(= -l <z [—]<z"—
|| || ||
D’ou
1imx2[ ]=0.
x—0 |;L'|
D’ autre part on a :
1 1 1
D) <zl [ =] < |2|—
Iﬂcl(u| ) Iﬂcl[|$|]_|:c||$|
D’ou
, 1
;lg%)lwl[m]f
et
lim 224, = =
x—0

Exercice 2 : On a 22 + 1 > 0 alors Dom(f) = R.

: f(x)

la fonction @ — f(x) est strictement monotone, donc iil existe une bijection de R — f(R)

Jlimg oo f(), limg_y 4 oo f(2)[=]0, +00].

On résout 'équation y = f(x) = f~1(y) = yzy ,\Vy €]

0, 400l
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Exercice 3 : La fonction est périodique, il existe T' > 0 tel que f(z +T) = f(x) (Vz € R). Alors la restriction

de f est bornée sur [0,7] (Théoréme de Heine) c¢’est-a-dire :

AM > 0V € [0, 7] |f(z)] < M.

soit z € R = n = [%] < % <n= [%]Jrl alors ¢ — nT € [0,T] et |f(x)] = |f(x —nT)| < M. donc f est
bornée.

Exercice 5 : La fonction est périodique, il existe T > 0 tel que f(z + T) = f(x) (Vz € R).
Soit &, = x4+ nT = lim,10 = +oo comme lim, i f(z) = [ alors lim, i f(z,) = [ et

Ve € R f(z) = lim,— 400 f(2,) = donc f est constante.

Exercice 6 : La fonction h = f — g est continue en xy et h(zg) > 0. Soit

h(wo)

€=—0— Ja > 0tel que |x — 20| < o = |h(x) — h(xo)| < €

D'ou Vz € I, =]x — 20,2 + xo[=> h(x) > € > 0 donc f(x) > g(x) Vo € I,.
Exercice 6 : f,g étant continues sur [a,b] , (zog € |[a,b])telque sup(f(z)) = f(xo) et (Fyo €
[a,b]) telque sup(g(z)) = g(yo)( Théoréme de Heine). Si zp = yo rien a démontrer, supposons que

Zo # yo. Posons h = f — g alors h est continue sur [xg, yo]

h(zo) = f(x0) — g(x0) >0
et
h(yo) = f(yo) — g(yo) <0

Théoréme de la valeur intermédiaire implique e € [z, yo] tel que h(c) = 0 soit f(c) = g(c)

Exercice 12 : La fonction # — f(x) est continue sur [0, 1], donc uniformément continue .
Ve > 03a > 0;Va,y € [0, 1]tel que |z —y| < a=|f(x) — fly)| <e

Posons

alors on a :

2
tzn = 3 Yo (— 1) F (55

f(z)
= 3r Lpeo (D) F(3E) + 55 Xy (— 1) F (%)
)+

= LS (f(22) - f(E) + LU

Et
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Juzn| < o5 SN0 F(R) — F(2th)) 4 LD

Si |§_Z - 2er1| = — < « alors |f(2_P) _ f(2§1'1 | <

Il suffit de prendre n > N = [i

1
1 — Al
2@] +1> 5y, Aors

|uzn|<2+‘f(1‘Auss1Ve>OE|N0€ Vn>N0:>|( <

D’ou

\Slfe}

2

On conclut que lim,,—, 4 oo |t2,| = 0 soit lim,, 4 o w2, = 0 De la méme fagon on démontre que lim,, oo U2p+1 =

V6>03N1:maX(N,NO)eNVn>N1:>|uQn|§§+E_

0 sauf que dans ce cas il n’y a qu’ une seule somme. Finalement lim, 4o %, = 0



