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Les Fonctions de plusieurs variables réelles

1.1 Introduction

Les fonctions de plusieurs variables apparaissent dans une grande variété d’applications dans
la nature.

Par exemple :

— La température est une fonction de quatre variables T' = f(z,y, z,t), /(x,y, z) détermine
la position et t le temps.

— Le taux d’une certaine réaction chimique qui implique quatre produits chimiques, serait
une fonction des concentrations des quatre produits z1, z2, x3, x4 et de la température ¢,
on obtient une fonction f(x1,x9,x3,z4,t) de cing variables.

— En économie, la relation R = Pz / permet de calculer le revenu & partir de = le nombre
d’articles vendus au prix P.

Dans cette partie, nous allons étendre les notions de base du calcul différentiel des fonctions
numériques d’une variable réelle aux fonctions numériques de plusieurs variables. Nous développerons
les concepts suivants :

- Graphes,

- Courbes de niveau.

- Sections transversales.

- Limites, continuité.

- Dérivées partielles.

- Différentiabilité.

- Dérivée partielles d’ordre supérieur.

- Régle de dérivation en chaine (Composition).

- Gradients et Dérivées directionnelles.

- Extremums locauz et absolus.

- Détermination d’une fonction a partir de son gradient

- Intégrale curviligne d’un champ de vecteurs.

1.2 Fonctions numériques de plusieurs variables

Définition 1 Une fonction numérique de n variables réelles est une regle qui a chaque point
(X1, ooy Tp) d’un sous-ensemble D(f) de R™ associe un nombre réel unique f(xq,....,xy).
On note alors, f: D(f) CR" — R.



On appelle domaine de définition de f, le sous-ensemble D(f) de R™ , ou la fonction est
bien définie.

Le sous-ensemble {f(x1,....xn) €ER [ (x1,....;xn) € D(f)} est appelé :

le champ de f ou limage de  D(f) par f.

Exemple 1 1. Considérons la fonction f : R? — R, définie par f(z,y) = c, ot c est une
constante.
Le domaine D(f) est le plan R?, le champ de f est l’ensemble {c}, la fonction est
représentée par le plan d’équation z = c.
2. Considérons la fonction f:R? — R, définie par f(z,y) = /25 — 22 — 32,
Le domaine D(f) = {(z,y) € R*/ 25 —x* —y? > 0} est Uensemble des points du plan
contenus dans le disque x> + y? < 25 :

FIGURE 1.1 — Domaine de la fonction f(z,y) = /25 — 22 — y?

Le champ de f est ’ensemble [0, 5].

3. Considérons la fonction f:R3 — R, définie par w = f(z,y,2) = 22 + y* + 2°.
Le domaine de f est l'espace R3. Le champ de f est ’ensemble [0, o0].

Remarque 1 Si n =1, on retrouve alors les fonctions numériques f: D(f) CR — R d’une
variable réelle déja étudiées.

Quelques Rappels, n =1 :

On rappellera brievement quelques notions dans le cas n = 1, pour montrer I’analogie entre
les notions déja étudiées et les nouveaux concepts qu’on va développer dans le cadre de cette
premiere partie.

Soient f : D(f) € R — R une fonction, z¢ € D(f),V C R. On dit que V est un voisinage de
xo s’il existe un nombre § > 0 tel que l'intervalle de centre x :



I(zg,0) =] zo — Axo+d[={x € R/ |z —xo| <} C V.
- ———— 20— — — ——| SR
I(mo,é): ] x0—5 — T < xo—l—é [

z, le chemin a gauche de xo :(:8L le chemin a droite de xg

Dans R, z, et azar sont les seuls chemins possibles pour s’approcher de zy quand § — 0.

Définition 2 Soit [ € R, on dit que la fonction f(x) tend vers ! quand x tend vers xg, et on
note lim,_,,, f(z) =1, si et seulement si :
Ve > 0,30 >0 tel que 0< |z —xzo| <d=|f(x) -1 <e.

On a alors I’équivalence suivante :

limg s, f(z) =1 & limm%wa f(x)= limm_>%+ flz)=1

La fonction f est dite continue en xq si f est définie en xg et limy_,, f(z) = f(x0).

Le sous-ensemble de G(f) = {(:E, flx))eR? ) z ¢ D(f)} de R? est appelé le graphe de f, qui
en général représente une courbe dans R2.

Par exemple :

Considérons la fonction f(z) = vz +3, D(f) = [-3,+0o0[, le sous-ensemble [0, 400 est le
champ de f, et le graphe G(f) de la fonction f(x) = v/ + 3 est déterminé par la courbe de

R? suivante :
A
2 /

4 3 2 1 1 2 3 4
FIGURE 1.2 — Graphe de f(z) =+vx +3

Y

Définition 3 On dit que la fonction f est différentiable au point (xq, f(x0)) si et seulement si
f(xo+h) — f(xo)
h

la limite de quand h tend vers 0 existe qu’on note f'(zg) :

fwo +h) — f(x0)

limyp,_0 Y = f'(z0)

Cette définition est équivalente & la définition suivante :

La fonction f est différentiable au point (xg, f(z)) si et seulement si :

Af = f(xo+h)— f(zo) = f'(zo)h +r(h)avec limy_yo @ 0

Géométriquement :
L’accroissement — Af = f(xg+ h) — f(xg) est une décomposition d’une application linéaire :




h — f'(xo)h dont le graphe est une droite de pente f’(x¢) et d’un terme reste r(h) négligeable
devant h quand h — 0.

Au voisinage de xg, on peut approcher le graphe de f par la droite tangente :

y = f(zo) + f (z0)(x — x0).

A

60

40

20 (2:6(2))

f

= >

—20
D) :y=£f(2)+£’(2)h

—40

FIGURE 1.3 — Graphe de la fonction f(x) = 5+ z* et de la tangente au point (2, f(2))

On obtient la proposition suivante :
Proposition 1 Si la fonction f est différentiable en xq alors la fonction f est continue en xg.

La réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie, toute fonction continue n’est pas
nécessairement différentiable.

Par exemple :
La fonction f(z) = |z| est continue en 0, mais non différentiable en 0.

AY
5

>

4 -3 -2 - 12 3 4
FIGURE 1.4 — Graphe de la fonction f(z) = |z|

Au point (0,0), la courbe n’admet pas de tangente méme si la courbe est continue en ce
point.

Serait-il possible d’étendre ces notions si n > 17 Si oui, comment et dans
quelles conditions ?



1.3 Graphe d’une fonction de plusieurs variables

Définition 4 Soit f : D(f) C R™ — R une fonction numérique de n variables, le sous-ensemble
G(f) de Rt défini par :

G(f) = {1, an, 21, 20)) €R™/ (21, ,2n) € D(f) }

est appelé graphe de f.
Exemple 2

1. Si f(x,y) est une fonction de deux variables alors le graphe :

G(f) = {(z,y, f(z,y) e R?/ (z,y) € D(f)}

de la fonction z = f(x,y) est en général une surface de R® qu’on peut visualiser.

FIGURE 1.5 — Graphe de la fonction z = f(z,y) =5+a22+y% —-5<2<5-5<y<5

2. Si f est une fonction de trois variables w = f(x,y, z) alors le graphe de la fonction :
G(f) = {(z.y,2 f(x,y.2) € R*/ (2,y,2) € D(f)}

est en général une ” hypersurface de R? de dimension 3” qu’on ne peut pas visua-
liser. Ainsi de suite, pour n = 4,5, --

1.4 Représentation graphique d’une fonction de deux variables

On s’intéressera d’abord aux fonctions de deux variables pour profiter de la possibilité de
visualiser les graphes des fonctions comme des surfaces dans R3.



Exemple 3 Le graphe de la fonction f(x,y) =1 est représenté par le plan z = 1.

FIGURE 1.6 — Graphe de la fonction f(z,y) =1;-5 < x <5;-5 <y <5.

Exemple 4 Considérons la fonctions f(x,y) = /25— 22 — y2.
Le graphe G(f) = {(3:, y,/25 — 22 — y2) € R3/(z,y) € D(f)} représente la demi-sphére supérieure :

FIGURE 1.7 — Graphe de la fonction f(z,y) = /25 — 22 — y?

Exemple 5 Considérons la fonction f(x,y) = In(xy — 1).
Le domaine de f : D(f) = {(z,y) € R?/ zy > 1} est la partie hachurée :



FIGURE 1.8 — Domaine de la fonction f(z,y) = In(zy — 1)

FIGURE 1.9 — Graphe de la fonction f(z,y) = In(zy — 1)

Courbes de niveau.

En général, il est tres difficile de tracer les graphes des fonctions de deuzx variables.
f: D(f) CR? — R, pour obtenir des renseignements sur ces graphes, on peut étudier les courbes
de niveau.

Définition 5 Soit f : D(f) € R? — R une fonction numérique, ¢ une constante dans R.
L’ensemble {(x,y) € D(f) / f(z,y) =c} est appelé courbe de niveau, c-a-d, la courbe a la
hauteur c, déterminée par l'intersection du graphe de f avec le plan d’équation z = c.

Exemple 6 Considérons la fonction f(x,y) = 2x +y + 5. Les courbes de niveau f(x,y) = ¢
sont déterminées par des droites.



o

IS

FIGURE 1.10 — ¢ = 1, on obtient la droite d’équation 2z +y = —4

\ i

P

FIGURE 1.11 — ¢ = 5, on obtient la droite d’équation 2x +y = 0
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2

P

FIGURE 1.12 — ¢ = 7, on obtient la droite d’équation 2z + y = 2

En tracant toutes les courbes de niveau, on obtient une esquisse du graphe de f :

FIGURE 1.13 — Graphe de la fonction f(z,y) =2x+y+5

Exemple 7 Considérons la fonction f(x,y) = zy. Les courbes de niveau f(x,y) = c représentent
des hyperboles.

Esquisse du graphe de la fonction f(z,y) = zy :

11



. 3>
—4 ) 2 4
-2
4
FI1GURE 1.14 — Courbe de niveau zy =2 ,c=2
AY
4
2
‘ . >
—4 -2 2 4
-2
—4

F1GUrE 1.15 — Courbe de niveau zy = -3 ,c= —3

12



FIGURE 1.16 — Esquisse du graphe de la fonction f(z,y) = zy

Exemple 8 Considérons la fonction f(z,y) = x% + y%. Déterminons les courbes de niveau de
[

— Sic < 0: Les courbes de niveau sont vides.

— Sic>0: Les courbes de niveau sont représentées par les cercles de centre (0,0) et de

rayon +/c.

Quelques courbes de niveau :

Y

™
NI

FIGURE 1.17T —c=1,c=4,¢=9,c =16



FIGURE 1.18 — Graphe de la fonction z = x? + y?

Sections et sections transversales

Pour obtenir des renseignements supplémentaires, on peut aussi €tudier les sections des
graphes.

Définition 6 Soit f : D(f) € R? — R une fonction numérique, une section  du graphe f
est une courbe définie par Uintersection du graphe et d’un plan.

Si le plan est d’équation © = ¢ ou y = ¢, ¢ est une constante, alors la courbe obtenue est appelée
section transversale du graphe f.

Exemple 9 Soient f(x,y) = 22 +y* et ¢ € R, on considére le plan P d’équation y = c. On
obtient la section du graphe S = G(f)NP = {(z,2)/ z = f(x,c) = 2® + ¢*}, c’est une parabole
dans le plan xz. Si on on considére le plan P d’équation x = ¢ alors on obtient la section du
graphe S = G(f)NP = {(y, 2)) z=fle,y) =y + 62} , ¢’est une parabole dans le plan yz.

3>

3 2 -1 1 2
FIGURE 1.19 — Section S1: z =22 y=0

14



3

3 -2 -1 1 2
FIGURE 1.20 — Section Sy : 2 =y?%; =0

Exemple 10 Tracer les courbes de niveau de la fonction :

2

:E =0,c=1l,c=-1,c=—.

f(ﬂf,y):m,c B

Si ¢ = 0 alors la courbe de niveau est déterminée par x = 0, on obtient l'axe des y privé de
(0,0), puisque (0,0) ¢ D(f).

Si ¢ =1 alors la courbe de niveau est déterminée par y = 0, on obtient l’axe des x privé de
(0,0) puisque, (0,0) ¢ D(f).

Si ¢ = —1 alors la courbe de niveau est vide.

Sic= 3 alors la courbe de niveau est déterminée par l’équation (y = x ou y = —x) privé de

(0,0) puisque (0,0) ¢ D(f).

1
FIGURE 1.21 — Courbes de niveau ¢ = 0,c =1,¢c = 3

Exemple 11 Tracer les courbes de niveau de la fonction :
fle,y)=ze™, c=1, c=—-1, c=2

Sic =1 alors la courbe de niveau est déterminée par y = In(z),
Si ¢ = —1 alors la courbe de niveau est déterminée par y = In(—zx),

x
Si ¢ =2 alors la courbe de niveau est déterminée par l’équation y = 111(5).

15



FIGURE 1.22 — Graphe de la fonction f(z,y) =«

Exemple 13 Représenter graphiquement la fonction f(x,y) = |z|+|y|, On trace d’abord quelques
courbes de niveau :

16



FI1GURE 1.23 — Courbes de niveau : c=1,c=2,¢ =3

FIGURE 1.24 — Graphe de la fonction f(z,y) = |z| + |y|

1.5 Swurface de niveau

Sin > 2,0on ne peut pas visualiser directement le graphe de f, dans ce cas, on peut étudier
les sections et les ensembles de niveau a la valeur c.

Définition 7 Soit f: D(f) CR" - R et ce€R.
L’ensemble de niveaud la valeur ¢ est I’ensemble image réciproque de ¢ par la fonction f :

S ={ (@1, sn) € D(f) /| f(@1, 00y 20) = €}

Si n = 2, on retrouve les courbes de niveau.
Si n = 3 alors ’ensemble de niveau est appelé surface de niveau qu’on peut visualiser.

Exemple 14 Considérons la fonction w = f(z,y, 2) = 2% +y> + 22, les surfaces de niveau sont
déterminées par les ensembles {(x,y,z) € R® [ #* +y* + 2% = c}.
- Sic <0 alors c’est l'ensemble vide ; si ¢ =0, on obtient [’ensemble point {(0,0,0)} .

17



- Sic¢> 0 alors on obtient les sphéres de centre (0,0,0) et de rayon +/c.

1) Sic=1, on obtient la sphére 2% +y> + 22 =1

2) Si on Considére le plan P d’équation z =0, on obtient la section S définie par :
S=G(f)nP = {(az,y,w) ER?) 2=0, w :3:2+y2}

représente un paraboloide dans l’espace x-y-w.

Exemple 15 Les quadriques sont des surfaces de niveau des fonctions quadratiques d’équation
de la forme :

Az? + By* + C22 + Dxy+ Exz + Fyz + Gz + Hy + Iz +J =0.

QUADRIQUES
On donnera les six quadriques types de base en position standard relativement aux axes :
) 22 g2 2
1. EllipSOlde H ; + b_2 + c—2 =1
Plan :

z =1k Courbes de niveau : Ellipse, point ou vide.
x =k Sections transversales : Ellipse, point ou vide.
y =k Sections transversales : Ellipse, point ou vide.
2 2 2
x

2. Hyperboloide a une nappe : — + y__Z

a2 b 2

=1

18



Plan :

z=k
rz=%k
y==k

3. Hyperboloide a deux nappes :

Plan :
z=k
r=k
y==k

4. Cone elliptique :

2

Z+
(12

y2

7

2

z

C

2

Courbes de niveau : Ellipse.
Sections transversales : Hyperbole.
Sections transversales : Hyperbole.

=0

Courbes de niveau : Hyperbole.
Sections transversales : Ellipse, point ou vide.
Sections transversales : Hyperbole.

19



Plan :

z =k Courbes de niveau : Ellipse ou point.

x =k Sections transversales : Hyperbole ou intersection avec une droite.
y =k Sections transversales : Hyperbole ou intersection avec une droite.

$2 y2

2

5. Paraboloide elliptique : z =

Plan :
z =1k Courbes de niveau : Ellipse, point ou vide.
x =k Sections transversales : parabole.
y =k Sections transversales : parabole.
2 2

6. Paraboloide hyperbolique : z = Ty

a? b2

20



Plan :

z =1k Courbes de niveau : Hyperbole ou intersection avec une droite.
x =k Sections transversales : parabole.

y =k  Sections transversales : parabole.

1.6 Limite d’une fonction de plusieurs variables

1.6.1 Voisinage et limite d’une fonction de deux variables

Définition 8 On dit que V' est un voisinage de (xoyo) s’il existe 6 > 0 tel que le disque :

B((x0,y0),0) = {(az,y) €R? / \/\x—x0|2 +ly—wol* < 5} cVv

Remarque 2 Contrairement a la droite réelle, dans le disque B((zo.yo),0), il existe une infinité
de chemins possibles pour s’approcher du point (xg,yo) quand 6 — 0.

Définition 9 Soit | € R , on dit que la fonction f(x,y) tend vers I

quand (x,y) tend vers
(20, Yo), et on note limy yy s (z0.40) f(T,y) =1, si et seulement si :

21



Ve > 0,36 >0 telque0<\/]a:—xo]2+\y—yo]2<5:>\f(x,y)—l\<a

Exemple 16 On considére la fonction f(xz,y) = 2x + 3y, en utilisant la définition, démontrer
que :

im0y (1,3) f(2,y) = 11
Preuve : Soit € > 0. On a linégalité suivante :

[f(z,y) =11 = |22 + 3y — 11] = [2(z = 1) +3(y = 3)| < 2[(z = 1)[ +3[(y = 3)].

Puisque (@~ 1) < \/le — 12+ |y =31 ety —3)| < \/lo — 1> + |y — 3]
alors on obtient :

Fay) —11] < 2y/le — 1P+ Jy 3P +3y/le — 1P + |y - 312 = 54/l — 112 + |y — 3%

Donc, pour vérifier la définition 9, il suffit de prendre § = % En effet :

Sz\/]x—ll + |y -3 <5—galors\f(x y) — 11]<5\/]a:—1\ +ly -3 <56 =55 =

O‘(

Proposition 2 1. ‘Si la limite existe alors elle est unique.‘

2. lim(x,y)%(xo,yo) f(ﬂj‘, y) =1 = hm(a},g/)—)(xo,yo) f(iE, y) =1

(z,y)€C, pour tout chemin C.

8. 81 WMy ) (wo.0) £(T5Y) 7 M (g y)—s (o ,y0) £ (2, y) alors la limite n’existe pas.
(m,y)GCl ("Evy)GCQ

Exemple 17 On voudrait calculer lim, ) (0,0 Ty

2 +y?
. xy . 0 : :
On remarque que : lim(; 0)(0,0) 55 = limMz—0 —5 = 0, suivant le chemin y = 0.
b ) T + y T
I SR v want le chemin y =
et limz 2)(0,0) T—I-Q Img_s0 202~ suivant le chemin y = x.

Les deux limites sont dzﬁérentes, donc la limite n’existe pas.

. 3z%y
Exemple 18 Calculer lim(, (0,0 m
Soit m # 0, on considére le chemin y = mz, on a :
. 3:172y . 3rm
e ma)—00) 72z = iMes00) 772 =0

En faisant varier m, on obtient une infinité de chemins. Méme si la limite est égale suivant ces
chemins, on ne pas conclure que la limite est égale a 0.

1l faut utiliser la définition ou enlever lindétermination.

Dans ce cas, on va utiliser la déﬁm’tz’on et la limite devrait étre égale a 0.
32y <ty 77
x = 3v/x?% + 92,
% +y? (w”+y>\/ H=SYat ey
€
car 2 < 2% +y? et |yl < /22 +y2, donc, il suffit de prendre § = 3

Soit €>0, on a|f(z,y) — \—‘

22
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. %y
Exemple 19 Calculer lim, ,)_,(0,0) S 2
Suivant les chemins y = mx, m # 0, on a llm(m7mm)_>(070) m = hmm—)((],O) m =
2 4
) ) . Ty . T 1
Suivant le chemin y = x2, lim(, 42y (0,0) e = lim,_,9 9 = 5

Donc la limite n’existe pas, méme si elle est égale a 0, suivant une infinité de chemins.

Théoréme 1 Silim(, ), (zo40) f(7,y) =1 et g: R — R une fonction a variable reélle continue
en 1, alors 1im g ) (9,40 9 © f(2,y) = g(1).

Exemple 20 lim, ), 1)In(ry — 1) = In(1) = 0.

Théoreme 2 i lim, ) (20,40) [ (7, y) =1 et my ) (20,40) 9(7,y) = l1 evistent alors :

1) hm(w,y)—)(xo,yo)(f + g)(gj, y) = lim(w,y)—)(xo,yo) f(ﬂf, y) + lim(w,y)%(xo,yo) f(ﬂf, y) =1l+10.

2) lim(x,y)—)(xo,yo) (fg) (:L'a y) = lim(x,y)%(xo,yo) f(ﬂf, y) lim(w,y)%(xo,yo) f(:Ea y) = .

; f I
8) Hm(e ) o) ()@ ) = 70 51 1 0.

1.6.2 Voisinage et limite d’une fonction de trois variables

Soient f : D(f) C R3 — R une fonction de trois variables, (z0.y0,20) € D(f),V C R3.
On dit que V est un voisinage de (xq yo,20) sl existe 6 > 0 tel que la boule :

Bl(zogn ) ) = { (0n2) €%/ yfle — ol 1y =l + = o < 5] €.

Dans la boule, il existe une infinité de chemins, courbes, surfaces possibles pour s’approcher de
(z0,Y0,20) quand 6 — 0.

Définition 10 Soitl € R , on dit que la fonction f(x,y,z) tend versl quand (r,y,z) tend vers
(z0, %0, 20), et on note lim(g y ) (wo.0.20) f (T, Y, 2) =1, si et seulement si :

Ve > 0,30 > 0 tel que 0 < \/|:13—3:0|2+|y—yo|2+|z—zo|2 <= |f(z,y,2) =] <e.
Exemple 21 lim(, , . 0,1,-1) et (y? 4+ 22 — ay) = 2.

Tous les résultats précédents restent valables.
De la méme fagon, on peut généraliser la notion de limite aux cas n > 3.

1.7 Continuité

Définition 11 Soit f : D(f) C R?> — R une fonction de deuz variables, (z0yo) € D(f).
On dit que la fonction f(x,y) est continue en (xo,yo), si et seulement si :

WM g ) (2o,0) £(7,Y) = £ (20, %0)-

Si f est continue en chaque point de U T R2, alors on dit que f est continue sur U.

Exemple 22 Les fonctions polynomiales P(x,y) a coefficients réels qui sont la somme des
termes de la forme cx™y™ sont continues dans R>.
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La fonction P(z,y) = 3z°y? + 22%y* — y3 + 22 est une fonction polynomiale de degré 7; et
lim ) aP(@y) = P(1,1) =5.
Si n > 3, on peut généraliser la définition de la méme facon.

Théoréme 3 Si f: D(f) CR™ — R est continue en Xg € D(f) et g: R — R une fonction a
variable réelle continue en f(Xg), alors go f est continue en Xj.

Théoréme 4 Soient f et g deux fonctions de n variables, continues en Xy, et c € R. Alors les

fonctions cf, f+ g, fg sont continues en Xy, et la fonction i est continue en Xq si g(Xo) # 0.
g

2 + 2

2 + x2y?

fonctions continues dont le dénominateur 2 + x%y? # 0 pour tout (x,y) € R2.

EX1) 1. lim  YETYTVY (VT T Y- VO)VT Ty +/9)

Exemple 23 La fonction f(x,y) = est continue dans R?, comme quotient de deux

lim
(z.)—(0,1) x (2.)—(0,1) r(vVr+y+/Y)
T 1
= lim = —.
@y) =01 z(vVr+y+y) 2
3 3 2 2
2 hm LWy, W i)
(@y)—2-1) T+2Y  (zy)—=(2-1) (z +2y)
T,z LY 2 T _ oY) e?
5. hm Loy, (f—el)er L
(z,y,2)—(0,0,0) €2% — 2y (2,,2)—(0,0,0) (€% —e¥) (e* +e¥) 2
22 — 2 22
EX2) a) lim —==1m—5=1
(2,0)—=(0,0) 2 + y2 250 22
22 mp
et lim ——%~ =1lim— =-—1.
09)—(0,0) T2 +y2 250 g2
22 o2

Ces deux limites sont différentes, donc la limite  lim

——— n’existe pas.
(2,y)—(0,0) 2 + y? P

9
. 7y . 0
b Iim —=—==1m—=0
) (@000 (26 +9?)?  2-0 12
9 12 12
1
et lim _rYy ___ lim _r lim SR —. Ces deux limites sont
(2,23)—(0,0) (26 +y2)2  2-0 (26 +26)2  +—0 412 4
9

x
différentes, donc la limite  lim Y

——~—— n’existe pas.
() (00) (a6 + y2)2 TP

‘ 22 442 — 22 g2
C) lim 5 .2 . .2 = 11m ) =1
(2,0,0)—(0,0,0) x° + y“ + 2 z—=0x
2 2 2 2
T -z —z
et im % = lim —~ = —1, la limite n’existe pas.
(0,0,2)=(0,0,0) = + Y= + 2 =0 2

1.8 Dérivées partielles

Soient (z9,y0) € R, h € R; alors le point (zo + h,y0) = (20, y0) + h(1,0), est situé sur la
droite horizontale qui passe par le point (zg,yo). Quand h — 0, on s’approche du point (zg, yo)
en suivant la direction du vecteur e; = (1,0); (zo,y0 + h) — (20, y0)-

On peut s’approcher du point (xg,yp) en suivant la direction du vecteur es = (0,1), c-a-d la
droite verticale qui passe par le point (zg, ) .

En général :

Si (a,b) € R? alors (g, y0) + h(a,b) = (20 + ha,yo + hb) est le chemin qui s’approche de (g, yo)
suivant la direction du vecteur (a,b), quand h — 0.
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Définition 12 Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deux variables, (zoyo) € D(f).

La dérivéé partielle

par :

De méme, La dérivée partielle

définie par :

W de la fonction f au point (vo,yo) par rapport a x est définie
of (zo,yo) f(@o + h,yo) — f (20, y0)

, st la limite existe.

= limy, o

Ox h
8f(5;07210) de la fonction f au point (wo,yo) par rapport ¢y est
T
0 k) —
fi(‘g(;’ vo) _ limy, g fzo.v0 + li 1(20, y0) , si la limite existe.

Exemple 24 Calculer les dérivées partielles par rapport ¢ x et y de la fonction f(x,y) =
22y +e* +1n(y) au point (1,4).
Quand on calcule la dérivée partielle par rapport a x, on considére y comme une constante,

0 of(1,4
donc, w =2z + € + 0, par conséquent, fé 4) =21434+e=128+e.
x x
0 1 df(1,4 1
De méme, M = 32%y? 4+ 0 + —, par conséquent, 1,4) =48 + —.
Ay Yy y 4

Exemple 25 Considérons la fonction  f(x,y) = { z? 4+ y?
0

x

s )£ 0,0
st (x,y) = (0,0)

Calculons les dérivées partielles de f par rapport a x ety :

of (z,y) (2 +y?)y—xy2e P —ya?

Si (z,y) # (0,0) alors =

Si (z,y) = (0,0) alors

Ox (22 + y2)? T (@2 +y2)?
22002 o — U2 3 .o
De méme, si (x,y) # (0,0) alors Of(x,y) _ (x> +y%) = 2xy y_ oz xy2 '
Jy (22 + y2) (22 + 32)
% = limh_)() f(h70) - f(OJ 0) _ O,
0f(0,0) _yp 0K - f(0,0)
Iy k

Par conséquent, méme si les dérivées partielles de f existent partout dans R?, la fonction
T

n’est pas continue au point (0,0) , car lim(%y)_)(o,o)

Y n’existe pas.
2 + y?

‘ On en déduit que érivées partielles n’implique pas

nécessairement la continuité de la fonction.

1.8.1 Dérivées partielles d’une fonction de trois variables

Si f: D(f) € R® — R une fonction de trois variables, on définit de la méme facon les
dérivées partielles par rapport & z,y et z au point (zg, yo, 20), par les limites:

Of (o, y0, 20) _ litm g f(xo + h,yo0,20) — f(z0, %0, Zo)’ si la limite existo.
ox h
h _
0f (x0, 40, 20) _ limny, 0 f(xo ,y0 + h, 20) f(xo,y(),Zo)’ si 1a limite existe.
oy h
—af(m(gyo, 20) = limy,_,¢ f (w0, yo, 70 + h]i — f(@0, 4o, ZO), si la limite existe.
VA
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1.8.2 Dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables

Si f: D(f) C R™ — R une fonction de n variables, on définit de la méme fagon les dérivées
partielles par rapport & z; o au point Xo = (21,0, .., Zi,0, .-, Zn,0) -

X Xo+ he;) — f(X
0f(Xo) = limy,_0 F(Xo + hei) = £ 0), si la limite existe,
8332-,0 h
avec e; = (0,0,.....,1,0,..,0) , 1 est placé a la i**me place.

Remarque 3 On avait remarqué que l’existence des dérivées partielles n’est pas une bonne
généralisation de la notion de différentiabilité dans le cas d’une variable réelle, car elle n’assure
meéme pas la continuité de la fonction.

Dans ce qui va suivre, on va introduire la notion de différentiabilité qui est une généralisation
de la notion de dérivée d’une fonction d’une seule variable.

1.9 Différentiabilité

Pour n = 2,par analogie au cas n = 1,(voir page2), on va définir la notion de differentiabilité
en remplagant la partie linéaire h — f/(xo)h par une application linéaire (h,k) — ah + bk de
R? - R, a et b des constantes dans R.

Définition 13 Soit f : D(f) € R*> — R une fonction de deuz variables, (z9yo) € D(f).
On dit que la fonction f est différentiable au point (xo,yo) s’il existe deuz constantes réelles
a,b telles que :

VET R
L’application L(h, k) = ah+ bk la partie linéaire de R? — R (qui représente un plan) est appelée

la dérivée de f au point (zg,yo) qu’on note par D f(xg,yo)(h,k); la partie non linéaire r(h, k)
est appelée le reste.

f(xo +h,yo + k) — f(20,90) = ah + bk +r(h, k) et lim, k) (0,0)

L’application L(h,k) = ah + bk la partie linéaire de R? — R (qui représente un plan) est
appelée la dérivée de f au point (zg,yo).

On la note la dérivée de f au point (xg,yo) par D f(zo,yo)(h,k); r(h, k) est appelé le reste.
Sion pose Xog+ AX = (zg + h,yo + k), Af = f(zo+ h,yo + k) — f(z0,y0), on obtient :

Quelle est la relation entre les dérivées partielles et la différentiabilité 7

Supposons que la fonction f est différentiable au point (xg,yo) et considérons la décomposition
f(xo+ h,yo + k) — f(z0,y0) = ah + bk + r(h, k) au voisinage de f.
Prenons k& = 0 et divisons 1’égalité par h # 0,on obtient 1’égalité :
f(zo+h,yo) = f(wo,90) 7(h,0)
=a+ —-.
h h

r(h, k) . r(h,0)
——~_ =0, alors lim —_
N S
En passant a la limite quand h — 0, on obtient 1’égalité suivante :
df (zo,y0) f(@o + h,y0) — (20, y0)

= lim =a

h.

Puisque limj, x)—(0,0) = 0.
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Par conséquent, la dérivée partielle par rapport a x existe, de plus :

Of(xo,y0)
oz -

De méme, la dérivée partielle par rapport a y existe, de plus :

Jf(xo,%0)
Oy

=b

On obtient la proposition suivante :

Proposition 3 Sila fonction f est différentiable au point (x¢,yo) et qui admet la décomposition
flxo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = ah + bk + r(h, k) au voisinage de (xg,yo) alors :

1. la fontion f est continue au point (xg,yo);

2. les dérivées partielles de f au point (xo,yo) existent ;

3. on a les égalités suivantes :

df(xo,0) . df(xo,0)
Ox ’ Oy

=b.

D’apres 'exemple précédant, l'existence des dérivées partielles au point (xg,yg) n’implique pas
nécessairement la continuité. Par conséquent, 1’existence des dérivées partielles au point (zg, yo)
n’implique pas nécessairement la différentiabilité de la fonction f au point (xg,yo) (proposition
3.1).

Proposition 4 Soit f: D(f) C R2 — R une fonction continue au point (zq,yo).
Si les dérivées partielles de f au point (xg,yo) existent et sont continues au voisinage du point
(xo,yo) alors la fonction f est différentiable au point (xo,yo).

Définition 14 Soit f : D(f) C R? — R une fonction continue de deux variables. On dit que f
of . of

est de_classe C' dans un ensemble U, si ses dérivées partielles Iz et 50 existent et sont continues
T Y
dans U.

Pour démontrer la proposition précédente, on a besoin d’un théoreme analogue au théoreme des
accroissements finis dans le cas n = 1. Rappelons d’abord ce théoréme.
Rappel du théoreme des accroissements finis, n = 1.

Théoréme 5 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et différentiable sur |a,bl.
Alors, il existe ¢ € ]a,b[ tel que :

f() = fla) = f'(c)(b—a).

Si on pose |a,b] =[x,z + h] alors il existe un nombre 6 compris entre 0 et 1 tel que :

f(x+h)— f(z)=hf'(x+06h).

Premiere version du théoreme des accroissements finis, n = 2.

Théoréme 6 Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deuz variables qui admet des dérivées
partielles continues sur un voisinage V de (zg,y0) € D(f). Si les valeurs h, k sont suffisamment
petites, alors il existe deux nombres 61 et 05 compris entre 0 et 1 tels que :
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0 15)
f(zo+h,yo + k) —f(wo,90) = ha—i(onr O1h,yo + k) + ka—g(xoayo + 02k)

Démonstration 1 démonstration du théoréme 6

Les valeurs h, k sont suffisamment petites de telle sorte que les points (xg,yo+k), (xo+h,yo),
(xo + h,yo + k) appartiennent a une boule B(zg,yo) C V.
On pose alors :
f(@o+h,yo+ k) —f(zo,y0) = flwo+h,yo+k) — flzo,yo + k) + f(wo,yo + k) —f(zo,90)  (¥).
On consideére la fonction g1 : [xg,x0 + h] — R définie par g1(x) = f(x,y0 + k), la fonction g
vérifie les conditions du théoréme des accroissements finis, donc il existe 0 < 61 < 1 tel que :

0
g1(zo +h) — g1(z0) = f(zo+ h,yo + k) — f(zo,yo + k) = ha—i(onr 01h,yo + k).

De la méme facon, si on considére :
92(x) = f(xo,y), alors, il existe 0 < 0o < 1 tel que :
0
92(%0 + h) — g2(vo) = f(wo,y0 + k) — f(x0,90) = ka—g(ﬂ?m% + O2k).

En remplacant dans (*), on obtient la conclusion du théoréme.

Démonstration 2 de la proposition 4

On pose r(h, k) = f(xo+ h,yo + k) —f(z0,y0) — hg—i(xmyo) - kg—g(a:o,yo) (1).

r(h, k
Pour montrer que la fonction f est différentiable, il faut montrer que (h, k)

Vh? + k2
quand (h, k) tend vers (0,0).

D’apres, le théoreme des accroissements finis, il existe deux nombres 6, et 65 compris entre 0 et
1 tels que :

0
f(xo+h,yo + k) —f(x0,%0) = h—f($0+ Or1h,yo + k) +k

tend vers 0

0
—f($0,y0+92k‘)-

ox oy
En remplagant dans (1), on obtient 1’égalité suivante :
_,0F of of of

T(h’7k) _hax(wo+61h7y0+k)+kay(x07y0+92k) hax(x()uy()) kay(‘r07y0)
Par consequent

f of k of of

h k e - =
\/m ‘m ox (3;‘0—|-91 Yo + ) ax(x())y(])) + m(a (3:072/0 +92k) ay (:EanO))
En utilisant les inégalités \/ﬁ <1 et ‘ﬁ <1,
on obtient I'inégalité (2) suivante :
r(h, k) of of of of
N (6 (zo + 1h,yo + k) — B = (70, 90))| + (8—y($0,y0 + tak) — a—y(ﬂfo,yo))
En utilisant la continuité des dérivées partielles % et % on obtient :
€z Yy

. 0 0
lim 1) (0,0) (a—i(ﬂco + 01h,yo + k) — a—i(ﬂco, Y0))| =0
. 0 0
1im g, )— (0,0) (a—g(iﬂo,yo + O2k) — 8—5(330,1/0))‘ =0.

r(h, k)
VIE R

On conclut que la fonction f est différentiable au point (xg, yo).

Par conséquent, d’apres (2), — 0 quand (h, k) — (0,0).

Définition 15 Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deux variables, (zoyo) € D(f).
Si la fonction f est différentiable au point (xo,yo), alors le plan défini par I’équation :
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2 = f(x0,%0) +

est appelé plan tangent au graphe de f au point (xo, Yo, f(x0,y0))-

1.9.1 Différentielle totale

Soit z = f(x,y) une fonction différentiable au point (zg, yo),

|Az= flao+ Az,yo+ Ay) —f(z0,0) |

est appelée [’accroissement de la fonction au point (xo,yo), et l'expression :

3f(330,y0)d$ n 8f(iL"o,yo)dy

dz = ox oy

est appelée la différentielle totale de la fonction f au point (xg,yo). On obtient alors le reste :

‘r(h,k:):Az—dz‘

au voisinage de (xg,yo), on peut prendre Ax ~ dx, Ay ~ dy, on a 'approximation de I'erreur :

5]""(9007?40)07/3j . af(ﬂﬂmyo)dy
ox dy

Az = f(zo+ Az,yo + Ay) —f(20,90) = dz =

1.10 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Les dérivées partielles d’ordre un sont aussi des fonctions de plusieurs variables, en calculant
successivement les dérivées partielles d’ordre un des fonctions dérivées partielles, on obtient des
fonctions de plusieurs variables qu’on appelle les dérivées supérieures d’ordre 2.

Par exemple :
Si z = f(z,y) est une fonction de de deux variables alors il existe quatre dérivées partielles
d’ordre 2 qu’on note :

% = % = fua(z,Yy)
giy; = 782];(;’ i fyy(z,9)
Les dérivées partielles mixtes :
2 2
D
2 2
7 T e

Par récurrence, on obtient les dérivées partielles d’ordre n > 3 d’une fonction de plusieurs
variables en calculant successivement les dérivées partielles des dérivées partielles d’ordre n — 1.
Par exemple :

1. Si w = f(x,y,2) est une fonction de trois variables alors on peut définir une dérivée
d’ordre 5 de la fonction f qu’on note par :
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9w _ 85f(;17,y,z) _f (x Z)
Oyoxdy20z  Oydxdy20z Y Yy Z)-

0 - .
On commence par calculer <—w> et ainsi de suite :

0z
w0 (0 (0 (0 (0,
dydxdy20z Oy \ 0z \dy \ Oy \ 9z ’

2. Calculer les quatre dérivées partielles du second ordre f(x,y) = zy? + 3z2eY.

On calcule les deux dérivées partielles d’ordre 1, 7 (a:y2 + 33:263/) =52 + 6xe?
x

0
— (a;y2 + 33:269) = 2y + 322e¥, & partir de ces fonctions, on obtient :

dy
2
0z2
2

(zy? + 3a?e¥) = (% (y* + 6ae¥) = 2y + GweY

(zy? + 3a%e¥) = 88 (y? + 6ze¥) = 6ev

T

Oyox
2

0
520 (zy? + 3a?e¥) = 2 (2zy + 3z%e¥) = 2y + 6zeY

Y
82 2 2y_a 2, y\ 2,y
8—y2(:17y +3xe)—a—y(2xy+3xe)—2x+3xe.

2 82
590 (zy? + 32%e¥) = (zy? + 3z€¥) , mais ce résultat n’est

0xdy
pas toujours vrai dans le cas général.

On remarque que :

Définition 16 Soit f une fonction de plusieurs variables, on dit que la fonction f est de classe
C" si ses dérivées partielles d’ordre n sont continues.

Par exemple :

1) On note par C° I'ensemble des fonctions continues.

2) O est I’ensemble de classe C? tel que ses dérivées partielles sont continues.

3) C? est I'ensemble de classe C¥ et C! tel que ses dérivées partielles deux sont continues.

1.10.1 Egalité des dérivées partielles mixtes

Théoréme 7 Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deuz variables de classe C*, définie dans
Pf(wy)  Pf@y)
0xdy 0yox

un voisinage V' de (x0,y0) € D(f). Si les dérivées mixtes d’ordre deux
existent et sont continues sur V alors :

9 f(xzo,y0) 0 f(x0,90)
oxdy  Oydr

Démonstration 3

Pour des valeurs de h, k suffisamment petites, on pose :

A = f(xo+ h,yo + k) — f(zo+ h,y0) —f (20,90 + k) + f(x0,%0)

On définit respectivement deux fonctions u et v d’une variable réelle par :

u(x) = f(x,y0 + k) — f(z,90) et v(y) = f(zo+h,y) — f(z0,y).
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Les fonctions u et v vérifient les conditions du théoréme des accroissement finis.
Dong, il existe deux nombres 61et 65 compris entre 0 et 1 tels que :

w(zo + h) — u(zg) = h/ (zwo+ 01h) et v(yo + k) — v(yo) = kv'(yo + O2k).

De plus

A = u(xg + h) —u(xo) = v(yo + k) — v(yo)-

Par conséquent :

0
- a—i(ﬂﬁo +61h,0))

2) A= k(g—z(xo + h,yo + Oak) — g—z(xo,yo + 05k)).

(1) A= WG (ot oih o+ 8)

En fixant zg + 61h dans (1) et yo + 02k dans (2) d’apres le théoreme des accroissements finis,
il existe deux nombres 63 et 6, compris entre 0 et 1 tels que :

A—hk(azf (zo+ 61k +9k))—kh(82f (0 + Oah, yo + O2k))
= M Ggag O T Yo T UR)) = B gy T0 T vl Yo T B2R)).
En simplifiant par kh # 0, on obtient :
(92 82
(ay(;; (zo+ 61h,yo + O3k)) = ((%;gy (wg + O04h, yo + O2k)).

P rwy) , P5y)
0xdy Oyox
quand (h, k) tend (0,0), on obtient 1’égalité

9 f(xzo,y0) 0 f(xo,90)
0xdy  Oyox

Les fonctions sont continues au point (xo,yo). Donc, en passant a la limite,

Remarque 4 Ce résultat reste valable si on considere une fonction de n variables avec n > 3 et
deux dérivées partielles d’ordre p ot les dérivées sont effectuées par rapport aux mémes variables,
mais dans un ordre différent.

Par exemple : w = f(x,y, z), si w vérifie les conditions du théoreme alors :

84f(:170,y0,z0) _ 84f(x0,y0,z0)

0x0z0x0y 0x0x0z0y

1.10.2 Regle de dérivation en chaine

Cette regle de dérivation en chaine généralise le résultat de la dérivée des fonctions composées.
Soient deux fonctions f et g d’une variable x suivant :

2 o) = £ (o) ()

Sion pose y = f(u) et u = g(x),en utilisant les notations de Leibniz, on obtient la relation :

dy _dydu
dr  dudx

Considérons maintenant une fonction différentiable de deux variables z = f(x,y), x,y deux
fonctions de deux variables définies par = = u(r, s),y = v(r, s).

% G_x @ et % existent alors :
Or '0s’ Or — 0Os '

Si les dérivées partielles
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0z 0z0x  0z0y 82_%8_96 %@
(1) Gr_8x8r+8y8r et (2) 83_8w83+8y83

Exemple 26 Considérons z = 2%y> ;o = u(r,s) = rcos(s), y = v(r,s) = rsin(s).

En utilisant la régle de chaine, calculer a—i
0 0z 0 0z 0
a—i = 8_;8_:; + 8—28—2 = 22y cos(s) + 322y (sin(s))
= 2(r cos(s) sin3(s)) cos(s) +3(r* sin?(s) cos(?(s)) sin(s)
= 51 cos?(s) sin®(s).
Les équations (1) et (2) peuvent étre écrites sous la forme matricielle :

ox
0: 0:\ _ (02 0:
or 0s) \0x Oy

oz
r Qs
By 9
Or __Js
Considérons maintenant une fonction de deur variables z = f(x,y), ou x = g(t), y = h(t). Les
fonctions h et g d’une variable réelle sont des fonctions dérivables.

La fonction z = F(t) = f(g(t), h(t)) est une fonction d’une variable t dont sa dérivée est donnée
par l'expression :

dz  Ozdx Ozdy 0z , 0z
— =t S =g () + N ()
it ozdi oy odd Wt g,
Théoréme 8 Supposons que la fonction z = f(x1,x9, - ,x,) est différentiable.
O
Pour i =1,--- ,n, les fonctions ©; = u;i(y1,y2, - ,Ym) admettent des dérivées partielles 8—%
Yy
pour tout j = 1,2,--- ,m). Alors z est une fonction des variables yi,y2,- -+ ,Ym, qui admet des
dérivées partielles définies par :
0z 0z Om 0z Oxo P 0z Oz,
oy Ox1 0y1  Ox2 Oy Oxy, Oy
0z 0z 0x1 0z 0xo 0z Oz,
= - e 2
Oyz 01 0ya ~ Oxg Oy2 Oxp, 0Yy2
0z 0z O0r 0z Oxo 0z Oz,

Oym  0x10ym | 022 Oym | 0z Oym

La forme matricielle est donnée par :

Or1 Om Oy
90 03 " Oun
0z 0z 0z \_ (02 0z Oz \| Oy Gy T 7 Oym
Oy1 Oys  Oym ) \Ox1 Oxo Oz . . .. i
dw, Ow,  Om,
y1 Oya  Oym

Exemple 27 Considérons la fonction w = vy + a2z +yz, x=r, y=rcos(t) et z = rsin(t).

ow | Ow
Calculons les dérivées partielles — et —

or ot
ow Owdr Owdy Owdz )

= 2r(cos(t) + sin(t)) + 2r(cos(t) sin(t)).
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a_w _a_w% 8_w@ a—w%— 2 — qj 2 2 2
ot oz ot oyot ozt | (cost) —sin(t)) + r*(cos*(t) — sin*(t)).

Si les n variables x1,xo, -+ ,z, sont des fonctions différentiables d’une seule variable t alors la
fonction z = F(t) = f(x1(t), - ,z,(t)) est une fonction d’une variable t dont la dérivée est
donnée par :

dz 0z dxq 0z dxg 0z dx,,

Gt om dt T om at T ow at|

1.10.3 Gradients et dérivées directionnelles

Définition 17 Soit f est une fonction de deux variables x,y, si les dérivées partielles premiéres
existent alors on définit le gradient de f par le vecteur :

Vf(y) = <8f(69;,y) , Gf(az,y)>

La fonction dérivée D(f)(z,y) : R? = R(h, k) — ?(w,y)h +
x

Ml@ est définie par :
Ay

| D(f)(,9)(h, k) = (Vf(z,y), (h, k)

)

oil {,) est le produit scalaire usuel de R2.

Soit u = (u1,us) un vecteur unitaire de R? | ou u? +u3 =1, le point (u1,u2) appartient
au cercle trigonométrique u% + u% = 1, donc u peut étre représenté par un angle 0, c.a.d.
u = (cos(#),sin(0)). Quand on fait varier l'angle 0 de 0 a 27w, on obtient toutes les directions
dans le plan.

Définition 18 Soit u = (cos(f),sin(0)) wun vecteur unitaire de R?, la dérivée en un point
(zo,y0) d’une fonction f(x,y) dans la direction u est définie :

f(xo + hcos(f),yo + hsin(f)) — f(xo, o)
- .

Dy f(x0,y0) = limp,_0

Remarque 5 La valeur D, f(xo,yo) représente le tauz de variation de f(x,y) correspondant a
un petit déplacement suivant une droite contenant le point (xq,yo) et parallélle au vecteur u.
Si on considére la fonction g(t) = f(zo+tcos(d), yo+tsin(0)) a une variable réelle, on remarque

que :
. —g(0 . xo + hcos(0),yo + hsin(f)) — f(xo,
gf<o>:hmh%97hg<>:hmhﬁof<o (6), 90 -fsin(®) f (0, 0)

= Dy f(x0,v0)

En appliquant la régle de chaine a la fonction g(t), on obtient 1’égalité suivante :

Dy f(z0,0) = ¢'(0) = g("ﬂo,yo) cos(f) + %;yo)

o sin(0),

et le théoréme suivant :

Théoréme 9 Si f est une fonction différentiable au point (xg,yo), u = (cos(6),sin(9)) alors :

Dy f(x0,%0) = %(xo,yo)cos(e) + g—g(xo,yo)sm(@) = (V(f)(z0,y0), w)

ou (,) est le produit scalaire usuel de R?
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Remarque 6 Si v = (vy,va) est un vecteur non nul de R? quelconque, alors u = — est un

vecteur unitaire, on rappelle que ||v| = \/v? + v3 la norme usuelle dans R?.
La dérivée en point (xo,yo) d’une fonction f(x,y) dans la direction du vecteur v est définie :

2 2
Exemple 28 Considérons la fonction f(x,y) = f—6 + %

Déterminer la dérivée au point (4,3) dans la direction v = (1,1).
La norme |v|| = V1 +1=+/2, le gradient :

vines = (Gas.5wn) = (3.3):

12

(_’_)7(171) 1
Done, Dﬁ%mzwm%mm:<23 >:2+ T Ty

o] V2 V2 6v2 12

Exercice 1 Soit u = (cos(a), cos(8),cos(vy)) un vecteur unitaire de R3.
Démontrer que la dérivée en un point (a,b,c) dans la direction u est donnée par :
of

g—i(a, b, c) cos(a) + 8_y(a’ b, c) cos(f) + g—g(a, b, c) cos(7y).

[SSR )

Dy f(a,b,c) =

Exercice 2 a) Soit u = f(x,y) une fonction de deux variables de classe C?, on pose :
x =rcos(f),y = rsin(0).

En utilisant la régle de chaine, montrer :
82u+ 0%u B 82u+ 1(‘9u+ 1 0%u
oz  Oy:  Or2  ror 12062

b) Si u= f(z,y,2) une fonction de trois variables de classe C*. Donner une égalité analogue,
si on considére les coordonnées cylindriques dans R3.

Solution de ’exercice 1 Soit u = (cos(a),cos(f3),cos(y)) un vecteur unitaire de R3.
Par définition la dérivée en un point (a,b,c) dans la direction u est donnée par :

fla+ hcos(a),b+ hcos(B),c+ hcos()) — f(a,b,c)
h

Si on considére g(t) = f(a+ tcos(a), b+ tcos(f),c+ tcos(y)) comme une fonction de t,
fla+ (0+ h)cos(a),b+ (0+ h)cos(B),c+ (0+ h)cos(y)) — f(a,b,c)

D, f(a,b,c) =limp_,q

g/(0) = limp, o h
f(a+ hcos(a),b+ hcos(B),c+ hcos(v)) — f(a,b,c)
Iy .

Donc, g/(0) = D, f(a,b,c). En appliquant la régle de chaine pour calculer g/(0), on obtient
l’égalité :

= limy, o

D,f(a,b,c) = g—i(a, b, c) cos(ar) + g—g(a, b, c) cos(B) + %(a, b, c) cos(7).
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Solution de ’exercice 2 a) Soit u = f(x,y) une fonction de deuz variables de classe C%, on
pose x = rcos(f),y = rsin(6).

2 2
En utilisant la regle de chaine, et le fait que 0"u = 0"u car u = f(z,y) € C%. On obtient :
0 ou 0 ou 0 0 0 On0y - Oyo
w_cuor  oudy ou IU G
ar “azor T ayor oz SO+ 5,50
Pu 0 Ou 0 ,0u 0 0u., .
02 5(5) = 5(%)005(9) + E(a—y)sm(@)
0%u Pu | 0%u *u . .
= (8332 cos(d) + Dy0r sin(#)) cos(9) + (8a:8y cos(d) + B sin(#)) sin(9).
0%u 0%u 9 P*u d%u 2
572 = pg2 008 0) + 28x8y sin(0) cos(6) + a2 sin®(6)
Ou  Oudzx au(‘)y_@_ ) @
96 " o200 " ogon ozl om0+ g, (reos(®)
u 0 Ou 0 ou, ou, , 0
902 %(O_g)a_ —@%(T Slg(e)) ; (%)T(@ sin(6))
U u
+@8_y(r cos(9)) + 8_yr(% cos(0))
0%u ) 0%u ) ou
= _(W(_T sin(6)) + 8y8mT cos(0))rsin() — G_x(T cos(6))
0%u ) 0%u ou )
+(axay(—r sin(f)) + 8—y2r cos())r cos(9) + 8—y7’(— sin(0)).
O*u Pu, 5 . Pu ., Pu ,
3 = W(T sin®(6)) — 28x8y (r*sin(0) cos(9)) + 8—y27’ cos® ()

ou ou .
—%(7‘ cos(6)) — a—yr(sm(@)).

Pu Qu 0wy e deusieme ¢ t en simplifiant btient
—-—, —&a €6l — ans e euxieme terme, €t en sitmplifian on ootien
o a2 902 " or PHpant:
égalité :

2 2 2 2
% + %% + %% = %(sinzw) + cos2(0)) + g—yg(sinzw) + cos?(0))
_*u B%u
=52 " a2
b) Siu= f(x,y,2) une fonction de trois variables de classe C?, les coordonnées cylindriques
dans R3 sont données par :

Donc, en remplacant

x =rcos(f),y =rsin(d),z = z.

0z 0z
On remarque que — = — =0 et on obtient :

00  or
Pu 0% @ Pu 10u 1 0%u 9%

2 T T2 T a2 Trar T 2or T 92

1.11 Développement de Taylor

Dans cette section, on donne une généralisation de la formule de Taylor d’une fonction
numérique d’une variable réelle de classe CP.
Rappelons la formule de Taylor dans le cas n = 1.
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Soit f : [a,b] = R une fonction de classe C? dans [a, ], et supposons que la dérivée (p + 1)iém6
existe dans |a, b|. Alors il existe un nombre ¢ € la,b[ tel que: f(b) — f(a) = f'(a)(b—a)+

o1 "(a)(b—a)® + f’”( J(b—a)’+-- + f N(a)(b—a) + +1,f(7’+1)( c)(b—a)P*t.

La formule de Taylor est une approx1mat10n “d'une fonction f de classe CP dans un voisinage
d’un point donné par une fonction polynéme de degré p.

Soit z = f(x,y) une fonction de deux variables de classe CP*1 dans un voisinage V C D(f)
d’un point (z,yp), les valeurs h, k sont suffisamment petites de telle sorte que le point (z¢ +
h,yo + k) appartient a une boule B(xg,yo) C V, plus précisément V' contient le segment de
droite d’extrémités (xo,yo) et (zo+ h,yo + k). On peut obtenir la formule de Taylor au point au
(z0,yo) en appliquant la formule de Taylor précédentes et la régle de chaine.

On considére alors la fonction : F(t) = f(zg + th,yo +tk) ou 0<t <1,

F(0) = f(zo,90) et F(1) = f(zo+ h,yo + k).

En calculant respectivement les dérivées de F' , en utilisant la régle de chaine, et le fait que les
dérivées mixtes soient égales, on obtient les égalités suivantes :

0 0
F/(t) = ha—i(xo + th,yo + tk‘) + ka—f(xo + th,yo + tk),

o f 0% f 0% f
F'(t) = h238 5 (2o + th,yo + th) + 2hka ?y (wo + th,yo + tk) + k% = o (xo + th,yo + tk),
30°f
" _ 2
F"(t) = h3 e 5 (z0 +th,yo +tk) + 3h k:a S (xo + th,yo + tk)
0 f O f
hk? th th) + k3 th th
+3 8x8y8y<x0+ Yo + k) + 3y -3 (@0 + th,yo + tk).
Ainsi de suite, on remarque alors que :
F(t) = (h2 . )™ f(wo + th,yo + tk)
Ox Ay ’ ’
ou (h3 + k‘g) est un opérateur différentiel et (h— + k;g) est donné par l'expression :
ox "oy P oz " "oy par Texp '
0 0 m! . O"f
Z i kym =N g2~ 2
g TFay)" = Ziviv=m Tt iy

En appliquant la formule de Taylor a la fonction F' dans [0,1]; on obtient la formule de Taylor
d’ordre p :

f(@o+h,yo + k) = f(zo,y0) + <h2 + k%) f(zo,y0) + %(h% + k%)zf(ﬂ?myo)
g+ kg0 o) + oy kP o, )
+pi I (ha% + k:a%)pﬂf(xo + 0h, yo + 0k),
ot 0<6<1; Ry(h,k)= ]ﬁ(hﬁ% —i—kaa VPHLf (2o + Oh, yo +0k) est appelé le reste de Taylor

et on obtient le théoréeme suivant :

Théoréme 10 (Formule de Taylor)
Soit z = f(x,y) une fonction de deux variables de classe CP*1 dans un voisinage V. C D(f)
d’un point (xo,yo), les valeurs h, k sont suffisamment petites, alors il existe un nombre 0, tel

que 0 <0 <1 et:

0

f(xo+h,yo + k) = f(xo,y0) + (h% + k‘%) f(zo,y0) + %(h% + k%)2f($o,yo)
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1, 0 1, 0 0
toplhg - +k ) f(xo,yo) + - + —,(ha— + ka—y)pf(xo,yo)
8 0
+1'(h8 + ay)p+1f($0+9h Yo + 0k),

1 0

ou 0<0<1;et Ry(hk)= W(haa: + (%)pﬂf(xo + O0h,yo + 0k) est appelé le reste

de Taylor. On obtient alors le développement de Taylor jusqu’a lordre p.

Remarque 7 Sip =0 c.a.d. f estde classe C'. On généralise la premiére version du théoréme
des accroissements finis :

0 0
o+ B+ 8) = Faow) + (g + k2] Flao+ 6030+ 60
0 + 0h,yo + 0k 0 + 0h,yo + 0k
o+ + ) = fan, o) = n2L 0T LR OF07+ Phon 2 OF)

On obtient aussi une version équivalente au théoréme des accroissement finis.

Théoréme 11 (Théoréme des accroissement finis)

Soient z = f(x,y) une fonction de deux variables, (xo,y0) € D(f), V' un voisinage de (xq, yo)
et (h,k) € R? tel que V' contient le segment de droite d’extrémités (zo,vo) et (zo + h,yo + k).
Si f est différentiable sur le segment [(xo,yo), (o + h,yo + k)], alors il existe 0 < 6 < 1 tel que :

haf(ﬂfo +60h,yo +0k)  Of(xo+ 0h,yo + OFk)

h k) — = k
f(xo+hyyo + k) — f(z0,y0) I + 3y
Généralisation, n > 2 : Si on considere une fonction f: R™ — R, h = (hy, ha, -, hp),
0 0
a = (ay,as,- -+ ,ay). On pose opérateur différentiel Ly, = ( hy — + ho— + -+ + hp,— |,
0x1 ox 2 0xyp

on obtient : f(a+ h) = f(a) + (Lp) f(a) + %(Im)zf(?ﬂo,yo)‘F

%(Lh)?’f (@) +--+ %(Lh)pf (a) (Ln)P*1f(a+ 0h).

p+ 1!

] m
77” RN 1 p— onf
agligh -y, " 0xoxy - Oy

(Lh)m = Zi1+i2+...+in

Exemple 29 Sip =2, on obtient :

f(xo+h,yo + k) = f(xo,y0) + (hgf(ﬂ/’o’yo) + k(%f(%;?m)) +
202 o) + 205 fw0.0) + - (. 0)
0, Y0 920y 0, Y0 9y 0, Y0

1 5 83 ) 3
3 83
2 h 8 _— h .
+3hk 920, f(xo +0h,yo + 0k) + k P f(zo 4 0h,yo + 0k))

Si on pose (xo+h,yo+k) = (z,y) alors h = x—xqy et k = y—yo, en remplacant dans la formule,
on obtient :

Fa3) = Fooc) + (0 = 0) 3 e, 0) + (0 = 0) 3T o))

f(x() + 0h,yo + Qk)

1 ) O , 02 , &
+ g((iﬂ — 1) 8—:]3§f(3307y0)+ (x —z0) (¥ — %0) 920y ——=—f(w0,%0)+(y — yo) a—zﬂf(l"o,yo))
+l((l’ — x0)° % f(zo+6(z—20),90+0(y —v0))
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3
13— 20 (0 — o) = F(w0+0(x — 20) 90+ 0y — 90))

8:1322@/
+3(x—x0)(y3—y0)28x8—8y2 f(xo + 6 (2 —20),y0+ 0 (y — v0))
+(y—yo)3aa—y3 f(xo+6(x —0),y0 + 0 (y — v0)))-

Exemple 30 Déterminer le développement de Taylor jusqu’a l'ordre 2 de la fonction f(x,y) =
e” cos(y) au voisinage du point (0,0). D’apreés la formule de Taylor, on a :

0 0
FO+h,0+k) = £(0,0) + <h%f(0, 0) + ka—yf(o, o)) +
l(fﬂa—zf(o 0) +2hk:8—2 (0,0) + k28—2f(0 0)) + reste
200 927 oxdy” oy2" '

On calcule les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de lafonction f, on obtient :
0 0 0
= 1 P — = et P — = 1 2 P — =
F0,0) =1, 5 f () = ¢ cos(y). 5= (0.0) = 1. de méme, 2-£(0.0) = 0.
0? 0? 0? p
= =0, — =1, — =1 :
axayf(07 0) 07 611:2 f(07 0) ) ay2 f(07 0) Y et onc

1
ehcos(k) =1+ h+ 5(112 — k?) +reste est le développement de Taylor jusqu’a lordre 2 de la

fonction f(x,y) = e cos(y) au voisinage du point (0,0).

Exemple 31 Donner développement de la fonction f(x,y) = /22 +y3 jusqu’a lordre 2 au
voisinage du point (1,2).
Donner une approzimation de la valeur /(1,02)2 + (1,97)3.

Calculons la valeur et les dérivées d’ordre 1 et 2 de la fonctions f(x,y) = /22 + y3, au point
(1,2), on obtient :

0 x 0 1
0 3y 0
EWAYZ = T = a_ 172 = 27
0? -2 02 8 02 2

De méme,

mf(lﬂ) = ?7 @f(lﬂ) = 2_77 8—242f(172) = g

On obtient le développement suivant :

4 2 2
f(1+h,2—|—k):3+%h+2k+ﬁh2—§hk+§k2+reste.

f(z,y) =3+ %(JE —1)+2(y—-3)+ %(az —1)2 - g(:n -1)(y—3)+ %(y —3)2 4 reste.
St on pose 1,02=1+4+0,02=1+4+h, 1,97=2-0,03=1+k, on obtient :

V/(1,02)2 + (1,97)% =~ 3+ 20,02+ 2(—0,03) + %(0, 02)2 — g(o, 02)(—0,03) + g(—o, 03)2, et
Uapprozimation :  +/(1,02)2 + (1,97)% = 2, 947159.

1.12 Extremums d’une fonctions numériques

Définition 19 Soit f : D(f) € R™ — R une fonction numérique de plusieurs variables. Un
point po est appelé minimum local (ou relatif) s’il existe un voisinage V' de pg tel que : f(po) <
f(z), Yx eV C D(f).

Un point po est appelé minimum local strict si f(po) < f(z), Yz €V C D(f).

Un point pgy est appelé maximum local si f(po) > f(x), Yx € V C D(f).

Un point po est appelé mazimum local strict si f(po) > f(z), Ve € V C D(f).

Un point py est appelé extremum local si pg est un maximum local ou un minimum local.
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Un point py est appelé_minimum absolu sur un ensemble U C D(f) si f(po)

< f(z), Yz € U.
Un point pg est appelé mazimum absolu sur un ensemble U C D(f) si f(po) > f(

x),Vxr e U.

Définition 20 Soit f: D(f) C R™ — R une fonction de plusieurs variables.

Un point po tel que le gradient Vf(po ) = 0 ou n'existe pas ( c-a-d une au moins des dérivées
partielles n’existe pas) est appelé un point critique.

Un point critique tel que le gradient V f(po ) = 0 est appelé point stationnaire.

Un point critique tel que le gradient ¥ f(py ) n’existe pas est appelé point singulier.

Un point critique qui n’est pas un extremum local est appelé un point de selle.

Exemple 32 Si on considére la fonction f(x,y) = x> + 42, le gradient de f existe pour tout
0 0
reR? Vipy)=0& gf(ﬂfojyo) =2r9=0 et a—yf(ﬂfovyo) = 2yo = 0.

Le point (0,0) est un point critique, £(0,0) < f(z,y), minimum local et méme absolu pour R

FIGURE 1.25 — Graphe de la fonction f(z,y) = 22 + 32

Exemple 33 Si on considére la fonction f(x,y) =1 + 22 —y?, le gradient de f existe pour tout
0 0

z€R? Vf(p)=0& gf(ﬂfojyo) =210=0 et a—yf(ﬂfovyo) = —2yo = 0.

Le point (0,0) est un point critique, f(0,0) =1, f(z,0) > 1, f(0,y) < 1. On a un point de selle.
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FIGURE 1.26 — Graphe de la fonction f(z,y) =1+ 22 — 32

1.12.1 Classification des points stationnaires d’une fonction de deux variables

Soit (a,b) un point stationnaire d’une fonction de deux variables, pour classifier ce point
comme maximum local, minimum local, ou point de selle, il faut étudier le signe de I'accroisse-
ment Af = f(a+h,b+k)— f(a,b) au voisinage du point (a,b). On peut aussi utiliser la formule
de taylor au voisinage du point (a,b).

Exemple 34 Identifier et classifier les points stationnaires de la fonction — f(x,y) = 223 —
6zy + 3y, Le gradient de f existe pour tout x € R?,

Vf(P):O@a%,f(ﬂf,y)=6w2—6y:0:>a:2:y

0
8—yf(a:,y) =—6+6y=0=>2=y.

Donc 2 = x = x = 0 ou x = 1. Les points (0,0) , (1,1) sont des points critiques et
£(0,0) =0, f(1,1) = —1. Au voisinage de (0,0), on a Af = f(h,k)— f(0,0) = 2h3 — 6kh + 3k2,
donc f(h,0) = 2h3 positive si h > 0 et négative si h < 0. On a un point de selle.

Au voisinage de (1,1),0n a :

2

Af = f(+h1+k) = f(1,1) = 3(h — k)> + h*(3 + 2h).
Si|h] < g alors Af >0 et donc (1,1) est un minimum local.

On remarque que si une fonction de classe C? donc on peut utiliser la formule de taylor jusqu’a
I’ordre deux :

2

1,07 0

Le probleme revient alors a étudier le signe de I’équation quadratique

f(a,b)+ k288—;f(a, b)) + reste.

2 2

h28—f(a b) +2hka—f(a b) +k28—2f(a b)
Ox2” 7 dxdy” oy2’
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au voisinage de (a,b). On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 12 (conditions du second ordre) Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deuz
variables de classe C? dans un voisinage de (a,b) tel que V f(a,b) = 0. On considére la matrice
symétrique :

2 0?2
@f(a, b) %f(a, b)
0?2 (92y

8a;—8yf(a’ b) a—ygf(av b)

appelée la matrice Hessienne.
0? 0? b 0?
On pose Af(a,b) = Wf(a,b)a—wf(a, ) — (axay

sienne. Alors on obtient les propositions suivantes :
2

1) Si Af(a,b) >0 et

f(a,b))? le déterminant de la matrice Hes-

(a,b) > 0 alors (a,b) est un minimum relatif.

8:E2f

5?2

2) Si Af(a,b) >0 et Wf(a, b) < 0 alors (a,b) est un mazimum relatif.
x

3) Si Af(a,b) <0 alors (a,b) est un point de selle.
4) Si Af(a,b) =0 alors on ne peut pas conclure, (a,b) peut étre un minimum relatif, un maxi-
mum relatif, ou un point de selle.

Dong, il faut continuer I’étude en utilisant la formule de Taylor jusqu’a l'ordre désiré si c’est
possible ou utiliser une autre méthode.

Exemple 35 Identifier et classifier les points critiques de la fonction :
f(z,y) = 22% — 6xy + 3y°.

Le gradient de f existe pour tout v € R?, de plus
0 9 N
Vf(P)ZU@a—xf(x,y):M —6y=0=>z‘=y

0
a—yf(m,y)——6x+6y—0:>a:—y.

Donca’l=x=x=0oux=1.

Par conséquent, les points (0,0) , (1,1) sont les points critiques de f.
2 2 2

0 0 0

i — 12z, 2 =6, — — 6.

Done, Af(0,0) =0—36 =—-36 <0,(0,0) est un point de selle.
2

Af(1,1)=72—-36 =36 >0, %f(l, 1) =12 >0, le point (1,1) est un minimum relatif.
x
2’ +y°)

. . . . . . —(
Exemple 36 Identifier et classifier les points stationnaires de la fonction f(xz,y) = xye 2
Le gradient de f existe pour tout x € R2, p est un point critique si :

9 B x? —l—y2)
o - gf(w,y)zy(l—wz)e 2 =0=y(l—-2%)=0(1)
flp)=0& ) 22+ ¢?)
Oty =ai—2e 2 =0=a(l-y?)=0(2)

dy
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De (1) et (2), on obtient (0,0),(1,1),(1,—1),(—1,1),(—1,—1) comme points critiques. De plus,

o2 _ By
552/ (@) = wy(@® = 3)e 2,
» ks’
awyf(oc,y) = (1—2%)(1 —y?e 2
o _ Bty

gz, (@) =2yl =3)e 2

Donc, en calculant les valeurs aux points critiques, on obtient que :
Af(0,0) < 0, le point (0,0) est un point de selle.
2

Af(1,1) >0, %f(l,l) > 0, le point (1,1) est un minimum relatif.
2
Af(—1,-1) >0, %f(—l,—l) > 0, le point (-1,-1) est un minimum relatif.
2
Af(1,-1) >0, %f(l, —1) <0, le point (1,-1) est un maximum relatif.

82

AF(-11) > 0, 5 f(

—1,1) <0, le point (-1,1) est un maximum relatif.

1.13 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Soient f : R™ — R et g : R — R des fonctions de n variables, X = (x1,z2,...,2,). On
considere le probleme suivant :

Optimiser f(X) sous la contrainte ¢(X) = 0.

Sin = 2, Optimiser f(z,y) sous la contrainte g(z,y) = 0. On remarque que I'équation g(z,y) =0
représente une courbe de niveau.

Si n = 3, Optimiser f(z,y,z) sous la contrainte g(z,y,z) = 0. On remarque que ’équation
g(z,y,z) = 0 représente une surface de niveau.

Exemple 37 Déterminer les valeurs mazimale et minimale de la fonction : f(x,y) = > +y
sous la contrainte 2 +y* — 9 = 0.

Pour résoudre ce probleme, on utilise le théoréme suivant, on se limite au cas n = 2, mais le
résultat reste valable si n > 3.

Théoréme 13 Soit f et g deuz fonctions de deux variables de classe C' dans un voisinage de
(zo,Y0). Alors le point (xg,y0) est un minimum ou un mazimum de la fonction f(x,y) sous la
contrainte g(xz,y) = 0. Si Vg(zo,y0) # 0 alors il existe X € R tel que V f(x0,y0) = AVg(x0,yo)
c-a-d les vecteurs gradients Vg(xo,yo) et Vg(xo,yo) sont paralléles.

Démonstration 4

La contrainte g(x,y) = 0 définit une courbe C' dans le plan. Donc, si Vg(zg,yo) # Oalors
Vg(xo,y0) est orthogonal & la courbe C au point (xg,yo) contenu dans C.
Soit (z(t),y(t)) la représentation paramétrique de la courbe C, donc, il existe g tel que

r(to) = (z(to), y(t0)) = (0, yo)-

On considere la fonction h : t — f(z(t),y(t)) a valeur réelle qui admet un extremum relatif au
point (to, h(to)). Par conséquent h'(tg) = 0, en utilisant la régle de chaine, on obtient :
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9f(rto)) , 0f(r(to)) ,

W (to) = 5 ¥(to)+ oy Y (to) = 0.
Donc OF(r(t B (r(s
(9 ans0). (1)) = 2L 11 4 LT ) — 0,17 20

car Vg(zo,90) # 0. On conclut que V f(zg,y0) est orthogonal & /(ty) le vecteur tangent a la
courbe C, par conséquent V f(zg,y0) et Vg(xo,yo) sont tous les deux orthogonaux a la courbe
C au point (zg,yo) et donc, V f(zo,y0) = AVg(xo,y0) pour certains A € R.

On introduit alors la fonction :

F($7y7A) = f(:Evy) - )‘g(l‘7y)

appelé le Lagrangien, A est appelé multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte.
D’apres le théoreme 13, si (zg,yo) est un maximum ou minimum alors (zg,¥yo) est un point
critique de F'(x,y, ), ce qui équivalent & VF(xg,yo, A) = 0, on obtient le systeme :

éi%ﬁzﬂzo 0 flwy) _\0g(y)

T or oz

VE@y Y o o 0 flzy) 04wy

@ —0 ayg(x y) = 0
a ’

On remarque que les gradients de f et de g sont paralleles.
Revenons a I’exemple 37, on obtient :

(1)2z2 =2\ = z=0o0ul=1

(2) 1 =2\y
(3) 2 +y*-9=0

1 35
Si A =1 alors de ’équation (2) : y = 3 si on remplace dans (3), on a 22 =9 — i = et donc

V35

Siz =0 alors de (3), y = £3.

35 1 1
Les points critiques de F : (0,3), (0, —3),(@,5), (—@,5), f(0,3) = 3,f(0,-3) = =3,
PR L B T
2 9/ 2 27 47
Donc — est la valeur maximale et —3 est la valeur minimale.

Sin = 3, Optimiser f(x,y, z) sous la contrainte g¢(z,y,z) = 0, on considere alors le Lagrangien

F(m,y,,z, )‘) = f(ﬂj,y, Z) —A g(:l:,y,z).

on obtient le systeme :
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W —0 4 f(;:;yvz) 0 g(g;y, 2)
%ﬁ’z’” =0 9 f(;,yyvz) _\0 g(g;y, 2)
W:o af(;:;,y,f:) :Aag(g,y,@
GLALATEEN gy =0

Exemple 38 Déterminer les valeurs mazimale et minimale de la fonction : f(z,y,z) = x+2y—=z
sous la contrainte x? + 3> + 22 = 1. On pose F(x,y,,2,\) =z +2y — 2z —ANa? +y? + 22— 1) et
on obtient le systeme :
(1)1=2\z = (1)’1=(2\z)?
(2)2=2\y = (2) 4= (2\y)>
(3) —1=2\z = (3)1=(2)2)*
(4 ) +y*+22 =1,
La somme de (1)’,(2)’,(3) donne 6 = 4\2(z? + y? + 22), de (4), on a 6 =4)% | et A = i?.

V6 V6 V6
536

, ) est un point critique.
V6

6
Si = % alors, des équations (1),(2), et (3), le point (

St A= —? alors, des équations (1),(2), et (3), le point (_T’ —?, Tﬁ) est un point critique.
Done, f (?,?,—?) =6 est la valeur mazimale, et f(—?,—?,?) = —6 estla

valeur minimale.

Cas général : Soit f: R™ — R une fonctions de n variables, X = (x1, 9, ..., Z).
On considere le probléme suivant :
(*) Optimiser f(X) sous la contrainte ¢;(X) =0,92(X) =0,....;gm(X) =0, m < n.

On définit alors le Lagrangien :

F(x1,@9, .oy Tpy Ay ey Am) = f(X1, 22, ooy xn) — M1 (21, T2, ooy ) — oo — Amgm(T1, T2, ...y Tp).

Donc, tous les points qui sont solutions du probleme d’optimisation (*) sont nécessairement des
points critiques du Lagrangien F'.

Exemple 39 Déterminer les valeurs maximale et minimale de la fonction :
f(z,y,2) = xz +yz sous la contrainte x* + 22 = 2 et yz = 2.
On pose

F(x,y,, 2, \u) =2z +yz — Ma? + 22 — 2) — u(yz — 2)

et on obtient le systéme :

(Dz—=2X\z=0
(2)z —pz=0
Br+y—2 z—puy=0
(4)z? + 2% =2,
(B)yz = 2.

L’équation (1) donne p=1 ou z =0. De l’équation (5), z# 0 et de (1) x # 0.
Sipu=1 alors de (1) on a \= Zi et en substituant dans (3), on obtient x + y — S y=0,
x x

et donc 2% = 22. De (4), on obtient, 20> —2 = 0 = x = +1. On obtient les points critiques :
(1,2,1), (1,-2,-1),(-1,2,1),(=1,-2,-1). De plus, f(1,2,1) =3, f(—-1,2,1) =1, f(1,-2,-1) =
1, f(—=1,—2,—1) = 3. La valeur 3 est mazximale et la valeur 1 est minimale.

44



1.14 Détermination d’une fonction a partir de son gradient

Définition 21 Soit f une fonction de deux variables, on dit que la fonction F(z,y) = (M(x,y), N(z,y))
dérive d' un potentiel f si Vf(x,y) existe et Vf(x,y) = F(z,y) = (M(z,y),N(z,y)). On a
ausst :

df = M(x,y)dz + N(z,y)dy

Exemple 40 Si f(z,y) = ze? alors Vf(z,y) = F(z,y) = (%Y, 2xe?).
Si g(x,y) = xe® + ¢, ou c est une constante alors g(xz,y) est aussi un potentiel de F(z,y).

Exemple 41 Soit F(x,y) = (322 + 2y%, 4xy), déterminer f(x,y) tel que :

(1) Vf(z,y) = F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)).

L’égalité (1) implique : (2) % = M(z,y) = 322 + 2y*

et (3) %Z;’y) = N(z,y) = 4dzy.

En intégrant l’équation (2) par rapport a z, on obtient :
f(z,y) = [ M(z,y)dz = [(322 + 2y?)dx = 23 + 2%z + h(y);
h est une fonction qui ne dépend que de la variable y. En dérivant par rapport ¢ y, on obtient :

0
w =day + W (y) = 4oy = K(y)=0= h(y) =c.
Yy
Par conséquent :  f(x,y) = 2>+ 2y%x +c.
Supposons maintenant que F(x,y) = (3y, —2x), on voudrait déterminer f(x,y) tel que :

On obtient : =3z+ K (y) =—-2x= h'(y) =5z,

9 f(z,y)
Ay

si on dérive par rapport a x, on obtient 0 =5 qui donne une contradiction.

On conclut que F(z,y) = (3y,2x) ne dérive pas d’un potentiel f .

On considére une fonction f de deuzx variables de classe C? tel que :
(1) df = M(z,y)dz + N(z,y)dy

Donc,

9 f(z,y) 9 f(z,y)
— = =M t ——= =N
(%) — %, (2,y) et (3) By (z,9)
Puisque les dérivéés miztes sont égales, on obtient :

02f(z.y) O My _0flxy) 0Ny

Oyox oy 0xdy ox

On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 14 Si M et N deuz fonctions de deux variables définis sur une boule de R2.
g O My) 0 N(y)

oy Oz

dérive d’un potentiel f si et seulement si :

sont continues alors F(x,y) = (M(z,y), N(z,y))
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O M(z,y) 0 N(z,y)
dy ox
Exemple 42 Soit F(z,y) = (e7 ¥ — 2z, —xe Y —sin(y)), déterminer f(x,y) tel que :
(1) Vf(z,y) = F(z,y) = (7% — 2z, —we™ —sin(y))

On a M = —e Y= M donc F dérive d’un potentiel f.
oy ox
L’égalité (1) implique : (2) ————= 0 f(:E y) =M(z,y) =eV—2z et (3) % = —ze Y —sin(y).
Yy

En intégrant I’équation (2), on obtzent :
f(z,y) = [ M(z,y)de = [(e7™Y — 2z)dx = ze™¥ — 2° + h(y);
h est une fonction qui ne dépend que de la variable y. En dérivant par rapport a y, on obtient :
of(z,y) _
9y
Par conséquent :  f(x,y) = ve™Y — 22 + cos(y) + c.
Considérons maintenant trois fonctions M, N, et R de trois variables et que :

(1) df = M(z,y,2)dx + N(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz.

—ze Y4+ W (y) = —ze ¥ —sin(y) = K(y) = —sin(y) = h(y) = cos(y) + c.

Donc, on a
0 flx,y,z T,Y, Y,
) D arey ), ) LS Ny, 0) TS iy,
SiaM ON OM OR OR ON
oy ~ O0x B 0z T ox Oy = 0z
F(z,y,2z) = (M(x,y,2), N(2,y,2), R(z,y, 2))
dérive d’un potentiel f si et seulement si
OM ON OM OR t@R_@N
oy  Ox = 0z ~or ¢ oy 0z
Exemple 43 Soit F(x,y,2) = (e“sin(z) + 2yz, 2xz + 2y, e cos(z) + 2zy + 322),.
déterminer f(x,y, z) tel que :

sont continues alors :

(1) Vf(z,y,z) = F(z,y,2)
M, N, et R vérifient les conditions. L’égalité (1) implique :

0 flz,y,z 0 f(z,y,2 x,Y,

) LDty (9 HEED e, ) LD Ry,

En intégrant léquation (2), on obtient : f(z,y,z) = [ M(z,y)dz =e sm(z) + 2yzx + h(y, 2);
h est une fonction qui ne dépend que des variables y et z. En dérivant par rapport da y, on
obtient :

0 0 h 0 h
7!)0(3;;/, 2) = e”sin(z) + 78(?/7 2) =2xz+ 2y = 78(?/7 2) =2y
= h(y,2) = y?+ g(2). En dérivant par rapport a z, on obtient :
of(z,y)

— ¢ cos(z) + 2ey + ¢/(2) = 7 cos(2) + 2ay + 322 = gI(2) = 32

dy
et donc g(z) = 2% + .

Par conséquent :
f(x7y7 Z) = et sin(z) + 2yz:17 + y2 + Z3 +e.

Exercice 3 Identifier et classifier les points critiques de la fonction suivante :

f(zy) =22 +y* —2? — 2y
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1.15 Intégrale curviligne d’un champ de vecteurs

On considére un champ de vecteurs F(x,y) = (M(z,y), N(z,y)) = M(x,y)i + N(x,y)j ou
i = (1,0),j = (0,1) la base canonique de R?, M(z,y) et N(x,y) deux fonctions numériques
continues dans une boule ouverte.
En physique, le travail w d’une force constante associé a un déplacement d’un point A & un
point B est déterminé par : w = (F, AB), le produit scalaire de la force F' par le vecteur AB.
Soit maintenant C' une courbe, r(t) = (z(t),y(t)), a <t < b, une représentation paramétrique
de C. Si C est une courbe lisse, par exemple les fonctions z(t) et y(t) de classe C! et si F(z,y)
est une force variable, on voudrait calculer le travail de F' associé & un déplacement le long de
la courbe C' du point A = (z(a),y(a)) au point B = (x(b),y(b)).
Le long de la courbe, la force F' est donnée par :

Fa(t),y(t)) = M(a(t), y(t))i + N(a(t), y(t)j, a <t <b.

On considere alors une partition (subdivision) de l'intervalle [a,b], a =ty < t1 < ....... <t,=0b
Soient P (x(ti—1),y(ti—1)) et Pi(z(t;),y(t;)) deux points de la courbe C, on considere le vec-
teur :

Pioa(@(tiz1), y(tio1)) Pi(@(ts), y(t)) = (w(ts) — o(tiz1))i + (y(ts) — y(ti-1))J (1)

Les fonctions z(t),y(t) sont de classe C!, donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢;, d; dans ]a, b[ tel que :

x(ty) —x(tio1) = o' (i) (t — tic1) et y(ti) — y(tiz1) = y'(di) (ti — tio1).

Donc, en remplagant dans (1) on obtient :

\

Pio1(@(tio1), y(ti1)) Pz (t:), y(t)) = (@' ()i + ' (di)5) (t; — tio1)
D’autre part, on consideére le vecteur constant :

Fy = M(x(ci), y(ci))i + N(x(di), y(di))j

qui est une approximation de la force F'(x(t),y(t)) le long de la courbe C' du point P;_; au point
P;, pour chaque 7. On obtient alors une approximation du travail de F(x(t),y(t)) le long de la
courbe C' du point P;_1 au point P;, pour chaque %, par la formule :

Aw; = (M (z(c;), y(c;))i + N(2(d), y(di))d, (' (ci)i + v/ (di) ) (i — tiz1))
= M (x(c;), y(ci))z! (ei)(ti — tio1) + N(x(d;), y(di))y' (ds)(ti — ti1)

On obtient alors une approximation du travail de F' associé a un déplacement le long de la
courbe C' du point A = (z(a),y(a)) au point B = (x(b),y(b)) par :

Sn= 2y M(x(cs),y(c))a' (ci)(t — tiz1) + N(2(ds), y(di)y' (di) (t; — ti—1)

La somme S,, est une somme de Riemann d’une fonction intégrable :

h(t) = (F(x(t), (1)), r' (1)) = M(2(t),y(t)2'(t) + N (z(t), y(t))y (1)

Quand n — oo, on obtient 'expression :

b
W:/WWWW@W@+NWWMmeﬁ
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Définition 22 Soit C' une courbe définie sur une boule ouverte par ’équation paramétrique
r(t) = (z(t),y(t)), a <t < b telle que les fonctions ' (t) et y/(t) soient continues. On définit alors
Uintégrale cuviligne de M (x,y)dx + N(z,y)dy la composante tangentielle de F(x,y) continue le
long de la courbe C' par :

Jio M, y)dz + N(w,y)dy = [2(M(x(t), ()2 (t) + N(z(t), y(t))y' (t))dt
= [J(F(r(t),r'(t)) dt.

>+
2

(F(r(t),r'(t)) désigne le produit scalaire usuel dans R2.

Exemple 44 Un objet se déplace le long d’une parabole du point A(-1,1) au point B(2,4).
Déterminer le travail total de la force F(z,y) = (x? 4+ y?)i + 322y, le long de la courbe C.

L’équation paramétrique de la courbe est donnée par r(t) = (t,t?), au point A, on at = —1,
t2 =1, au point B, on at=2,t> =4, donc —1 <t < 2. On obtient alors :

2
W o= / (F(t,1%), (' (t),y'(t)) dt

-1

-/ C(2 4 1) + (32220

-1

2
= / (t* + t* 4 6t°)dt
-1

I AN R
35 .5

Si F(x,y,2) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + R(z,y, 2)k est un champ de vecteurs dans R3, o
i = (17070)7] = (07 170) et k= (07071)

la base canonique de R3, M(x,y,z), N(z,y,2), R(x,y,z) sont des fonctions numériques conti-
nues dans une boule ouverte de R3, C est une courbe déterminée par l’équation paramétrique :
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), a <t <b, telle que les fonctions x(t), y(t), et z(t) sont de classe C*.
Alors, on définit de la méme facon, lintégrale curviligne

M(z,y,2)dx + N(z,y,2)dy + R(x,y, z)dz

la composante tangentielle de F(x,y,z) continu le long de la courbe C par :
b
/ M(z,y,2)dx + N(z,y,2)dy + R(x,y,2)dz = / <F(7‘(t), r’(t)> dt
C a

b
- / (M ((t), y(t), ()2 (1) + N(x(t), y(t), =)y (¢)
FR( (), y(t), 2(1) 2 (1))t

Exemple 45 Si on considére la courbe C : r(t) = (t,t2,13),0 <t < 1, et le champ de vecteurs
F(z,y,z) = (€%, xe?, xsin(ry?) alors :

1
/ M(z,y, z)dx + N(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz = / (¢! + € (2t) + sin(mt")(3¢7))dt
c 0

1

2 3
= [et+§et3—gcos(ﬂt4)0
_ 5, 5,3
3 3 2«

48



Proposition 5 Considérons une courbe définie par morceaux de courbes lisses Cp, Co, ....... ,Ch

(voir figures) alors :
Fdr = / Fdr

Exemple 46 Calculer lintégrale curviligne : / dxydxr + (2952 — 3zy)dy, le long de la courbe

C
définie par : le segment Cy qui relie les points (—3,—2) et (1,0) et ’arc C? du premier quadrant
du cercle x4 y? =1 dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

L’équation de la droite qui passe par les points (—3,—2) et (1,0) est donnée par x = 1 + 2y,
donc on peut représenter le segment Cy par : r(t) = (1+2t,t), —2 <t <0.

La courbe Cy est représentée par : x = cos(t) y=sin(t) 0<t< g

Donc, le long de C1 on a :

/C dayde + (202 — 3uy)dy — / " (4014 26(5)(@) + @1+ )2 — 301+ 20)()(1)dt
1 —2
= /0 (18t% 4 13t + 2)dt = 26
—2

le long de Cy on a :

[SIE]

/C drydr + (22% — 3zy)dy = (4(cos(t)) sin(t)(— sin(t)) + (2(cos®(t) — 3(cos(t) sin(t)(cos(t)))dt

ISIE]

(—4(cos(t)) sin®(t) + 2 cos®(t) — 3 cos?(t) sin(t))dt

(—4(cos(t)) sin®(t) + 2 cos(t)(1 — sin®(t)) — 3 cos?(t) sin(t))dt

(2cos(t) — 6(cos(t)) sin?(t) — 3 cos(t) sin(t))dt = —1

ﬁﬁj%h

D’apreés la proposition on a :

/ daydr + (22° — 3zy)dy = / daydr + (22° — 3xy)dy + / daydr + (22% — 3zy)dy
C Cq Ca
= 26—1=25

1.16 Indépendance d’une intégrale curviligne par rapport au
chemin

Théoreme 15 Soit F' un champ de vecteur qui dérive d’un potentiel f, Vf = F dans une boule
ouverte U. Alors la valeur de l’intégrale curviligne / (F,dr) est la méme pour toutes les courbes
C

C dans U reliant deuz points A et B :

/ (F.dr) = f(B) - f(A)
C
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Esquisse de la démonstration dans R? :
Soit F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)) et f(x,y) tel que V(z,y) = F(z,y) = (M(z,y),N(z,y)).

Si C' est une courbe lisse qui relie le point A = (z(a),y(a)) au point B = (z(b),y(b))
déterminée par r(t) = (z(t),y(t). Si on considere la fonction g(t) = f(z(t),y(t), en utilisant la
régle de chaine on obtient : df (z(t),y(t)) = ¢'(t)dt et donc :

b
/ N(z,y)dz + N(z,y)dy = / /()dt = g(b) — g(a)
C
= ((),y(b) f(z(a),y(a)

Exemple 47 Calculer / (y? 4 2z + 4)dz + (2zy + 4y — 5)dy, o, C est un courbe lisse reliant

les points (0,0) au point ((Jl, 1).

Le champ de vecteur (y* + 2x + 4)i+ (2zy + 4y — 5)j dérive du potentiel
f(z,y) = y?x + 22 + 4o + 2y% — 5y ( a vérifier).

Done, [,(y* 4 2z + 4)dx + (2zy + 4y — 5)dy = f(1,1) — f(0,0) =8 — 5 =3.
Vérifier ce résultat en utilisant la courbe y = .

Exemple 48 C’alculer/ (e7Y—2z)dr—(xe Y +sin(y))dy, ot C est une courbe lisse déterminée

C
par :

r(t) = meos(t)i + wsin(t)j, 0<t <

ol 3

La courbe C relie les deuzx points r(0) = (7,0) et r(g) = (0,7), le champ de vecteurs (e™Y —

22)i — (ze™Y +sin(y))j dérive du potentiel :
flx,y) = ze ¥ — 22 4 cos(y) ( Voir exemple 42)

Donc :

/C(e_y — 22)dx — (ze™Y +sin(y))dy = f(0,7) — f(r,0) = cos(w) — (r =72 + 1) = 7% — 7 — 2

Exemple 49 Calculer / (¥ sin(2) 4 2y2)dx + (2zy + 2y)dy + (e” cos(2) + 2xy + 322)dz, 0t C

est une courbe lisse reliant les points (0,0,0) au point (1, -2, 7).
Le champ de vecteurs :

(e®sin(z) + 2y2)i + (2xy + 2y)j + (e cos(z) + 2zy + 322)k
dérive du potentiel :
f(z,y,2) = e®sin(2) + 2yzax + y? + 23 + ¢ (Voir exemple 43)
Donc :
/C(ex sin(z) + 2yz)dz + (2zy + 2y)dy + (e cos(z) + 2xy + 32%)dz = f(1,-2,7) — £0,0,0)

= 1 —4n+4
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Intégrales multiples

2.1 Intégrale double

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, positive. Le probleme du calcul de Iaire d’une
région bornée par I'axe des z, les droites verticales z = a, x = b et par la courbe y = f(z) nous

a conduit au calcul de l'intégrale f: f(z)dz.

Cette intégrale est définie comme la limite de toutes les sommes de Riemann :

[ = tm > g
@ i=1

t; choisis arbitrairement dans [z;_1, z;].

Si n est suffisamment grand, Ax; suffisamment petit, alors une somme de Riemann est une
valeur approchée de l'aire de la région dont chaque terme est égal a ’aire d’un rectangle de base
Az; et de hauteur f(¢;).

D’une fagon analogue, si on considére une fonction f(x,y) de deux variables & valeurs posi-
tives sur un domaine D, alors le calcul du volume d’un solide S borné par le plan Oy, le cylindre
dont I'axe est parallele & Paxe des z et dont la base est D, et la surface d’équation z = f(z,y),
nous conduit & la définition de I’intégrale double d’une fonction de deux variables sur une
région D du plan appelée domaine d’intégration
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e

z = f(z,y)

e

T

Soit D un domaine borné du plan, D est contenu dans un rectangle [a,b] X [c, d].
On considere une fonction f : D — R bornée, alors, il existe une constente M > 0 tel que :

\f(z,y)| < M,Y(x,y) € D.

Soit P, = {a =29 < 21 < .... < &y, = b} une partition (subdivision) de [a,b], Az; = x;—x;—1
et P, ={c=1yo <y < ... <yp=d} une partition (subdivision) de [c,d] avec Ay; = y; — y;_1.
On définit alors une partition P de [a,b] X [¢,d] comme I'ensemble des mn rectangles :

RZ] = [xi—lwri] X [y]—lay]]

i=1,..,m;j=1,...,n;AA;; = Ax;Ay; aire du rectangle R;;.
La norme || P|| de la partition est définie par :

|P|| = max {Axq, ..., Az, Ay1, ooy Ayp }

y 4

c

/
Ay; Ry
\
L1
d \____‘_‘ -__/
X
a Ax; b
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Soit R l’ensemble de tous les rectangles de la partition P contenu dans D. Pour chaque
Rij C D, on choisit un point (z?, yjo) € R;j, et on définit la somme de Riemann :

RijeR

Sim et n sont suffisamment grands et Ax;, Ay; suffisamment petits alors la somme S, est une
valeur approchée du volume du solide S dont chaque terme est égal au volume du parallélépipede
dont la base est le rectangle R;; et dont la hauteur est égale a f (:E?,y?). Si la limite de S,
existe quand m,n — oo et ||P|| — 0 et est indépendante du choix de (2, y?) € R;; alors on dit
que la fonction f est intégrable sur D.

En utilisant le méme procédé, on peut définir l'intégrale double d’'une fonction de deux

variables a valeurs non nécessairement positives comme limite d’une somme de Riemann.

Définition 23

Une fonction f de deux variables est dite intégrable sur un domaine D si :

Syn = lim > faly))AA

im m
m,n—00,||P||—0 m,n—00,|| P||—0
=00, || Pl =00, || Pl Ry

existe et ne dépend pas des points (:E?, yjo) choisis. La valeur de cette limite est appelée intégrale double
de f sur D. On la note :

x,y)dA = lim Simn
//D f( y) m,n—o0,||P||—0

On utilise aussi les notations :
// f(z,y)drdy
D

//D f(z,y)dydx.

// flz,y)dA=1 < Ve >036 >0 tel que |Spn —I| <e
D

ou

Par conséquent

pour toute partition R de D telle que :
||P|| < 57 V(ﬂj?’y?) € Rzy
Théoréme 16

Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a, b] X [c,d]. Alors f est intégrable et on a :

J[ r@aia - /ab < /Cdf(w,y)dy> dr
_ /Cd </abf(x,y)dx> dy.

Exemple 50 Cualculer l'intégrale ffD(23:2 —3y)dA, ou D le rectangle défini par :

—1<x<2etl1 <y <3
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D’apres le théoreme 1.2, on a :

//D(2x2 —3y)dA = /13 /_21(2x2 — 3y)dxdy

Si on utilise 'autre égalité on obtient :

//D(2ac2 —3y)dA = /_21 /13(2x2 — 3y)dydz
i 3

Théoréme 17

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un domaine D et L, M deux constantes. Alors la
fonction Lf 4+ Mg est intégrable sur D :

//D(Lf(a:,y) + Mg(z,y))dA = L//D f(z,y)dA + M//D 9(z,y))dA.

Théoréme 18

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un domaine D telles que f(z,y) > g(x,y) sur D

o / /D f(, y)dA > / /D 9(z,y)dA.
/Lf@wﬂAzo

et cette intégrale est égale au volume du solide borné par le plan Oy, le cylindre dont la base
est D, et la surface d’équation z = f(z,y).

Si f(xz,y) >0, alors :

Exemple 51

Calculer le volume du solide situé directement au-dessus de la région D définie par 0 < x < 1
et 1 <y < 2 et sous la surface d’équation z =4 — x — y.

La fonction f(z,y) =4 — x —y est continue et positive sur D, donc l'intégrable doublede
f représente le volume du solide V :

Vo= ] s
_ /12(/01(4—x—y)da;)dy

2 1’2
- / e — © — aylbdy
1 2

2
= /1 (; —y)dy



2 2
D D
1 1
0] 1 x (0] 1

Si on inverse 'ordre, on obtient :

Vo= //Df(w,y)dA

2.1.1 Quelques conséquences

1) Si f est intégrable sur D et 'aire de D est nulle alors :

//D F(z,y)dA = 0.
//DdA: aire de D,

3) Si f est intégrable sur D alors

‘//D f(a:,y)dA‘ < //D |f(z,y)| dA.

4) Si f est intégrable sur Dy U Do, D1 N Dy = () ou des points sur leurs frontieres, alors :

//DlUDQf(:c,y)dA:/Dl f(a:,y)dA—i-/DQf(;L«’y)dA.

2) En général :

Remarque 8

Dans certains cas, On peut calculer une intégrale double en utilisant une méthode géométrique.
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Exemple 52

Si D est le rectangle défini par a < x < bet ¢ <y < d alors :

// dA = Airede D = (b—a)(d — ¢).
D
Exemple 53

Si D= {(z,y) € R?/ 2* + y* < 1} le disque fermé de rayon 1 alors :

// dA = aire de D = 7r? = 7.
x24+y2<1

Exemple 54

L’intégrale [[ w242 <1 xdA = 0 car le disque D est symétrique par rapport a 'axe des y et la
fonction x est une fonction impaire, donc la surface z = x, le plan Oy, et le cylindre de base D
délimitent deux régions de méme volume mais de signe opposé, donc :

// rdA = // ajdA+// xdA
r24y2<1 {z2+y2<1, >0} z2+y2<1, <0}

= v—v=0.
Exemple 55

Calculer I = [ sin(z) +y + 3)dA. On a :

:E2+y2§1(

I:// sin(:n)dA+// ydA+3// dA
z?4+y2<1 z24y2<1 z24+y2<1

ff:(:2+y2<l sin(z)dA = 0 car le disque D est symétrique par rapport & 'axe des y et la
fonction sin(z) est une fonction impaire.

f f 22 4y2<1 ydA = 0 car le disque D est symétrique par rapport a I’axe des x et la fonction
y est une fonction impaire. Par conséquent :

/7‘ @m@ﬂ+y+3MA:3/y‘ dA = 3.
x24+942<1 x24+942<1

L’existence de I'intégrale double dépend de la nature de la fonction f et du domaine d’intégration
D.
On dit que le domaine D est régulier selon ’axe des y si :

Dz{(x,y)éRz/aﬁxgbetc(x)gygd(az)}

avec ¢ et d des fonctions continues sur [a, b], c-a-d D est borné par deux droites verticalesz = a,
x = b et deux courbes d’équation :

y=c(z) et y =d(z).

Lorsque :
D={(x,y) e R*/c<y<detaly) <z<by)}

avec a et b des fonctions continues sur [a, b]
On dit que D estrégulier selon ’axe des =x.
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D } D
/‘\/ x=c(y = d(x)
! o
1 y = c(x)
0 a x b * 0 *

On dit que D est régulier si D est régulier selon 'axe des z et selon ’axe des y.
Théoréme 19

a) Soit f une fonction continue sur un domaine régulier selon 'axe des y. Alors la fonction

f est intégrable et :
b d(z)
//Df(x,y)dfl:/ /() flz,y)dy | da.

b) Soit f une fonction continue sur un domaine régulier selon I’axe des x. Alors la fonction f

est intégrable et
d b(y)
J[ rewia= [ f(@,y)da | dy.
D c a(y)

¢) Soit f une fonction continue sur un domaine régulier. Alors la fonction f est intégrable et :

//D fz,y)dA = /ab (/(d()) f(x,y)dy) dx = /cd ( :j) f(w,y)dac) dy.

Exemple 56
Evaluer If pTydA, ou D est la région triangulaire dont les sommets sont :
(0,0); (1,0); (1,1).
La région D est un domaine régulier définie par :
0<z<let0<y<2

D est régulier selon 'axe des x

0<y<let y<ax<l,

D est régulier selon 'axe des y.
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YA VA
(LD (1,1)
D D
O 1 ; 0 1 'x

Donc :

J[ evia -

Si on inverse ’ordre on obtient :

J[ wvia -

Exemple 57

Evaluer

1 (N
/ (/ ey dy> dx.
0 VT

On ne peut pas calculer I'intégrale intérieure f\% ey’ dy de l'intégrale double. Le domaine d’intégration
D est régulier. Donc D est aussi régulier selon 'axe des y et est défini par : 0 < y < 1 et
0<az <9y’
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(LD

A\ 4

Donc :
1 IR .
/</ eydy>dx = //eydA
0 VT D
1 y2 3
= / / e¥ dx | dy
0 0
1 3
= /ery dy
0,
eV’ 1 e—1
= gh=
Exemple 58

Evaluer I'intégrale :

// dxydA,
D

ou D est la région bornée par les graphes d’ équations :
y=x+letax=1—y>

Pour situer la région D, on détermine les poins d’intersection des deux graphes y = = + 1 et

x =1 —y?, en résolvant 1’équation :
r=1—(z+1)0?*=-2>-20=2>+32=0
et donc z = 0 ou z = —3 correspondant aux points (0,1) et (—3,—2).

Par conséquent D est défini par :

—2§yglety—1§x§1—y2.
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Donc :

Exemple 59

Calculer le volume du solide situé directement au-dessus de la région D du plan xOy bornée par
r=0;y=—1,y =1, et la parabole x = 1 + 32 ,s0us la surface d’équation z = = — z_ 2
La fonction f(x,y) = - — = — Y est continue et positive sur la région D, D est défini par :

—1<y<let0<az<1+1y>
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=1+ y?

v

Donc, le volume

2.2 Intégrale double en coordonnées polaires

Dans de nombreuses applications des intégrales doubles, il est plus facile d’exprimer la fonc-
tion a intégrer, ou le domaine d’intégration, ou les deux en coordonnées polaires.

Le sens positif de mesure des angles 6 est le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Les
relations suivantes permettent de passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires.

x =rcos(f), y=rsin(f), %ztan(@),r2:a:2+y2.

Considérons une région D bornée par les droites 8 = «, 6 = 3 et les cercles r = a,, r = b.
Considérons une partition A de cette région définie par les deux partitions :

Plz{a:90<91<92< ....... < 9m25},A9i:9i—9i_1,

et
Po={a=ro<ri <ry<... < rp=b},Ari =1 — 1.
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On définit alors la partition P comme l'ensemble des mn régions [0;—1,6;] x [ri—1,75], AA;j
I’aire de cette région. Si Af et Ar sont assez petits, la région constitue approximativement un
rectangle ayant les cotés rAf et Ar

En coordonnées polaires, I'aire est alors égale a AA;; = r;Ar;Af;. Par conséquent, pour
exprimer une intégrale double en coordonnées polaires :

dA est remplacé par rdrdf

et on obtient les résultats suivants :
Théoréme 20

Soit f une fonction continue sur D = [«, 5] X [a,b] en coordonnées polaires. Alors :

//Df(r,e)dA _ /j </abf(r,0)rdr> i
_ /;(/jf(r,&)rcw)dr.

Calculer le volume de la région bornée par le plan xOy et la surface d’équation :

Exemple 60

z:l—x2—y2.

La fonction z = 1—x?—vy? est continue, positive sur le domaine D délimité par z = 0 = 1—z2 2.

Donc :
V:// (1 — 22 —y*)dA.
z24y2<1

En considérant les coordonnées polaires, on obtient :

//D(l —r?)dA
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ou D est définit par 0 <r <1, 0<6 < 2.

Ya

v

¥

Jah z,z
& —

Donc :

2m 1
vV = / /(1—7‘2)7‘drd9
o Jo
27 ,r,2 7,,4 9 T
- [ G- Srae-T

Théoréme 21

a) Soit D est un domaine borné par le graphe d’une fonction continue r = g(f) et les
droites § = a et § = . Si f est une fonction continue sur D alors :

//D f(r,0)dA = /j </Og(9) f(r,@)rdr) do

b) Soit f une fonction continue sur un domaine régulier selon I'axe des r,

D={(r,0)/a<0<p, a(d) <r <b), a,b continues} .

//D f(r,0)dA = /j ( a?::) fr, 9)rdr> db

C) Soit f une fonction continue sur un domaine régulier selon ’axe des 6,

D={(r,0)/a<r<b, afr) <0 <pB(r), a,5 continues} .

//D f(r,0)dA = /ab </Of:;) f(r,@)rd@) dr.

d) Soit f wune fonction continue sur un domaine régulier D. Alors :

/ /D F(r,0)dA /a ’ ( / ;(:)) f(r,@)rdr) i
_ /a b < /a f()) f(r,@)rd@) dr.
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Exemple 61

Calculer l'aire de la région D bornée par le graphe d’une fonction continue r = g(6) et les

droites 0 = a et 0 = .
B 9(9)
A://dA:/ / rdr | df
D « 0

B
- 5 | @onas.

Exemple 62

Calculer Iaire de la région D a I'intérieur du cercle z? + 4% = 4 et au dessus de la droite y = 1.
Les points du cercle qui intersectent la droite y = 1 sont déterminées par z = +/4 — 1 = ++/3.
Donc, la région est défini par —V3<x<V3etl1< y < V4 — z2. Par lconséquent :

Airede D = // dA
D

V3 VA—z2
= / / dydzx
_\/3 1
V3

_ / (VA— 2?2 — 1)dz
~V3
’
= 2/ 3(\/4—3:2)d:n—2\/§.
0

Calculons [(v4 — 22)dz, en utilisant la substitution trigonométrique z = 2sin(g), 0 < 6 <
dx = 2cos(0)dh, V4 — 22 = \/4 — 4sin®() = 2 cos(6), donc :

/(M)dﬂ? = 4/0052(9)d9
_ 4/Md9/(mmm

2
= 20 +sin(20) +c
= 20+ 2sin(f)cos(f) + ¢
x4 —a?

o] 3

.
= 2Arc s1n(§) t———te
Donc :
/4 _ 2
Airede D = 2[2Arcsin(g) + %]6/3

= 2(2Arcsin(§) + ?) —2V/3.

Exemple 63 Calculer le volume du solide dans le premier octant borné par le cone z =1 et le
cylindre r = 3sin(6).
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Le domaine D est défini par 0 < r < 3sin(f), et 0 <0 < -, f(r,8) =r donc :

7T
27

vV =

z 3sm
- 2 ( 2dr> do
3sin(6
r
[ (5),
2

= / sin®()df

0
= sin — cos?
. /0 (0)(1 — cos?(6))do

= —9cos(f) + 3(3082(9)](? = 6.

[SIE]

Exemple 64

Calculer

/ / —a:2—y—1>dyda:

Que représente géométriquement cette intégrale double. Le domaine d’integration
D:{(x,y)/ —V3<ax<V3, —V3-12<y< \/3—962},

c’est le disque de rayon v/3, par conséquent D est défini par 0 < r < /3, et 0 < § < 27 en
coordonnées polaires, par la suite :

V3 V3—z2 27 V3
/ / Va4 — 2?2 —y2dydr = / </ (V4—1r2— 1)7‘dr> de
—V3J—V3=22 0 0

27r5 57
- 2dp = 2T
/0 6 3

Cette intégrale double représente le volume solide situé au dessous de la demi-sphere 22442422 =
4 qui est le graphe de la fonction z = /4 — 22 — y2 , au dessus de D qui est défini par z>+y? = 3.
D représente l'intersection du graphe et de la région du dessous, dans ce cas 3 + 22 = 4, donc
z=1car z > 0.

Cette intégrale double représente le volune du solide situé sous la sphere 22 + 3% + 22 =4 et
au dessus du plan z = 1.

Exemple 65
Calculer l'intégrale impropre

+o0 5
/ e ¥ dx.
— 0

—z2

On ne peut pas déterminer la primitive de la fonction e™®". On peut alors exprimer cette intégrale

en fonction d’une intégrale double :
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+00 2 +00 +00
</ e_mzda:> = / e_mzdx/ eV dy
- // e‘xQ_yzdxdy
R2

Le passage aux coordonnées polaires nous donne :

+o0 5 2 2w +o0
</ e " dm) = / d@/

= 27 lim [ ] =T.
b—oo 2

Par conséquent :

+00 2
/ e " dr = \/T.

—00

Exemple 66
Calculer le volume du solide dans le premier octant borné par le cylindre 2 + y? = a? et sous
le plan z = y.

En coordonnées polaires, le cylindre dans le premier octant est représenté par :

0<r<a,et0<0<

w|=1

la fontion z = y = rsin(é). Donc :

V = / </ rsin 9))rd7‘> do = /2 sin(@)d@/ r2dr = %a?’.
0 0

Longueur d’un arc d’une courbe.
On voudrait calculer la longueur L d’un arc d’une courbe déterminée par le graphe d’une fonction
de classe C! sur un intervalle [a,b] . On considére une partition P de [a, b] :

P={a=x2g<x1 <23 < ... <zp="0b}, Aw;=1x; —xi_1.

Pour chaque i = 1, ....,n, on consideére le point P;(x;, f(z;)), la longueur du segment P;_1 P; est
donnée par
sqrt(z; — 1) + (f(2:) — flzic1))®

Quand n assez grand et la norme || P|| assez petite, cette longueur est une valeur approchée de
la longueur I; de larc de la courbe y = f(x) du point P,_; au point P;. Donc :

lim Z \/ —xi1)? + (f(zi) — f(zio1))?)

|P||—>0
existe et égale L, car f est de classe C.

Puisque f est de classe C', il exise t; € [x;_1,zi] tel que :

flai) = f(@io1) = f'(ti)(zi — 1)
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Donc :

n

L = lim (Z V(@i —xim1)? + (f(2) — flxio1))?)

IPl—0" <

- n}oﬁﬂo(; V(@ =z 2 + () (@ — 2i1))?)

n

= lim O VA +(f ()2 Axy).

P||—0
La somme

Sn =Y VI +(f 1(t:)?Ax;
=1

est une somme de Riemann de la fonction continue /(1 + (f /(x))?, et donc la longueur L de la
courbe y = f(z) du point (a, f(a)) au point (b, f(b)) est égale 4 :

b
/ V(1 +(f '(z))?*dx.

Théoréme 22

Si f est une fonction de classe C! sur un intervalle [a, b], alors la longueur L de 'arc de la courbe
y = f(x) du point (a, f(a)) au point (b, f(b)) est donnée par :

b
L:/ VAT (f (@)da.

D’une facon analogue, si C est une courbe de classe C' d’équation paramétrique z = f(t),
y=g(t), a<t<b alors la longueur L de I’arc de la courbe C' du point (a, f(a))
au point (b, f(b) est donnée par :

b
L= / V@R T (g @)

Aire d'une surface.
Pour calculer 'aire d’une surface S déterminée par le graphe d’une fonction de classe C! sur un
domaine régulier D, on considere une partition de la région D définie par les mn rectangles R;;
de dimensions Ax;, Ay; inclus dans D, S;; la restriction de la surface S au rectangle D.

Soit (xij—1,y;—1) le point de R;j;, la restriction T;; & Rij du plan tangent & la surface S au
point (xj—1,y;j—1, f(xi—1,y;—1) est un parallélogramme déterminé par les vecteurs :

) .0
Uy = Axii + af(lﬂi—l,yj—l)ﬁwik et v, = Ay;j + @f(xi—lyyj—l)ijk-
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FIGURE 2.2 — Piece en forme de la pa-
rallélogramme dans le plan tangent a la sur-
face

FIGURE 2.1 — Surface montrant un rectangle
paramétré et les vecteurs r, et ry

De plus l'aire de Tj; est une valeur approchée de 'aire de S;;, 'aire du parallelogramme T;;
est égale a la norme du vecteur produit vectoriel u, X v,.

i k
0

Aire de Sj; = [|ug X vy|| = Azi 0 Ff(xi—layj—l)Axi
0 Ay @f(xi—lyyj—l)ij

i k

0

= AnAy |10 5 f@ien )
01 @f(il?i—hyj—ﬁ

1) . 1) )
= H_Ef(xi—layj—l)z — —f(zi—1,yj—1)] + k” Az Ay;

oy
0 2 0 2
= (%f(xi—hyj—l)) + (@f(xi—lyyj—l) + 1Az; Ay;.
Donc :
Aire de S = mz’" (if(x_l yi—1))? + (if(x_l yi—1)? + 1Az Ay,
A j:1 5$ 1 yJd] 5y ) yJd] (2 70

et la somme

<~ 5 5
Spn =3 (%f(xi—layj—l))z + (@f(l’i—hyj—l)2 + 1Az;Ay;

i=1,5=1

est une somme de Riemann de la fonction continue suivante :

\/ (5 F )2 + (5 o) + 1

donc en passant a la limite quand || P|| — 0, on obtient :

Aire de S = //D \/(%j’(x,y))2 + (%j’(m,y)2 + 1dA.
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Théoréme 23

Si f (x,y) est une fonction de classe C! sur un domaine régulier D, alors I'aire A, de la surface
z= f(x,y), (x,y) € D, est donnée par :

) )
as= [ \/ (0 )+ (5 f ) + 144,

Exemple 67

Calculer Daire de la portion de la paraboloide z = 4 — 22 — y? au dessus du plan zOy.
L’intersection entre le plan zOy d’équation z = 0 est le cercle 22 + y?> = 4 qui borne le
domaine D. Donc :

D={(z,y)) —2<xz<2et —\d—22<y<id—a?}, flz,y) =4— 2% —1?}

De plus, %f(a:,y) = —2x et %f(x,y) = —2y par la suite :

Ag = //D V(=22)2 + (—2y)% + 1dA
2

Va—x2
= / V4r? + 4y? + ldydz.
—2J —Va=s?

On peut calculer 'intégrale en utilisant les coordonnées polaires
x=rcos(f),y=sn(f)0 <O <2r0<r <2

donc :

2 2 2 4
Ag = / / VA4r? + 1rdrdf = / E(47‘2 + 1)%]3(19 = %((17)% —1).
0 0 -2
Exemple 68 Calculer l'aire de la demi-sphére supérieure

x2+y2+22 =d.
La demi-sphere supérieure 22 + y% + 22 = a? représente le graphe de la fonction

2= f(z.y) = Va2 —a? —y2 D ={(z,y)/2* +y* < a’}.

De plus,
) —T ) —y
Ef(l'vy)_ a2_$2_y27 5yf($7y) /7a2_$2_y27

par la suite :

Ag = // _ )24 (—L )24+ 1dA
D ( /a2—:132—y2) ( /a2—$2—y2)
_ / / T
D \aZ -z — 42
En coordonnées polaires,ona: 0<r<a, 0<0 <27 et donc:

21 a a
Ag = / / ——rdrdf
o Jo va*—r?
t
= 2mwa lim #dr
t—a~ Jo a? — r?

= 2ma lim [-Va? — 2] = 27’
t—a~
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2.3 Green-Riemann, Stokes et Divergence dans le plan

2.3.1 Quelques rappels

Soit F(z,y,z) = M(x,y,2)i + N(z,y,2)j + R(z,y, z)k un champ de vecteurs, On définit la

divergence de F), le champ de scalaires, qu’on note divF par :
divF = (V,F)
OM 0N OR
ox Oy 0z
On définit le rotationnel de F' le champ de vecteurs qu’on note RotF par :

RotF = VXF:(a_R ON . oM OR. ON oM

oy "2t Tt e )

i ik
_ |92 9 9
N dr 0Oy 0z
M N R

9

a 0
V est Popérateur différentiel (a, y 8Z). Si F(z,y) = M(x,y)i + N(z,y)j alors :

divF = (V,F) =

ON ON oM
+ e et RotF = ( or oy )k.

Remarque 9

Si F dérive d’un potentiel f de classe C? alors RotF = 0.

Ce théoréme nous permet d’exprimer une intégrale curviligne le long d’une courbe C' comme
une intégrale double sur un domaine D borné par la courbe C et inversement.

Cette formule est une version du théoréme fondamental du calcul :

b
/ F(t)dt = £(b) — f(a).

L’intégrale curviligne est calculée suivant la composante tangentielle du champ de vecteurs par
rapport a la courbe C', donc il faut spécifier I’orientation des courbes qui délimitent le domaine
d’intégration D.

Cette orientation doit étre positive, de sorte que si on parcourt C' dans le sens ou elle est
orientée, la région D doit se se trouver a gauche de la courbe C.

y y
b \ c
c P N \

f N x
J 1
T

a D \ o /‘
\ . / /

% \ /
0 a b LS5

= (z(t),y(t)), a <t < b est dite simple si
r(t1) # r(t2) Vi1, ta € ] a,b[, t1 # ta, c-a-d la fonction ne s’intersecte pas avec elle méme. La
courbe C' est dite fermée si r(a) = r(b).

Une courbe C' d’équation paramétrique r(t)
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_

FIGURE 2.3 — courbe simple

C;

FIGURE 2.4 — courbe simple FIGURE 2.5 — courbe fermée
fermée non simple

2.3.2 Théoréme Green-Riemann

Théoréeme 24

Soit D une région du plan xOy délimitée par une courbe C' et orientée dans le sens positif
formée d’une ou de plusieurs courbes simples, fermées, lisses par morceaux (C'). La courbe C
est appelée la frontiere de D.

Si F(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j est un champ de vecteurs, les fonctions M, N sont de
classe C'*. Alors :

ON oM
M(z,y)dx + N(x,y)d :// — — —)dA.
[ M ade+ Ny = [[ G =50
Démonstration 5

On considere le cas ou D est un domaine régulier, on peut le représenter de deux fagons différentes
c-a-d :
D = {(:L'vy) € Rz/a <z < bv fl(‘r) Sy < f2(3:)}7
<92

D={(z,y) e R?/c<y<d, qi(y) <=z ()}

d

x = g,(y)

X=01

y = fi(x)

Les fonctions f1, fa, g1, g2 de classe C!, on va démontrer les égalités suivantes :

/CM(az,y)daz: —//D %ﬂy@y)m (1)

/CN(ac,y)dy: //D wm& (2)
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Pour démontrer (1), on considere la premiere caractérisation de D
(1 : le graphe de la fonction y = f1(z) du point (a, f1(a)) au point (b, f1(b)).
(s : le graphe de la fonction y = fa(x) du point (b, f2(b)) au point (a, fi(a)).

/M(:E,y)d:n = M(z,y)dz + M(x,y)dx
C Cy Cy

b a
— /M(x,fl(x))d$+/b M (z, fa(z))dx

b b

:L/MmMMM—/M@M@W
b

_ /(M(x,fl(x))—M(a:,fz(w))dx

Calculons maintenant :

f2(2) §
// 5M:”yd,4 // —dydx
1

d’apres le théoreme fondamental du calcul on a :

fa(z) T
/‘ ﬂ%ﬁhy:JWwMM—Mmﬁ@
1(@) y
= —(M(z, fi(z)) — M(, fa(z)).

// M (z,y dA:_/ab(M(gg,fl(x)) M(z, fo(z /Mx W)

Pour démontrer (2), on considere la deuxiéme caractérisation de D,
Cf : le graphe de la fonction = ¢;(y) du point (d, g1(d) au point (c, g1(c).
C3 : le graphe de la fonction z = ga(y) du point (c, g2(c) au point (d, g2(d).

Donc :

/wa@ — [ Ny + [ Ny
c C3

d
— /Ng1 )dy+/ N(g2(y), y)dy
:/(mmwm N(g1(y).)dy)

[

92(y)
//5N3:ydA // 5ny)da:dy,
g1(y)

d’apres le théoreme fondamental du calcul on a :

Calculons maintenant :

92(y) T
/ éﬂ%@wzmm@m—N@@w»
g1(y) Y

d
//D wcmz/c N(gz(y),y)—N(gl(y),y)dyz/cN(%y)dy-
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En additionnant les deux égalités, on obtient la conclusion du théoréme de Green-Riemann dans
le cas ou D est un domaine régulier.

Si D est une réunion finie de domaines réguliers dont les intersections ne cotiennent que les
frontieres, on démontre le résultat pour chaque domaine puis on additionne.

Si D vérifie les conditions générales du théoreéme, on considére des partitions de D comme
dans la définition de l'intégrale double pour obtenir une ré union finie de domaines réguliers
dont les intersections ne cotiennent que les frontieres puis on passe a la limite.

Exemple 69

On considere le champ de vecteurs F(z,y) = (y?—7y)i+(2zy+2z)j et C le cercle 22 +y% = 1.
On calcule les dérivées partielles :

ON(z,y)
ox

M (z,y)

=2 2 et
y+2e 5

=2y —T.

Donc

// ((2y+2) — (2y — 7))dxdy = 9// dxdy = 9aire de D = 9.
D D

La courbe C': r(t) = (cos(t),sin(t)) 7r/(t) = (—sin(t),cos(t)), 0 <t < 2,

C orientée dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre. Calculons I'intégrale curviligne :

2m
/ M(z,y)dz + N(z,y)dy = / (sin?(t) — Tsin(t))(—sin(t) + (2 cos(t) sin(t) + cos(t)) cos(t))dt = 9r.
C 0

Exemple 70

Vérifier le théoreme de Green-Riemann :
F(x,y) = 3% + (4zy)j le long de la la courbe fermée C formée de I'arc de la parabole y = 22 de
Porigine au point (2,4) et le segment du point (2,4) a Uorigine.

24

5(41172/) 5y2 /2 /2%
— 2 )dA = 4y — 2y)dyd
//D( 5 5y) ; m2(y y)dydx
2 2
= / Y% = / (422 — 2h)dx = %
0 0 15



L’arc de la parabole est donnée par la courbe O d’équation paramétrique : (¢,t?), 0 <t < 2,
donc,

fWHm@ww
0

2
288
= / ottdt = =,
0 5

Le segment Cy est donné par la paramétrisation (¢,2t) de t =2 a ¢ = 0,donc,

/ y2da + 4rydy
Ch

0
/ y2de + drydy = / ((2t)2 + 4t(2t)2)dt
Co 2

0
160
— /20t2dt:——.
) 3

Par conséquent :

/ yvide + deydy = / yide + dzydy + / yidx + dzydy
C Ch Ca
288 160 64

53 1
Exemple 71

En uttilisant le théoréeme de Green-Riemann, calculer I'intégrale curviligne :
2 3
/ xy“dx + (2z°y)dy
C

le long de la la courbe fermée C formée de I’arc du demi cercle x? + y? = 1 dans le sens positif
et du segment du point (—1,0) au point (1,0).
Le domaine D est donné par :

-1<2<1;0<y< V1 —22

1 V1—2x2 5(2333 ) Sz 2
zytde + (203y)d :// Y)Y aa
/C Yy (22°y)dy s ( 5 5y )

1 V1—z22 4
= / / (62%y — 2zy)dydr = —.

Exemple 72

En utilisant le théorémede Green-Riemann, calculer le travail du vecteurs champs F(z,y) =
(sin(x) — y)i + (e¥ — 22)j le long de l'arc du cercle 22 + y? = a® dans le sens positif.
Par définition :

W = /C(Sin(:n) —y)dx + (¥ — 2%)dy,

de la formule de Green-Riemann, on a :

B 5(e¥ — 2?) B O(sin(x) — y)
W= //1,2_,_yz<a2( ox oy )dA

_ / / (=20 +1)dA
22 +y2<a?

= // —2xdA + // dA
22 +y2<a? 22 +y2<a?

= 0+ aire de D = ma®.
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Vérifier ce résultat en utilisant les coordonnées polaires pour calculer 'intégrale double.

Conséquence 1

1) Si F(z,y) =

M (z,y)i+ N(x,y)j est un champ de vecteurs qui dérive d’un potentiel f, C

est une courbe fermée, on retrouve :

f(A) = f(4)

:/ ON _OM, 4
- //D(O)dA:O.

/CM(a:, y)dx + N(z,y)dy

2) Soit D une région bornée par une courbe lisse, fermée C.
Si F(x,y) = zj alors :

/dey = //D(g—i)dA
-

= Airede D.

Si F(z,y) =yi alors :

(RIS
o

= —Airede D.

On obtient la formule :

Exemple 73

1
AiredeD = = / xdy — ydzx.
2 Jc

En utilisant le résultat précédent pour calculer l'aire de la région D l'intérieur de ellipse

La région D est bornée par la courbe :

x(t) = acos(t), y = bsin(t), 0 <t < 27.

D’apres la formule :

Airede D = /(w)dy—( )dx
27r

%/0 a cos(t)bcos(t) — bsin(t)(—asin(t))dt

1

2

2m
/ (abcos®(t) + absin®(t))dt = mab.
0
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En utilisant le théoreme de Green, nous allons exprimer le travail tangentiel et normal d’un
champ de vecteurs F' comme une intégrale double.
Le travail W d’un champ de vecteur F' a travers une courbe C est exprimée comme une

intégrale curviligne
W = / (F,dr) .
C

On considere la représentation paramétrique de la courbe C' :

r(s) = x(s)i+y(s))J

ol s est la mesure de I'arc d’un point Py € C a un point P € C, D’aprés le théoreme 3.1, page
9, 0n a

ds dx dy

> D2 4 (22

dt (dt) * (dt) ’

si on prend s = t, on obtient :

dx dy
1= )2 —7)\2
() + ()
s de. . —dy. . . X
On considere alors T'(s) = (E)Z + (E) Jj le vecteur unitaire tangent a la coube C. De plus

de , = dy ., ..
Edsz + %dsﬁ = T(s)ds.

/C (Fidr) = /C (F,T(s))ds.

D’apres le théoreme de Green, on a :

/C(F,T(s)>ds = / (F,dr)
- / /D (RotF,k>dA.

On obtient une version du théoreme de Stokes dans le plan qu’on généralisera par la suite
dans l'espace R3.

dr = dzi + dyj = (

Donc :

2.3.3 Stokes dans le plan

Théoréme 25 Si F(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j ,C,D
vérifient le théoréme de Green-Riemann, T(s) le vecteur unitaire tangent a la coube C, s est
la mesure de larc d’un point Py € C a P € C, alors :

/C (F,T(s)) ds = / [ (Rotr. 1)

Exemple 74 Vérifier le théoréme de Stokes si F(z,y) = 2yi+5xj, C est la courbe 2% +y* = 1.
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x(s) = cos(s), y(s) =sin(s), 0 < s < 27, r(s) = cos(s)i + sin(s))j

et
T(s) = —sin(s)i + cos(s))j.
2
/ (F,T(s))ds = / ((2sin(s)i + 5sin(s)j), —sin(s)i + cos(s))j) ds
C 0
2
= /0 (—2sin?(s) + 5 cos?(s))ds
T 1 — cos(2s) 1 + cos(2s)
- /O (~2(— = 5
= gs + Zsin(%)]g” = 3.
On a
(RotF,k) = <(%—Z - aa—]\j)k, k>
ON OM
= Gn gy =0 2=%
Donc :

/ / (RotF,k)dA = / / 3dA
D z24+y2<1

= 3aire de D = 3.

Intuitivement, le Rotationnel d’un champ de vecteur F' en un point P indique
dans quelle mesure le champ tourne autour de P.

On considére maintenant le vecteur unitaire

_dy. dzx
N(S) - _EZ E]v
donc :
N(s)ds = dyi — dxj
et
On obtient :

/ (F,N(s))ds :/ M (z,y)dy — N(z,y)dx
C C
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En appliquant le théoréme de Green-Riemann on a :

/M(:E,y)dy—N(:E,y)d:E = / E?M 8 ))dA
C

E?M 8N
= — 4+ —)dA
//D( ox + oy )d

= / divFdA.
D

On obtient une version du théoreme de divergence dans le plan qu’on généralisera par la
suite dans 'espace R3.

2.3.4 Divergence dans le plan
Théoréeme 26
Si
F(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j, C, D

vérifient le théoreme de Green-Riemann, N (s) le vecteur unitaire normal & la coube C, s est la
mesure de ’arc d’un point Py € C' a P € C, alors :

/C(F,N(s)>ds://DdideA.

Exemple 75

Vérifier le théoreme de divergence si F(z,y) = 2yi + 5zj, C est la courbe 22 + y? = 1.
On a :
x(s) = cos(s), y(s) =sin(s), 0 < s < 27, r(s) = cos(s)i + sin(s))j

et
N(s) = —cos(s)i — sin(s))j.
2m
/ (F,T(s))ds = / ((2sin(s)i + 5sin(s)7), (— cos(s)i — sin(s)j) ds
C 0
2m
= /0 (—25sin(s) cos(s) — 5sin(s) cos(s))ds
2m
= —7/0 sin(s) cos(s)ds
= T sinz(s)]g’T =0
Ona ON oM
divF = (&E + ay) 0.
Donc :

// divF'dA = 0.
D

Intuitivement, la valeur de la divergence d’un champ de vecteur F' en un point
P est une mesure du rythme auquel le champ s’étend a partir d’un point P.
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2.4 Intégrale Triple

On consideére une fonction w = f(x,y, z) de trois variables & valeurs positives sur une région
D de R3, alors la généralisation du concept d’une intégrale triple sur D est analogue & 'extention
d’une intégrale simple & une intégrale double. On note cette intégrale triple par sur une région
D de I'espace R3appelée domaine d’intégration :

///D f(z,y, z)dv ou ///Df(iﬂ,y,z)dzndydz ou ///D f(z,y, 2)dydzdz ete...

Soit D un domaine borné de R3, D est contenu dans un parallélépipede B défini par :
[ag, a1] X [bo, b1] X [co, 1]
On définit alors une partition P de B comme ’ensemble des mnp parallélépipedes rectangulaires
Rijk = [zi—1,%i] X [yj-1,Y5] ¥ [2k-1, 2k]

tels que

i=1,..m;j=1,...,n k=1,...,p, AVjjr = Ax;Ay;; Az, le volume de Rjy;.
La norme || P|| de la partition est définie par :

| P|| = max {Axy, ..., ATy, AY1, oo, Ay, Azp, o, Azp }

Soit R 'ensemble de tous les parallélépipedes rectangulaires R;j;, de la partition P contenu dans
D. Pour chaque R;j;, C D, on choisit un point (:E?,yjo-,zg) € Rjj, et on définit la somme de
Riemann :

SinD = Z f(x?vy?’zl(c))AV;]k
Ri]‘kER

Si la limite de Sy, existe quand m,n,p — oo, ||P|| — 0 et est indépendante du choix de
(:E?,y?, z]g) € R;j;, alors on dit que f est intégrable sur D. En utilisant le méme procédé, on
peut définir I'intégrale triple d’une fonction de trois variables a valeurs non nécessairement
positives comme limite d'une somme de Riemann

Définition 24

Une fonction f de trois variables est dite intégrable sur un domaine D si :

Swnp = lim > @y R)AVig

im

existe et ne dépend pas des points (:E?,y?,zg) choisis. La valeur de cette limite est appelée
intégrale triple de f sur D. On note :

x,y,z)dA = lim Smnp-
///Df( ¥:2) mn,p—oo,|[P=0 T

Toute fonction continue sur un domaine borné fermé est int égrable sur D. Si f(x,y,z) =1
en tout point du domaine alors I'intégrale triple de de f sur D est égale au volume de D.

// dV = volume de B.
D
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Théoréme 27

Soit f une fonction continue sur D = [a,b] X [¢,d] X [e, f]. Alors f est intégrable et

//Df(x’y’z)dv - /(/ / f(,y,2) dzdy)dx
= [ ([ ([ rwmar) a)as=.

D = {(‘Tayv'z) € R3 /‘T € [CL?b]?hl(‘T) < Yy < h2( ) gl(ﬂf y) <z §g2(x7y)}

Soit f une fonction continue sur

Alors f est intégrable et

b ha(z)  rg2(z,y)
// f(x7y7z)dv = / / / f(x,y,Z)dZdy dz.
D a hi(z) Jgi(zy)

On a le méme résultat si on interchange les variables z, vy, 2
Théoréme 28

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un domaine D, et L, M deux constantes. Alors la
fonction Lf + Mg est intégrable sur D et

//D(Lf(:n,y,z) + Mg(z,y,z))dV = L//D f(z,y,2)dV +M//D g(z,y, 2))dV.

Théoréme 29

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un domaine D telles que :

flx,y,2) > g(z,y,2) sur D.

//D f($’y’z)dV2//L)9(w,y,z))dV

/// (24 x +sin(z))dV = §7ra3
x2+y2+22gl 3

est 2 volume de la boule de rayon a.
Le domaine d’intégration D est la boule de rayon a, centrée a l'origine. Les fonctions x et
sin(z) sont impaires pour chaque variables, donc :

/// (24 x +sin(z))dV = 2/// av + /// zdV + /// sin(z)dV
x2+y2+22gl m2+y2+22S1 x2+y2+22gl m2+y2+22S1
= /// (2 + x +sin(z))dV
x24+y2+22<1

= 2volumede D+0+0
8 4

= —Ta .

3

Alors

Exemple 76
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Exemple 77
Caleuler [[[, ay?z>dv,ott D est définie par :

0<r<a,0<y<d0<z<c

/// zy?Bdv = ///:L"yz )dz)dydz
D
= /a:dx/ yzdy/ 23dz
0 0 0

a2 b3 ¢t

2 34

Exemple 78
Calculer
/// xysin(yz)dv
D
ou D est le parallélépipede rectangulaire borné par les plans x = m,y = g, z

de coordonnées x =0,y =0, z=0.

///nysin(yz)dv - / / / rysin(yz)dz)dydz
- / / [‘wCOS(yZ)]Ogdydx

/ x(1 — cos( )dydx

Exemple 79

Evaluer

/[ v

(0,0,0); (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1).

ou D est tétraedre dont les sommets sont :

La région D est un domaine régulier définie par :

0<z<1,0<y<1—z2,0<2<l—ax—y:

81
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Donc :

///DydA _ /1 /1_I(/1_x_yydz)dyd:n
= //196 1—2x—y)dydx

(1—2x)3 1
/0 6 24
Si on inverse 'ordre dzdydx & dzdzdy, on obtient :

///D ydA = 41 /Ol—y(/ol—r—y ydz)dzdy

ﬂ.

Si on inverse 'ordre dzdydx & drdzdy, on obtient :

/ / /D ydA /0 1 /0 Y /0 T e dady

Exemple 80

Calculer

ff e

ot D est la région & I'intérieur du cylindre 22 4+ y? = 1 borné au dessus par le plan z+y+ 2z = 4,
et au dessous par le plan z = —1.
La région D est déterminée par :

—1<z<1l, V1I-22<y<yV1—-2a22 —1<z2<4—z—y.

4—x—y
/// 2eydV = / / / 2xydzdydx
D
4 :r: Y
= / / 2:Eyz dydzx

= /1/ i 2(10:Ey—23:2y—23:y2)dyd:n

Donc :

1
4
— / ——:L'(4—:L'2)%d£17:0.
3

Le domaine et la fonction sont symétriques par rapport au plan = = y, ce qui explique le résultat
obtenu.
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Exemple 81

Calculer le volume du solide borné par les paraboloides y = 4 — 22 — 22 et y = 22 + 22.
Pour situer la région D, on détermine l'intersection des deux graphes y = 4 — 22
y = 22 + 22, on obtient le cercle 22 + 22 =2, de plus 2> + 22 <y < 4 — 22 — 22

Par conséquent D est défini par :

—V2<2<V2, V2 —22<z2<V2—22 et 2+ 22 <y<4-—x>-22

— 22 et

On obtient :
V2 V2—z2 4—z2_22
V:///dV = / / / dydzdx
D V2 J—2—22 Jx2422
V2 V2—z? Aeg?_ 52
- /\/_/\/ 2 [y]ﬂ_-fzgz dzdzx
—V2J—V2—x
V2 2—x2
= / / (4 — 22% — 22%)dzdx
V2 J-v2—z2
V2—a2?
dx
—V2—z2

I
[
SRS
Wl —/—
S e
| |
S [\
\_[/\) )
SN—
o w
8 |
E
w
~—
_

I
T
5 %

8
5(2 - :Ez)%dzn = 4m.

Il
S
N

En utilisant des substitutions trigonométriques, on obtient :

3
[t =t (VE—) + Jov@ )+ Suresin LV

Exemple 82

1
Calculer le masse du solide borné par le paraboloide cylindrique z = 2 — 5:172 et les plans z = 0,

y =z, et y = 0, en supposant que la densité p(z,y, z) est proportionnelle & z. La masse m est

donnée par la formule :
m = /// p(x,y,2)dV
D
= /// kzdV
D
2
2 px p2-%
= k:/ // zdzdydz
o Jo Jo
2.
3
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2.5 Intégrale de surface
En général, une surface S dans l'espace R> est représentée par :
z= f(z,y), ou g(z,y,2) = 0.

Par exemple : L’équation

2 =/a2 — 22 — 2

la demi-sphere supérieure .

Il existe alors une relation entre les variables x, y, z comme pour les les courbes, on peut
déterminer la surface a partir d’une représentation paramétrique en utilisant seulement deux
paramétrés, cette représentation est de la forme :

r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D
ou z(u,v), y(u,v), z(u,v) sont des fonctions numériques de deux variables et D est une région
du plan R2.
Exemple 83

Le cylindre circulaire
2y’ =d? ~1<2 <1,

de rayon a et de hauteur 2 est déterminé par la représentation paramétrique :

r(u,v) = acos(u)i + asin(u)j + vk, 0 <u <27, —1 <v < 1.

Exemple 84

Une représentation de la sphere 2 + 2 + 22 = a? est donnée :

r(u,v) = acos(u)sin(v)i + asin(u) sin(v)j + asin(v)k, 0 <u < 27, —— < v < %

™
2
Si u est constant ou si v est constant alors, on obtient les méridiens. Cette représentation

est surtout utilisée en géographie.
On peut aussi donner une représentation de la sphere :

r(u,v) = acos(u) cos(v)i + asin(u) cos(v)j + acos(v)k, 0 <u <27, 0<v <.
Cette représentation est utilisée en mathématiques.
Exemple 85
On peut représenter le cone z = \/ﬁy2 ,0<2<h par:

r(u,v) = veos(u)i +vsin(u)j + vk, 0 <u <21, 0<wv < h.

Plan tangent et vecteur normal a une surface.
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Soit S est une surface représentée par I’équation paramétrique :
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D.

Supposons que la fonction 7 est de classe C', et soit P un point de la surface, les vecteurs

suivants : o ) d( ) oy ) o )
r(u,v)  Ox(u,v) Jy(u,v) 0z(u,v . '
ou ( Ou > Ou = Ou ) au point P;
or(u,v)  0x(u,v) y(u,v) 0z(u,v) .
v ( ov ' v ' v ) au point P

sont tangents a la surface .S au point P. S’ils sont linéairement indépendants, alors le plan tangent
or(u,v) Or(u,v)
ou = Ov

# 0 est un vecteur normal a la surface S au point P.

au point P est engendré par les vecteurs et le vecteur produit vectoriel N =

or(u,v) " or(u,v)
ou ov

Le vecteur n = m est un vecteur unitaire normal & la surface S au point P ; le vecteur —n

est aussi un vecteur unitaire normal a S au point P. Déterminons les composantes de N :

ik
N = det g% gu gg =1 % % - % % +k % %
gr 9 = ov Ov ov Ov ov Ov
ov v
LRI AR
ov Ov ov Ov ov Ov
En posant :
dy 0z 0z Oz ox Oy
0W:2) | qu qu | 92 | qu qu | «2@% _ [ qu au
O(u,v) 9y 9z |7 9(u,v) gz 0r 7 O(u,v) dr. gy |’
ov Ov ov Ov ov Ov
on obtient :
0y, 2) | O(z3) | O(w,y)
N = i) M) o)
N = (a(y,Z) 9z x) 9(z,y)
D, )" Bu,0) D)

En utilisant une approche similaire pour calculer l'aire d’une surface S déterminée par z =

f(z,y),

Si la surface S est une surface représentée par I’équation paramétrique :
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + 2(u, v)k, (u,v) € D.

Alors on obtient la relation :

_ oy, z),,  ,0(z7) d(z,y) e

= \/ TR LA i D o Dl
_ (,y)\, Oz, 2) 0% 2) \2 s
- \/( 5w Gy T Buw)
= |IN(u,v)] dudv.
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Exemple 86

Si la surface S est représentée par le graphe z = f(z,y), (x,y) € D.
On considére alors la paramétrisation r(z,y) = xi+ yj + f(z,y)k ,

or(x,y) of (w, y)) . or(x,y) of (x, y))
ox oz ’ 0y dy .

= (1,0,

= (0,1,

Par la suite :
Of(x,y)  Of(x,y)
ox ' oy

on retrouve le résultat suivant qu’on a déja démontré

N =

1),

ds = \/( afg;’ Wy 4 (af(;y’ Y2 1 (1)2dady,

de plus, laire de la surface est donné par :

Définition 25

Soit f(x,y,2) un champ de scalaire continu défini sur une surface S de R3, la surface S est
représentée par ’équation paramétrique :

r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D.

On définit alors I'intégrale de f sur .S par :

//sfds - //D F(@(u,v),y(u,v), 2(u,v)) | N(u,v)| dudv

— [ fatwo), v z<u,v>>¢ Gty + (G2 + (G2 edude,
D

(u,v)

Exemple 87

Si la surface S est représentée par la paramétrisation :

x=rcos(f),y=rsin(d), z=60,0<60 <27, 0<r <1

fl

flzyy,2) = /2?2 +y? + 1.

On calcule les dérivées partielles ;

Calculer

ou

dfracd(z,y)o(r,0) =r,

donc d’apres la définition :

ds = +/(r)2 + (sin(6))2 + (cos(0))2drdd

= V/r?2+ 1drdf.
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De plus :
f(r cos(6),7sin(9),0) = V/r? + 1.

Donc :

//Sfds = //D\/mmcmw

27 1
= / / (1+ r2)drd9 = 8—7T
o Jo 3

Remarque 10

Si la surface est représentée par z = g(z,y), (z,y) € D, alors :

_ Of (x,y) Of (x,y)
[ras= [ f(x,y,g<:c,y>>\/< S+ (L2 + ddwdy

Exemple 88

On considere la surface S définie par :
=2ty D={(z,y)/0<2<1, ~1<y<1}.

Calculer ffs xds.
Par définition :

//Sazds = //D:E\/mdzndy
= //D:E\/Mdazdy

1 1
= / / x\V/ 422 + 2dxdy
-1Jo

1 3 3
= —(62 —22
6( 2 2)

SN LS

Remarque 11

L’intégrale de surface [, ¢ fds ne dépend pas du choix de la paramétrisation de S.

/ /S Z%ds

Exemple 89 Coalculer

ou S est la sphere 2% + 9% 4+ 22 = 1.
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Si on considére la représentation paramétrique de la sphere 22 4+ y? + 22 = 1 donnée par :

r(u,v) = cos(u) sin(v)i + sin(u) sin(v)j + cos(v)k, 0 < u < 2w, 0 < v < 7.

o(z.1) ox Ox
T,y _ ou v
B, ) det % %

U v

— sin(u)sin(v) cos(u) cos(v)
N det< cos(u) sin(v) Sin(u)cos(v)>

= —sinvcosv;

Or Ox

3w, v) = det ? ?
u  Ov

_ det(cos(u)sin(v) sin(u)cos(v))

0 —sin(v)
= —cosusin®v;
3z 2) Or Ox
L2 Qu  Qu
B, v) det 9y %
ou Ov
~ et T sin(u) sin(v) cos(u) cos(v)
B 0 —sin(v)
= sinusin®v.
IN| = \/(— sinvcosv)? + (— cos usin? v)2 + (sinu sin? v)?2
= [sin(v)],

donc :

//SZQdS = / /D cos?(v) sin(v)dudv

= /027r /07r cos?(v) sin(v)dudv
= 27 [— cos”(v) ] '
0

3
47

3
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Si on considére la représentation paramétrique de la spheére z2 + y? + 22 = 1 donnée par :

r(u,v) = acos(u) cos(v)i + acos(u) sin(v)j + asin(v)k,

T 7r
<u< —<v< —.
0<u<2r —5 < 5
Ox
B(uw,0) by
8u 81)
_ det v) — cos(u) sin(v)
N cos( cos( — sin(u) sin(v)
= cos(v)sin(v)

or 0

_ uw Qu

B, ) det % %
v Ov

B det<cos(u)cos(’u) —sin(u)sin(v))

N 0 cos(v)
= COSUCOS>V
o(z.7) Jx Ox
X,z _ _u _’U
oo~ | %%
ou Ov
et sin(u) cos(v) — cos(u) sin(v)
- 0 cos(v)
= —sinucos?v
IN|| = +/(sinvcosv)2+ (—cosucos?v)? + (cosucos? v)?
= |cos(v)],

donc

// 22ds = // cos(v) sin® (v)dudv
S
2m
= / /cos ) sin(v)dudv

= o [Sm?)(v)} Eg

47

3
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2.6 Intégrale de surface d’une fonction vectorielle.
Définition 26

Soit
F(ZL',y,Z) = Fl(x7y7 Z)Z + F2(£7y7 Z)J + }7’3(1"7:'47’2;)]{7

un champ de vecteurs défini sur une surface S de R? représentée par 1’équation paramétrique :
r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D.

On définit alors l'intégrale de f sur la surface S par :

/ /S Fds = / /D (F(2(u,v), y(u, v), 2(u,v)), N(u,v)) dud

_ //D <F(r(u,v)),arg;’v) x argi)’v)>dudv.

Cette intégrale est appelée le flux de F' & travers S.

Exemple 90

Calculer

// (xi 4+ yj + zk).ds,
S

ot S est la sphere 22 + 32 + 22 = 1.
Si on consideére la représentation paramétrique de la sphere 2 + y? + 22 = 1 donnée par :

r(u,v) = cos(u) sin(v)i + sin(u) sin(v)j + cos(v)k, 0 < u < 27w, 0 < v < 7.
Le vecteur normal est donné par :
9y, z) 0(z 1) a(sv,y))
9(u,v)” d(u,v)” A(u,v)

= (—cos(v)sin(v), — cos(u) sin?(v), — sin(u) sin?(v)).

N o=

Par conséquent,

(F,N) = {(cos(u)sin(v),sin(u)sin(v),cos(v)), (— cos(u)sin?(v), — sin(u) sin®(v), — cos(v) sin(v)))

= —cos?(u)sin®(v) — sin?(u) sin®(v) — cos?(v) sin(v)

//S(acz +yj+ zk).ds = /027r /07r — sin(v)dvdu
o

= 27 [cos(
= —A4m.

= —sin(v).

Remarque 12 L’intégrale de surface d’un champ de vecteur ne dépend pas de la paramétrisation
de la surface S. L’intégrale de surface d’un champ de vecteurs dépend du choix du vecteur normal
N choisi.
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Surface orientée

Une surface orientée est une surface qui admet deux cotés, I'un positif et 'autre négatif. Si
n est un vecteur normal unitaire & S, —n est aussi un vecteur unitaire de .S. En choisissant un
vecteur unitaire, on détermine le coté positif de la surface comme le coté d’ou sort le vecteur
normal n choisi. Dans ce cas, 'autre coté est le coté négatif. On définit ainsi l'orientation de S.

Il existe aussi des surfaces non orientables comme par exemple une surface de Mobius formée
d’une bande de papier dont on joint les extrémités apres avoir renversé I'une d’elles.

3p)

FIGURE 2.6 — Mobius
Exemple 91

Si on consideére la surface z = f(x,y) de classe C!, si on choisit

_Of(w,y)  Of(x,y)
ox ' oy

N:( 71)7

alors le coté positif est le coté supérieur.

Soit S une surface orientable, si on choisit la normale N, par définition 'intégrale de surface
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d’un champ de vecteurs F' est donnée par ’expression :

//5 Fds = //D (F(r(u,v)), N(u,v)) dudv
B //D <F(T(“=’“)>7 Hﬂ%> I (u, 0)]| dudo

= //S (F,n)ds

On peut exprimer l'intégrale de surface d’'un champ de vecteurs F' omme une intégrale de
surface du champ scalaire (F,n), ou (F,n) est la composante normale de F'.
On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 6

L’intégrale de surface d’un champ de vecteurs F' est aussi appelée le flux de F' a travers la

surface S.
// F.ds:// (F,n)ds
S S

Calculer le flux total de F' = xi 4+ yj + zk a travers le c6té extérieur du cylindre défini par

Exemple 92

x2+y2:a2,—h§z§h

. La surface du cylindre est composée d’une face supérieure z = h dont la représentation pa-
ramétrique est donnée par :

r(u,v) =vcosui+vsinuj + hk, 0 <u <27, 0<v <a.
Donc :
7 j k
N =det| cosu —vsinu 0 = vk
sinu wvcosu O

vers 'extérieur, et donc (F, N) = vh. Par conséquent

27 ra a
fffacesup F.ds = [, fo vhdvdu = 27Th? = wha?.

D’une surface inférieure z = —h dont la représentation est donnée par :
r(u,v) =vcosui+vsinuj —hk, 0 <u <2, 0<v<a,
de méme N = vk est dirigé vers l'intérieur, donc il faut prendre — N, et on

(F,—N) = (—v)(—h) = vh.

2w a
// Fds = / /vhdvdu
facinf 0 0
2

a
— o™
™y

Par conséquent

= mhad?.



D’une face latérale dont la représentation paramétrique est donnée par :

r(u,v) = acosui+ asinuj + vk, avec 0<u<2r et —-1<wv <1
Donc :
1 j k
N =det| —asinu acosu 1 | =acosui+ asinuj+ 0k
0 0 1

vers l'extérieur, et donc (F, N) = (acosui + asinu + vk,acosui + asinuj) = a?. Par conséquent

2 1
// F.ds = / / a’dvdu = 2n2ha® = 4rha®.
faclat 0 -1

Donc le flux total de F a travers le coté extérieur du cylindre S est la somme des trois flux;

/ F.ds = 67ha’.
S

Proposition 7

Soit S une surface orientée définie par le graphe z = f(z,y),

(x,y) € D et n un vecteur normal unitaire a S sortant du coté supérieur (vers le haut).

Si f est de classe C! et si F(z,y,2) = Fi(z,y, 2)i + Fa(z, 2,9, 2)j + F3(x,y, 2) est un champ
de vecteurs continu alors :

//Fnds—/ F1—+ Fgg—f—FFg)dxdy

of(x,y) 0f(z,y)

Le vecteur N = (— ,1) est un vecteur normal a S a travers le coté

oxr '’ oy
, . N TR
supérieur, donc n = est le vecteur normal unitaire a S.
ST T,
ox dy
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Par définition :

//S Finds = //S(—Flg—i + —F2g—'§ bR \/(W)Q is(af(;,y)
x )

)2 +1

et

ds = w afg;, Wy 4 (Lg;’ D)2 | 1dady,

par conséquent que

//Fnds—// F1—+ Fg?—i—Fg,)dwdy

Soit S une surface orientable, si on choisit la normale N, par définition I'intégrale de surface
d’un champ de vecteurs F' est donnée par ’expression :

//S Fds = // (F(r(u,v)), N(u,v)) dudv
B // < H%EU U;H > |N (u, v)]|| dudv
= //S (F,n)ds

On peut exprimer l'intégrale de surface d’'un champ de vecteurs F' comme une intégrale de
surface du champ scalaire (F,n), la composante normale de F. On obtient alors la proposition
suivante :

L’intégrale de surface d’un champ de vecteurs F est aussi appelée le flux de [’ & travers la surface S.

Exemple 93

Calculer le flux [/, g F'nds du champ de vecteurs F' = —yi + xj + 9k a travers la surface

z=19—a22—1y2, 0<a®+y° <4

On a
8f(ac,y) _ —Z _ __‘T
8%’ _1/9—1;2—112_ Z,
et
Of(x,y) _ —y _ Y
Ay VI—a2—y2 oz
Donc

/ F.nds // (—y_—:E va—Y 4 9)dxdy
S D z z

= 9// dxdy = 9aire de D
D

= 9(m2?) = 367
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Proposition 8 Soit S une surface orientée définie par le graphe z = f(x,y), (x,y) € D et n
un vecteur normal unitaire a S sortant du coté inférieur (vers le bas).
Si f est de classe O et si F(x,y,2) = Fi(z,y, 2)i + Fo(z,2,y,2)j + F3(x,y,2) est un champ de

vecteurs continu alors :
of of
F. = Fl— + F,— — F: .
//s nds //D( 150 + 28y 3)dzdy

Calculer I'intégrale de surface [/ g Finds, ou F' = 2xi +yj + 2k, S est la surface du paraboloide
2z = x? + 9%, borné par les plans z = 0, z = 4, & travers 'extérieur de S. Le c6té extérieur du
paraboloide est dirigé vers le bas, donc d’apres la proposition,

//S Fonds — //D(FI% +Fgg—£ — Fy)dedy

= //D(4a:2 + 2y — (22 + y*)dxdy

= // (327 + y?)dady
D
ot D est le disque 22 + 3% < 4.

En passant aux coordonnées polaires, on obtient que :
27 2
// Fonds = / / (312 cos?(0) + 2 sin?(0)rdrdh

S o Jo

27
= / / r3(3 cos?(0) + sin?(0)drdd
o Jo

27 2

2
_ /0 E] (3c05’(6) + sin* O)rdd

Exemple 94

= 4/%(3 cos?(6) + sin?(0)do
027r

= 2/ (3(1 + cos(20)) + 1 — cos(260)db
0

21
- / (8 + 4 cos(20))d0 = 167
0

2.7 Changement de variables dans une intégrale double

Soit f(x,y) une fonction de deux variables z, y ou les variables sont définies comme des
fonctions de deux variables u et v par les équations : z = z(u,v) et y = y(u,v).

Exemple 95 Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires
x = x(r,0) = rcos(h)
y =y(r,0) = rsin(0)

On considere alors une transformation 7' : R? — R? du plan cartésien uOv sur le plan cartésien
xOy définie par T'(u,v) = (z(u,v),y(u,v)). Une transformation 7' d’un sous-ensemble S du plan
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uOv sur un sous-ensemble D du plan xOy est bijective si :

i) V(u,v) € S, I(x,y) € D tel que T(u,v) = (x,y);
ii) V(x,y) € D, I(u,v) € S unique tel que T'(u,v) = (z,y).

On suppose que la transformation T : S — D est bijective, les fonctions z = x(u,v) et
y = y(u,v) de classe C!, le jacobien de z et de y par rapport & u et v défini par :

do.y) Jxr Ox
Y _ ou v
o | 8 G
ou Ov
Ov Ov
N w Ov . .
ol 9y gy est la matrice jacobienne de T'.
ou

v
On voudrait transformer l'intégrale double [/ p f(z,y)dA en une intégrale double dont le
domaine d’intégration est S = T~1(D), la fonction & intégrer est donnée par :

f(@(u, ), y(u,v))

Il suffit d’exprimer dA = dxdy en fonction de dudwv.

Si v = ¢ constante, on obtient des courbes en u définies par (z(u,c),y(u,c)),

Si u = ¢ constante, on obtient des courbes en v définies par (z(c,v),y(c,v))

On considere alors la surface AA bornée par les courbes en u correspondant & des valeurs
voisines de P(z(u,v),y(u,v)) et de Q(z(u+ Au,v),y(u+ Au,v)), et par les courbes en v corres-
pondant & des valeurs voisines de P(x(u,v),y(u,v)) R(x(u,v + Av),y(u,v + Awv)). Les courbes
sont de classe C1,

si Au et Av suffisamment petits, on peut approcher A A par une surface d’un parallélogramme
défini par le plan tangent.

AA = ||PQ x PR

(1 + Au, vy + Av)

(ug, 7o) R;

En passant a la limite, on obtient PQ = dxi + dyj, tel que

Oz ox dy oy
dx aud +8 dv et dy= 70 du—i—avdv

Le long de 'arc PQ, dv = 0, et donc

PQ_—d z—l—g—du

96



De méme, le long de I'arc PR, du = 0, donc

PR—g—xdvz—l—aydv
Donc
) J k
Oz oy
dA = ||ldet | 7, 7, 0
T y
%dv %dv 0
or 0Oy o(z.1)
_ ou  ou _ |9,y
det by % k|| dudv ‘ Fv) dudv
ov v
car
or 0Oy or O oo.y)
qu Qu | — qu Qv | -2y
doe| B By | =t B 8 | =5
ov Ov ou Ov

Théoréme 30

Soit T'(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) une transformation bijective d’un domaine S du plan uOv sur
un domaine D du plan 2Oy, T est de classe C'.

Si le jacobien de T, noté ggz’ z; est différent de 0 et si f(z,y) est intégrable sur D
alors la fonction f(z(u,v), y({L v)) est intégrable sur S , de plus :
//fa:yda;dy—//f z(u,v),y(u,v)) ggzz;‘dudv

Exemple 96

On considere le parallélogramme D de sommets (0,0),(3,1),(5,3), et (2,2).
En utilisant les changement de variables © = 3u + v, et y = u + v, calculer [f p rydrdy.

'y

5:3)

(2.2)

GBD

(0,0)

97



Le rectangle S = {(u,v) / 0<u <1 et 0<wv <2} est I'image réciproque de T

Le jacobien de T est :
d(x,y) 31
e e 2
o) 11 ’

par conséquent, on obtient le changement de variable :

//D rydrdy = //S(3u+v)(u + v)2dudv = 2/02 /01(3u +v)(u + v)dudv = %

Exemple 97

Calculer I’aire de région bornée par les quatre paraboles d’équations

2
1.8
16
—ail Rl
1.4 y=x y=x
12 % =y?
1
08
08 x = 3y?
0.4
0.2
0 0.2 0.4 086 0.8 1 1.2 14 1.6
. 1s . x -
On considere le changement de variables u = %, v = —;, La région D correspond au
z Y
rectangle
= {(u,v u<2etl<v<
S , 1<u<?2etl<v<3
Puisque :
_2 _1
rT=u 30 3,
_1 _2
y:u 3V 37
et
5 1 2 4
O(z,y) et §U_§U_§ —%u‘ﬁv_§
= _4 2 _1 _>5
(u,v) —tumsvs —2uTEuTs
4 5 _ 1 5 _
= §'LL 2'U 2—§U 2U 2
1
3uZv?
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Donc :

laire de = / dxdy
D

= //mdudv
_ / / dv

O =

2.8 Changement de variables dans une intégrale triple
On considere la transformation bijective T : S — D définie par :
T(u7 U? w) = (x(u7 ,U7 w)? y(“? ,U7 w)7 Z(':I/'? y7 w))

On suppose que T est de classe C'. On définit le jacobien :

dx dr Ox

owys) | % 8 B

O, v, w) Gu gu Qu
ED

On suppose que le jacobien est différent de zéro, on a :

oz, y,2)
O(u,v,w)

La démarche est analogue a celle d’une intégrale double et on obtient le théoréme suivant :

dv = dzdydz = ' dudvdw

Théoréme 31

Soit T'(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(z,y, w)) une transformation bijective d’'un domaine S
de R? sur un domaine D de R?,T de classe C.

M, est différent de 0.
O(u,v,w)

si f(x,y, z) est intégrable sur D alors la fonction f(z(u,v,w),y(u, v, w), z(u, v, w) est intégrable
sur S , de plus :

Si le jacobien de T', noté

Iz, y, 2)
//f:ny, d:ndydz—//f x(u,v,w), y(u, v,w), z(uvw))‘a(uvw) dudvdw
Exemple 98
2 42 22
Calculer le volume de l'intérieur D de ellipsoide d’ equatlon —+ 5 72 —|— <1.

Si on considere le changement de variables : z = au, y = bv z = cw donc, le domaine D
correspond a la boule S : u? + v? + w? < 1, le jacobien

a 0 0
M =det| 0 b 0 | = abc. En utilisant le théoréme de changement de variables :
O(u,v,w) 00 ¢

V = [[[pdzedydz = [[[4abcdudvdw = abe [[[g dudvdw = abe (volume de S) = gﬂabc.
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2.8.1 Coordonnées cylindriques

On considere la transformation en coordonnées cylindriques :
x =rcos(f), y=rsin@), =z=-z

Le jacobien est donné par :

cos(f) —rsin(f) 0
@y, 2) =det | sin(@) rcos(d) 0 | =r
O(u, v, w) 0 0 1

L’expression en coordonnées cylindriques du volume dV' d’une portion d’un solide est donnée
par :
dV = rdrdfdz

Théoréeme 32
a) Soit D une région de R? définie par :
D={(r0,z) € R} /a<B<beth(0) <r<hy), gi(r,0) < z < g2(r,0)}

les fonctions hq, ha, g1, go sont continues. Si f une fonction continue sur la région D alors :

ha2(0)  pga2(r,0)
// f(r,0,2)dV = // / f(r,0,z)rdzdrdd
hi( g1(r,0)

b) Soit D une région de R? définie par :
D={(r0,z) € R /a<r<bet hi(r) <0< hy(r), g1(r,0) <z < ga(r,0)}

les fonctions hq, he, g1, g2 sont continues. Si f une fonction continue sur la région D alors :

b pha(r) g2(r,0)
/// f(r,0,2)dv :/ / / f(r,0,2)rdzdfdr.
D a Jhi(r) g1(r,0)
// flx,y,2)dV = // f(rcos@,rsinf, z)rdrdfd:z.
D D

Calculer le volume de l'ellipsoide d’équation 422 4 4y? + 22 = 4.
Le solide est déterminé par les inéquations :

21222 <2<2/1—22— 2, —/1-22<y<1-22 —1<z<1,

donc,le volume donné par :
1—x2—y2
/ / / dxdydv
1—x2—y2
En considérant les coordonnées cylindriques x = rcos(), y = rsin(f), z = z,
on a obtient :
0<r<1,0<0<2m —2/1—-r2<2<2y1—12
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o 2v/1—12
V = / // rdzdrdf
2v/1—7r2

o 2/I1—72
= 2 / / / rdzdrdf
o Jo Jo

2m 1 2m 1
= 2/ / [r2]; =% drdf = 2/ / 2rv/1 —r2drdf
o Jo o Jo

8
= —T.

3

2.8.2 Coordonnées sphériques.

On considere la transformation en coordonnées sphériques :
x = Rsin(p)cos(f), y = Rsin(p)sin(f), z = Rcos(p);

et 0< R, 0<0<2m 0<¢<m.

Remarquons que :

22 + 9% = R%sin’(p), r = /22 + y2 = Rsin(yp

Le jacobien est donné par :

[ . o 8 %
o) be Gy B
du v dw

sin(p) cos(f) —Rsin(p)sin(f) R cos(p) cos(d)

= det [ sin(y)sin(f) Rsin(y)cos(f) Rcos(p)sin(6)

cos(p) 0 —Rsin(p)

= | — (sin3 @ cos? 9) R? - (Sin3 @ sin? 0) R? — R?sin ¢ sin? 6 cos? ¢ — R cos? p cos? sin 90‘
= | —(sinyp) R2‘ = R?(siny) .

On obtient I'expression :
dV = dzdydz = R? (sin @) dRdfdp.

Théoréme 33
a) Soit D une région de R? définie par :
D={(R0,p) R’ [ a<0<bet hi(0) <p<h(0), g1(0,0) <R < g2(0,9)},

les fonctions hq, ho, g1, go sont continues. Si f une fonction continue sur la région D alors :

// f(R,0,0)dV = // / f(R,6,p)R? (sin ) dRdpdb.
h1(8) Jg1(0,0)

b) Soit D une région de R? définie par :

D:{(Rvev(p) GRg/aé(pébet hl((p) Segh@((‘p )7 91(97(10) SRSQQ(Q,(,D)},
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les fonctions hq, he, g1, g2 sont continues. Si f une fonction continue sur la région D alors :

b rha(v) rg200,¢)
/ / / F(R,0,0)dV = / / / F(R,6,0)R? (sin ) dRdfdy
D a Jhi(p) Jg1(0,0)

c)
/ / /D fa,y, 2)dV = / / /D f(Rsin(p) cos(6), Rsin(p) sin(6), R cos()) R? (sin ) dRdfdy
Exemple 100

Calculer le volume de la sphére de rayon a, en utilisant les coordonnées sphériques. La sphere es
déterminée par I'équation : 22 +y?+ 22 = a?. En coordonnées sphériques, le solide est déterminé
par :

x = Rsin(p) cos(d), y = Rsin(p)sin(f), z = Rcos(p)

0<R<a0<0<2r,0<p<m.

Donc le volume est donné par :

v o= / / / v
x2+y2+22§a2
21 T a
= / / / (R? sin(ip))dRdpdf
0 0 0

27 T 3 .

_ / / a Sm((p))dgpde
o Jo 3
2

_ [T —a’cos(9) .
L g,

Exemple 101

On considere la région de R? définie par :

D = {($,y,Z)/l‘2 +y2 < 1, 0<z< m}
Déterminer la masse M de D si la densité au point (z,y, z) donnée par la fonction :
3
2

p(x7y7 Z) — e—(x2+y2+22)

En coordonnées sphériques, le solide est déterminé par :

x = Rsin(p)cos(f), y = Rsin(p)sin(), z = Rcos(p)

0<R<1,0<60<2m,0<p<

AR

La densité est exprimée par p(R,0,p) = e~ (R)?
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Donc la masse est donnée par :

= [ e
D

2r 5l 3

= / / /e_(R) (R%sin(y))dRdpd
o Jo Jo

_ [T 1 Ly si dedf

- [ [T 50- s
2m e—1

=[S es(enian

2T _
_ / e 1d9 _ 27 (e 1)'
0 3e 3e

Exemple 102

Calculer le volume de la sphére de rayon a, en utilisant les coordonnées sphériques. En coor-
données sphériques, l'intérieur de la sphere est déterminé par les inéquations :

0<R<a,0<0<2r,0<p<m.

Donc le volume est donné par :

vV = A%Ajéﬂﬁﬁm@m&ww

Exemple 103

On consideére
D={(z,y,2)/ 2>+ <1,0< 2 < 1—22— 42}

Déterminer la masse de D si la densité au point (x,y, z) donnée par la fonction :
P,y z) = =@ HHE

En coordonnées sphériques, le solide est déterminé par les inéquations :

0§R§L0§0§2m0§¢<g.

La densité est exprimée par ,
p(R,0,0) = e .
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Donc la masse est donnée par :

2 T 1
vV = / /2/ e_(R)S(stin(gp))degodH
0 Jo

0

2.9 Théoréme de Stokes

La formule de Stokes est une généralisation de la formule de Green-Riemann : elle permet
de transformer une intégrale curviligne a travers une courbe C frontiere d’une surface S, en une
intégrale double sur cette surface S. La démonstration est analogue au théoréme Green-Riemann
dans le plan et utilise ce théoréme au lieu du théoreme fondamental d’analyse.

Théoreme 34 Soit S une surface orientée de l’espace, n est le champ de vecteurs normal uni-
taire a S. La frontiere de la surface S est formée d’une ou plusieurs courbes lisses par morceaux
dont lorientation est déterminée par S.

Si F(x,y,z) = Fi(x,y,2)i + Fy(x,2,y,2)j + F3(x,y, z) est un champ de vecteurs de classe

C* alors :
/F.dr:// (RotF,n)dS.
C S

fo F.dr est lintégrale curviligne de F a travers la courbe frontiére C'.
Exemple 104

Vérifier le théoreme de Stokes si F' = yi — 22 + 22%k et S est la portion du paraboloide
2z = 4 — 2% — y? au dessus du plan 2Oy, et n est le champ de vecteurs normal dirigé vers
I’extérieur.

La courbe C' est déterminée par z = 0, c’est la frontiere du disque 22 + y? < 4.

Par conséquent, C = {(:17, y,0)/ 2% + 42 = 4} dont la paramétrisation est donnée par :

x(t) = 2cos(t), y(t) = 2sin(t), z(t) =0, 0 < ¢t < 27.

Calculons 'intégrale curviligne a travers la courbe C' est donnée par :
2w
/Fw":(/(%m@h%m@%ﬂ%w@f@wwmﬁ
C 0

_ /%@4mﬂw—8m§@mt
0

= —A4r.

Calculons maintenant 'intégrale de surface :

//S (RotF,n)dS.
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i j k
0 0 0
y —x? 227

La surface S est déterminée par le graphe
224—33‘2—y2, D:{(:E,y)/x2—|—y2 §4}7

en utilisant la proposition 8.7 , on obtient :

//S (RotF,n)dS = //S((—2a:—1)/<;,n>d5
_ //D—(Qx—i—l)dasdy

2 2w
= // (—2rcos(0) — 1)rdfdr
o Jo
2

= /0 [27"2 sin(g) — 76| gﬂ dr

2
= /—27T7‘dr:—47r.
0

Exemple 105

En utilisant le théoreme de Stokes, calculer
/ yide — 23dy — 23dz,
C

ot C' est I'intersection du cylindre ? + y?> =l et leplan z +y + 2z = 1,
Porientation de C' est positif dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre.
La courbe C' ainsi définie est la frontiere de la surface S définie par z =1 — x — y sur

D= {(z,y)/2* +y* <1}.

On pose
F=ydi—a3 -2k

, les hypotheses du théoreme de Stokes sont vérifiées on a :

/ yide — 23dy — 23dz = // (RotF,n)dS
C S

RotF = (322 + 3y?)k, en utilisant la proposition 8.7, on obtient :

/ / (RotF,n)dS = / / (322 + 3y?)dzdy
S D
1 27
/ / r2rdrdf
0 0
1
x / .
0

3
6 dr



Vérifier le résultat en calculant directement I'intégrale curviligne.
La projection de la courbe C sur le plan zOy est donnée par

24yt =1,2=0
dont la paramétrisation
x =cos(t), y =sin(t) z(t) =0,0 <t <27
Par conséquent 1’équation paramétrique de la courbe :
x(t) = cos(t), y(t) = sin(t) z(t) = 1 — sin(t) — cos(t), 0 < t < 2.

Donc :
2m
/ ydr—ridy—22dz = / (— sin®(t)(— sin(t)+(cos®(t)(cos(t)— (1—sin(t)—cos(t) > (— cos(t)+sin(t))dt
C 0

En simplifiant, on obtient :

2T 2
/ (sin (£) + (cos™ (¢)dt — / (1 — sin(t) — cos())*(— cos(t) + sin(t))dt.
0 0

Le deuxieme terme est égal a 0, car

2
/0 (1 — sin(t) — cos(t))?(— cos(t) + sin(t))dt = i(l — sin(t) — cos(t))*]2™ = 0.

En utilisant deux fois les formules trigonométriques de linéarisation :

1 —cos2t 2t_1+cos2t

sin?t = 5 , COS 5 ,

on obtient :

2w
/ vide — 23dy — 22dz = 1+ t+ / cos 4tdt
C 0

oY =
o\
[ 3]
3
|

Exemple 106

En utilisant le théoreme de Stokes, calculer :
/ (2% — 3y*)dx + (2% + y)dy — (z + 22%)dz,
C

ot C est l'intersection du cylindre 2 + y?> = 9 et le plan o — 2y + z = 5.

Porientation de C est positif dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

On pose F = (22 — 3y?)i + (22 4+ y)j — (x + 22%)k, on consideére la surface S & l'intérieur
de la courbe C, cette surface est définie par z = 5 — x + 2y sur la boule 22 + y? < 9, de plus
RotF = —2zi — j + 6yk.

Donc, d’apres le théoreme de Stokes, la proposition 8.7 :

/ (2% = 3y®)dz + (22 + y)dy — (x +22%)dz = // (RotF,n)dS
C S
= // (2x 4+ 2y — 8)dxdy = —72m.
D
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2.10 Théoreme d’Ostrogradsky ou de Gauss ou de Divergence

La formule d’Ostrogradsky est 'analogue de la formule de Green-Riemann dans I'espace
R3 elle permet de transformer une intégrale de surface en une intégrale triple. Cette formule
joue un role tres important en physique.

Théoréme 35

Soit D un domaine de R? borné par une surface S fermée et de classe C! par morceaux .On
suppose que D est entierement situé d’un méme coté de S, et que la surface S est orientée par
le vecteur normal unitaire dirigé vers ’extérieur.

Si

F(x,y,z) = Fi(z,y, 2)i + Fa(x,y,2)j + F3(z,y, 2)k

est un champ de vecteurs de classe C!' sur S, alors on obtient la formule suivante :

///D divFdv = //S (F,n)dS.

Calculer le flux du champ du vecteur de vecteurs :

Exemple 107

F(z,y,2) = (v — y*)i — 3yj + (2° — 2)k

a travers l'extérieur de la sphére
Sl 4yt +22=0.

Les hypotheses du théoréeme de divergence sont vérifiées, en utilisant ce théoréme, on obtient :

Flu:nz// (F,n)dS
S
= // divFdv
D
= /// 3dxdydz.
z2+y2+22<9

car divF = 3 et la sphere S délimite le volume 2% + 3% + 22 < 9 et donc :

Flur = 3/// dxdydz
22+y2+22<9

= 3vwol( D)
4
= 3(§7r33) = 1087.

Exemple 108 Calculer le flux du champ du vecteur de vecteurs :
F(z,y,2) = (y*2°)i — 42®y2%j + (2°2°)k
a travers lextérieur de la sphére :

Sz? +y? 422 =1.
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Les hypotheses du théoréme de divergence sont vérifiées, en utilisant ce théoréme on obtient :

Fluz = / /S (F,n) dS
_ / / [ aioran.

La divergence divEF = Tz2z? et la sphére S délimite le volume 22 4+ y? + 22 < 1 et donc :

Flux = 7/// 2222 dxdydz.
x24+y2+422<1

En utilisant les coordonnées sphériques, on obtient :

1 r2m pm
/// 2222 dxdydz = / / / (R cos(8) sin(p))? (R cos(p))2R? sin(p)dpdfdR.
x24y2+422<1 0 Jo 0

Par conséquent,
1 pr2m prw
Flux = 7// /(Rﬁcos2(0)sing(go)cos2(g0))dg0d9dR
o Jo Jo
4

157T.
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