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Séries des Travaux Dirigés



Série No 0 (Rappels)

Exercice 1.

Soient a et b deux nombres réels.

(a) Montrer que si a # 0 et b# 0 alors ab# 0 et (ab)~! =a~1b71.

(b) Montrer que si a > b > 0 alors b= > a~!; 'hypothése b > 0 est-elle nécessaire ?
(c) Montrer que si a < b alors a < % < b.

(d) Montrer que si 0 < a < b alors

a<+Vab<b
Vab < £

(e) Montrer que
lla] =]} <o —b].

(f) Montrer que, si a < b alors on a, pour tout = € R,

b
\x—a\<|x—b|<:)x<%.

(g) Déterminer 6 > 0 en fonction de € pour que I'implication, ci-suivante, soit vraie
|z —5| <0 = |3z —15| <e.
(h) Résoudre dans R :
|e +4| — |z —1] < 4.
Exercice 2.

(a) Montrer que N n’est pas borné supérieurement.

(b) Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

“~ , nm+1)(2n+1)
Zk - 6

k=1

(¢) Montrer que pour tout n € N* et pour tout € [—1,+oo[, on a (1 +z)" > 1 + nz.
(d) Montrer que pour tout n € N*|

1
0<a<l=a~ >a.



Exercice 3.

Soit A une partie non vide de R, bornée inférieurement. Montrer que les propositions suivantes
sont équivalentes :

(a) a=inf(A),
(b) Vx € Aon aa < z;etsipour tout z € A4, a; < x alors a1 < a.
(c)Vee A onaa<z;etVe>0,3x € Atel que z < a+e.

Exercice 4.

Soit

A:{l, nGN*}.
n

(a) Vérifier que A est borné et déterminer inf(A).

(b) En utilisant la définition; montrer que la suite (1) tend vers inf(A).

neN*



Série No 1

Exercice 1.

(a) Démontrer que toute suite croissante non bornée tend vers +oo.

(b) En déduire la limite de la suite gémoétrique w,, = ¢", avec g > 1.

n
(c) Démontrer que la suite de terme général u,, = Z " est convergente si et seulement si |g| < 1

k=0
et calculer sa limite.
n

(d) En utilisant la question (c), montrer que la suite de terme général u,, = Z i est majorée.
k=0 "
(uy,) est-elle convergente ?

Exercice 2.
(a) Monstrer que si lim wu, = ¢ alors lim |u,| = |{|.
n—-+4oo n—-+o0o

(b) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles convergentes. Démontrer que les deux suites
de terme général xz,, = sup (un,vy,) et y, = inf (u,,v,) convergent. Exprimer leur limites en
fonction de celles de (u,) et de (vy,).

Exercice 3.
(a) Soient (uy), (v,) et (wy,) trois suites réelles et £ € R tels que

lim w, = lim v, =¢.
n—-+o0o n—-+o0o

Montrer que si u, < v, < w, a partir d’'un certain rang Ny € N alors lirf v, = L.
n—r—+00

(b) Soient a,b € R, (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles tels que, pour tout n € N,

Up < a, v <b et lim (u, +v,) =a+0.

n—-+oo

En utilisant la question (a), montrer que lim u, =aet lim v, =0.
n—-+o0o n—-+o0o

(c) Vérifier la véracité des propositions suivantes, en justifiant votre réponse,
(i) si lirf (un, — vp) = 0 alors les deux suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite .
n—-+0oo
(i) Si lim w, =0 et (v,) est bornée alors lim wu,v, = 0.
n—+oo n—+00

(iii) Si (uy) et (vy,) divergent alors (u, + v, ) diverge.

5



Exercice 4.
Soient (uy) et (vy,) deux suites définies par

ug > 0, et vg > ug

Up41 = /UnUn

Upg1 = %
(a) Démontrer que u,, < v,, pour tout n € N.

(b) En déduire que les deux suites (u,,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Exercice 5.

Etudier la convergence et calculer (en cas d’éxistence) la limite des suites suivantes :
(i) w1 =1 et pour tout n € N*, up11 =6+ up.

- 1
ii) Pour tout n € N*, w,, = _—
(i) ; vn?+k
(iii) up =4 et pour tout n € N
7 1
Un42 = 6“n+1 - gun
n 1
(iv) Pour tout n € N*, Z FEED)

k=1



Série No 2

Exercice 1.

1. En utilisant la définition, démontrer que lim3 P4+ —-5="1.
z—

2. Déterminer, en cas d’éxistence, les limites suivantes

324201 . sin(3z) .
@) Jlim —5—— &) I () lim (22 = 1)tan(na)
: V3
—- 3 1
(d) lim sm(a:)ii () lim 2z++V422—z+1 (f) lim cos(z)sin <>
I COS(.’L’) -5 z—4o00 T—r+00 T
. 1 . 2 1 . . E(i) .
0 moa() ® el 0 morts

E(z) désigne la fonction partie entiere de x.

Exercice 2.

1. On considére une fonction f définie sur R telle que, pour tout z € R, 1 < f(z) < 2. Déterminer :

. . flz), " . , oy
@ im0, (i) Jm_ f(r); (i) lim x £ ()
2 .
2. Montrer que lim w n’existe pas.
3. Démontrer que si lim f(z) = ¢ et ¢,d € R tels que ¢ < £ < d, alors ¢ < f(z) < d au voisinage
Tr—a

de a.

4. Soit f : I € R — R une fonction croissante et soit a € I. Montrer que si lim f(x) et

z—at
lim f(x) existent alors
r—a~

lim f(z) < f(a) < lim f(x).

T—a~ z—at

P _ qP

T
5. Soient p,q € N et a € R7}.. Calculer lim .
z—a 9 — a4

Exercice 3.

1. Soit f une fonction continue sur R. Etudier la continuité de la fonction g définie par

g(z){f(x/ﬂ?)—f(—\/i) § 23>0

0 si xz<0.



2. Montrer que ’équation cos (gx) = 2 admet une solution réelle sur [0, 1].

3. On considére une fonction continue f : [a,b] — [a,b] (a < b). Montrer qu’il existe ¢ € [a, ] tel
que f(c) =c.

4. Soit f : R — R une fonction continue sur R telle que

lim f(z)= lim f(z)= +oc;

T——0Q r——+o0

Montrer qu’il existe zo € R telle que

f(x) > f(xo), Yz € R.

Exercice 4.

1. Soit f: R — R une fonction continue. Montrer que A = {x € R,  f(z) # 0} est un voisinage
de chacun de ses points. C’est a dire, Vo € A, 36 > 0 tel que |z — 0,z + 6[C A.

2. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et x1,xa, - ,z, € [a,b] (o n € N*. On pose

_ f@) + fe) + ot fa)

n

la moyenne des images. Montrer qu’il existe g € [a,b] tel que f(zg) = m.

Exercice 5.

Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle que :
(i) Y(z,y) € R?, f(z+y) = f(z)f(y). Montrer que f est continue sur R.
(i) Vz e R, f(z)=f (%) . Déterminer toutes les fonctions f qui vérifient cette égalité.

(iii) V(z,y) € R?, f(z+y) = f(x) + f(y). Montrer que f est continue sur R; puis déterminer
toutes les fonctions qui vérifient cette égalité.



Série No 3

Exercice 1.

1. Soit U une fonction dérivable qui ne s’annulle pas. Déterminer la dérivée de la fonction
f(@) = |U(z)].
2. En déduire les dérivées des fonctions suivantes

o VEE @) = (144
) ey @ =)

sin(z)

Exercice 2.

Soient f et g deux fonctions dérivable en a. Déterminer les limites suivantes

L fat R etk fat Bgfa) — fla)g(a+ h)
h—0 h ’ h—0 h ’

Exercice 3.

1.a. Montrer que 'équation —23 + 22 — 2 + 2 = 0 admet une solution réelle unique.

1.b. Montrer que cette solution est comprise entre 1 et 2; et donner une approximation de cette
solution & 1072 preés.

2.a. Soit f:] — 1,1[— R une fonction dérivable telle que

lim f(z)= lim f(x)=+4o0.

r——11 rz—1—

Montrer qu'il existe |xg| < 1 tel que f'(zo) = 0.
2.b. Soient f: I C R — R une fonction dérivable sur I et a,b € I telle que

fla)=f(b)=0, f'(a)>0 et f'(b)>0.
Mountrer qu’il existe ¢1, co, c3 €]a,b] tel que

fle2) =0, f'(e1) = f'(es) =0.

3. On considere la fonction f(x) = cos?(x).
3.a. Montrer que f : [O, g} — f ([07 %]) est bijective.
3.b. Déterminer le domaine de définition, D¢-1, de f -1

3.c. Etudier la dérivabilité de f~* sur D;-1 et calculer (f~1)"(1).

9



10
Exercice 4.
1. Soit a €]0, +oo[\{1}. Résoudre, dans R, I’équation
3
log () — logo (x) + logys(x) = >

2. Démontrer que

/1 2 a—b
VYa < b, Jec €]a,b] tel que atvita eVite?,
b+ V1452

3. Démontrer que, pour tout z € R*,

1
t t - =——.
arctan(z) + arctan (m) 712

4. Soit a > 0 fixé, démontrer que pour tout x > % alors

arctan <1a+x> = arctan(z) + arctan(a) — 7.
T

Exercice 5.

Démontrer par récurrence les propositions suivantes
(i) Si f(z) = 2" avec r € R, alors pour tout z > 0,

f(")(x):7‘(7“—1)(r—2)-~-(r—n+1)xr_", (n € N).

(i) Si f(z) = lera pour tout = € R\{—a}, alors

(=1)™n!

W, (n € N).

[ () =
(iii) Si f(x) = sin(z) pour tout = € R alors

R (z) = sin (x + ng) , (n €N).

Exercice 6.

Soit f : [a,b] — R (a < b) une fonction deux fois dérivable sur [a, ] telle que f(a) = f(b) = 0.
Soit x¢ €]a, b[, on pose

= x—wm—a T —

1. Calculer g(a), g(zq) et g(b). En déduire que la fonction ¢’ s’annulle au moins deux fois sur ]a, b|.
2. Montrer qu'il existe ¢ €a, b| tel que

wN 2f(xo)
NS Al P P

Exercice 7.

Vérifier les identités suivantes :
(a) cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y).
(b) Pour tout r € R,
(cosh(x) + sinh(z))" = cosh(rz) + sinh(rz).

(c) Pour tout r € R,
(cosh(x) — sinh(z))" = cosh(rz) — sinh(rz).



Série No 4

Exercice 1.

Donner le développement limité a ’ordre et au voisinage indiqués des fonction suivantes
(a) f(z) = cosh(z) & l'ordre 5 au voisinage de 0.

(b) f(x)
(c) S(

2) = In(z)

in®(x) & Pordre 2 au voisinage de 0.
2

a l'ordre 2 au voisinage de 1.
x

(d) f(z)=In(14z+ I +z) alordre 4 au voisinage de 0.
(e) flx)=(1+ 296)1%z a Pordre 4 au voisinage de 0.

Exercice 2.
Donner le développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0 des la fonction

(x —In(1+ 2)) (e® — cos(z)) .
En déduire £/(0), £7(0), £3(0) et f*(0).

Exercice 3.
En utilisant les développements limités, calculer les limites suivantes

i sin(3z) + 4sin3(z) — 31In(1 + ) - 1-1(14+Z)In(1+2)
0 (e* — 1) sin(x) ’ =0 cos(x) + sin(x) — e*

et

im sinh(z) — 2sinh(2z) + sinh(3x)
e=>0In (1 + 2 +222) + 1 — 22 — 1 — 22

Exercice 4.

En utilisant le développement limité au voisinage de oo, calculer les limites suivantes

i 1 z : i S/ 3 2 2 >
() e (Vv

11
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Exercice 5.

On consideére la fonction )
f(z) = = (2sin(z) + €* — cos(z)) .
T

1. Donner le développement limité au voisinage de 0 a 'ordre 2 de f et en déduire lir% f(z).
Tr—r

2. On consideére g le prolongement de f par continuité en 0,

) flx) si x#£0
g(x)—{ 3 si z=0.

Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de g au point (0, 3); ainsi que sa position par
rapport a la courbe de g au voisinage de ce point.



Correction
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Corrigé de la série No 0

Exercice 1.

Soient a et b deux nombres réels. On rappelle que si a # 0 alors ¢~ ! existe et a=! # 0.

(a) Soient a # 0 et b # 0 et supposons que ab = 0, alors a~tab = 0 ce qui implique b = 0 car
a 'a = aa™' = 1; contradiction avec b # 0. D’aprés la commutativité on a a~'b~! = b~la !,

donc d’apres ’associativité
(ab)(b™ra™ ) =a(®b Hat =aa"t = 1.

Par conséquent, (ab)~! =b"la"! =a b L.
(b) Soient a > b > 0, alors a~* > 0 et donc 1 =a"ta > a='b > 0. Ce qui implique a~ b < 1, d’ot
a~'bb~! < b~ et par conséquent, a=! < b1,
L’hypothese b > 0 est nécessaire ; prendre par exemple 2=a >0et —3=b<0:onaa >Dbet
-1 _1 -1 _ _1
(c) Sia < bon ajoute a et en suite b dans les deux cotés de I'ingalité et on trouve a + b < 2b et

2a < a + b. Donc

b
a<b:>2a<a+b<2b:>a<%<b.

(d) Si0 < a < balors on multiplie les deux cotés de I'inégalité par a et en suite par b et on trouve
a? < ab et ab < b%. Donc a? < ab < b? ce qui donne

0<a<b=a<Vab<b.

D’une autre part, on a

1 2 b b
5(\/5—\/@ >0— 2T \/@>0:>%>\/@

5
Ce qu’on appelle I'inégalité arithmético-géométrique (AM-GM).
(e) On applique l'inégalité triangulaire et on trouve
la| =la—b+0b| <la— b+ [b| = |a] — |b] < [a - b]

et de méme
bl =[b—a+a| <|a—>b[+|a] < |a| — [b] = —|a —D].

Par consduent,
[la| = [b]] < |a —b].

14
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(f) Supposons que a < b, et soit x € R alors

lz—a| < |z—b| = (z—a)? < (2—b)? <= 2?—2azx+a® < 2°—2bx+b? <= 2x(b—a) < (b*—a?).
Et puisque b —a > 0 et b — a? = (b — a)(b + a) alors

b
\m—a\<|x—b|<:>x<i.

(e) Puisque
|x =5 <d — 3|z —5| <30 = |3z — 15| < 30 < e.
Alors pour que la proposition

|zt —5|<d =13z —15| <e

soit vraie il suffit de prendre § =

wlm

(h) On peut utiliser le tableau des signes pour répondre a cette question. Cependant, on aimerait
bien donner une réponse algébrique. Soit x € R, alors

e +4]—jz—-1<4 = 0<|z+4| <4+ |z—1]
= (2442 <(@+|z-1))°
= 22+8r+16<16+8lz —1|+2? -2z +1
= |z—-1> 3z 4
== x—1>%x—% ou x—1<—%$+é
- —%x>% ou %x<§
- x<—£ ou x<%
= z<i
Réciproquement, si z € |—oo, 1] alors on a (z — 1) < —1 < 0 donc |z — 1| = 1 — x et par
conséquent,
1
x € —4,5 = lz+4|—|z—-1l=z+4+2-1=22+3 <4
et
r<-4d=|z+4|—-|z—-1=-2r—-4+2—-1=-5<4.
Conclusion :

1
:z:+4|1:1|<4<:>1:€}oo,2{.

Exercice 2.

(a) Supposons que N est borné supérieurement, alors soit Ng = sup{N}. Puisque Ny € R alors
No—1 € R et d’apres le principe d’Archimede il existe n € N tel que Ng—1 < n ce qui implique
Ny < n+ 1; absurde! car n + 1 € N. Par conséquent, N n’est pas borné supérieurement.

11+1D)(2x1+1)

b) P =1 P =1=
(b) Pour n onaz =

k=1

. Supposons qu’on a

“~ 5, n(n+1)2n+1)
T

alors

n+1

Zk2:zn:k2+(n+1)2:n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2:(n+1) (n(2n6+1)+n+1>.
k=1 k=1
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Donc L
Ti B2 (n+1)(n+2)(2n+3)
= G .

k=1

Par conséquent, on a démontré par récurrence, que pour tout n € N* on a

, nn+1)2n+1)
Zk 5 }

(c) Soit > —1. Par récurrence, on a pour n = 1, (1 + x)l =142 >1+1 x z; la proposition est
vraie. Supposons que pour n > 1 on a (1 + )™ > 1+ nz, alors

1+2)"" =0+2)1+2)" > (1+2)(1+n)
et puisque (1+ z)(1 +nz) =1+ (n+ 1)z +na? > 1+ (n + 1)z, car nz? > 0, alors
(I4+2)"" > 14 (n+1)z.
D’ou la proposition est vraie pour n + 1. Par conséquent, pour tout n € N* on a
(I4+x)" >1+naz.

(d) Smt n un entier positif supérieur ou égal a 2, et soit a un réel dans |0, 1[. Supposons que
aw > a alors a < a” ce qui implique que ™' > 1 donc a > 1; contradiction avec a €]o, 1!
Donc pour tout n > 2 et pour tout 0 < a <1 on a

1
an > Q.

Exercice 3.

Soit A une partie non vide de R bornée inférieurement.

(a) = (b) Soit a = inf(A) alors d’apres la définition de la borne inférieure, pour tout € A on
axr>a.

S’il existe a; tel que, pour tout = € A, a; < x alors a; est un minorant et puisque a = inf(A)
est le plus grand des minorants alors a > a;.

(b) = (c) Soit z € A, tel que a < x et supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout € A on
a x> a+e alors d’aprés (b) a; = a+ ¢ < a ce qui implique £ < 0 absurde! Done, pour tout
>0, il existe x € A tel que z < a +¢.

(c) = (a) OnaVz € A, x < a, alors a est un minorant donc par définition a < inf(A4). Supposons
que a # inf(A) c’est & dire a < inf(A) et soit € = inf(A) — a alors € > 0 et d’apres (c) il existe
x € A tel que x < a + ¢ ce qui implique que = < inf(A) absurde! donc a = inf(A).

Exercice 4.

Soit

1
A::{, nEN*}
n

(a) Puisque pour tout n € N*, 0 < 1 <1 alors pour tout € A on a z €]0,1] donc A est borné
et inf(A) = 0.

(b) Soit & > 0 alors d’aprés la question (c)-Ex.3 il existe z = nio (avec ng € N*) tel que
x < inf(A) 4 € ce qui est équivalent & I'existence d’un entier ny € N* tel que pour tout n > ny,

1 1
— < — <inf(A) +e.
n no

Mais L € A donc 1 > inf(A), pour tout n € N*.
1 1
inf(A) < < inf(A) +e <= 0< o inf(A) < e.

Conclusion : Pour tout & > 0, il existe ng € N* tel que pour tout n > ng ona |2 — inf(A)| < e.

Cest & dire que la suite (), . tend vers inf(A) = 0.



Corrigé de la série No 1

Exercice 1.

(a) Soit (up)y une suite croissante non majorée, alors pour tout C' > 0 il existe ng € N tel que
Un, > C, et puisque (uy) est croissante alors pour tout n > ng, u, > Uy, > C. D’ou

lim w, = +oo.
n—-+4oo

(b) Soit ¢ > 1. On pose u,, = ¢" alors on a u,y+1 = ¢"*! = qu,, > u, donc (u,) est croissante.
Montrons que (u,) est non majorée : On pose ¢ = 1 + x pour tout z > 0 alors d’aprés la
question (c)-Ex.2. on a pour tout n € N

U, =q¢"=1+2)">1+nz.

Donc (uy,) n’est pas majorée est d’aprés (a) la suite (u,) tend vers +oo.

n
(¢) Soit v, = Z l¢|*. Done, pour tout n € N on a

k=0
1—|g["*!
T
Et d’aprés la question précédente, si |g| > 1 la suite (|g|™) est divergente. Si |q| = 1 alors

v, =n+ 1, pour tout n € N, qui est une suite croissante non majorée alors elle est divergente.
Si0 < gl <1 alors I%I > 1; donc la suite w, = ITll" tend vers +o0o et par suite |¢|" = wi tend
vers 0. Par conséquent, la suite (v,) converge si et seuelement si |g| < 1 et

n
1

Notez que le cas |g| = 0 est évidente, puisque dans ce cas v, = 1 est une suite constante qui
est convergente.

(d) Soit n € N, alors

Puisque pour tout £ > 2 on a
Bl=2x3x--xk>2x2x---x2=2F1

alors

—~ 1 — 1
0<un§2+;2k—_1:2+2;ﬁ

17
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Puisque 0 < % < 1 alors la suite (u,,) est majorée et puisque w1 — ty, = ﬁ > 0 alors (uy)

est croissante. Par conséquent (u,) est convergente.
Exercice 2.
(a) D’apres la question (e)-Ex 1- Série 0., on a pour tout n € N,
[lun| = [el] < fun —£].

Puisque 11111 u, = £ alors pour tout £ > 0, il existe un ng € N tel que pour tout n > ng on a
n—-+0o0o

|u, — €| < €. Par conséquent, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a
[lun| — |€]] < e. Clest a dire, lim |u,|=|¢|.
n—-+oo

(b) Soient (uy) et (vy,) deux suites rélle convergentes. On pose
Ty = sSup (Up, Up) et Xy = inf (tn,vy,) .

Alors les suites () et (yn) sont convergentes. En effet,
Puisque, pour tout a,b € R on a

b - b—|a—>5
Sup(a7 b) = %Ial et inf(a, b) = a—’—fm'
Donc
Up + U + |Up, — Vg Up, + Uy, — |Up, — V]
Ty = 2 et yn = 2 9

Soient a et b, respectivement, les limites de (u,) et (v,) alors

lim =, =sup(a,b) = w

oo 2 n—++o0 2

Exercice 3.

(a) Soient (u,) et (wy,) deux suites rélles qui convergent vers la méme limite ¢, (v,,) une suite;
telles que, pour tout n > Ny € N,
Up <V < Wy

Donc, puisque lim,, o u, = lim,, o w, = £ alors :

Ve >0, IN; > 0, Vn > Ny, |u, — £ <eq,

et
Ve >0, dNy > 0, Vn > Na, |wn—Z| <e€q1.

Soit N = sup(Ng, N1, Na) alors pour tout € > 0 et pour tout n > N on a
b—cu, <l+e, L—cw,<l+e et u, <v, <w,.
Ce qui implique, pour tout € > 0 et pour tout n > N
{—cvy, <l+e <= |v, — g
ce qui montre que lim v, = ¢£.
n—oo

(b) Soient les suites de terme général u,, < a et v, <boua,b € R telles que lim (u,+v,) = a+b.
n—oo

On pose z, = a — u, et y, = b — v, alors les suites (z,,) et (y,) sont positives; deplus, pour
tout n,
0<xz, <y +yn et 0<yn <xp+yn

= sup(a, b) et lim y, = ————— = inf(a, b).



19
et puisque
nh_{go(xn +Yn) = nh_{go ((a+b) = (up +v,)) =0
alors dépres la question précédente (a) on a

lim z,, =0<«= lim u, = a et lim y, =0<= lim v, =b.

n—oo n—oo n—oo n—oo

(c) (i) Proposition fausse! contre-exemple : prend u, = (—1)" et v, = (=1)" + *.

(ii) Proposition vraie. En effet, puisque (v,) est bornée alors il existe M > 0 tel que
|vn] < M, pour tout n > Ny. Donc, pour tout n > Ny on a 0 < |uyv,| < M|uy,|. Par
conséquent, en utilisant la question (a)- Ex 3. et (a)-Ex 2.,

lim u, =0= lim |u,v,|=0= lim u,v, =0.
n— oo n—oo n— oo

(iii) Proposition fausse! contre exemple : prend w, = n et v, = % —n.

Exercice 4.

Soient (uy) et (v,) deux suites définies par vy > ug > 0, et

Uy + U

Unp4+1 = /UpUp et Un41 = B

(a) Soit n € N, alors les suites (uy,) et (v,,) sont positives (vous pouvez utiliser la récurrence).
Deplus, pour n > 1 on a

Up—1 + Un—1

Up—Up = 9 —VUn—-1Un—-1 =

2
Up—1 — 2\/un—1vn—1 + Up—1 . (\/un—l - \/Un—l)
2 N 2
Donc pour tout n € N, u,, < v,.

(b) On a
Un+1 — Un = \/UnpUp — Up = y/Up (\/ﬁf \/Un) >0

alors (uy,) est croissante, donc en particulier, u,, > ug. De méme, on a

Up — Un <0

Un4+1 — Unp = 9 >

alors (vy,) est décroissante et en particulier v,, < vo. Et puisque u, < v, < wvg et v, > u, >
ug alors (uy) est (u,) est majorée par vg et (v,) est minorée par ug. Par conséquent, (uy,)
et (vy) sont convergentes. Si

/1 = lim u, et fy = lim v,
n—oo n—oo

alors (2 = (105 et 205 = {1 + l5 ce qui implique que f5 = £;.

Exercice 5.

Etudions la convergence des suites suivantes :
(i) w1 =1 et pour tout n € N* w,11 = v/u, + 6.
Soit f la fonction définie sur I = [1, 3] par

f(.’E) - mv

alors f est une fonction continue et strictement croissante sur I, car si x > y alors vz + 6 >
Vy+6 donc f(z) > f(y). Par conséquent, f(I) C I. On déduit que, pour tout n € N*,
un € [1,3]; c’est a dire (u,) est bornée.
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D’une autre part, on a pour tout x € I,

22 +x+6 (3—x)(z+2)
—r=vVr+6—x= = >0a
@) = v v vr+6+zx r+vr+6

on déduit donc que f(u,) > u, pour tout n € N*; c’est a dire (u,) est croissante. Par
conséquent, (u,) est majorée (par 3) et croissante donc convergente. Soit ¢ la limite de
(upn), alors on a f(¢) = £ ce qui implique £ = 3 ou £ = —2 et puisque —2 ¢ I alors £ = 3.
Donc

lim u, = 3.
n—oo

- 1
ii) Pour tout n € N*, u,, = —_—
(i) ; vn?2+k
Soit n € N* et k un entier tel que 1 < k < n alors
1 1 1

< < ,
Vn24+n T Vn2+k T Vn2+1

nr1<n®4+k<n’i4n—

donc pour tout n € N*

c’est & dire, pour tout n € N*,

n n 1 1
— < Uy { ——— = — < Uy < ——.
vn?2+n R/ /141 " 1+ L

n n2
Or, en utilisant la question (a)-Ex 3. on trouve
. . 1 .
lim —=lim ——=1= lim u, = 1.
(iii) wo =4, uy = % et, pour tout n > 2, Upto = %/U/n+1 — %un

(up,) est suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est

7 1
q2—6q+§:0<:>6q2—7q+2:0. (E)

On a A =49 — 48 = 1, donc les racines de (F) sont

T
Q1—3 € Q2—2-
D’ou,
2\" 1\" ,
Up = @ <3> +b <2> , (a,b) eR
Or,

Donc pour tout n € N

2n 1 1
Un = 3 T ot

Par conséquent, en utilisant la question (b)-Ex 1., on trouve

lim u,, = 0.
n—o0
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- 1
(iv) Pour tout n € N*, u,, = Z —_—.
= k(k+1)

On a pour tout entier k,
1 1 1

k(k+1)  k k+1

donc (uy) n’est qu'une somme télescopique; c’est & dire,

e (Bl D Dl D)

k=1

Alors, pour tout n € N*

1 1
Up =1—
" n+1
et par conséquent,

lim u, = 1.

n—oo



Corrigé de la série No 2

Exercice 1.

1. On a pour tout x, |(2% + 2 —5) — 7| = |2% + x — 12| = |z + 4||x — 3|. Donc, soit = €]2,4[ qui est
un intervalle ouvert centré en 3 (c’est a dire, un voisinage de 3) alors soit € > 0,

9

(22 +x—5)—T7|>ce= |z +4|lzr —3|>c=|z—3| >
|z + 4]

>

?

ool ™

Car 2 < z < 4 implique |z + 4| = x + 4 < 8. Par conséquent,

Ve > 0, 35:max(1,%) > 0, tel que |r—3|<d= |2 +z—-5)-T<e.

2. Calcul des limites

3z + 2z -1 (x+1)(3z —1) 3r—1
i _— i _— = 1' _— 2
@ i, = = e ) T T
. (3
(b) lim sin(3x) ~ lim 3 sin(3x) T s
=0 tan(x)  zto0 3z tan(zx)
1 - -
x—z sin (£ sin (%
(¢) lim (22 — 1) tan(7z) = lim 2 2 sin(mx) = (3) = — (3) =-1.
z—3 a—1  cos(mz) — cos (5) cos' (3) —sin (%)
(d) lim sin(x) — ? i sin(z) —sin ()  sin’ (%) cos (%) V3
1 _ 2 = = = E
a3 cos(z) —5  =—% cos(w) —cos (%) cos' (3) —sin(3) 3
1 1
(e) lim (233—|— Viz? —x—|—1) = lim (233—1— 22|y/1— — + ) ~ lim 2 <1 1 —
T——00 r——00 4x 42 r——00
11 1o 1
= lim 2z iz 4z = lim 22 =71
T——00 1 1 T——00 1 1
1 sin (%
(f) mgrfoo cos(x) sin (332) = zkr}rloo Cozgx) %ﬂ” ) =0
car,
cos(x) 1 os(x) sin () sin(y)
Vo > 1, < —< = lim =0 et lim T = lim =1.
a’;2 x2 T—+00 x2 T—>+00 ) y—0 Yy

(g) On a pour tout 0 < z < 1,
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donc, pour tout z €]0,1]

et par conséquent,

donc

(i) Soit x €]0, 1], alors

donc

Exercice 2.

)
(i) Pour tout z >0, * < =) < 2 donc

xr — x

lim ——= =0.
r—+00 €T

(ii) Pour tout z > 1, z < zf(x) < 2z alors

lim 2z = lim z=+4o00= lim zf(z)= +oc.
r—+00 T—r+00 T—r+00

et

(iii)
lim 2z = limz =0 = lir%xf(x) =0.
T—r

z—0 z—0

2 .
2. Soit f(z) = wmzli(lw), on cherche & démontrer que la limite de f quant = tend vers 400 n’existe

pas. Soit « > 0, alors

z? 22 +1 . 1
flx) = P sin(z) < .~ f(z) =sin(z) <= 1+ e f(z) = sin(z).
. . 1 . . .
et puisque lim (1+ — | = 1, alors f et sin ont méme comportement au voisinage de +oo.
r—+o0 €T

Or la fonction sin n’admet pas de limite en +o0o alors de méme f n’admet pas de limite en +oo.

Preuve de sin n’admet pas de limite en +o0o. Puisque la fonction sin est bornée entre —1 et
1, alors la limite de sin est comprise entre —1 et 1. Supposons que sin tend vers £ € [—1,1]. On
sait que pour tout x € R,

sin (x + g) = cos(x)

alors hIJP cos(z) = {, et par conséquent, cos?(z) + sin?(z) =1 = 20> =1 = (? = 1.
T—>+00
D’une autre part, on a

sin(2z) = 2sin(z) cos(z) = £ = 2¢*

Absurde! car £ est unique et ne peut pas vérifie & la fois £ = 1 et ¢ = 2¢2.
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3. Supposons que ;lg}z f(z) =L tel que £ €]c,d] (¢ < d € R) alors
Ve>0,30 >0, V|z—al <6, |f(z)—l<e<=Ve>0,30>0, V|r—a|<d ~I—c<f(x)<l+e
et puisque ¢ €]e, d[ alors pour tout £ > 0 il existe § > 0 tel que pour tout = €]a — §,a+ 6] on a
c—e<l—e< fa)<l+e<d+e

ce qui implique que au voisinage de a, on a ¢ < f(x) < d.

4. Puisque f est croissante alors pour tout h > 0 on a f(a —h) < f(a) < f(a+ h) si les limites
lim+ f(z) et lim,_,,— f(x) existent alors
r—a
I = 1 hy et i = 1 —h
A= Gy ey e i T =l Semh)
alors
li =1 —h li h) =1 .
[Aim f(z) = lim f(a—h) < fa) < lim fla+h)= lim f(z)

5. Soient p,q € N et a > 0. Puisque pour tout n € N

alors

et par conséquent,

Exercice 3.

1. Puisque f est continue en 0 alors

i J(/F) ~ f(~VE) = f(0) ~ £(0) = 0
et
lim f(z) = lim 0=0=g(0)

rz—0~ r—0~

alors g est continue en 0 et donc sur R car la fonction f et la fonction nulle sont continues.

2. Soit f(x) = cos (3z) — = alors f est continue sur [0,1] et f(0) x f(1) = 1 x (—=1) < 0 alors
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]0,1[ tel que f(c) = 0. Clest a dire

f(z) = 0 admet une solution réelle sur ]0, 1[.

3. Soit g(x) = x — f(z) alors puisque f est continue sur [a,b] alors g est continue sur [a,b] et
gla) =a— f(a) <0et g(b) >0 car a < f(x) < b pour tout = € [a,b] donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]a, b[ tel que g(c) = 0 c’est a dire tel que f(c) = c.

4. Soit f : R — R une fonction continue telle que ‘ ‘lim f(z) = +o0. cette dérniére est équiva-

x| =400
lente & : pour tout A > 0, il existe M > 0 tel que pour tout |z| > M on a f(x) > A. Alors en
particulier, pour A = f(0) il existe un My > 0 tel que pour tout |z| > My on a f(z) > f(0).
La fonction f est continue sur [—Mjy, Mp] qui est un compact de R donc f atteint ses bornes

dans [—M, M]. D’ou il existe o € [—Mp, M) tel que f(xo) = [H]bi[n]w ](f(a:)), et puisque
z€|—Mo,Mo

0 € [—My, My)] alors f(0) > f(zp). Par conséquent, il existe z( tel que pour tout z € R on a

f(x) > f(zo).
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Exercice 4.

1. Soit f: R — R une fonction continue. On pose

A={zeR, f(z)#0},

montrons que A est un voisinage de chacun de ses points.

Soit w € A, donc f(w) # 0 ce qui est équivalent & |f(w)| > 0. D’une autre part, puisque f est
continue sur R alors f est continue en w et donc | f| est continue en w ; donc d’apres la définition,
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout |z — w| < d on a ||f(x)] — | f(w)|] < e.

Posons en particulier, € = M; alors il existe dg > 0 tel que pour tout x €Jw — dg, w + Jp[ on

a | f(2)] = | f(w)]| < L5,

Soit, donc, x €]w — &y, w + dg[, alors on a

|f(w)] 1 3
1f (@) = |f )]l < === <= sl )] <|f(@)] < 5lf(w)]-

Et puisque |f(w)| > 0 alors pour tout & €|w — dy,w + [ on a |f(z)| > 0 (ce qui équivalent
a f(z) # 0) et par conséquent, Jw — §g, w + dp[C A. Ce qui montre que A est un voisinage de
chacun de ses points.

2. Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue. Soient (xx)}_; (n € N*) des
réels dans [a, b]. On pose

m= 3" ),
k=1

montrons qu’il existe zg € [a, b] tel que f(zg) = m.
La fonction f est continue sur [a, b] qui est un compact de R alors f atteint ses bornes. Posons

alors,
a = min (f(z)) et  f= max (f(x)).
z€[a,b] w€la,b]
Donc puisque, zi € [a,b] pour tout k € {1,2,--- ,n} alors a < f(xg) < f pour tout k €
{1,2,--- ,n} et par conséquent,
1< 1< 1 &
a==> a<=3 fla) <> B=5
k=1 k=1 k=1

c’est a dire, m € f ([a,b]) . Et d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe zg € [a, b]
tel que f(zo) = m.

Exercice 5.

Soit f : R — R une fonction continue en 0.

(i) Montrons que si pour tout z,y € R, f(z+y) = f(z)f(y) alors f est continue sur R.
On apour z =y =20, f(0) = f(0+0) = £(0)f(0) alors f(0) =0 ou f(0) = 1.
Cas 1. Si f(0) =0, alors on pose y = 0 et & # 0 alors f(x) = f(x +0) = f(x)f(0) = 0. Donc
f est une fonction nulle sur R donc continue sur R (comme une fonction constante).

Cas 2. Soit alors f(0) = 1. On a pour tout z,h € R
[f(@+h) = f(x)] = f(@)f(h) = f(@)| = |f(2)]|f(h) = 1]

et puisque f est continue en 0 alors }llir% lf(h)—1] = %in% |f(h) — f(0)] = 0. Par conséquent,
— —

pour tout x € R
lim |f(z +h) = f(2)] = 0 <= lim f(z+h) = f(2).

Ce qui montre la continuité de f sur R.
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(ii) Résoudrons I’équation fonctionnelle f(z) = f (%) pour z € R.

f
On a pour tout « € R, f(z) = f (%)7 f (%) f (%) f ( ) =f (%), -+ . Donc, par récurrence,
on a pour tout r € Ret n € N
@) =f(5:)-

2TL
Et puisque f est continue en 0, alors pour tout € R
f@y= tm f(52)=7( tm =) =70

Par conséquent, f(z) = f(0) pour tout z € R ce qui montre que f est une fonction constante
sur R donc continue sur R.

(iii) Soit I’équation fonctionnelle de Cauchy, f(z +y) = f(z) + f(y) pour tout z,y € R.

Alors pour x =y =0ona f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2£(0); donc f(0) =0
Et puisque f est continue en 0 alors %irr}) f(h) =0 et par conséquent, pour tout z € R, on a
—

lim (f(z +h) - f(2)) = lim f(h) =

h—0

c’est a dire, pour tout z € R,

lim [( + 1) = /().

Ce qui montre la continuité de f sur R.

Résolution de I’équation fonctionnelle (E) : f(z+y) = f(z)+f(y), (z,y) €
R2

On a pour tout € R et pour tout n € N,

fnx) = fz+(n—1)z) = f(z)+ f((n— D) = f(z) + f(2) + f(n = 2)z) = -
donc, par récurrence, on trouve
f(nz) =nf(z) + f ((n —n)z) = nf(z).

car f(0) = 0. Donc pour tout € R et pour tout n € N on a f(nz) = nf(x).
Posons y = —z dans (E), alors on a

0=/(0)=flz—=)=flz+(-x) = f(z) + f(-2)

donc on déduit que pour tout x € R f(—z) = —f(z) ce qui montre que f est une fonction
impaire et par suite on a pour tout € R et pour tout n € N f(—nx) = —f(nz) = —nf(z).
D’ot on a pour tout k € Z et pour tout z € R

flkx) = kf(x).

Montrons aussi que 1’égalité f(rz) = rf(x) reste valable pour r € Q. En effet, on pose r = %

oup € Z et g € N*; alors pour tout € R on a d’apres ce qui précéde

qaf (rz) = f (qrz) = f(pr) = pf(z).
Donc pour tout x € R,

p
flra) = f(z) =rf(@).
En particulier, pour x = 1, on a pour tout r € Q,

flr)=rfQ1).
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Finalement, puisque Q est dense dans R, alors pour tout « € R il existe une suite (r,) € Q

telle que lim r, = z. Donc, puisque f est continue sur R alors
n—oo

f@y =1 (lim r) = lim f(ry) = lim rf(1) = 2f(1).

n—oo n—oo

Alors les solutions de ’équation (E) sont les fonctions linéaires

f(z) = az, a=f(1) eR.



Corrigé de la série No 3

Exercice 1.

1. Soit U une fonction dérivable qui s’annulle pas sur I C R. Soit o € I, alors

U(z)
lim In|U(x)| — In|U(zo)| lim In ‘ Ulzo) U(z) — Ul(xo) 1
e x— T  a—w % _1 T —xg U(xo)
Zo
Puisque zlggo ([]]((Ji“yo)) =1 car U(zg) # 0 alors
ln‘ Ulz)
lim Vol _ lim In(y) =1
oz U@ 1 y—>1ly —1

et

ey U@ =Ulzo) 1 U'(xo)
T—x0 xr — Io U(SL’U) U(%o) .

Par conséquent,

U@ - U] _ U'(zo)
im = .
T—To T — X U(xo)

On déduit que la fonction f est dérivable sur I et

U'(x)
) —
2. On a pour tout x € I avec I = |—1, +oo[ \{4},
vV 1 1 1
In|u(z)] =In L?) =—-Injz+ 13| —In|z — 4] — - In|2z + 1|;
(x—4)v2zx+1 2 3

car Iln |Z—C‘ =rlnla| —In|b] — In|c|. Donc, en passant & la dériviée on trouve

W) 11 2 10242192 - 118
u(z) 224+26 x—4 62+3  6(x—4)(z+13)(22+1)

et par conséquent,

1022 + 219z — 118 (@) 1022 4+ 219z — 118
ulr) = — .
6(x —4)(z+13)(22 + 1) (x —4)2/x + 133/ (22 + 1)4

u'(x) = —

28
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De la méme maniere, on démontre que, pour tout x € R
In|v(z)| = sin(z) In(1 4 %)

Donc,

2x sin(x)

1422

v'(z) = <c0s(1:) In(1 + %) + W) v(z) = (cos(z:) In(1+ 2?) +

) (1 _|_1,2)sin(a:).

Exercice 2.

Soient f et g deux fonctions dérivables en a. Alors

fla+h2) = f(a+h) (fla+h?) = f(a)) = (fla+h) = f(a))

lim = lim

h—0 h h—0 h
o flath?) = fla) o fla+h) = fla)
= 02 Tl h

— 0% f/(a) - f'(a) = —f'(a).

et
L flat gla) — fl@glath) o (flath) — f(a)) g(@) ~ (gla+B) - g(a)) F(o)

h—0 h h—0 h
_ o flath)—f(a) . gla+h)—g(a)
= T @iy T
= ['(a)g(a) — ¢'(a)f(a)

Exercice 3.
l.a. Soit f(z) = —23 + 22 — 2 + 2. Donc f est dérivable sur R comme une fonction polynémiale.

Deplus, pour tout z € R on a
flz)= =322 +2x—-1<0,
car A < 0et —3 < 0. Alors f est strictement décroissante sur R. Puisque,

fR) =] Tim f(z), lim f(z)[=]—o0,+o0[=R,

Tr—r+00 T—r—00

et puisque 0 € R alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe g € R unique
tel que f(zg) = 0.

1.b. Puisque f est continue, f(1) = 1 > 0 et f(2) = —4 < 0, alors la solution zy est dans
|1, 2[. Pour approximer xg, on va utiliser la dichotomie; en effet, on a f (%) = —g < 0 donc
T € ]1,%[. Encore, on a f(g) = % > 0 donc zq € ]%,%[ Ainsi, puisque f(%) = —5% <0
alors g € }g, % [ Par suite, puisque f (%) = % > 0 alors zg € H—é, %1[
et puisque f (g—g) = 312176658 > 0 alors g € ]g—g, %1 [ Finalement, puisque f (%) < 0 alors

43 87
2 e < 13437 < a0 < 1 .
35 S 70 < gy = L3437 < < 1,3503

Si on continue notre algorithme pour plusieurs étapes on aura zg =~ 1.3532.
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Remarque.

Vous pouvez trouver I'expression explicit de zy en utilisant I’algorithme de Cardan pour la
résolution des équations polynémiales de troisieme degré et vous allez trouver que

1 2, 2 +13/47+3\/249
Tg=—-— — - —mmMm 4+ | ———MMM8M ™ —.
073 3\ 4r+3v219 3 2

2.a. Soit f:] —1,1[— R une fonction dérivable telle que

Cette dérniere condition est équivalente a :

pour tout A > 0 ils existent d1,d2 > 0 tels que pour tout « €] — 1, —1 4 §1[U]1 — d,1] on a
f(z) > A.

Soit en particulier A = f(0), alors il existent d, 5 €]0, 1] tels que f(z) > f(0). Or lintervalle
[-14 07,1 — 64] est un compact de R et f est continue alors elle atteint sa borne inférieure en
xo € [-1+4 07,1 —04]. Et puisque 0 € [—-1+ 87,1 — 5] alors f(0) > f(zp). On déduit que pour
tout x €] — 1,1[ il existe xg €] — 1, 1] tel que f(x) > f(zo) pour tout |z| < 1.

Il nous reste a démontrer que f’(zg) = 0. Soit g la fonction définie sur | — 1, 1] par

f(@)—f(2o) si =z 7& Zo
g(x) = . .
fl(xo) st z=ux

Donc, puisque f est dérivable sur | — 1, 1] alors g est continue sur | — 1, 1] et puisque g(z) > 0
pour tout & > xq et g(x) < 0 pour tout = < zg alors g(z) = 0. Et par conséquent, f/(zq) = 0.
Conclusion. I existe z¢ €] — 1,1[ tel que f/'(z9) =0

2.b. Soit f: I C R — R une fonction dérivable sur I et soient a < b deux réels dans [ tels que

fla)=f@®)=0,  f(a)>0 et f'(b)>0.

Soit h la fonction définie par

% si x G]a, b[
h(z) = J;/g)) si z=a
J;,_(Z) si x=5b

Alors h est continue sur [a, b] et puisque h(a) < 0 et h(b) > 0 (car f'(a), f'(b) > 0) alors d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires il existe co €]a, b] tel que h(ca) = 0; c’est & dire, il existe
¢z €la, b[ tel que f(c2) = 0.

Et puisque f est continue sur [a,cq] et sur [co,b] et est dérivable sur |a,co| et sur Jeo, b]. Et
puisque f(a) = f(c2) = 0 et f(b) = f(c2) = 0 alors d’apres le théoreme de Rolle, il existe
¢1 €la, cof et c3 €]ea, b tels que f/(cz) =0 et f'(c3) = 0.

3. Soit la fonction f(x) = cos?(x).

3.a. Puisque f est continue et dérivable sur [0, g] ; et puisque
f'(x) = —2sin(x) cos(z) = —sin(2x) < 0, Va € ]0, g[

car pour tout o €]0,7[ on a sin(a) > 0, alors f est strictement d{ecroissante et est donc
bijective de [O, g] dans f ([O7 %]) = [0, 1].
3.b. Puisque f est une bijection et a valeurs dans [0,1] alors Dy-1 = [0, 1].



3.c. Soient xg €]0, 1], alors il existe yo € [0, %] tel que yo = f~*(zg). Donc,

o fTM@) = f M we) Ly =y
T T ) = f ()

Par conséquent, f~! est dérivable sur I’ensemble

{zeD;-1=10,1], f(x)+#0}=]0,1].

Pour o = § €]0,1[, on a yg = Z. Donc

Exercice 4.

1. Soit a > 0 tel que a # 1. Alors pour tout x > 0, on a
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log,(x) — log,s(x) + log,a(z) = In(a) 3In(a) = 4In(a

Donc,

Un(z) 3

3
IOga(l')—lOgas (x)+10ga4 (J?) = 1 — 12 ln(a) 4

Par conséquent,

11

3
log, (x) —log,s(x) + log,s(z) = 1= ad.

In(z) In(x) In(z) (. 1 1\In(z) 1lln(z)
) (1 > In(a) 121In(a)’

=- < In(z) = % In(a) <= In(z) = In (a

")

2. Soit la fonction argsh(z) = In (:E +Va? + 1) pour tout x € R, et soient a,b € R tels que a < b.
Alors, puisque la fonction argsh est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ alors d’aprés le

théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b tel que
argsh(b) — argsh(a) = argsh’(c)(b — a).

C’est a dire

b+ vb2+1 b—a
In = .
a++vaZ+1 Ve2 +1

Par conséquent, il existe ¢ €]a, b]

2 b—a
v+l gEs
a++vVa?+1

3. Soit f(z) = arctan(z)+arctan (1) , alors f est continue et dérivable sur R* et pour tout z € R*

T
on a )
1 — =

x2

—— =0
241 1+ %

fi(z) =

Par conséquent, f est une fonction constante sur R*. Si > 0, on prend par exemple, z = 1 on

aura
f(x)=f(1) =%+ 7% =7%.Sixz <0, on prend par exemple x = —1 et on aura
T
—f(-1)=-- -2 =2,
fa) =gy =-T-T= T
Notez que ﬁ = signe(z). Donc pour tout € R* on a
1 T
arctan(z) + arctan | — | = ——.
x |x] 2
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4. Soit a > 0 fixé. On considere la fonction f définie sur I, = ] %, +oo[ par

f(z) = arctan (m) — arctan(x).

f est une fonction continue et dérivable sur I, et

) (2) 1 1+ a? 1 1+ a2 L,
) = — = — = — = 0.
1+(a+$)2 1422 (1-ar)®+(a4+2)? 1+22 (14+a*)(1+22) 1422

l—azx

Donc f est une fonction constante sur I,. Par conséquent,

f@) = lim f(z)= —arctan (i) -

T—+00
En utilisant la question précédente, on trouve pour tout z > %
f(z) = arctan(a) — 7.

Donc, pour tout = € I,

arctan <1a Rk > = arctan(x) 4 arctan(a) — 7.
—ar

Exercice 5.

(i) Soient z > 0, r € Ret f(z) = 2". Pour n = 1 on a fM(x) = f'(x) = r2"~', supposons que
pour n € N*

£ (@) =r(r—1)-(r—n+1)z""

et montrons que

Fr @) = (= 1) (r = m)am

Oron a
£ @) = (1) (@) = rlr = 1) =0+ DY =l = 1) ()t

D’ou le résultat souhaité.
(ii) De la méme maniére, on a pour n = 0 la proposition est vraie. Supposons que

(—1)"n!

F™ (@) =

alors

(=1)"n! )I  —(=D)"ln+1)(a+a)"  (=1)"T(n+1)!
(a 4 x)n+1 - (a +x)2n+2 - (a +x)n+2

£ () = () () = (

Donc la proposition est vraie pour n + 1. D’ou le résultat souhaité.
(iii) La proposition est vraie pour n = 0, supposons donc qu’elle est vraie pour n. Donc
! T T
fOY () = (f(")> (z) = cos (x + ni) = sin (x +(n+ 1)5) .
Notez que, cos(d) = sin (0 + ).
Donc la proposition est aussi vraie pour n + 1.



33

Exercice 6.

Soit f : [a,b] — R une fonction deux fois dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Soient g €]a, b[ et
g une fonction définie par

f(zo)
(zo — a)(zo — b)

1. Alors g(a) = f(a) =0, g(zo) =0 et g(b) = f(b) =0.
La fonction g est continue sur [a, zo] et dérivable sur Ja,o [ et puisque g(a) = g(zo) = 0 alors
d’apres le théoréme de Rolle il existe ¢ €]a, zo[ tel que g'(¢1) = 0.

g9(x) = f(x) - (z —a)(z—-b)

De méme, g(b) = g(xo) = 0 montre 'existence de ca €]xg, b[ tel que ¢'(c2) = 0.

2. La fonction ¢’ est continue sur [c1,cs] et dérivable sur ep,co| (car f est deux fois dérivable
sur [a,b]) et ¢'(c1) = ¢'(c2) = 0 alors d’aprés théoréme de Rolle, il existe ¢ €]cy, o tel que
g”(c) =0. Or

f(l‘o)
(zo —a)(wo — b)

f (o)

(@~ (0 D) +ab)” = () ~ 2 SO

0"(@) = @)

Donc
f(zo)

9(c)=0= f"(c) = 2m.

Exercice 7.

(a) Soient z,y € R

cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) = (eu;—w> (eyge_y) + (etzeﬂ) (ey}e_y)
(6m+y + e~y + efm+y + e~ Ty + e:chy —eTTY 671+y + efxfy)

L (2¢7+¥ 4 2e~ov)

(b) Soit r € R alors

(cosh(x) + sinh(z))" = (e re e e ) =",

Et puisque

rT —rT rTr __ —TrT
cosh(rz) 4 sinh(rz) = c te + ¢ =e,

alors
(cosh(x) + sinh(z))" = cosh(rz) + sinh(rz).
De la méme maniere, on démontre que,

(c) Pour tout r € R,
(cosh(x) — sinh(z))" = cosh(rz) — sinh(rz).



Corrigé de la série No 4

Exercice 1.

Le développement limité,

(a) Puisque pour tout n € N et pour tout € R on a
cosh®™ (z) = cosh(x) et cosh®) () = sinh(z),

alors cosh®"*1(0) = 0 et cosh®(0) = 1 pour tout n € N donc en appliquant la formule de
Taylor on trouve le développement limité de a l'ordre 5 au voisinage de 0,

z? ozt 5
cosh(z) =14+ =+ — +0(z").
2 4!
(b) On a démontré dans le cours que au voisinage de 0 on a sin(z) = z + o (2?) donc au voisinage

de 0 on a
sin®(z) = o(z?).
In(x)
x2

(c) Le développement limité de la fonction définie par f(z) = au voisinage de 1 est le

développement de la fonction X +— 1(n )((ﬁY)lz) au voisinage de 0. Et puisque, au voisinage de 0 on
a
In(1+ X) :X—X—2+0(X2) N — (1+X)?=1-2X+3X*+0(X?)
2 (X +1)2 ’
et puisque
X2 X2 3 5 3

(X—2) (1 -2X 43X7%) = X —2X7 43X — - + X7 = OX" = X — 0X7 +4X° - O X"
alors (1 + X) .

n(l +

— =X -2-Xx? X?).

1+ X X o (X7

Et par conséquent, au voisinage de 1 on a

(d) Soit f(x) =1In (1+ x + /T + ), on cherche le développement limité au voisinage de 0 a I'ordre
4. On a pour tout z > —1

fl@)=ln(Vi+z(1+Vi+2))= %ln(l +z)+1In (H V21+$> +1n(2)

34
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et puisque, au voisinage de 0 on a

2 3
+x—fix4+o(:c4)

1 X
Vidtz=(0+2)%=1 -
tr=(+z)2 =1+ 8 "16 128

T
2
alors

1_’_7_74_7_15544_0(%4):1+Q(x)+0(x4)

1+\/$—‘r1_ x z2 2®
2 N 4 16 32 256

au voisinage de 0.
Or on a au voisinage de 1

(X-1)? (X-1» (X-1*
R Y

In(X)=(X~-1)— +o((X -1 =PX)+o((X-1)*

Donc,

PO+QE) = Q) - £ 40 &)

On prend le terme polynomial de degré inférieur ou égal a 4 et on trouve, au voisinage de 0,

=—— -2+ —2' - —=

1++1
In + +x N 5333 35 4+0(x4)
2 4 32 96 1024

Finalement, puisque au voisinage de 0 on a

2?2 2% 2t 4
ln(l—f—x):a:—?—&—?—I—}—o(x )

alors au voisinage de 0,
1 5 7 5 163 4

3
=In2)+ -z — — — 3 — 4y
f(z) = In( )—1—430 35° + 35% ~ 1024° + o (%)

(d) Soit f(z) = (1 + 2x)ﬁ = exp (%) Déterminons le développement limité de f au

voisinage de 0 a Iordre 4.
On a au voisinage de 0,
2, 8 3 4 4
In(1+2z) =2z — 2z —|—§m —4a* + o (2*)
et

1
1+

:1—x+1’279:3+354+0(x4)
alors, apres la simplification on trouve que pour tout x au voisinage de 0 on a

In(1 + 2z) 2 5 32

1+$ :227*4,1}24*?1' 731'44’0(174)
Finalement, puisque au voisinage de 0 on a
2 3 4
x x x 4
ex:1+$+?+g+ﬂ+0($ )

alors

10
f(x):1+2x—2x2+§m4+0(x4).
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Exercice 2.
Soit la fonction définie au voisinage de 0 par,
f@)=(x—In(1+z)) (* — cos(x)) .

Alors d’apres le cours, on a au voisinage de 0,

2 3 4

x x x 4
22 23 4 A
T=1 — - i
e +x+2+6+24+0(a:)
et ) A
x x 4
cos(x):177+ﬂ+o(:c).
Donc, au voisinage de 0 on a
2 23 2t 4
x—ln(l—i—x):?—g—i—z—i—o(x)
et
23
eI—cos(x):x—l—xQ—i—F—i—o(x‘L)
Or puisque
T ) 3 3 4 .
<23+4><z+x +6>2++0(z)
alors
3zt 4
f(z):7+€+o(x)

On déduit d’apres la formule de Taylor que f(0) = f/(0) = f7(0) = 0, f®(0) = & x 31 =3 et
fP0) =% x4 =4.

Exercice 3.

(a) Soit & au voisinage de 0 et soit f la fonction donnée par

sin(3x) + 4sin3(x) —3In(1+ )

f(@) = (e — 1) sin(z)
alors puisque
3
sin(z) =z — % + 0 (2%)
et puisque
z?2 2 3
ln(l—i—x):x—?—i—?—i—o(x )

alors

3 3
sin(3z) + 4sin®(z) — 3In(1 + ) = §x2 — 5303 +o0(2%).

Et puisque, au voisinage de 0 on a
2 .8

- x
e :1+x+?+€+o(x3)



alors

Par conséquent,
3,2

302 3.3
lim f(z) = lim % = lim

x—0 z—0 2 4 5

(b) Soit la fonction g définie au voisinage de 0 par

N 1-1(14+Z)In(1+2)
9(x) = cos(z) + sin(x) — e*

Alors puisque, au voisinage de 0 on a

1 X x €T IQ xg 1,2 xS
1—7(1 7)1 1 :1-(1 f) T 3y _ z? 3
—(1+3) (1 +2) +5 s+t3 1) tel) + = +o(z?)

12712
et
3 .
cos(z) + sin(z) — e® = —z? — 5 +0(2%)
Alors
_z? 2 1
lim g(z) = lim —12—12 .
z—0 =0 —p2 — % 12

(c) Soit au voisinage de 0 la fonction suivante

W) = sinh(z) — 2sinh(2x) + sinh(3x)
S (l4z+222)+ 1 —-20—1—a2

Donc, puisque

sinh(z) — 2sinh(2z) + sinh(3z) = 22° + 0 (2?) .

et
1
1n(1+x+2x2) +V1-22—-1—-2%= 763173+0(x3)
Alors
. . 23 12
i hlw) = iy "5 = T

Exercice 4.

(a) Soit z > 1. On pose

e (525))
f(z) = ze™! — zexp (w In <xf—1>) — ze~! — zexp (—xln (1 + i)) .

Pour déterminer le développement limité en 4+oo de f il fallait déterminer le développement
limité de g(z) = f (1) en 0, donc

37



38

g(x)zi—éexp (—;ln(l—kx)) = % (1—exp (1—;1n(1+x)>>;

et puisque, au voisinage de 0

In(1+x) r  a? 9
i Sl e 2 R
x T o)

et pour X au voisinage de 0 on a

X2
eX:1+X+7+0(X2).

donc au voisinage de 0 on a

1
exp(lxln(1+x)> :1+§+%x2+0(x2).

Par conséquent,

1 5
g(z) 9% + e +o(z)
Donc 1
Jm  f(z) = lim g(z) = — .

(b) Soit x un réel suffisamment grand, on pose

fla)= Va3 +22+1— Va2 -z —1,

Pour déterminer le développement limité au voisinage de +oo il suffit de trouver le développe-
ment de la fonction g(x) = f (%) au voisinage de 0. On a au voisinage de 0

g(x):%({q’/xi*—i—x—l—l—\/l—x—x?)

Or,
2
\3/x3+x+1:1+£—z—+o(x2)
3 9
et 5
< 2 2
\/l—x—x2:1—§—§x + 0 (2?)
Donc
9( ):ng%ero(x)

Par conséquent,

Exercice 5.

Soit f une fonction définie par

flz) = 2sin(z) + e* — cos(z) .

T
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. Le développement limité de f au voisinage de 0 a l’ordre 2.
On a au voisinage de 0,

3 2 3 2
2sin(x) + ¥ — cos(z) = 2 s- )+ (1+2+ 2+ ) - (1-% + o (z%)
6 2 3 2
c’est a dire

2sin(z) + e* — cos(z) = 3z + 2% — T

6 —|—0(m3)

donc

x? 9
g(x) :3+x7—6 + o (z%).
Par conséquent,

lim f(z) = 3.

x—0

(b) D’apres la question précédente, on a y = x + 3 est léquation de la tangente au point (0, 3) et

puisque g(z) —y = —% + o(2?) et —%2 < 0 alors la courbe de g est au dessous de la tangente
Y.



	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


