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Limites et continuité d’une fonction numérique

1.1 Limite d’une fonction numérique

Définition 1. Soit a € R, on appelle voisinage de a toute partie de R contenant un intervalle ouvert
centré en a.

V est un voisinage de a < 3 § > 0 tel que Ja — §,a + [ C V.

V est un ouvert de R si et seulement si V' est un voisinage de chacun de ses points.

VaeV,36>0telque |a—d,a+d[CV.
Exemple 2. V =]-1,2[U]5, 8| est un ouvert.
V =15,8] n'est pas voisinage de 8, car V4 >0, | 8— 4,8+ [ L V.

Définition 3. Soit f: I — R une fonction numérique, | € R. Soit a € I, I contient
un voisinage de a (sauf peut-étre a, f peut ne pas étre définie en a).
On dit que [ admet | pour limite en a si et seulement si

Ve>0,30 >0 Vezel 0<|z—a|l<d=|f(z)-1 <e).

Proposition 4. La limite, si elle existe, est unique, c-a-d , si f admet l,1; pour limites en a alors
l=1.

Preuve.
Supposons que f admette deux limites I,1; en a, telles que | # I;. Soit € > 0, il existe d1,02 tels
que
O<|z—al <& =[f(z)-hL]<e), (1)
et
O<|z—al <d=|f(z)—la] <e). (2)

Posons ¢ = min(dy,02) > 0. Si 0 < |z —a| < 6 alors (1) et (2) sont vérifiés, par conséquent

[l =l = |l = f(2) + f(2) = lo| <[f(x) = L] +[f(2) — I < 2¢,Ve > 0.

|ln — Io]

1 > 0, on obtient

Si on pose € =

[l —lo| |l — 1o
=1 <2 = .
[ = k| < 4 2

Contradiction! donc I = ;. On note alors lim,_,, f(z) = l.

Exemples 5.
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(1) En utilisant la définition, montrer que liIr12 dr+1=09.
xr—r

Soit € > 0, donc |f(z) — 9| = [4x + 1 —9| = |4z — 8| = 4|z — 2| < &7 11 suffit de prendre 6 = Z,

en effet .
|x—2\<(5=12>|f(x)—9|<5.

(2) En utilisant la définition, montrer lim (2? — 4z + 7) = 3.

r—2
Soit € > 0, |f(z) = 3| = |2 —da+ 73| = |2? — 4z +4] = ’(:c72)2’ < €? 1l suffit de
prendre : § = /e (& vérifier).
(3) En utilisant la définition, montrer lirn2 z? = 4.
z—
Soit e > 0, |[f(z) — 4| = |22 — 4| = |[(x = 2) (x + 2)| < e?
Dans ce cas, on ne peut pas majorer directement |(z — 2)| par une constante qui ne dépend

pas de z car (z+2) dépend de x. On restreint I’étude a un intervalle centré en 2. Par exemple :
on prend z € ]2 — 1,2+ 1[ =1, 3] ,et dans ce cas

v +2)<|z|+2<34+2=5

et
|f(x) —4| <5|r—2| <e.

11 suffit de prendre ¢ = min(1, %), carx €12 —1,2+1].

(4) En utilisant la définition, montrer que si a > 0, alors lim vz = \/a.
r—ra
Soit € > 0,

_|WE-VOWE+V@)|__le—al__lz-d
RS bl ARG Verva < Vi

car /z > 0.
Il suffit de prendre § = e+/a, (terminer la preuve).

Exercice 6. En utilisant la définition, montrer

lim 2™ = a", n € N.
r—ra

Utiliser ’identité
" —a" = (x—a)(z" '+ 2" %a+ ... +a" 7).

Proposition 7. Si une fonction f : I — R admet une limite l en a alors f est bornée sur un voisinage
V de a. ( c-a-d AM > 0 tel que |f(x)] < M au voisinage de a).

Preuve. On a lim f(z) =1 si et seulement si
r—a

Ve>0, 3 >0Verel, O0<|z—a|<o=|f(z)—1<e.
On prend € = 1, donc
>0 Veel, 0<|z—a|<d=|f(z) =l <1=|f(z)] <|I|+1,
car

[f(@)] =l <[f(z) =1 <1

Par conséquent, si on prend le voisinage V =] a—d,a+46[N1I; on a |f(x)] < |I|+1,Vz € V, don f
est bornée sur un voisinage V de a.
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1.2 Limite a droite et a gauche d’une fonction numérique.

Définition 8.

(1) Soit f: I — R une fonction numérique, [ € R. Soit a € T;
I étant un voisinage de a. On dit que f admet | pour limite a droite en a si et seulement si

Ve>0,30 >0 Vezel, (a<z<a+d=|f(z)-1 <e).

On note

lim_f(z) =

r—at

(2) Soit f: I — R une fonction numérique, ! € R. Soit a € I, alors I étant un voisinage de a.
On dit que f admet [ pour limite a gauche en a si et seulement si

Ve>0,30 >0 Vezel,(a—d<z<a=|f(zx)-1<e).
On note

lim f(x)=

r—a~

Proposition 9. La fonction f admet | pour limite en a si et seulement si

lim f(z) = lim f(z)= lim f(z) =

r—a rz—at T—a~
.x
|z| |z lim — =1
+
Exemple 10. hm — n’existe pas, car lim — = =0T L
-0 z=0 lim — =-1
x—0— T

Proposition 11. f: I — R est une fonction numérique. a,l € R, et C une constante. On a

lim C=C (a vérifier).

Tr—a

Si lim f(x) =1 alors

Tr—ra

lim Cf(z) = Cl.

T—a
Preuve.

Si C =0 alors 0f = 0 tend vers () = 0l.

Si ¢ # 0, soit € > 0, on pose € = > 0, puisque limg_,f(x) =1 alors

IC\

>0V el, 0<|z—a|<d=|f(zx)-1] < = |C||f(z) = | <e.

-
C
Donc

0<|z—a|<d=|Cf(x)—Cl| <eetdonc 1im Cf(z) =CI.

Ce résultat reste valable si on remplace hm par lim ou lim .
r—at rz—a~

Théoréme 12 ( Théoréme d’encadrement). Soient f,g,h: I — R des fonctions numériques, | € R.
Si lim fz) = lim h(z) =1 et f(z) < g(x) < h(z) au voisnage de a alors g admet | pour limite
en a, ¢ est a dire hm g( )=1.

Ce résultat reste Ualable si on remplace hm par lim ou lim .
z—at T—a~

Preuve.
Soit € > 0, il existe d1,05 tels que :

O<|z—al <o =|flz)-l|<eecl-c< flz)<l+¢)) (1)
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et
O<|z—al<db=|f(x)-Il|<eel—c<h(x)<Il+¢)). (2)

De plus, il existe dg > 0 tel que
f(z) <g(z) <h(z)  (3)

si |z —a| < dp; car f(x) < g(x) < h(z) au voisnage de a.
Si on pose § = min(do, d1,02) on a alors 0 < | —a| <6 = (1),(2) et (3) sont vérifiés.
Donc

l—e<flx)<glx)<h(x)<l+e=l—-c<glx)<l+es|gx)-I <e.

Par conséquent, lim g(x) =I.
T—ra

Exemples 13.

(1) lin%) sin(z) = 0. En effet — |z| <sin(z) < |z| au voisinage de 0, et limo |z| = 0.
T—r r—r

(2) lim cos(x) = 1. En effet, lim cos(z) = lim /1 — sin?(z) = 1.
z—0 z—0 z—0

(3) lim —— = 1. Eneffet,siz >0on a
z—0 sin
sine <z <tanzr =1< — < , et lim 1= lim =1
sinx ~ cosw z—0+ z—0+ COS T
et donc d’apres le théoreme 12, on a lim — = 1. De méme,siz <0,ona lim — =1.
z—0+ sinz z—0- sinx

On conclut que
lim — =1.
z—0 sin

Conséquences 14.

(1)
lim [f(2)] =0 < lim f(z) = 0.
Preuve.
(=) T sufft de remarquer que — | f(2)] < f(x) < |f(2)]. que lim —[f(x)| = lim |f(2)| = 0 et
utiliser le théoreme d’encadrement 12.

(<) Vérifier en utilisant la définition.

2)
lim f(z) =1l lim(f(z)—1)=0 @ilgyf(x) -1 =0.

r—ra T—ra
Preuve. Utiliser la définition.
(3) Si lim f(x) =0 et g est bornée au voisinage de a alors lim f(z)g(z) = 0.
r—a r—a
Preuve. La fonction g est bornée au voisinage de a, alors il existe M > 0 tel que 0 < |g(x)|
|

M pour tout x dans ce voisinage. En multipliant par |f(z)|, on trouve 0 < |f(z)g(x)
M |f(z)|, dott lim M |f(z)] = M0 = 0. D’apées le théoréme 12, on a lim |f(x)g(z)] = 0
r—a Tr—ra

donc li_I)n f(z)g(x) = 0.

VAV

(4) Ces résultats restent valables si on remplace lim par lim ou lim .
T—a z—at r—a~

sin(%)

1
lim zsin(—) = 0 car
x—0 x€X

<let limx=0.
z—0
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1.3 Opérations sur les limites

Soient f,g: I — R des fonctions numériques et soient [, I € R, respectivement, les limites de f et
g en a. C’est a dire

lim f(z) =1 et limg(z)=1;.

T—a z—a
(1) On a
tim [£(2)] = [1.
Preuve.
11 suffit de remarquer que | |f(z)] — || | < |f(x) — | et utiliser la définition.
(2) On a
lim f(z)+g(z) =1+14.

T—ra

Preuve.

€
Soit € > 0. On pose ¢/ = 3 > 0; alors il existe d; et do tels que

0<le—a <o =|f@)-lI<s )
et c
0<|z—al|<dy=lg(x) —hL| <5 (2)

Posons 6 = min(dy,d2) > 0. Donc pour 0 < |z — a| < § les propositions (1) et (2) sont vraies et
par conséquent

@)+ g(a) = ((4+ 1) < @) = U +lga) ~b| < S+ 2 ==

2
D’ou
Cll_r}r}lf(gc) +glx)=14+1.
(3) On a
lim f(x)g(x) = Uy,
Preuve.
On a

0 < |f(@)g(x) = ()] = [f(2)(g(z) —h) + L(f(2) = DI < [f(@)|[g(x) = L] + [l [f(2) — 1]

Puisque lim |I;||f(x) —I| = 0, alors f est borné au voisinage de a et donc lim | f(z)||g(x) — l1] =
r—a r—a

0 (proposition du cours). Par conséquent

lim ([f(2)[g(z) = bl + L] [f(z) = 1]) = 0
d’out d’apreés Théoreme 12
lim f(z)g(z) = ;.

r—a

Remarque. On peut aussi utiliser la définition pour montrer le résultat. En effet, f est borné
au voisinage de a, alors AM > 0; |f(z)] < M au voisnage de a. Soit € > 0, on pose & =

€
—_— = min(dy, d2).
M+|l1|>Oet(5 min(dy, d2)

(Preuve & terminer).
(4) On a pour I3 # 0.

Preuve.

On a il_r}l}lg(x) =1y # 0, donc ;1_I>I}I|g(ac)| = |l1| > 0.
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l
On pose € = % > 0, alors
|a] Ll lal
36> 0, 0< [z —al < 5= Jlg(a)] ~ [l < T = 12 < Jga)| — ] < B2
, || 1 2
Par conséquent 0 < |z —a| < 0 = < |g(z)] et donc < —
2 lg(@)| ~ [l
1 1
Montrons maintenant que lim —— = — :
z—a g(x) 1y
Ona 1 1| |h—g 2
1 — x
<l 1| = |20 < 2 (el
’g(x) h 9@l |~
Au voisinage de a, hm LA |2 |l; — g(z)| = 0, Donc d’aprés le théoréme d’encadrement 12,
. 1 . 1 1
lim — —| =0, et donc lim,_,, — = — si 11 #0.
T—a g(x) ll 9(1') ll
Comme coséquence de (3) et (4), on obtient
(5) Pour !y #0.0n a
l
lim 7f(:c) = —.
g(x) L
Ces résultats restent valables si on remplace hm par lim ou lim .
z—a™t T—a~
Exemples 15.
(1) On considere la fonction polynomiale
f(z) =ana™ + p_ 12"+ + ag.
Alors
lim f(z) = lim(anz™ +an_12"" "+ ... +ap)
r—a r—a
= lim a,z" + lim a,—12" ' + ..... + lim ag
r—a r—a r—a
= lim(apa™ + ay,_1a" ' 4 ...+ ag) = f(a).
(2) On considere la fonction rationnelle
Anx™ 4 Qp_ 12" 4. + ag
f(x) = m m—1 :
by x™ 4+ b1 +..... + by
i f@) = ana™ 4 ap_1a™ 4 ... + ag
Alors —THe—a JAT) = by a™ + byy_1a™ 1+ ... +by sibpa™+ b—1a™ 1+ ... + bg # 0.

= f(o)
(3) Si lim f(z) =1 alors
o tim (£(@)") = 1",
lim /f(@)]= VI, e
lim /7 ()] = /11l

(4) On a
i S22 = 5= =5 252 51 =5
En général, on a
lim sin(az) =a; Va € R.

x—0 x
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(5) ilg% 1 = cos(x) = 0, en effet,
i (1 — cos(x))(L +cos(x)) - (1 — cos?(z))
z—0 z(1 4 cos(x) z—0 z(1 + cos(z))
~ lim sin?(z))
20 2(1 + cos(z))
oy Sin@) )
=50 x ilg%)(l + cos(x))
= 1x g =0
1- cos(x)'

Calculer lim 5
x—0 x

1.4 Limite quand la variable tend vers l’infini (+00 ou —o0)

1.4.1 Définitions

(i)

BIE flz)=l<= (Ve>0,3B>0 Veel, 2>B=|f(x)-1<e).
(ii)

ii}r_n flz)=1le (Ve>0,AB<0 Vzel, e <B=|f(zx)-1 <e).

Dans ce cas, on obtient une asymptote horizontale y = [.

(iii)

(iv)
liril f(z)=—-0c0<—= (VA< 0,3IB>0 Vzel, 2> B= f(z) <A).
Tr—r+00

Dans ce cas, on obtient une branche parabolique qui tend vers I'infini. Pour déterminer la direction,

on calcule lim @
T—r+00 €T

xr
Si 11111 M = q existe alors la branche a une direction déterminée par la droite y = az.
Tr—r+00 €T

Si, de plus, lirJlrl (f(z) — ax) = b alors la droite y = ax + b est une asymptote oblique.
T—r+00
Exemples 16.

1 1
(1) On a lim — = 0. Pour la démontrer, il suffit de prendre B = —. De méme on prouve que
z—+o0 T €

lim — =0.
r—>—00 I

1 1
(2) Sik>0alors lim = 0. Il suffit de prendre B = Q/;

r—+00 J)k
(3)
. apx"” . n i S .
B lim — = lim —u = [ signe— | co,si n > m;
i Anx™ + ap_1x" 1+ +ap z—+00 by T x—+00 by, b,
mﬁlinoo b @™ 4 byy_1x™ 1 L +by b*n sin=m;
m
Osin<m.
T 223 4 522 — Tz + 2
- lim = —o0;
T—+00 —x2 420 '
I 325 — 3 + 52 — T+ 2 3
- lim — 2.
z—too  Tx® +xt — 22 + 20 7’
. 3a® — a3 + 522 —Tx +2
- lim =0.

z—too  Txb 4+t — 22 +20
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1.5 Limite infinie en un point.

1.5.1 Définitions

(1)
liglf(x):+oo<:>(VA>(),35>0 Veel, 0<|z—a| <d= f(x) > A).
(2)
lim+ () =400 (VA>0,30 >0 Vzel,(a<z<a+d= f(zx)> A).
r—a
(3)
lim f(z) =400 (VA>0,30>0 Vael,(a—d<z<a= f(z) > A).

r—a~—

Dans ce cas la droite x = a est une asymptote verticale.

Exemple 17.

. ys . oo
1.5.2 Les formes indéterminées : 0 ot 0T 0% 0% o0?; 1°°.
(0.8}

Il existe certaines formes de limite ou il est n’est pas possible de conclure directement en utilisant
des opérations sur les limites, ce sont les formes dites “indéterminées". Pour lever I'indétermination,
il existe de nombreuses techniques : procédés algébriques (factorisation) ou analytiques (utilisation de
la dérivée ou du développement limité ; voir le chapitre suivant).

La forme indéterminée %

Cas des fonctions rationnelles. Une fonction f est dite rationnelle si elle est quotient de deux
polynoémes; c’est a dire f(x) = %. Soit a € R tel que P(a) = Q(a) = 0 alors le calcul direct
de la limite lim f(z) nous donne “%”. Pour lever I'indétermination, on utilise les propriétés

r—ra

algébriques des polyndmes : En effet, puisque P(a) = Q(a) = 0 alors il existe p, g € N* tels que
P(z) = (x — a)P Py (x) et Q(x) = (x —a)?Q1(x)
avec P(a) # 0 et Q1(a) # 0. Donc

Py(a) 0 si p>gq
. 1 . — Pi(a .
B 70) = G,y B — @ = G s p=a
00 si p<ag.
24 x—2 0 .
Exemple 18. On a lim ————— =“=", et puisque
=1 2 —1 0

P rr—2=(x—-1)(z+2) et 22 —1=(x—1)(z+1),

alors
24 x—2 . x+2 3
lim ———— = lim ——— = _.
z—1 x4 —1 z—1 2%+ 1 2
Cas des fonctions avec des racines n-éme. Lorsqu’il existe, dans le quotient, des racines n-
éme, l'idée est de transférer I'indétermination a une fonction rationnelle pour utiliser la tech-
nique précédente. Le transfert se fait, en général en multipliant numérateur et dénominateur

par une quantité conjuguée. Par exemple on veut calculer

o V32 —-2-1 .0
lim ———— —
z—1 \/E—l 0
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Pour lever 'indétermination on fait la technique suivante : on sait que

a® —b® = (a —b)(a® + ab+ V?) et a®> — b = (a—b)(a+b)

donc
e (V32 =2-1) (/B2 =27 + V37 =2 +1) 322 1)
re—2—1 = =
/(322 —2)2 4 V322 —2+1 /(322 —2)2+ V322 —2+1
et

_We-D e+l -1
ve—l= VI +1 VRS

Par conséquent

i V32" =21 3(x+1) (ﬁ+ 1) _
a—1 -1 a—1 /(322 —2)2 + /322 — 2+ 1

La forme indéterminée %

Soit a € RU {00} et soient u et v deux fonctions telles que

li =1 =
lim [u(z)] = lim [v(z)| = oo
alors la limite de la fonction f(z) = Zég a la forme indéterminée “22". Pour lever l'indétermination
on peut utiliser les méme méthodes comme dans la forme indéterminée “%" car

u(x :

“—7”=lim f(z) = lim = lim v(lw) ="
o0 r—a —a 1}(1‘) r—a W 0
Exemple 19. Calculons la limite
234+ 3z —1

Alors cette limite a la forme indéterminée 2. Pour lever lindétermination on peut utiliser la régle
donnée dans Exemples 16 ou bien une autre méthode, par exemple : on pose y = % donc

o3 4+3x—1 . 1432—93 1
hm —_— = hm —_—— = —.
z—oo 23 —1 y—0 2 —y3 2
La forme indéterminée oo — oo

On peut lever cette indétermination en utilisant les méthodes analogues comme pour les formes
précédentes. En effet, soit a € RU {co} et soient u et v deux fonctions telles que

lim fu(z)| = lim [o(2)] = o0

Alors la fonction f(z) = |u(z)| — |v(z)| a la forme indéterminée co — co. Donc, calculons la limite

uf)
2 o)l

Remarquez que cette limite a la forme indétérminée “22" donc pour lever cette indétermination on
utilise ce qui précéde.

Cas 1. Si lim [u(z)| =/( # 1 alors
z=a [v(z)]

r—a r—a T—ra

lim f(z) = lim |o(z)| <|“(x>| - 1> = (0 — 1) lim |v(z)| = oo.
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«Qn

Cas 2. Si lim %) 0

»5a [o(a)

= 1 alors la limite de f ayant la forme indferminée car

==

(@) _ .
lim f(z) = lim lim HCTCO] (: “O”) ]

r—a r—ar—a
[v(z)]

Donc on peut utiliser les techniques de I'indétermination “ %" indiquées ci-dessus.

Exemple 20. Calculons la limite

lim 22— Vz3 - 1.
x—+00

1l s’agit de la forme indéterminée 400 — co. Donc puisque

) z? , 1
lim ——= lim ———= =400 #1
z—+00 /3 — 1 —+00 1 1
z ozt
alors (Cas 1.) nous montre que
lim 2% — /a3 — 1 = 4o0.
T—+00

Exemple 21. Calculons la limite

lim \/x2+1—\/x2+21:.

T—r+0o0

i 2+ 1 i [ 22 +1 )
1m — = 1m _—
T—00 /2 + 2x T— 400 2 + 2z

alors il s’agit du (Cas 2.). Donc en multipliant numérateur et dénominateur par la conjuguée :

Puisque

, 5 5 , 1—2z , -2 -2
lim \/x —|—1—\/x +2x = lim > > = lim :7:—1.
xr——+00 xr——+00 xr——+00
Va? + 14 Va2 + 2z \/1+%+\/1+%
Les autres formes indéterminées
Les autres formes indéterminées se ramenent aux deux premieres indéterminations “%" et “=".
Par exmeple :
L’indétermination 0 x oo se ramene a la forme indéterminée “ 22" car “0 x oo = é Xoo=22".

Les indéterminations “0°", “1°" et “400”" se raménent au cas “0 x co" en utilisant les fonc-
tions logarithme (In) et exponentielle (exp) que nous allons définir dans le chapitre 2.

1.5.3 Composition des limites.

Proposition 22.

Soient f: I —-Ret g:J— Retsoit f(I)CJ. Silim f(x)=>bet lilrig(y) = alors
Tz—a y—

lim g (£(x)) = L.

r—a

Preuve. Soit ¢ > 0, alors puisque lim,_,; g(y) = I, il existe § > 0 tel que :

O<ly—bl<o=lgly)—1l<e (1)

et puisque lim f(z) = b, alors il existe d; > 0 tel que
Tr—a

O<|z—al <o =|f(x)—b <¢ (2)
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Par conséquent, pour € > 0, il existe §; > 0 tel que
0<l|z—al <o =|[f(z)-b[<d=lg(f(z) -] <e

C-a-d
lim g (f(x)) = 1.

r—a

Exemple 23.

T
car
B
lim — = —.
r—4 T 4

1.6 Continuité d’une fonction numérique.

1.6.1 Définition

Continuité en un point

Soient f: I — R, a € I. On dit que la fonction est continue en «a si et seulement si

Ve>0,30 >0, Ve el, 0<|z—a|<d=|f(z)— fla)<e).

f(a) existe, a appartient au domaine de f;
La fonction f est continue en a < }}_IEL fx) = wligh fx) = Tl_lgl, f(z)

lim f(z) = f(a).

Discontinuité

On dit que f est discontinue en a si f n’est pas continue en a.
Discontinuité de premieére espéce : La fonction f n’est pas continue en a méme si

lim f(x)existe et lim f(z) existe.
z—at T—a~

On appelle alors ¢f(a) = hm+ f(z) — lim f(z) le saut de f en a.
T—ra T—a—

La fonction f est continue en a si et seleument si ¢f(a) = 0 et lim f(z) = f(a).
) r—a

Si la fonction f n’est pas continue en a et la discontinuité n’est pas de premiére espéce
alors f admet une discontinuité de deuxiéme espece.

Continuité globale : Soient f: I — R, a € I. On dit que la fonction f est continue sur I si et
seulement si f est continue en tout point de I.
On note C(I,R) l'ensemble des fonctions continues sur 1.



CHAPITRE 1. LIMITES ET CONTINUITE D’UNE FONCTION NUMERIQUE 14

Continuité sur un intervalle [a,b].

Soit f : [a,b] — R, On dit que la fonction f est continue sur [a, b] si et seulement si

la fonction f est continue sur ]a,b[ ouvert
lim,_f(z) = f(a)
r—a
lim f(z) = f(b).
z—b
Proposition 24.

(1) Si f est continue en a alors f est borné au voisinage de a.
(2) La fonction f :I — R est continue en « si et seulement si pour toute suite (z,,) d’éléments de
I convergente vers a; on a lim f(z,) = f(a).
n—oo

La preuve de (1) découle immédiatement de la propsition sur les limites.
Preuve de (2).

(=) La fonction f est continue en a, donc lim f(x) = f(a); soit € > 0, alors
r—ra

>0Veel, 0<|z—a| <d=|f(z)— fla)] <e).

Soit maintenant (z,) une suite telle que lim z, = a, alors il existe N € N tel que
n—oo

n>N= |z, —a| <4
Donc, pour € > 0, 3N tel que
n>N=|z,—a|l <d=|f(x,) — fla)| <e.

Par conséquent, li_}rn f(zn) = f(a).

(<) Supposons que f n’est pas continue en a, f(x) n’admet pas f(a) pour limite en a. On a
alors la négation de la proposition suivante

Ve>0,30 >0z el, (0<|z—al<d=|f(z)— fla)| <e),
qui est
Je>0,V6>03Txel, 0O<|z—al<d=]|f(x)— f(a)]>e).

1
Pour n € N, on pose § = —, alors
n

Jon € 1, (0 < |on —a] < % () — f(a)] ).

On obtient alors une suite (z,) d’éléments de I convergente vers a; mais f(x,) ne converge
vers f(a). Contradiction avec I'hypothese, donc la fonction f est continue en a.

Exemples 25.
(1) On a démontré que lim v/z = v/a; alors la fonction f(x) = \/x est continue sur [0, oo .
r—ra
(2) On a lim z" = a", pour tout n € N; alors la fonction f(z) = z™ est continue sur R. En
r—ra
général, Les fonctions polynomiales f(z) = a,2™ + a,_12" ! + ..... + ag sont continues sur R.

(3) Les fonctions sin et cos sont continues sur R.
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1.6.2 Opérations algébriques sur les applications continues.
Propositions
Soient a € I, C € R, et f,g: 1 — R.

(1) Si f est continue en a, alors la fonction |f| est continue en a.
(2) Si f et g sont continues en a alors f + g est continue en a.
(3) Si f est continue alors C'f est continue.

(4) Si f et g sont continues alors fg est continue en a.

1
(5) Si g est continue en a et si g(a) # 0, alors — est continue en a.
g

(6) Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors f est continue en a.
g

Les preuves sont analogues aux démonstrations des propositions congernant les opérations algé-
briques sur les limites.

Si on remplace “continue en a" par “continue sur I," les résultats restent valables. Notez qu’il fallait
remplacer “ g(a) # 0" par “g(x) #0, Ve € I".

Composition des fonctions continues.

Proposition 26. Soient f: I - R, g:J =R et f(I) C J. Si f est continue en a, et g est continue
en f(a) alors go f est continue en a.

Théoréme 27 (Théoréme des valeurs intermédiaires.). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur
[a,b]. Alors, pour toute valeur w € f ([a,b]) il existe au moins un c € [a,b] tel que f(c) = w.

Exemple 28. Si f(a) < f(b) et f(a) <w < f(b), il existe au moins un ¢ € [a,b] telqgue f(c) = w.

Preuve. Si a = b ou f(a) = f(b), le résultat est trivial.
Supposons (sans perte de généralité) que a < b, f(a) < f(b) et que f(a) <w < f(b). Si f(a) =w
ou f(b) = w, on a le résultat. Supposons que f(a) < w < f(b); On considére I’ensemble

B={z¢€lab], fx) <w},

B est non vide car a € B et majoré par b. Donc, d’aprées les propriétés de R, 'ensemble B admet
une borne supérieure c. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, pour chaque n € N,
il existe x,, € B tel que
1
c——<z,<c (1)
n

Puisque ¢ < b, il exite y, ¢ B (c-ad w < f(yyn)), tel que
1
c<yn<c+-— (2)
n
D’apres (1), (2) et le théoréeme d’encadrement, on a
lim z, =c et lim y, =c.
n—oo n—oo

La fonction f est continue, donc

lim f(z,) = f(c) et lim f(yn)

n—oo n—oo

f(e).

De plus, f(z,) <w < f(yn), en passant a la limite, on obtient f(c¢) < w < f(c), donc f(¢) = w,
alors il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = w.
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Conséquences

Proposition 29. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f(a) x f(b) < 0, alors
il existe au moins un c € [a,b] tel que f(c) = 0.

Preuve. Si f(a) x f(b) < 0 alors f(a) et f(b) sont de signes contraires, 0 est donc compris entre
f(a) et f(b). D’ou il reste que d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Exemples 30.

(1) Léquation 423 + 3z — 3 = 0 admet au moins une racine réelle entre 0 et 1. En effet, f est
continue sur [0,1], on a f(0) = =3 et f(1) =4 donc f(0) x f(1) < 0. D’aprés la proposition il
existe un ¢ € [0, 1] tel que f(c) = 0.

(2) Tout polynome P(x) = apz™ + an_12" 1 + ... + ag de degré impaire, n = 2k + 1 admet
au moins une racine réelle. En effet, P est continue sur R. Supposons que a, > 0, donc

lim P(z) = —oo; alors il existe xg tel que P(zg) < 0. On a aussi, lirf P(z) = 400, alors il

existe 1 tel que P(z1) > 0 et donc d’apres le théoréme des valeurs intérmidiaires, il existe ¢
entre zg et 1 tel que P(c) = 0.

(3) L’équation 2® + 2z* — 323 4 622 = 6 admet au moins une solution réelle (& vérifier).

Théoréme 31. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Alors

(i) La fonction f est bornée sur [a,b], c-d-d, sup f(x) et infb]f(ac) existent.

z€la,b]
(ii) La fonction f atteint ses bornes, c-d-d, il existe x1,x2 € [a,b] tels que f(x1) = ir[lfb] f(z) et
xrela,
f(z2) = sup f(x).
z€a,b

(iii) L’mage f ([a,b]) = [f(x1), f(x2)] est un intervalle fermé

Exemples 32.

T T T
(1) La fonction sin : [75, 5} — R est une fonction continue, croissante sur [75, 5} , et

sin (—g) =1 et sin (g) ~1.
io([550) - (D) (D] -1

(2) La fonction cos : [0,7] — R est une fonction continue, décriossante sur [0, 7] et

Donc

cos(m) =—1 et cos(0) =1,
Donc, de la méme maniére, on démontre que

f([o,ﬂ']) = [_171] .

1
(3) La fonction f :]0,1[ — R définie par f(x) = — est continue sur ]0, 1] mais elle n’est pas bornée
x
sur |0, 1[. Pourgoui ?

(4) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. S’il existe au moins un ¢ € [a,b] tel que
f(e) =0, est-ce que f(a) x f(b) <07 (Donner un contre-exemple.)

1.6.3 Prolongement par continuité

Définition 33. Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction définie sur I\{a}; si h_r}n f(z)

existe. On peut polonger f par continuité en a.
On appelle prolongement par continuié de f au point a, la fonction définie par

o(z) = { f(z) si xel\{a}

lim f(z) st z=a.
T—a
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Exemple 34. La fonction f(x) = 3 n’est pas définie au point a = 3, car
T —
2 _ _
fim &9y 343
z—=3 T — 3 r—3 x—3
On peut prolonger la fonction f par
22 -9
| e R\{3
o) =4 -3 o TR
6 st x=3

La fonction g est continue au point 3 et puisque f est continue sur R\{3}, la fonction g est continue

sur R.

1.7 Exercices

Exercice 1.

Calculer, en cas d’existence, les limites suivantes

tan(3 1 — sin® Va?+1-1
(a) lim 2R0G2) (b) lim 12 © lim YOEIZL
=0 sin(x) =3 FT—T =0t ov/z+i _ 1
. cos(xz)—1 ) )
(d) alli% — 2 (e) J:h_I)n% (tan(z) cos(x), (f) wlgrol+ xeot(x),
sin(x) Yz + 2? . . x?sin(z) — 1

lim ——/ h lim —
® I eeioe @ By e @
Exercice 2.

Etudier la continuité en 0 des fonctions suivantes
sin(z) — x

3 si x>0 - .
(a) f(z)= . —%I si =0 (b) g(z) = { (1 —2z)sin (ﬂ) s?
sin (1) si x<O. 0 .

Exercice 3.

Montrer que les fonctions suivantes admettent un prolongement par continuité sur R

sin(x flz)—1 g(z)+ 1
(@ f@) =20 gy = Ol =2
x x
Exercice 4.
Soit t € RT, on considére sur R ’équation
(E): 2} tr—1=0.

(1) Montrer que Iéquation (F) admet une solution unique, notée xo(t), sur [0, 1].
(2) Montrer que
lim zo(t) =1 et lim txo(t) = 1.

t—0+ t——+o0

(3) Soit ¢t > ¢ > 0, montrer que
() = 25 (t) >t (wo(t) — zo(t))

et déduire que ¢ — x(t) est strictement décroissante sur RT.

(4) Déduire que la fonction ¢ — () ne s’annulle pas sur R*.

17

z>1
rz <1.



Dérivabilité et fonctions réciproques

2.1 Dérivation d’une fonction numérique

Définition 35. Soient f: I — R, eta € I. On dit que f est dérivable en a si et seulement si la limite

fim fla+h)— f(a)
h—0 h

existe et est finie, on note cette limite f'(a) et on Uappelle la dérivée de [ en a.

Remarque 36. Si on pose x = a + h, la définition est équivalente a l’existence de la limite

OEI0)

r—a T —a

eR.

Exemples 37.

(1) La fonction f(z) = /= est une fonction continue sur[0, co[. Soit a € [0, 00[, alors

o 10 = S a) _ _
z—a Tr—a r—=a T — a z—a (q;—a,)(ﬁ—}— \/ZL) 2\/6.

La limite existe si a # 0, et donc f(x) = \/x est une fonction dérivable sur ]0, oo[, et

1
!
z)=—.
F@) =5
(2) La fonction f(z) = 2™ est dérivable sur R et sa dérivée est f/(x) = nz"~!; pour tout n € N.
En effet,

lim " — " ~ lim (Z‘ _ a)(xn—l —i—x”_la—kxn_Qaz + ..+ an—l) _ nan—l.
r—a T —Q r—a r — Qa

Proposition 38. Sila fonction f est dérivable en a alors f est continue en a.

Preuve. Il faut montrer que la ligl f(z) = f(a) ou lim (f(x) — f(a)) = 0.

Tr—ra
On a

f(z) = f(a)

r—a

f(x) = f(a) = (z —a)

donc

lim (f(z) — f(a)) = lim (z — a)M =0x f(a)=0.

T—a r—a Tr—a

Par conséquent f est continue en a.

18
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Remarque 39. La réciproque de la proposition n’est pas vraie. Par exemple, la fonction f(x) = ||
est continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

Définition 40. Soient f: I — R, et a € I. On dit que f est dérivable a droite en a si et seulement si

i L@+ = f(@)

h—0t h
existe et est finie. On note cette limite f)(a) et on Uappelle la dérivée d doite de f en a.
Définition 41. Soient f: I — R, et a € I. On dit que [ est dérivable a gauche en a si et seulement
St
h) —
L flat )~ f(a)
h—0— h

existe et est finie. On note cette limite f;(a) et on Uappelle la dérivée a gauche de f en a.
Exemple 42.

La fonction f(z) = |z| est dérible & gauche et & droite en 0, car

lim —f(a +h) — fla) = lim m =1, et lim —f(a +h) = fla) _
h—0+ h h—0+ h h—0- h h—0- h

Donc,

LO=1 # f0)=-L

2.1.1 Opération alébriques des fonctions dérivables en un point.

Théoréme 43. Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables en a € I. Alors
(1) La fonction f + g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
(2) Pour tout c € R, la fonction cf est dérivable en a et (cf) (a) = cf’(a).
(8) La fonction fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

1 1\’
(4) Sigla)#0, la fonction — est dérivable en a et () (a) = —
g g

(5) Sig(a)#0, alors la fonction ! est dérivable en a et
g

Preuve de (1). On a

fla+h)+g(a+h) = (f(a) +g(a)

at h = i h h )
pae (ath) - fla) (a+h) — gla)
) a+h)— f(a , gla+h)—g(a ,
tim (XD ZT)y gy o i (FOE 29 g,
alors
( + 9 (a) = im (POFI I, g SOED 29O, o) 4130

Preuve de (2). A vérifier.
Preuve de (3). On a

i @ Wgla+h) — fla)gla) _ (f(a+h)—f(a))g(a+h)+f(a)(g(a+h)—g(a))>
h—0 h h—0 h h
= Jim Wg(a+h)+f(a)w>.
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Puisque la fonction g est continue en a on a, limy_,0 g(a + h) = g(a), en passant & la limite, on
obtient

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Preuve de (4). Puisque la fonction g est continue en a et g(a) # 0, alors g(x) # 0 au voisinage
de a. Donc,

Naem- (Y g(@) —gla+n) g(a) —gla+h)
lim <g> a+ ) <g> (@) ~ i | 9athgle) h
h—0 h h—0 h h—0 | g(a+ h)g(a)

Or, %h% gla+ h) = g(a), et par conséquent
—

() =55

Preuve de (5). D’apres (3) et (4), on déduit que

(- (2) o

Il
=
=
S~—

/‘\
~
—
&
+
=

IS
S~—

VR
Q| =
~
=
S~—

9%(a)
Exemples 44.
(1) La fonction cos est dérivable sur R et sa dérivée en tout point x € R est cos’(z) = —sin(z).
En effet
lim cos(x + h) — cos(x) — lm cos(x) cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(x)
h—0 h h—0 h
. cos(z)(cos(h) — 1) — sin(x) sin(h)
= limp_o
(cos(h) — 1) h sin(h)
= cos(z) lim ~—————= —sin lim
h—0 h h—0
= cos(z) x 0 —sin(z) x 1
= —sin(x).

(2) De la méme facon on démontre que la fonction sin est dérivable sur R et sa dérivée en tout
point z est sin’(z) = cos(z).

(3) La fonction x +— est dérivable sur R\ {g +kr ke Z} et sa dérivée est

o
cos(x)

( 1 ) (o) ) _ tan)

cos cos?(z)  cos(z)’

1
(4) La fonction — est dérivable sur R\ {km, k € Z} et sa dérivée est
sin

<511n> (z) = _sciii((?) - _Z?rf((g

(5) La fonction tan est dérivable sur R\ {g +km ke Z} et sa dérivée est

S 1 + tan?(z)
= = an”(x).
cos?(z) cos?(x)

COS

(sin )’ (z) = cos?(x) + sin?(x)
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cos
(6) La fonction cot = — est dérivable sur R\ {km, k € Z} et sa dérivée est
sin

() - st =~ o)

2.2 La différentielle d’une fonction numeérique.

Soient f : I — R une fonction numérique et = € I, on suppose que f est dérivable en = et on pose

Af = f(z+ Az) — f(x)

laccroissement de f suivant la courbe ( lerreur réelle).

Af _ flz+Ax) - f(x)

Le rapport — = est appelé le taux d’accroissement entre x et x + Ax.

. x /. Ax
La fonction f est dérivable en a, donc

Af _df _ . fle+Ar) — f(z)

Y
Avso Az dr | Acso Ax = f@).
cdf o . o
ou - = f'(z) est dite notation de Leibniz. On pose
x

Notez que Alirgoe(Ax) = 0. Alors on obtient
Af = flx+ Az) — f(z) = f(z)Az + £(Az)Az.
La fonction f est dérivable en x équivalent a
fl@+ Az) — f(z) = f'(2) Az + e(Az) A

au voisinage de z et lim e(Azx) = 0.
Az—0

On définit alors la différentielle df de la fonction f comme 'application linéaire

af 1 >R
h— f'(z)h

Par conséquent A f, 'accroissement de f suivant la courbe, s’écrit comme la somme de deux termes
Af =df(Azx) +e(Az)Ax.

df (Az) est le terme linéaire ( une droite).

=0.

A
r(Ax) = e(Az)Az est le reste non linéaire négligeable devant Az car lim r(Az)
Az—0 Az

Si on fixe un xy € I, on obtient

f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — 20) + (2 — 20)(x — 20).

2.2.1 Définition de la droite tangente

La droite d’équation y = f(zo) + f'(x0)(z — z0) qui passe par le point (z¢, f(zo)) et de pente
1/ (x0) est appelée la droite tangente & la courbe y = f(z) au point (xq, f(zo)). L’accroissement de f
suivant la courbe Af ~ df = f'(x)dx est I'accroissement suivant la tangente.

Exemple 45. Trouvons une approrimation de la valeur \/4,6.
On pose f(z) = \/z donc f'(x) = —=, pour tout x > 0. Soient o =4 et x = 4,6. Alors
x

N
1

Af =/4,6 —Vixdf = m(4,6—4): 3(0,6):0,15.

Par conséquent,

V4,6~ V440,15 =2,15.
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Théoréme 46 (Fonctions composées, Regle de chaine)). Soient f: I — R, et g: J — R telles que
f(I) C J. Si f est différentiable en a, et g est différentiable en f(a) € J alors h = go f est différentiabe
en a. De plus,

(9o f) (a) = ¢ (f(a) f'(a).

Preuve. La fonction f est différentiable en a, alors

f(z)— f(a) = f'(a)(x —a) + e1(x — a)(z — a) lim &1(z — a) = 0.

Tr—ra

De méme, soit yo = f(a), alors on a

9(y) — 9(yo) = 9" (wo) (v — yo) +e2(y — yo) (¥ — yo) Jim e2(y —yo) = 0.

Si on prend y = f(z), on obtient

h(z) —h(a) = 9(y) —9(vo)

= (¢'(vo) +e2(y —y0)) (v — %)
= (9'(yo) +e2(y — yo)) [f'(a)(z — a) + e1(z — a)(z — a)]
= (9'(yo) +e2(y — yo)) [f'(a) + e1(z — a)] (z — a)
= ¢'(yo)f'(a)(z —a) + [f'(a)e2(y — yo) + 9'(Yo)e1(z — a) + e1(x — a)ea(y — yo)] (z — a).
Donc
h(z) — h(a) = ¢'(yo) f'(a)(z — a) + &(z — a)(z — a),

e(z —a) = [f'(a)e2(y — yo) + 9'(yo)e1(z — a) + e1(z — a)e2(y — yo)] -
De plus, y = f(x) = yo = f(a) quand x — a car f est continue en a, donc
lim e3(y — yo) = 0.
Y—Yo
Par conséquent
;i_lgf(m —a)= gl_r{}l [f'(a)e2(y — yo) + ¢'(yo)e1(z — a) + &1 (z — a)e2(y — yo)] = 0.
D’ou

h(z) — h(a) = ¢'(yo)f'(a)(z — a) + e(x — a)(x —a), et lime(x—a)=0.

r—a
C’est a dire

hi(a) = (go f)(a) = g'(yo)f'(a) = ¢’ (f(a)) '(a).

2.2.2 Extremum d’une fonction numeérique.

Définition 47. Soient f: I - R, et a € I.

(1) On dit que f admet un mazimum local ou relatif en a (rep. local ou relatif strict) si et seulement
st, il existe 6 > 0 tel que Yz €la — §,a+ [, f(z) < f(a) (resp. f(z) < f(a)).

(2) On dit que f admet un minimum local ou relatif en a (resp. local ou relatif strict) si et
seulement si, il existe § > 0 tel que Vx €la — 6,a + 3], f(x) > f(a) (rep. f(z) > f(a)).

(3) On dit que f admet un extremum local ou relatif en a (rep. local ou relatif strict) si et seulement
st f admet un mazimum local ou un minimum local en a.

Théoréme 48. Soient f : [a,b] — R une fonction numérique et ¢ € |a,b[. Si f est dérivable en c et
f admet un extremum local en ¢ alors f'(c) = 0.
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Preuve. La fonction f est dérivable en c si et seulement si

lim, w = lim w — f(e) eR.

Supposons que f admet un minimum local en a, alors il existe § > 0 tel que

VIh| <6, f(c+h)— f(c) <O.

Sid>h>0, alors flet h}i — /) <0, donc h11%1+ flet h})L 1) _ f(e)
Si—d < h <0, alors flet h})L — () >0, donc lirgl_ flet hlz — /(0 = f'(c) >0

Par conséquent f’(c) = 0.

Remarque 49. Sic = a ouc = b, le résultat n’est pas vrai. Par exemple, soit la fonction f : [1,2] = R,
définie par f(x) = 2. Alors f admet un minimum en 1 sur [1,2] mais f'(1) = 2. Aussi, f admet un
mazimum en 2 sur [1,2] mais f'(2) = 4.

Théoréme 50 (Théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction numérique continue sur [a,b],
dérivable sur ]a,b[ et f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ € |a,b| tel que f'(c) = 0.

Preuve. La fonction f est continue sur [a, b] , donc atteint ses bornes, ca d, f ([a,b]) = [f(z1), f(x2)],
ou f(z1) est le minimum et f(zz) est le maximum. Si f(a) = f(z1) = f(z2) = f(b), alors la
fonction

f est constante sur [a,b], donc f/(c) = 0. Sinon, il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = f(z1) ou
fle) = f(x2).

Dans les deux cas f admet un extremum en ¢, et d’pres le théoréme précédent f'(c) = 0.

Théoréme 51 (Théoréme des accroissements finis (théoréme de la moyenne)). Soit f : [a,b] — R
une fonction numérique continue sur [a,b], et dérivable sur]a,b[. Alors, il existe ¢ € ]a, b tel que

7 = (@)

o =102

Preuve On considére la droite y = f(a) + w
fla) = )
b

(z — a) qui passe par les deux points

(a, f(a)) et (b, f(b)) et de pente

On considere la fonction

la moyenne du taux d’accroisement.

La fonction h est continue sur [a, b], et est dérivable sur ]a,b[. De plus, h(a) = h(b) = 0 alors
il existe ¢ € Ja, b[ tel que h'(c) = 0, (théoréme de Rolle). Notez que

W)= o - DT _ g
donc b
o= =110

Corollaire 52. Soient f : I — R une fonction numérique continue et dérivable sur I, et x1 < 2
dans I tels que [x1,x2] C I. Alors, il existe ¢ € |x1, x2] tel que

f(x2) = f(x1) = f'(c)(w2 — x1).

Conséquences 53.
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Soit f : [a,b] — R une fonction numérique continue sur [a,b], et dérivable sur ]a, b].
(1) Si Vx €la,b[, f'(x) >0 (resp. f'(x) > 0) alors f est croissante (resp. strictement croissante).

(2) Si Vz €la,b], f'(x) <0 (resp. f'(z) < 0) alors f est décroissante (rep. strictement décrois-
sante).

(3) Si Vz €la,b[, f'(z) =0 alors f est une fonction constante.

Preuve. Les preuves découlent du corollaire.
Exemple 54. La fonction définie par
f(z) = cos®(x) + sin?(z)
est continue et dérivable sur R.

f'(x) = =2 cos(z) sin(z) + 2sin(z)cos(x) = 0, Vx € R.

Donc,
f(z) = cos®(x) +sin?(z) = c € R.

Il suffit de choisir une valeur, par exemple, f(0) =1+ 0= 1, donc

cos?(x) + sin(x) = 1.

2.3 Généralisation du théoréme des accroissements finis

Théoréme 55 (Cauchy). Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions numériques continues sur [a,b] et
dérivables sur |a,b[. Supposons que ¢'(z) # 0,Vz € |a,b[. Alors, il existe ¢ € |a,b[ tel que :

f'(e) _ f(b) = f(a)
g

(
"(¢)  g(b) —gla)

b) —g(a
Preuve. D’apres le théoréme des acroissement finis apliqué a g, on a ¢'(c) = M #0, car
—a

g'(x) # 0, pour tout x € ]a, b[ et donc g(b) # g(a). On considére la fonction

La fonction h est continue sur [a,b], et dérivable sur ]a, b[. De plus h(a) = h(b) = 0. Alors Il existe
¢ € la, b] tel que h'(¢) = 0;

f(b) = fla) , f'(e) _ f(b) — f(a)
c)=0—= = .

90) gl 7~ 9b)—g(a)

Conséquences 56 ([Régle de I'Hospital). Suposons que f et g vérifient les conditions du théoréme

de Cauchy et

hi(e) = f'(c) —

lim f(z) = lim g(x) = 0.

/
$i lim 1)
z—a g'(x)

existe ou égal a oo alors

lim M = lim f’(x)
Sgl@) g @)

Exemples 57.

i 0
(1) lim M = — forme indéterminée! Mais
z—0 x 0
. .
lim 22 (z) = lim cos(z) =cos(0) =1 = lim sin(x) =1.
x—0 _’13/ z—0 1 x—0 €T
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(2) De méme on démontre que
.1 —cos(x)
lim ——*~ =
z—0 w2+ 3z
Remarque 58. Le résultat reste valable si :

— on remplace x — a par & — a* ou x — Foo.

— on remplace lim f(x) = lim g(z) =0 par lim f(z) = lim g(z) = foo.
r—a r—a T—ra T—ra

2.4  Fonction réciproque

Soit f : I — R. Par définition on a

f)={yeR/ Fxel, y=f(z)}.

Si on restreint f & son image, alors f : I — f(I) est une fonction surjective. Par conséquent la
fonction f : I — f(I) est bijective si et seulement si f est injective.
La fonction f est injective si et seulement si pour tout x1,zs € I

f(x1) = f(z2) = 71 = 22

La fonction f est bijective si et seulement si pour tout y € f(I), il existe un unique x € [

tel que y = f(x).

Si la fonction f est bijective, on peut définir la fonction réciproque de f par f=1: f(I) — I, telle
que pour tout y € f(I), on lui associe un z € I unique tel que y = f(z) <= f~(y) = z.

Par définition de la fonction f~! on a :

fUf @) =a, Veef(l) et fTH(f(x)=x, Vzel

Par conséquent le graphe de la fonction f~! est donnée par les points (f(z), ), et donc le graphe
de la fonction f~! est symétrique au graphe de la fonction f par a la droite bissectrice (diagonale)
Yy =
Théoréme 59. Soit f : [a,b] — R une fonction continue strictement croissante (resp. strictement
décroissante). Alors

(A) La restriction de f : [a,b] — [f(a), f(b)] (resp. [ :[a,b] = [f(D), f(a)]) est bijective.

(B) La fonction f=1 est strictement croissante (resp. strictement décroissante). C’est a dire les

fonctions f et f~1 ont un méme sens de monotonie.

(C) La fonction f=1:[f(a), f(b)] = [a,b] est continue sur [f(a), f(b)] ( resp. [f(b), f(a)]).
Preuve. On peut supposer que la fonction f est strictement croissante (l'autre cas est similaire).
(A) La fonction f est strictement croissante, donc f([a,b]) = [f(a), f(b)], il suffit de montrer que
f est injective. Soient x1,z2 € [a,b], tels que f(z1) = f(x2), supposons que 1 # xo c-a-d
r1 < XTo OU T > T2.
- Si 21 < mg, puisque f est strictement croissante, f(z1) < f(x2) contrdiction avec f(x1) =
f(x2).
- Si x1 > m9, puisque f est strictement croissante, f(xz1) > f(x2) contrdiction avec f(x1) =
f(x2).
Par conséquent x7 = x5 et donc f est bijective.
(B) Soient y1,y2 € [f(a), f(b)], tels que y1 < y2. Donc il existe z1,x2 € [a,b], 21 = f~1(y1), et
zg = 71 (ya).
Supposons 1 = f~(y1) > x2 = f~1(y2), puisque f est strictement croissante, on a

flx) =F(f7 ) =w > flz2) = f(f (12) = v,
donc y; > ys, contradiction avec y; < ys.
Par conséquent, si y; < y2 alors f~1(y1) < f~1(y2), d’out f~1 est strictement croissante.
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(C) Soit yg € f(I), alors il existe zg € I tel que yo = f(x0) et z0 = f~1(yo)-
Soit e > 0, est-ce qu'il existe § > 0 tel que |y — yo| < 6 = ’fﬁl(y) — f’l(y0)| = |f*1(y) — :c0| <
e?
On a
/7 ) —wo| Se <= mo—e < fTHy) <mo+e<= flwo—¢) <y < flwo+e),

car f est strictement croissante. D’une autre part on a

xo—e<zp<xo+e= f(xo—¢e) < f(zo) =yo < f(zxo+¢).
Posons alors ¢ = min (yo — f(zo — €), f(zo +€) —yo) > 0. On a

d<yo— flxo—¢€) = —6 > —(yo — f(xo —€)), et 0 < f(xo +¢€) — o,

donc, si |y —yo| < 6 alors yp —d <y < yo + I , en utilisant les inégailtés précédentes on a

Yo— (Yo — flro—¢€)) <yo—0<y<yo+0 <yo+ flzo+¢)—yo).

Donc
ly—yol 6= f(mo—e) <y < flwo+e) = mo—e < [ (y) <m0 +¢,

car f~! est strictement croissante. Par conséquent,

ly—yo| So=ao—e < fHy) <mot+e=|FHy) —xo| Se= [Ty — fHwo)| < e
Ce qui montre que la fonction f~! est continue sur [f(a), f(b)].

Exemple 60. La fonction f(x) = x? est continue et stictement croissante sur [0,+oo| d valeurs
dans [0,+o0o[. Donc f=1: [0, 400 — [0, +o0[ existe et strictement croissante qu’on note \/x, et on a
Va2 =z, pour tout x > 0, et (\/2)? = x, pour tout x > 0.

2.5 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 61. Soit f : [a,b]
pour tout x € la,b| (resp. f'(x
[a,8] ( resp. 71 ¢ [f(D), f(a)
[f(a), FO)[; on a

— R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b[. Si f'(x) >0
) < 0 pour tout x € ]a,b[) alors la fonction inverse f=1: [f(a), f(b)] —
] = [a,b]) est dérivable sur ]f(a), f(b)[ et pour tout yo = f(xo) €

U R

7 00) = w100 = Fwe)”

Preuve. Soit 1 = £(z) # 1o = £(z0) € |(@), f(b)[; alors
) - ) oo

Y —%Yo 7f(37>—f($0).

La fonction f~1 est continue et z = f~!(y) = 2o = f~'(yo) quand y — yo. En changeant les
variables, on obtient

) — o) T — T 1 1

lim = lim = = .

Y=yo Y—Yo e=wo f(x) = f(zo)  f'(zo)  f'(f7 (¥0))
Exemple 62. La fonction f(x) = x? définie de [0, +o00[ a valurs dans [0, +oc[, est bijective et dérivable
sur RY et f'(z) = 2x. Donc f~1(z) = \/x : [0,+00[ = [0,+00[. Pour yo = (z0)?> #0 on a

1 1 1

W)= 50y = 5~ 2
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2.6 Primitives d’une fonction numérique

Définition 63. On dit que la fonction F : [a,b] — R est une primitive de f : [a,b] = R sur [a,b] si
et seulement si F' est dérivable sur [a,b] et F' = f sur [a,b].

Proposition 64. Si F' est une primitive de f sur [a,b] alors toutes les primitives G de f sur [a,b]
sont données par G = F + C, ou C est une constante appartenante a R.

Preuve. Soit G une primitive de f sur [a,b], la fonction (G — F) est dérivable sur [a,b] et sa
dérivée est (G — F) =G — F' = f — f =0, par conséquent G — F = C' est une constante (voir le
cours).

2.7 Fonctions usuelles

Soit n € Z\{—1}, on considére la fonction définie par f(z) = z™, alors f est dérivable et f'(z) =

n+1
+C.
n+1

1
= —, admet une primitive qu’on va définir dans ce qui suit.
x

nz™~ !, par conséquent les primitivess des fonctions f(z) = 2™ sont F(x) =

Pour n = —1, la fonction f(z) = 27!

2.7.1 Logarithme népérien

Définition 65. On appelle logarithme népérien et on note In ou Log, la fonction pirmitive de la

fonction © — — sur ]0,+oo] qui s’annulle en 1 (c-d-d In(1) =0).
x

La fonction logarithme népérien est dérivable (donc continue) sur |0, 4+o00[ et

Vo €10, 00[, (In(zx)) = i

Par conséquent, la fonction In est une fonction strictement croissante sur |0, +oo[, D’on

x>1 = In(z) >In(l) =0
0<z<1l=In(z)<In(l)=0.

Proposition 66. Soit U une fonction strictement positive et dérivable sur I C R alors

U'(z)

In (U(x))) = Vo el.

(0 U@E)) =y Ve

Preuve. D’apres la régle de composition des fonctions, on a pour tout x € I

(In(U(2)) = (I0'(U(2))) U'(x) = fo)) '

Corollaire 67. Pour tout a,b € ]0,4+00[ on a l"égalité suivante
In(ab) = In(a) + In(b).

Preuve. Soit a > 0, on pose U(z) = az pour tout z €]0,1 + oo[ alors d’aprés la proposition
précédente on a

(In(U(x)))" = =-,

ax x
1
donc In(ax) = In(x) + C, car In(ax) est une primitive de = Pour x =1, on a In(a) =In(1) + C = C,

pour tout z € |0, c0[. Par conséquent

In(az) = In(z) + In(a).

En particulier, pour x =b>0on a

In(ab) = In(a) + In(b).
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Conséquences 68.

(i) Soit b > 0, donc In (3) = —In(b). En effet,

0=In(l)=1In (b X 2) =In(b) +In (2) = In <11)> = —1In(b).
(ii) Soient a,b > 0 alors
In (%) =1In(a) + In <2) = In(a) — In(d).
(iii) Par récurrence, on démontre que
Vn € Z, Ya € R*, In(a™) = nln(|al).
(iv) La fonction In n’est pas bornée, sinon, il existe M > 0 tel que
|In(z)] < M, Va €10, 00].

Donc, en particulier, pour tout n» € N, on a In (2") = nln(2) < M. Notez que In(2) > 0, donc

n < ———, contradiction avec N non borné.
In(2)

(v) La fonction In est strictement croissante et non majorée, donc

lim In(z) = 400
r—r+00

1
(vi) Puisque pour tout x > 0, In <) = —In(x) alors
x

1
lim In(z) = — lim In () =— lim In(y) = —oc.
z—0t rz—0t xT y——+00
(vii) La fonction In est continue, strictement croissante et n’est pas bornée sur |0, +oo|, donc
In (]0, o0[) = |—00, +o0[ = R.

D’apres le théoréeme des valeurs intérmidiaires, il existe alors un nombre qu’on note e unique
car In est strictement croissante tel que In(e) = 1, en utisant les méthodes d’approximations,
on obtient

e~ 2718281 --- .

Géométriquement In(a) (a > 0) est la valeur de l'aire délimité par les droites verticales x =

1,z = a et le graphe y = —.
x

2.7.2 La fonction Exponentielle

La fonction In est continue et strictement croissante de |0, 00[ & valeurs dans |—oo, +oo[ = R.
Donc In admet une fonction réciproque qu’on note exp, et est définie de R dans ]0,+oo[. Appelée
exponenetielle. On a alors

Vo € R, Yy € 10,00, y =exp(z) < = = In(y).

La fonction exp est continue et strictement croissante sur R comme fonction réciproque d’une
fonction continue et strictement croissante. De plus, pour tout a > 0 et pour tout « € R on a

a® = exp (z1n(a)).

Remarque 69.
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(1) Si0<a<1lalorsVr € R, (a”) =1In(a)a® < 0, donc la fonction exoponentielle  + a” est
strictement décroissante.

(2) Sia>1alors Vz € |—00,00[, (a®)" =In(a)a® > 0, donc la fonction exoponentielle z +— a®
est strictement croissante.

Dans les deux cas, la fonction exoponentielle z — a* (a > 0) admet une fonction réciproque
définie par

7t 10,00 — |—00, 00[

= [T (@) =log,(x).

2.7.3 La fonction logarithme de base a > 0

St a =1, alors pour tout x € R, a® = 1 qui est une fonction constante. Alors dans ce qui suit, a
est nombre réel strictement positif et différent de 1 (a #1).

Définition 70. Soit a € ]0,00[\{1}, on appelle logarithme de base a, et on note log,, la fonction
définie de ]0,00[ a valeurs dans R réciproque de la fonction exoponentielle x — a*;

Vz €]0,00[, Yy € |—00,00[, y=log,(z) <= z=a".

Proposition 71. Soit x > 0 alors on a

_ In(x) |
loga(x) - ln(a) donc (loga(x)) - xln(a)
Preuve. Soient = > 0 et y € R, alors
In(x)
y=log,(z) <= zr=0a" <= In(z) =yln(a) <y = n(a)

Donc, passant a la dérivée on déduit que

(log, ()" =

zln(a)’

2.7.4 Fonctions puissances

Définition 72. Soit « € R, on définit la fonction puissance (x > 0 d’exposant «) par

2% = exp (aIn(z)) = @),

Dérivée de la fonction x — z¢.

Pour tout x > 0, on a

/
ay/ ozln(a:)) _ g a _ afl.
(%) (e - ax

2.8 Fonctions trigonométriques réciproques.

2.8.1 Fonction arcsin.
La fonction sin : R — [—1, 1] est continue, impaire et périodique de période 27.
La fonction sin n’est pas injective car sin(z + 2k7) = sin(z) et x + 2km # = si k # 0. On considere

T
alors la restriction de sin a l'intervalle [—57 5] , sur lequel la fonction sin est strictement croissante

. ™ T . . . /. .
car sin’(z) = cos(x) > 0 sur [—7, 5} . Alors la fonction sin admet une fonction réciproque continue

2
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et strictement croissante, qu’on note arcsin, définie de [Sin (—g) ,Sin(g)] = [—1,1] & valeurs dans
)

27 21"

Soient = € [-1,1] et y € [-Z, Z]. Par définition on a

(A)

y = arcsin(x) < sin(y) = =.

(B)

arcsin(sin(y)) = y et sin(arcsin(z)) = .
Exemples 73.

(i) Onasin (Z) = g donc arcsin (@) =sin (3) . Notez que % € {—z E} .

3

.. . . T 3T\ ) o7
(ii) On a arcsin (sm (2)> = -5 car sm( 5 ) = —1 et arcsin(—1) = 5"

Proposition 74. Soit x € [—1,1], alors cos (arcsin(z)) = v1 — z2.

Preuve. Puisque pour tout x € [~1,1], =% < arcsin(z) < 7§ alors cos (arcsin(z)) > 0. D’ott

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — 22.
Exemple 75. Soit x € [—1,1]. Puisque cos(26) = cos?(0) — sin?() pour tout § € R alors

cos (2arcsin(z)) = 1 — 222

) 2 1
cos | arcsin | —— = —.
3 9

Dérivées de la fonction arcsin

Pour x = —% on a

La fonction sin est dérivable sur {—g7 g} , et sa dérivée cos(y) # 0, Vy € }—57 g [ Donc arcsin
est dérivable sur |—1,1] et

NV 1 B 1
(arcsin)'(z) = cos(arcsin(z)) /1 — 22
Donc,
RV 1
Ve e]-1,1], (arcsin)’ (z) =

V1—a2

2.8.2 Fonction arccos.

La fonction cos : R — [—1, 1] est continue, paire et périodique de période 2.
La fonction cos n’est pas injective car cos(x + 2k7) = cos(x) et © + 2km # x si k # 0. On considére
alors la restriction de cos & lintervalle [0, 7], sur lequel la fonction cos est strictement décroissante

sur [0, 7], car cos’(z) = —sin(z) < 0 sur [0,7]. Donc, la fonction cos admet une fonction réciproque
continue et strictement décroissante, qu’on note arccos définie de [cos(m), cos(0)] = [—1,1] & valeurs
dans [0, 7] .

Soient = € [—1,1] et y € [0, 7] ; par définition on a

y = arccos(x) <= cos(y) = x, cos(arccos(z)) =x et arccos(cos(y)) =y.

1 2 2 1 2
Exemple 76. arccos (—2) = %, car cos <;> =3 et ?ﬂ- € [0,7].
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Proposition 77. Pour tout x € [-1,1] on a

sin(arccos(z)) = vV 1 — 2.

Preuve. On a sin(arccos(z)) > 0, car 0 < arccos(z) < m, donc

sin(arccos(z)) = /1 — cos?(arccos(z)) = V1— a2

Exemple 78. On sait que sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a). Donc on déduit que

i § + arcc i *3' CCO! § +§sin arccos 3
sin | arccos 5 IcCos 3 =3 sin ( arccos 5 5 3 .

Et d’aprées la proposition, on déduit que

. 3 t arccos 5 56
sin | arccos | — s | — = —.
S arccos 5 arcc 3 65

Pour a =1b on a sin(2a) = 2 cos(a) sin(a). On pose a = arccos(x) on déduit que
sin(2(x)) = 2zv/ 1 — 22, Vo e [-1,1].

Dérivées de la fonction arccos

La fonction cos est dérivable sur [0, 7], et sa dérivée —sin(y) # 0,Vy € ]0,n[. D’aprés ce qui
précéde arccos est dérivable sur |—1,1] et
1 1
(arccos)’ (z) = =—

— sin(arccos(z)) VI—22

Donc, pour tout z €] — 1,1]

(arccos)’ (x) = —

2.8.3 Fonction arctan
T
La fonction tan : }—7, =
272

m™ T
(z) > O sur } ~33 [ . Donc, la fonction tan admet une fonction réciproque continue et strictement

. . . T ,
[ — R est continue et strictement croissante sur ] 30 [, car tan’(z) =

2
cos
o N ™ T L
croissante, qu’on note arctan définie de R & valeurs dans } 35 [ . Par définition on a, pour tout z € R

2
et 6]—36[
y 2727

y = arctan(z) <= tan(y) = x, tan(arctan(z)) =x et arctan(tan(y)) =v.
Proposition 79. Soit x un nombre réel, alors

‘ __ 1 t  sin(arct ==
cos(arctan(x)) = \/ﬁ e sin(arctan(z)) = \/ﬁ

Preuve. Puisque pour tout € R |arctan(xz)| < § alors cos(arctan(z)) > 0 pour tout x € R et

puisque cos?(x) alors

T 1+ tan2(z)
_ 1 _ 1
V1 +tan®(arctan(z)) V1+a2

cos(arctan(zx))

D’une autre part, puisque |sin(a)| = /1 — cos?(a) pour tout |a| < 7 alors on a la deuxieme égalité
(notez que les fonctions sin et arctan sont impaires).
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Dérivées de la fonction arctan

T 1
La fonction tan est dérivable sur }—5, 5 [, et sa dérivée tan'(z) = —(z) > 0, pour tout y €
cos
]fg, g [ Dong, la fonction Arctangente est dérivable sur R et pour tout x € R on a
B 1 1
1+ tan®(arctan(z)) 1+ a2

(arctan)’(z) = cos?(arctan(z))

2.9 Les Dérivées successives

Définition 80. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. Si [’ est aussi dérivable sur I, on dit
que f est deuz fois dérivable sur I. La dérivée de f' est appelée la dérivée seconde de f qu’on note f

d?f
ou —=.
dx? R
Par récurrence, on définit la dérivée d’ordre n € N* de f ou simplement la dérivée n**™¢ de f
d’ﬂ
comme étant la dérivée d’ordre n — 1 de f' sur I, qu’on note f( ou P On a alors, pour n > 1,
In
! drf d (df
(n) _ ( (H)) A .
f / ou dzn  dx (da:”—1>

Remarque 81. Par convention, on a f(© = f.
- On dit que f est n fois dérivable sur I si et seulement si f") est définie sur I.
- On dit que f est indéfinement dérivable sur I si et seulement si f est n fois dérivable sur I,
pour tout n > 0.

Exemples 82.
(1) Soit f(z) = sin(2x) alors f'(z) = 2cos(2z), f”(z) = —2?sin(2x) .... Par récurrence,
() (1) — 97 ™
U (x) =2"sin (2x+n2> .

(2) Soit f(x) = e*, alors puisque f'(x) = f(z) pour tout = € R alors

1 (@) = fla) = .

(3) Soit f(x) = e * alors puisque f'(x) = —f(z) pour tout = € R alors par récurrence
F (@) = ()" f(z) = (=1)"e™™.
(4) Soit f(z) =1 =a'alorsona f'(z) =—z2, f’(z) = (—1)(—2)z~3, donc par récurrence
) () = (—1)"plg—n-1 = (ZD"
7 @) = (-1yratat = 0

Définition 83. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
- Si f' est continue sur I, on dit que f est continiment dérivable sur I ou simplement f est de
classe
Ct sur 1.
- Si f est dérivable n fois et f(™) est continue, on dit que f est de classe C™ sur I.
- Si f est seulement continue sur I, on dit que f est de classe C° sur I.
- Si f est indéfinement dérivable sur I, on dit que f est de classe C°° sur I.

Théoréme 84. Soient a e R, n € N, et f,g: I — R deux fonctions n fois dérivable sur I. Alors
(i) La fonction f + g est n fois dérivable et (f + g)™) = f*) 4 g™,
(ii) La fonction af est n fois dérivable et (af)™ = af(™).

(iii) La fonction fg est n fois dérivable et on a la formule de Leibniz

n!

(n) — k p(k) o(n—k) k"
(fg) - kZ_OCnf g ’ avec Cn - k' (n _ k‘)'
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(iv) La fonction / est n fois dérivable, si g(x) # 0.
)

Preuve. (i), (ii) et (iv) sont faciles & vérifier par récurrence.
(iii) Pour n = 1, on a (fg)’ = f'g + ¢'f, vraie. Supposons que I'égalité est vraie pour n, c-a-d;
n

(fg)™ = Z Cﬁf(k)g("_k). La fonction (fg)(™ est dérivable comme somme et produit de fonctions

k=0
dérivables ; alors

(fg)(n+1): ( (f9) n)) ch FUAHD g (=) +ch gk,

En posant [ = k + 1, on obtient

ch (k+1) (n—k) n§+:10l 1f(l (n+1-k)
k=0 1=1
Puisque C;;1 =0, on a
n+1 n+1
Z ClL=1f 0 gnt1-k) Z Cl=1f 0 gn+1=k),
1=1 1=0
Puisque C?1 =0, on a
n+1
ch FR) =kt 1) Z CF k) gn=kt1)
k=0 k=0
Donc,
n+l n+1
(fo)" 1) = 3 Ok fI g4t 1§ g 0 gl
k=0 k=0
Par conséquent,
n+l n+1
(Fg) 1) = S(Ch 4 Ol FO gD = 37 Ol B g,
k=0 k=0

car C¥ ;= C*=1 + CF. Dot la proposition est vraie pour n + 1.

Exemple 85. Déterminer la dérivée n*®™ de la fonction f(x) = (2° + 2% +1)e™®
En appliquant la formule de Leibniz on a

n

PO ) = (a4 2?4 DO ()",

k=0
Or
22 +22+1 pour k=0
322 4+ 22 pour =1
(2® + 22+ 1)® =¢ 6242 pour k=2
6 pour k=3
0 pour k>4

et d’aprés l'exemple précédent (3)
(e,m)(n—k) _ (_l)nfkefz.
Donc

fO(x) = (~1)me S Opa® +2® + YW (-1)F
= (~D)re® ((a:3 +a? 1) — (322 + 22) + "1 (62 + 2) — 67’*"*2("*2)) :

D’ou
™ (z) = (2 = Bn -1z +n@Bn—5)z —n(n—1)(n—3) + 1) (-1)"e ™.
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Théoréme 86 (Formule de Taylor-Lagrange a I'ordre n). Soit f : [a,b] = R de classe C", telle que
la fonction f est (n+ 1) fois dérivable sur|a,b[. Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que

" (b—a)*

n+1
10 = 10 = 3 = 1) + Mﬂ“”(c)
_ f"(a) F(a) w o, SO —a)m !
F0) = (@) = £/@)(b ) + 5P b - ) g B -0y P

Remarque 87. Sin =0, on retrouve le théoréme des accroissements finis.

Preuve. On pose, pour un entier fixé n,

On considére une fonction, g, continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ qui est définie par

n ) (g _ )t
6(2) = F(b) — f(z) - <Z i ><b—x>k> —Angg‘)_a))n;.
k=1 :

Alors on a g(a) = 0 d’apres (1) et g(b) = 0; donc d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € |a, b[ tel
que ¢'(¢) = 0.
Or

/ / - f(k-H)m - f(k)x -1 b—x)"
g(x)=—f'(z) - <kz_l T()(b_x)k _Z (k _(1))!(b—x)k ) +(n+1)An(lE—a)7)L+1

k=1

et puisque

~ ¥ (x L U (g (n+1) (5 (k1) (
Z(J;(1))1(b_x)k_1:ZW(b_ff)k:f/(x)—fn,( - "-l—zf — )"
k=1 : k=0 : :
alors

n (k+1) T n (k) r (n+1) .
fki!() _ Z (J; _(1))' (b— x)k—l _ _f/(x) + fTN(b B x)n
k=1 k=1
donc
(n+1) —_ )" _ ) (n+1)

== /(m(f @) - x)n>+(”“)‘4" (sz a)T)L+1 = A (ng_ a)zﬂ Er oy

Par conséquent,

o)

(b ay = A, = L gy
n! " ’

g)=0= (n+1)A, = (n+1)!

D’ou d’apres (1) on a

f(n+1) (C)(b _ a)nJrl

f®) = fa) = f'(a)(b—a) +

(b—a)" +

f"(a)
21

Si on pose b = = et a = 0 on obtient le résultat suivant

Théoréme 88 (Formule de Maclaurin & 'ordre n). Soit f : [0,2] = R (xz > 0) de classe C™, telle
que la fonction f est (n+ 1) fois dérivable sur]0,x[. Alors il existe ¢ € ]0, x| tel que

= W) L (),
f(w)—f(O)—’; e+ (n+1)!x+1.
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Inégalité de Taylor-Lagrange

Si f : [a,b] — R est de classe C"*1, telle que la fonction | f+1)| < M sur Ja, b[. Alors

0-Y 5

k=1

f*)(a

(b—a)"t!

b—a)k (n+1)!

<M

Si f est de classe C"*! sur I contenant 0, et si la fonction ’f(”+1)| < M sur I. Alors
(@) Z

Exemple 89. La fonction sin est de classe C™ (Vn € N) sur [O, g] donc elle vérifie bien les conditions
du théoréme de Taylor-Maclaurin. Donc particuliérement pour n = 5, il existe ¢ €]0,x[ (avec x €

0,Z]|) tel que
[ 2]) q

(k) pntl

_M(n+1)!'

Ve el,

sin(0) 5, cos(0) 5 sin(0) 4, cos(0) 5 sin(c) 4

sin(z) = sin(0) 4 cos(0) x — TR TR + TR + Y T e ¢
c’est a dire 5 5 in(0)
. x® x°  sin(e
sm(:r)—x—y—i——. ol 6
Done, puisque 0 < sin(c) < 1 alors
% 3 b
ol <sm(x)—x+§—a < 0.
On déduit que
™ L :U3 :U5

Proposition 90. Si f est une fonction de classe C™"! sur un intervalle [a,b] contenant 0. Alors,
pour tout x € [a,b],

(n)
£@) = FO) + £ 4o T D

On note e(x)z™ = o (z™) et on dit que s(m)m” est négligeable devant x™ et on écrit

(n)
L 00

n!

" 4 e(x)z" avec lim e(x) = 0.

z—0

fx) = £(0) + f'(0)x +

" +o(z").

Preuve. La fonction f est de classe C"*! sur [a,b], alors f("+1) est continue sur [a,b]. Don, il
existe M > 0 tel que

Yz € [a,b)], ’f("“)(:c)’ < M.

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

, F00) | gl
5@) = 10) = /) — -+ LBl < | 2
Si x # 0, on pose
1 "L (0
@)= <f(fv) > )x’“>
k=0 ’
alors
0<le(z)| <M nill
Or .
0
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Par conséquent,

D’ou

2.10 Exercices

Exercice 1.

1. Soit U une fonction différentiable qui ne s’annulle pas sur un intervalle I, déterminer la dérivée
de la fonction

f(z) = |U(z)].

2. En déduire les dérivées des fonctions suivantes : ,
Vo +13 22+ 3)5(3z +2)2 sin(a
(@ y= B ), SO (14 g2y,
(x — )2z +1

xr+1

Exercice 2.

Soient f et g deux fonctions dérivables en a. Dé terminer les limites suivantes :

(a) }Lii%f(a+h)h—f(a+h)7 b) }Lil%f(a+h)g(a);f(a)g(a+h).

Exercice 3.

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f définie sur R par :

T 0 zsin(l) si @
(a) f(m)={1+0ew iio o o={ "5 )

Exercice 4.

Etudier la dérivabilité et la continuité de la dérivabilité de la fonction f définie sur R par :
1 1

_f #?sin(2) si z#0 _f @Psin(2) si oz #0
@ @) ={ farts) o= { e

Exercice 5.

1.a. Montrer que 'équation —z3 + 22 —  + 2 = 0 admet une solution réelle unique.

1.b. Montrer que cette solution est comprise entre 1 et 2, et donner une approximation de cette
solution & 1072 pres.

2.a. Soit f:]—1,1] — R dérivable telle que

lim f(z) = lim f(z)= cc.

r——1t rz—1—
Montrer qu'’il existe ¢ € |—1,1[ tel que f'(¢) = 0.
2.b. Soient f: I — R dérivable sur 'intervalle I, et a,b € I telle que :
fla)=f@®)=0,  f'(a) >0, et f'(b)>0.

Montrer qu'’il existe ¢1, ¢z, ¢3 € |a,b] tel que f(c2) =0, et f'(c1) = f'(c2) = 0.

3. On considere la fonction définie par

f(z) =2 —2+In(z).
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a. Montrer que ’équation f(xz) = 0 admet une solution réelle unique.

b. Montrer que f est bijective et calculer

lim 7‘]0 (f_l(x)) .

z—oo  f~1(x)
4. On considere la fonction définie par
f(z) = cos®(x).

a. Montrer que f: [0, %] — f([0, F]) est bijective.
b. Déterminer le domaine de définition D;-1 de f~1.
c. Etudier la dérivabilité de f~! sur Dy-1. Calculer ( f~1) (3).

Exercice 6.

1. Montrer que
In(1+ x) < CIn(1—Jx))

A ||

Vz €]-1,0[U]0,1],

2. Soit a € ]0,00[\{1}, résoudre dans R I'’équation suivante :
3
loga(m) - loga2 (J?) + loga4 (1‘) = 1

3. Résoude dans R?, le systéme suivant :

8 —10y = 0
2 -5y = 0

4. Démontrer que pour tous a < b, il existe ¢ € ]a, b| tel que

a+vV1i+a? ‘\‘/;’2’
b+ 1+ b2 '

Exercice 7.

1. Démontrer que pour tout z € R*

1
arctan(z) + arctan () -z
x

2. Soit a > 0 fixé, démontrer que :

i. Pour tout x € ]—oo, %[
a-+x
1—ax

arctan ( > = arctan(z) + arctan(a).

ii. Pour tout = € ]é,oo[

arctan ( @t ) arctan(z) + arctan(a) — 7.

— axr

3. Etudier le cas a < 0.
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Exercice 8.

Vérifier les identités suivantes :

1. cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y.
2. sinh(x 4 y) = sinh x cosh y 4 cosh  sinh y.
tanh(z) + tanh(y)

3. tanh(z+y) = 1+ tan(z +y)

4. Pour tout r € R,
(cosh(x) + sinh(z))" = cosh(rz) + sinh(rz).

5. Pour tout r € R,
(cosh(x) — sinh(z))" = cosh(rz) — sinh(rz).
Exercice 9.

Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

1. Si f(x) = 2", avec r € R, alors
™) =r(r—1)(r—2)(r—n+1)a"", Yz > 0.

2. Soit la fonction définie sur R par

Montrer que pour tout n € N on a

|

%x’)’” si 0<n<p
() _ p—n)!

i) = p! si p=n

0 si p>n.
3. Soit a € R, si f(z) = ﬁ, pour tout z € R\{a} alors pour tout n € N,

(=1)"n!
(a + x)Pt1’

f" (@) =
4. Si f(x) = sin(x), pour tout x € R, alors
M (1) = si T
U (x) = sin (x+n2) .
Exercice 10.

Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable sur [a, ], telle que f(a) = f(b). Soit o € ]a,b[, on pose

f(x0)
(zo —a)(zo — b)

1. Calculer g(a), g(zo) et g(b). Déduire que la fonction ¢’ s’annule au moins deux fois sur |a, b[.

g(x) = f(z) - (z —a)(z = b).

2. Montrer qu'il existe ¢ € Ja, b tel que f”(c) = —2L&0)

~ (wo—a)(zo—b)"

Exercice 11. (Suite de ’exercice 4. Chapitre 1)

Soit () la solution unique de 1’équation 2 +tx — 1 = 0, supposons que la fonction t — zo(t) est
dérivable.

1. Montrer que la fonction z est bijective de R™ vers ]0, 1] et que pour tout ¢ €]0,1] on a

1 1—3

zy (1) = rant
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2. Montrer que, pour tout ¢ €]0,1]
wo(t)

zy(t) = —W.

3. Déduire I’équation de la tangente de la coube représentante la fonction xy au point d’abscisse
t=0.



Approximation locale d’une fonction numérique :
Développement limité

3.1 Développements limités.

3.1.1 Définitions

Etant donnés n € N et a un réel.

D.1. Soit f une fonction définie sur un voisinage I de a (qui est un intervalle). On dit que la
fonction f admet un développement limité d’ordre n en a, (abrégé par (DL, (a))) si et seulement
si il existe un polynéme P de degré < n tel que, pour tout z € I,

f(x) = Plx—a) + o((z—a)").

ou d’une autre maniere

fx)=ao+ai(x—a)+ax(x—a)?+..+a(x—a)"+o((x—a)).
D.2. Le polynéme P € R, [z] est appelé la partie réguliere du développement limité d’ordre n de
feto((x—a)™) le reste du développement limité.
D.3. On dit que deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de a et on note f ~ g si
r—ra

lim @ =1
z—a g(x)

Remarques.

(1) En pratique, pour déterminer un développement limité au voisinage de a # 0, on pose X =
2 — a et on cherche un développement limité au voisinage de 0 de la fonction f(X + a) et a la
fin on remplace X par z — a.

(2) Notez que
o(@™)+o(z")=0(z"), o) —o(z")=o0(z") et o(z")-o(aP) = o (a"*P).

Proposition 91. La partie réguliére P d’un développement limité d’ordre n au voisinage de O d’une
fonction f est unique. C’est da dire, si f(x) = P(x) 4+ o(z™) alors P est unique.

Preuve. Supposons qu’il existe deux polynoémes de degré inférieur a n alors
f@)=Px)+o(x") et  flz)=Q)+o(a").

Donc P —Q € R,[z] et P — Q = o(2™). Supposons que P — @ # 0, alors il existe a, # 0
avec p < n tel que

(P - Q)(z) = apa® + R(x), ou deg(R)<p—1let(P—-Q)(z) ~ apx?,

z—0

40
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car

i L= (1 + R@C)) =1

z—0 apxP z—0 apxP

Ce qui implique que a,2? = o (z™) et donc p > n; contradiction avec p < n. Donc P = @ ; d’ou
I'unicité de la partie réguliere du développement limité d’ordre n.

En utilisant cette proposition et le théoreme de Taylor, on obtient le résultat, suivant, qui nous
permet de déterminer les développements limités des fonctions usuelles.

Théoréme 92. Si f est de classe C"' au voisinage I de a, alors f admet un développement limité
au voisinage de a d’ordre m, obtenu par la formule de Taylor

") (g
f(x):zf ()(x—a)k+0((x—a)"), Vo e I.

k!
k=0

Sia =0, on obtient un développement limité au voisinage de O d’ordre n,

(k)
Z i o(a™.

3.1.2 Développements limités de certaines fonctions usuelles.

A. Si f(z) = €%, on a f")(x) = e®, pour tout n € N, alors la fonction exp est de classe C* au
voisinage de 0. Puisque f(™)(0) = 1 pour tout entier naturel n alors pour tout z au voisinage

de Oon a .
=3

ﬂ
— k!
B. Si f(z) = cos(z), on a f™)(x) = cos (;v ) pour tout n € N. Donc f est de classe C> a

voisinage de 0, et

) N _ [ (=1)F si on=2k
/ <0)_COS<2)_{ 0 si n=2k+1 PEN

™
2

Donc au voisinage de 0 on a

2n (k) n
cos(x) = Z ! k'(o)ac +o( Z + o0 (z*").
k=0 ) k=0

C. Si f(z) = sin(z), on a f((z) = sin (x + ng) , pour tout n € N, alors f est de classe C* au
voisinage de 0, et
k .
M) () — « f): (-1 si m=2k+1
£(0) sm<n2 { 0 S m— 2%k , vn € N.
Donc au voisinage d e 0 on a

sin(z) = i ix%ﬂ +o (x2n+1)
S =2k + 1) :

D. Si f(z) = (1+2)% aveca € R, on a () = a(a—1)..(a —n+1)(1 +2)*", Vn € N, donc
f est de classe C'*° au voisinage de 0, et
f™0)=al@—1).(a—n+1), VneN,

donc

1+x)* =
k=0

a(a—l)..];;!(a—k—i—l)xk b oo(™).
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E. Poura=—-1lona (1+x)"! , donc au voisinage de 0,

T 1tz
1
1+

=l—a+a? -2+ +(=1)"2" +o(z").

1
F. Sia= 3 alors (1+2)? = /1 + x, donc au voisinage de 0 on a

5. (2n — 3)
4---(2n)

+

1 1
\/1+x:1+§x—71:2—|----

_lnfl n ny
. (-t 7"+ 0(a")

1
Frac3. Sia = —3 alors (1+a)"2 = , donc au voisinage de 0 on a

1
vVi+zx
1 1 3
=1— a4 a4+ (=1)"
Vi+x 2 8 (=1)

Proposition 93. Soit f une fonction qui posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de
0. c’est a dire,

1-3-5---(2n—1)
2.4..

“@n) " +o(z").

f(z) = ap + a1 + axx® 4 - - + a, "™ + o(z™).

(1) Sif estune fonction paire alors la partie réguliére de son développement limité est un polynéme
paire ;
f(z) = ag + azx® + agz + - +o(z").

(2) Si f est une fonction impaire alors la partie réguliére de son développement limité est un
polynome impaire ;
f(x)=a; +azx®+---+o(z").
(3) Sip <n alors f admet un développement limité d’ordre p au voisinage de 0, et ce développe-
ment est obtenu en enlevant tous les termes de degré supérieur a p. C’est a dire, si
f(x) = ap + a1x + agz® + - + apa? + ap 2P+ apa™ + o (27)

alors
f(x) = ap + a1z + axx® + .. + apa? + o (aP)

est le développement limité d’ordre p au voisinage de 0.

Preuve.

(1) La fonction f est une fonction paire, donc pour tout z € Dy on —x € Df et f(—xz) = f(x).
Alors on a au voisinage de 0

f(@) + f(==)

5 = ag +ar® +---+o(a").

fx) =

C’est a dire, aggy1 = 0.

(2) De la méme maniére en utilisant 1’égalité

(3) D’apres la définition.

Exemple 94. La fonction cos est paire et la fonction sin est impaire. La Développement limité d’ordre

3 en 0 de la fonction x +— est

— T

l_le—i—;v—&-:r?—i—x?’—i—o(x?’).
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3.1.3 Opérations sur les développements limités
La somme.

Si f et g sont deux fonctions qui possédent un développement limité d’ordre n au voisinage de
0 alors la somme f 4 g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. De plus, si
f(z) = P(x)4o(a™) et g(z) = Q(x) + o (x™) au voisinage de 0 alors pour tout = au voisinage de 0 on
a

(f+9)(@) = (P+Q)(x) +o(z").

Le polynome P + @ est la partie réguliere du développement limité d’ordre n de f + g au voisinage
de 0.

Le produit.

Si f et g sont deux fonctions qui possedent un développement limité d’ordre n au voisinage de 0
alors le produit fg admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. De plus, si f(z) =
P(z) 4+ o(z™) et g(z) = Q(x) + o (z™) au voisinage de 0 alors pour tout = au voisinage de 0 on a

(f9)(x) = R(z) + o (")

Le polynéme R est la partie réguliere du développement limité d’ordre n de fg au voisinage de 0.
Le polynome R est obtenu en enlevant les termes de degré strictement supérieur a n du polynoéme
produit PQ.

Exemple 95. Soient f et g deux fonctions qui possédent un développement limité d’ordre 2, donné
par,

flz)=x+ % + o(2?) et g(x) = x — 2% 4 o(2?).

La partie réguliére du développement limité d’ordre n de fg est donée par

2
- TR U S
<x+2)(m %)== 58~ 5%
en enlevant les termes de degré strictement supérieur a 2. On trouve,
(f9)(@) = 2” + 0 (2%) .

qui est le développement limité du produit fg. au voisinage de 0.

Composition de deux fonctions.

Soient f et g sont deux fonctions qui possedent un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0. Si f(0) = 0 alors la fonction g o f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0.
De plus, si f(x) = P(z) + o (z™) et g(z) = Q(x) + o (2™) au voisinage de 0 alors on a

(f o g)(x) = R(x) +o(z").

Le polynéme R est la partie réguliére du développement limité d’ordre n de go f au voisinage de

Le polynéme R est obtenu en enlevant les termes de degré strictement supérieur a n du polynéme
composé ) o P.

Exemples 96.

(1) Le développement limité d’ordre 4 de la fonction = — e~ au voisinage de 0.

Soient g(z) = €® et f(x) = —z%. Puisque

Q(=) P(x)
2?2 23 2t ) 4
glw)=1t+z+ >+ 0+ p+o@”) et flz) = -2 +o(2%)
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alors
4 6 8
2. T T
(QoP)(x) =1-a®+ = — o+ r.

Donc .
(go f)(z) :1—x2—|—%+0(a¢4).

(2) Le développement limité d’ordre 3, de la fonction z — cos(sin(x)).

On pose g(x) = cos(x), et f(x) = sin(x), alors on a au voisinage de 0

glx)=1- v +0(2%) = P(z) + o (2°)

2
et ,
f(x) :x—%-&-O(ﬁc?’) =Q(z) + o (2%)
alors - 2 ) 6
1 X x x x
“”@@:“d@—m)=“2+6—n

Donc la développement limité d’ordre 3 de la fonctioncos o sin au voisinage de 0 est
2

cos(sin(z)) =1 — 5 +0(2%).

(3) Le développement limité d’ordre 3, de la fonction x +— eV1Te,
Si on pose g(z) = e* et f(x) = a + 1 alors les fonctions f et g ne vérifient pas les conditions
de la proposition donc pour cela on choisit f(z) = x4+ 1 —1; pour que f(0) =0

Les DL3(0) de g et f sont donnés respectivement par

z? s 3 3
g(x)zl—i—x—&—?—&—g—&—o(x ) = P(z) + o(z”)
et
f@) =2 -5 T o () = Q) +oa?)
T)=5-gtgtele z) + o(x
D’ou 5
(PoQ)(x)=1+4+ g + z—s + des termes de degré supérieur a 3.

Par conséquent,
eVrtl — gL evatl-l — o 4 gx—i— %m?’ —|—0(x3) .

Inverse d’une fonction
Soit g une fonction qui posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Si g(0) # 0

alors la fonction — admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. De plus, si
g(x) =ap+ a1z + -+ anx” + o(a™)

au voisinage de 0, avec ag # 0, alors

1 n
@—R(x)—i—o(x ).

Le polynéme R est la partie réguliere du développement limité d’ordre n de — au voisinage de 0
g

Le polynéme R est obtenu en considérant
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g(x) = ag <1 + 1 a1z + - + apz” +0(x")]> .

1
On pose alors X = —— [a1x + - - + a,2™], on a alors
ag
1 1 1 1 1
f(X) = = — = (14+X+X>+..+ X" +o(z")).
T AT R (b BT =)
Donc R(z) est le polynome en enlevant les termes de degré strictement supérieur a n du polynéme
produit

i(1+X+X2+.~+X”).
ao

Exemples 97.

1. Donner le développement limité d’ordre 5, DL5(0), de la fonction au voisinage de 0.

1
os(x)
La fonction g(x) = cos(x), vérifie les conditions et ,cos(0) # 0. Le DL5(0) de la fonction g est
donné par

2?2 at
cos(x)zl—?—i—ﬂ—i—o(mj);

2 4
T
—. On a alors

T
t =10 X=—-
notez que ag 1 pose B 21

— 2 3 4 5 5
COS(Q:)—(1+X+X +X°+ X1+ X" 4 0(2°))

Donc on obtient apres ’enlevement des termes de degré supérieur a 5

1 2 5
=1 4
cos(x) Tty

2. On peut déduire le développement limité d’ordre 5, DL5(0), de la fonction tan. En effet, on a

1 x® 2P 5 x? 5
I _ T s 1 s 2 4 5 .
tan(z) = sin(x) x cos(z) = <x 30 + 5l —|—0(m )) < + 5 + 243: +o(x )>

Apres 'enlevement des termes de degré supérieur a 5 on trouve

1 2
tan(z) = x + §m3 + ExE’ +0(2°).

Soient f et g deux fonctions qui possedent un développement limité d’ordre n au voisinage de 0;
fle)=P(@)+o(=") et  g(x)=Q()+o(").

Si g(0) # 0 alors la fonction = admet un développement limitéd’ordre n au voisinage de 0.
g

f(x)

o) =R(z)+o(z").

Le polynéme R est la partie réguliere du développement limité d’ordre n de i au voisinage de 0.

g
Le polynéme R est le quotient de la division du polynéme P par le polyndéme @ suivant les
puissances croissantes jusqu’a ’ordre n.

Exemple 98. On peut retrouver le développement limité d’ordre 5, de la fonction tan(z) = sin(z)

cos(z)
en utilisant la division suivant les puissances croissantes jusqu’a l’ordre n.
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3 5 2 4
x x x x
e ywmtw L1m ity
_z gz 2 2,5
T T T+ T+ 5T
_a® 2
3 7,30
2ty et
3 61
2.5 _ 1,7

Donc,

1 2
tan(z) =2z + —2®* + —2° + o

3

15

est le développement limité d’ordre 5, de la fonction tan.

Exemple 99. Donner le développement limité d’ordre 4, de la fonction f(x) =

voisinage de 0

22 23 4
xT
=1 - I -
e +x+2+6+24+0
et
S
—w _q_ - oz
¢ Thy Tttt
donc
T —x x3 4
e’ —e :295—1—?—1—0(3:)
et

4
ez+e*x=2+x2+%+o(x4)

COF

(%)

(=)

: DEVELOPPEMENT LIMITEA6

x —x

e’ —e
et 4 e %

. On a au

En faisant la division euclidienne suivant les puissances croissantes on trouve que au voisinage de

J@) =22 1o

Exercice 100.

a. Déterminer le développement limité d’ordre 2, DL2(0), de la fonctione f(x)

b. Déterminer le développement limité d’ordre 2, DL5(0), de la fonctione g(x)

Primitive pour un développement limité

T

e
e2 cos(z) )

Proposition 101. Soit f une fonction continue qui admet un développement limité d’ordre n au

voisinage de 0 ;

f(m) =apt+arxr+ a2z2 + . Fap” + o(x") .

St F est une primitive de f alors F' admet un développement limité au voisinage de 0 d’ordre n+1

telle que

F(z) = F(0) 4+ apx +

5 +

a1x2 as2T

3
+ .

Can?n 1
ot o)

+

Exemple 102. - On a le développement limité au voisinage de 0 d’ordre n de la fonction

1
1+2x

La fonction x — In(1 + x) est une primitive de la fonction —

conséquent elle admet un développement limité d’ordre n + 1 donné par

=l-az+2>—2>4+. .+ (=D"z" +o(z").

——, qui s’annulle en 0 par
x
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1‘2 .%‘3 (_1)nxn+1
In(1 =r—-—=4+—=——c. + —— nHly |
n(l+z)==z 5 + 3 + o] + o (z"th)

On obtient le développement limité d’ordre n
2 3 n—1,n
T T -1 T
ln(l—&—x):x—?—i—?—i—....—i—( )
- De méme, on a le développement limité au voisinage de O d’ordre n de la fonction

+o(z").

1 )
Tl et ()R o (@),
La fonction arctan est une primitive de x +— T2 par conséquent admet un développement
T
limité d’ordre n + 1 donné par
3 5 2p+1
x° (—=1)Px?P
t —p 44y .. nt+l1)
arctan(z) = x 3 + F +- 4 1 4+ 4o (a")

- Du développement limité de la fonction =(1- x2)_71 au voisinage de 0,

1
V1—a2
)T TRy Tyt 2.4-6-(2p)

on obtient le développement limité de arcsin d’ordre 2p 4+ 2 au voisinage de 0 et donné par

1)$2p +O(Z‘2p+1);

. 123 1-3 5 1'3'5"~(2p—1)x2p+1 -
aresin(e) =w 4 ot S st @) 1 o)
1 1

- Du développement limité de la fonction —— = (1 + 22)~2 au voisinage de 0,

PP 2 f Niewr ( ) g

1.3 1-3-5---(2p—1)

T4a2) 3 =12 4200 (—1)p 2p 2p+1Y .
(1+2°)"2 7 Toa% + +(-1) 316 (%) 2% + o (2?PH1);
on obtient le développement limité de argsh(x) d’ordre 2p + 2 au voisinage de 0,

1-3-5---(2p—1) a?PHL
2.4.6---(2p) 2p+1

argsh(z) = 2 — 774_;%5_’_..._&_(_1)17 +O(x2p+2) .

Dérivation

Proposition 103. Soit F une fonction de classe C" ' qui admet un développement limité au voisinage
de O d’ordre n + 1 donné par

F(z)=ap+ a1z + agx® + ...+ a2 +o (x”“) .

Si F' est une primitive de f alors f admet un développement limité au voisinage de 0 d’ordre n donné
par

() = a1z + 2a92% + 3azz® + - + (n+ Dapy12™ + o (™).

3.1.4 Développement limité au voisinage de oo

Définition 104. Soit f une fonction définie sur|a,oo[ ou sur|]—oo,al avec a > 0, on dit que f admet
un développement limité d’ordre n au voisinage de co si f peut s’ écrire sous la forme

— @ a2 O n
f(:v)—ao+z+z2+ +zn+o(x).

1
Pour déterminer un développement limité au voisinage de oo d’ordren de la fonction f, On pose X = —

1
et on détermine le développement limité d’ordre n au voisinage de 0 de la fonction g(X) = f () ,
x

1
puis on remplace X par —.
x
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Exemple 105. Donner le développement limité au voisinage de oo d’ordre 4 de la fonction

vt + 22 +1
flay =
1
On pose X = —, on a alors
x
422 4+1 X2V/14+ X3+ X4 3 e
fz) = o = <2 = (1+ X3+ x%)

et puisque pour X au voisinage 0 on a

(1+X3+X4)%:1+%X3+%X4+0(X4)

alors au voisinage de co on a
1 1 1
f($>=1+2333+2$4+0(x4).
Application au représentation graphique.
Soit le DL, (+o00) de la fonction f; ca d,

a Qa Qa
fl@)=az+bt — 4+ 44 T to(a”),

n

alors la droite y = ax + b est une asymptote a la courbe y = f(z) au voisinage de +oc.

T
Pour déterminer 1’équation de I'asymptote, on cherche le développement de la fonction /(@) au

x
voisinage de +00. La position de la courbe par rapport a la tangente est donnée par le signe de a; si
a1 # 0, sinon, le signe ag si ag # 0 ... etc.

Exemple 106. On considére la fonction définie par

On a li_>m va?(z —2) = oo.

On cherche alors le développement limité au voisinage de oo de la fonction

flz) a3z —2)3 (xg)é,

T

T €T

donc on wutilise le DLy (0) de la fonction x — (1 —x)® et on trouve

() S ()R e (E) e ()

2
on déduit que la droite y = x — 3 est une asymptote oblique d la courbe y = {/x?(x — 2).

Puisque

alors la courbe de la fonction f est au dessous de la tangente y = x — % au voisinage de +00.
De méme, on démontre que la courbe de la fonction f est au dessus de la tangente y = x — % au

voisinage de —oo.
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3.2 Exercices

Exercice 1.

1. Calculer les limites suivantes :
2

2 2
1 x T _ oz 1 x 1 100
lim (1-— ;o lim 6,#; lim (1-— ;o lim n (@)
z—0 T z—0 sm(gj) —x z—+0o 2 z—0 1%
In(1 = T _ 1) — 2 n+3z 1— -1 sin(mx)
lim (sin(z))°*™;  lim n( .x)(e )2 ; lim 1 ; lim (z—1) :
z—0 z—0 (31n(x))2 —x n—+oo \ 24+ n z—1 7 —1

2. Donner le Développement a ’ordre 3 limité au voisinage de 0 de la fonction

f(z) = ¥/1+In(1 —sin(z)), avec n € N*

3. Calculer la limite suivante
arctan(z) — sin(x)

z—0 arcsin(z) — tan(z)’

Exercice 2.

On considere la fonction définie par
1
f(z) = = (2sin(z) + €® — cos(z)) .
T

1. Donner le développement limité au voisinage de 0 a 'ordre 2 de f. Déduire lirr%) f(x).
T—
2. On considere la fonction g le prolongement de f par la continuité en O :
f(z) si z#0
€Tr) =
9(2) { 9(0)=3

Déterminer ’équation de la tangente a la courbe de g au point (0, g(0)), ainsi que la position
de la courbe par rapport a la tangente au voisinage de ce point.

de ce point.

Exercice 3.

En utilisant le développement limité au voisinge de co, calculer :

. 1 T *
1. lim x<< > )
r——+00 e l—i—l‘

2. lim (\?’/x3+x2+1—\/x2750—1>.

Tr—+00

Exercice 4.
En utilisant les développements limités, calculer les limites suivantes :

_1 T
lim 11— (1+2)ln(1+m)

lim sin(3x) + 4¢in® () —3In(1 + x)
=0 cos(z) + sin(z) — e®

=0 (e* — 1) sin(x)

)

)

et
o sinh(z) — 2sinh(2z) + sinh(3x)
e=01n (142 +222) + /1 — 22 — 2 — 22’

Exercice 5.

Déterminer le développement limité au voisinage de 0, a U'ordre 4 de la fonction
f(x) = (x —In(1+4 z)) (” — cos(z)).
En déduire f/(0), f(0), f®(0) et f*(0).



Devoirs

Devoir No 1.

On considére les fonctions suivantes

T —x x _ ,—x
et sinh(z) = & "
2

1. Déterminer le domaine de définition des deux fonctions.

cosh(z) =

2. Montrer que, pour tout z € R,
cosh?(x) — sinh?(z) = 1.

Si les points (cos(x),sin(z)) sont situés sur le cercle trigonométrique, sur quelle courbe sont
situés les points (cosh(x),sinh(z)).?

Déterminer les limites & 'infini des deux fonctions.

Déterminer les dérivées des deux fonctions.

Tracer les graphes des deux fonctions.

Démontrer que I'image de la fontion cosh est égale a [1, 00| .

NS e w

Démontrer que la fonction cosh : [0, 00 — [1, 00[ admet tne fonction réciproque cosh™! quon
note argch : [1, 00[ — [0, 00].

8. Déterminer la dérivée de la fonction argch.
9. Tracer le graphe de la fonction argch.

10. Démontrer que pour tout = > 1,

argch(z) = In (a: +Va?— 1) .

11. Déterminer 'image de la fontion sinh .

12. Démontrer que la fonction sinh admet une fonction réciproque sinh ™!, notée argsh.
13. Déterminer la dérivée de la fonction argsh.

14. Tracer le graphe de la fonction argsh.

15. Démontrer que, pour tout x € R,
argsh(z) = In (x +Va? + 1) .

16. On considere la fonction - . .
tanh(x) = sinh(z) _c-c
cosh(z) e*+4e®

50



CHAPITRE 3. APPROXIMATION LOCALE D’UNE FONCTION NUMERIQUE : DEVELOPPEMENT LIMITE51

16.1. Tracer le graphe de la fonction tanh(z).

16.2. Démontrer que la fonction tanh admet tne fonction réciproque tanh ™!, qu’on note, argth.
16.3. Déterminer la dérivée de la fonction argth.

16.4. Tracer le graphe de la fonction argth.

16.5. Démontrer que pour tout | — 1, 1]

argth(x) 1 In (1 + I) .

25 1—2

17. On appelle cosh et sinh fonctions hyperboliques. Justifier cette définition.

Devoir 2.

1. Calculer, si elles existent, les limites suivantes

arctan(3z) . In(sin®(z)) A |

im ————>  lim ————~, lim ————,

@—0 arcsin(z) * >3 F—=x z—0+ 2VE — ]
. COSh(J?) —1 . . . cot(z)
ili% — 2 xh—EHg tan(z) In(sin(x)), xlggh (x+1) )

DT
i (sin(z))

2. Etudier la continuité en 0 des fonctions suivantes

zln(z) si x>0 - 1
foy={ 0 s z=0 s ={ S
e—1 si <0 Stors b

3. Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions f et g définies sur R par
T s 20 jofsin (1) si @ #0
z|z|sin (=) si =z
ﬂ@z{ ol oo ={ ol

4. Déterminer a et b pour que la fonction f soit continue et dérivable sur R

_f x%sin (%) siz#0
o ={ Tl

5. Onconsidére la fonction f(z) =z — 7+ In(z).

5.1. Montrer que f est bijective de ]0, +oo[ vers un intervalle J.

5.2. Déterminer J et calculer L
L@
im .

r——+00 xT

5.3. Déterminer les branches infinies de f~*.
5.4. Montrer que ’équation f(x) = —5 admet une solution unique dans I'intervalle [1, 2].
5.5. Donner le développement limité de f a ’ordre 4 au voisinage de 1.

6. Donner le développement limité & l'ordre 3 au voisinage de 1 de la fonction

g(x) = sin(f(x) + 6z).



Corrections des devoirs

Devoir 1.
On considére les fonctions suivantes

T —x x _ ,—x
et sinh(z) = & "
2 2

1. Puisque la fonction exponentielle est définie sur R alors les deux fonctions sont définies sur R.

cosh(z) =

2. Soit x € R alors on a

cosh?(z) —sinh?(z) = (cosh(x) — sinh(z)) (cosh(x) 4 sinh(z))
e ¥ xer
= 1

On pose X = cos(x) et Y = sin(x) alors le fait que X2 + Y2 = 1 montre que le point de
coordonnées (X,Y) appartient au cercle unité. De méme si on pose X = cosh(z) et Y = sinh(z)
alors on a X2 — Y? = 1 qui est I’équation de ’hyperbole.

3. Puisque lim e® =ocoet lim e =0 alors
xr——+00

T——00
lim cosh(z) = lim sinh(z) = 400
r—+oo x—+00
et
lim sinh(z) = —oo0.
T—00

4. Puisque pour tout z € R, on a (e**)" = +e** alors, pour tout = € R,

cosh’(x) = sinh(x) et sinh’(x) = cosh(z).

5. Le graphe
6. Puisque, pour tout 2 € R cosh?(z) = 1 4 sinh?(x), sinh?(z) > 0 et cosh(x) > 0 alors pour tout
r eR,
cosh(z) > 1;
D’ou

cosh(R) = [1, 4o0.

7. On a cosh ([0, +00[) = [1, +00 alors cosh est surjective sur R* et cosh’(z) = sinh(x) > 0 pour
tout > 0 donc cosh est strictement croissante et par conséquent cosh est bijective et admet
une fonction réciproque, notée argch.

52
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4
'\-\..______ ] R -_.___.-"
| __,-'-""F---
— !
2 f_,'» | | 2
/ 7| = coshix)
4! = zinh(x)

FIGURE 3.1 — Le graphe des fonctions sinh (rouge) et cosh (bleu)

8. Soit x > 1, alors

1
cosh(argch(z)) = x = argch’(z) cosh’(argch(z)) = 1 = argeh’(z) = Sinh (argeh (@)
Or
sinh(argch(x)) = \/coshz(argch(x)) —1=vz2-1
Donc
, 1
argch’(z) = ———, Ve >1
2?2 -1

9. Le graphe de argch

FIGURE 3.2 — Le graphe des fonctions cosh (bleu), argch (rouge) et la premiére bissectrice y = = (vert)

10. Soit z €]1, +oo[ et y € R alors

cosh(y) = x
eY+e V=22

e —2ze¥ +1=0
Y2-22Y +1=0

argch(z) =y

roee

On a § = 4(z? — 1) alors

Y=z4+vV22-1 ou Y=2z—-—+vVz2-1.

i i — 2 1= 1 s . 3 :
Mais puisque pour tout x > 1l ona 0 < x T = v < 1, alors la seule solution

convenable est

Y=2+4++v22—-1<= argch(z) =In(Y) =1In (:c+ \/:c271>.
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11. Puisque, pour tout z € R, sinh’(z) = cosh(x) > 0 alors la fonction sinh est strictement
croissante sur R et puisque elle est continue sur R alors

sinh(R) = | lim sinh(z), lim sinh(z)| =R.
r——00 xr—+00
12. D’aprés ce qui précéde sinh est bijective de R dans R. Soit argsh sa fonction réciproque.
13. Soit = € R, alors on a
1

sinh(argsh(x)) = x <= argsh’(z) sinh’(argsh(z)) = 1 <= argsh’(z) = cosh(argsh(z))’
rgsh(z

Or

cosh(argsh(x)) = \/sinhz(argsh(x)) +1=+22+4+1

Donc, pour tout z € R,

1
argsh’(z) = N > 0.

14. Le graphe de la fonction argsh

FIGURE 3.3 — Le graphe de la fonction argsh (bleu)
15. Soient z,y € R, alors on a

sinh(y) =«

eYy—e V=22

eV —2ze¥ —1=0
Y2 -22Y —1=0

argsh(z) =y

rree

On a A = 4(z? + 1) donc
Y=0—+va2+1 ou Y=o+ Vaz+1.
Puisque limy_, 4 o Y = 400 donc la solution convenable est
Y=z++Va2+1l<= argsh(z) =In(Y)=1In (:ch x2+1)

pour tout = € R.

16. On considére la fonction - B
tanh(z) = sinh(z) e’
cosh(z) e*+e 7

16.1. Le grahe de la fonction tanh
16.2. Soit x € R, alors la fonction tanh est dérivable sur R comme quotient et somme des
fonctions dérivables sur R (donc en particulier continue) et
cosh®(z) — sinh®(z) 1
cosh?(z) cosh?(x)

tanh’(z) = =1 — tanh®(z).

Donc pour tout x € Ron a 0 < tanh’(m) < 1 donc tanh est strictement croissante sur R.
Par conséquent, elle admet une fonction réciproque, notée argth, définie de | — 1, 1[ dans R.
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e

FIGURE 3.4 — Le graphe de la fonction tanh (bleu) et les assymptotes horizontales y = 1 (rouge) et
y = —1 (vert)

16.3. Soit = €] — 1,1], alors

1 1
tanh(argth(z)) = z = argth’(z) tanh’(argth(z)) = 1 <= argth’(z) = = .
(argth(z) gl (z) tanky (argth(z)) B (0) = e T T

16.4. Le graphe de la fonction argth.

FIGURE 3.5 — Le graphe des fonctions : tanh (bleu), argth (rouge) et la premiére bissectrice y = x
(vert)

16.5. Soient x €] —1,1[ et y € R alors

argth(z) =y <= tanh(y) ==

— eV—eV=z(e¥+eY)
— (I-x)e¥=1+z)e?
<~
—

e2y — %+x
—x

y:%ln(ﬁ—i).

Donc pour tout |z] < 1,

argth(z) = %ln (1 +a:> .

17. On appelle cosh et sinh fonctions hyperboliques car elles définissent une paramétrisation d’une
courbe hyperbolique dans le plan euclidien.

Devoir 2.

1. Calculs des limites :

(a) Puisque arctan(3z) ~ 3z et arcsin(z) ~ x alors
z—0 z—0

arctan(3z) 3 < lim arctan(3z)

— = =3.
arcsin(z) z—0 z—0 arcsin(z)
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(b) Puisque In(z) ~ T 1 alors

T—r

In (sin®(z)) = 3In(sin(z)) ~_3(sin(z) —1).

r—

Bl

Donc
lim 73111(81117(;%)) = lim 3isin(x) ;1 =3 lim —sin(x) — s7iTn (g) = 3sin’ (I) = 3cos (E> =0.

(c) Puisque 7V — 1 =¢eV®In(D —1 ~ /zIn(7) et de méme 2V* ~. vz In(2) alors
z—

z—0t1
V2 _1 In(7)
VT — 1 a0+ In(2)’
Donc
TV
A, o=y~ loea(7):
(d) Puisque, pour z au voisinage de 0, on a
22

alors h(r) -1 )
. cosh(z) —
S

(e) Puisque In(z) ~ x —1 alors In(sin(x)) ~ sin(z) — 1; donc,
rz—1 T—5

tan(z) In(sin(2)) ~_ tan(e)(sin(z) — 1) = sin(z) n@g;

Par conséquent, en utilisant la regle d’Hopital on trouve

sin(z) — 1 — lim cos(x) _o

lim tan(z)ln(sin(z)) = lim —sin(x)

e 3 z—%  cos(x) =

[SE]
w3

(f) Puisque pour tout = > 0 on a

In(z+1)
(.’13 + l)cot(z) _ ecot(m) In(z+1) _ ecos(w) = Shﬁx)’

et puisque
| 1
lim In(@+1) = lim ’x = lim cos(z) =1
z—0+ x a—0+ sin(x)  z—0t

alors
lim (x+ 1)@ =,

z—0t

g. Puisque pour tout 0 < x < 7 on a

(SIH(ZL'))I — et In(sin(z)) _ eﬁ sin(z) In(sin(x))

alors

lim (sin(z))* = 1.
[im (sin(z))

Car
T

iii% n(@) =1 et JJl_i}rg+ sin(z) In(sin(z)) = t£%1+ tin(t) = 0.
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2. Puisque
lim f(z) = lim xln(z) =0= f(0)

z—0t z—0t
et
lim f(z) = lim (e —1)=0= f(0)

z—0~ z—0"1
alors f est continue en 0.
D’une autre part, puisque

lim g(z) = lim eTE = lim e’ =0= f(0) = lim g(z)

z—1+ z—1t Yy——00 z—0—

alors g est continue en 0.

3. Les fonctions f et g sont toutes dérivables (donc continues) sur R* comme somme, quotient et
composée des fonctions dérivables sur R*. Il manque d’étudier la continuité et la dérivabilité
de f et genO.

La continuité. On a

. T x .
tim £(z) = lim — = 0= £(0).

Donc f est continue en 0 donc sur R.

On a ( . )
. . 1 . sin P
ilgbxm sin <x> = ili% |a:|? =0= f(0).
Donc f est continue en 0.
La dérivabilité. On a
1 0 0"
lim 1(@) = lim - = o
z—0 T =01 4+ ex 1 enO™

Donc f n’est pas dérivable en 0. Car f7(0) =0# f —, (0) = 1.
D’une autre part on a

1

lim 9(x) = lim |z|sin <) =0.
z—0 X z—0 x

Donc g est dérivable en 0.

4. Si b= 0 alors f est la fonction nulle sur R donc elle est continue et dérivable pour tout a € R.
Si b € R*, on a pour tout z € R*
b
sin <>‘ < |x|®.
x

Donc si a > 0 alors lin%J f(z) = 0 donc continue et dérivable sur R et si a < 0 f n’admet pas
T—

[f(@)] = |2

de limite en 0 donc n’est pas continue en 0.
Conséquence : [ est continue et dérivable sur Rsi (a > 0et b€ R*) ousi (a € Ret b=0).

5. Onconsidere la fonction
f(z) =2 —T7+1In(z).
5.1. Pouisque f est dérivable sur R et f'(z) = “TH > 0 pour tout = > 0 alors f est strictement

croissante sur ]0, +-00[. D’oll la continuité de f assure la bijectivité de f de R vers J.
5.2. Alors,

J = f(]0,+00[) = mli%h f(x)v lim f((E) :] — o9, +OO[: R.

r— 400

On pose y = f~1(x) alors

N S ) . y o y
lim —~~ = lim 2 = lim —=> =
t5+o0 y=+oo f(y)  y—+ooy— T+ In(y)
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-1
. . —1 o . f ((E) _ : -1 o —

5.3. Puisque wgrfoof (z) = +o0, wgrfoo = 1et wgrfoof (x) =2 = +oo alors (Cp-1)

le graphe de la fonction f~! admet une branche parabolique vers la droite y = = au voisinage

de +oo0.
D'une autre part, on a lim f~'(z) = 0 alors (Cy-1) admet I'axe des abscisses comme
r—r—00
assymptote au voisinage de —oo.
5.4. Soit g(z) = f(x) +5 = x — 2 4+ In(x). Puisque g(1) x g(2) = (=1) x In(2) < 0 et g est
continue sur [1,2] alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]1,2]

tel que g(c¢) = 0. Par conséquent, 1’équation f(z) = —5 admet une unique (car elle est
strictement croissante) solution dans [1, 2].

5.5. On a au voisinage de 1

ln(ac):ln((x—l)—i-l):x—l—%(m—1)2—1-%(:5—1)3—i(w—1)4+0((x—1)4).
Donc

1 2, 1 3 1 4 4

f(z):fGJr?(I*l)*g(I*l) +§(I*1) *Z(zfl) +o(z—1)7).
6. Puisque au voisinage de 0 on a
Y
sin(y) =y — 3 JFO(yS) )
au voisinage de 1 on a

f(z)+6x=8(x—1)— %(m —1)2+ %(m —1)3 — i(m ~ ' +o((z—1)*)

et g(1) = sin(0) = 0 alors

glx) =8(zx—1) — %(m —1)? =85z —1)*+o0((z—1)%.
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