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Série #1

Exercice 1.

Résoudre dans C, les équations suivantes :

z+2
z— 31

zZ—1

a) =

z+1
b) z+|z|=8+4i

c) i2242Z2+2—-i=0

Exercice I1.

1) Exprimez sous forme algébrique et représenter dans le plan les nombres complexes z(r, §) suivants :

a) z = (27—5) ;

2) Mettre les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :

a) z=-3+4+3i;

Exercice III.

243

b) 2=

1) Calculer et représenter dans le plan les racines suivantes :

a) z=v/—4;

2) Déterminer et tracer I’ensemble M (z) du plan :

a) Zl'?
z+1
zZ—1 m
b) arg(z+i)——z mod 7

c) 2<|z—1-id<3

Exercice IV.

b) z= 3+ 4i

On considere le polynome P(z) = a,2" + a,_ 12" 1 +---+ap a coéfficients dans C. o
Montrer que si zg est une racine d’ordre o de P alors Zy est une racine d’ordre o de P. P étant le

polynome conjugué de P défini par :

P(z) =a,2" +ap—

124 ag

En déduire que si les coéfficients a; sont réels alors Zg aussi est une racine d’ordre @ de P.



Exercice V.

On considere la fonction complexe définie par :

3 3 3 3

x° -y .ty .

) si z#0
f(z) = $2+y2+ 22 + 92 7
0 si z=

a) Démontrer que la fonction f est continue en z =0

=3

Démontrer que la fonction f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann en z =0

o

)
) Démontrer que la fonction f n’est pas dérivable en z = 0
)
)

o,

Que peut-on conclure?

Exercice VI.

1
a) Démontrer que la fonction f(z) = = est dérivable pour tout z # 0 et déterminer la dérivée f'(z),

z
en calculant directement lim fz+42) - f(z)
Az—0 Az

b) Démontrer le méme résultat, en utilisant les conditions de Cauchy-Riemann.

Exercice VII.

Démontrer que si une fonction complexe f est dérivable sur un domaine D et que le module |f(z)]
est constant sur D alors la fonction f est aussi constante sur D.

Exercice VIII.

Soit f = u + v une fonction complexe qui vérifie les conditions de Cauchy-Riemann, en coordonnées
cartésiennes de z.

a) Sion considere la forme trigonométrique :
f(z)=U(r0)+iV(r0) z = r(cos(#) + isin(0))
alors les conditions de Cauchy-Riemann sont exprimées par :

w_rev w1
or  r oo’ or  r o8

b) En utilisant les coordonnées cartésiennes, démontrer que la fonction suivante :
f(z) =In(|z]) + iArg(2)

est dérivable en tout z € C\(]—o0, 0] x {0}). C\(J]—o0,0] x {0}) est le plan complexe privé de la
demi-droite |—o0, 0] x {0}.

¢) Démontrer le méme résultat, en utilisant la forme trigonométrique :

f(z)=U@0)+:V(r0)
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Série #2

Exercice 1.

1) Déterminer si les fonctions suivantes sont harmoniques. Si oui déterminer leurs conjugées v(z, y),
a) u(z,y) = sin(z)cosh(y)
b) u(z,y) = e~ sin(2y)

2) Déterminer les fonctions conjuguées v(z,y) de la fonction wu(x,y) = 2 — 3zy?,
Exprimer la fonction u(z,y) + iv(x, y) en fonction de z.

Exercice I1.

1) Démontrer que pour tout z = x + iy € C :

a) sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)
b) cosh(z) = cosh(x) cos(y) + i sinh(z) sin(y)

2) Déterminer dans C les valeurs suivantes sous la forme a + ib :
cosh(2 + i), sinh(4 — 34).
3) Résoudre dans C les équations suivantes:
a) sin(z) = 100 b) cos(z) = 2i c) e =4—3i
4)
a) Déterminer dans C les valeurs suivantes :
In(—1); In(—e); In(4 + 317); In(e3?)

b) Démontrer 1’égalité suivante dans C :

Arccosh(z) =In(z + V22 — 1)
Exercice III.

Donner I'équation paramétrique de la courbe d’équation cartésienne :

Exercice IV.

Que représente les équations paramétriques suivantes ?



a) (4 —2t,—3 + 5t) -l1<t<?2
b) (2cos(t), 5sin(t)) 0<t< ?ZTW

Exercice V.

Déterminer I’équation de la tangente a la courbe d’équation :

($)2 2 .
4 +y% =1 au point P(v/2,

V2
=)

Exercice VI.

1) Déterminer si le champ de vecteurs suivant dérive d’un potentiel f. Si oui, trouver f.
a) F(z,y) = (2° —ysin(@))i + (y° — cos(x))j.
2
b) Fla.y) = (2wArctan(y))i+ (7 )
2) Calculer I'intégrale curviligne le long de la courbe C' indiquée:

a) fc yr?dx + (v + y)dy, C :y = —x3 de l'origine au point (1,-1).

b) [ 3xydx + (42* — 3y)dy, C : le segment reliant les points (0,3) & (3,9) et la parabole y = 2
de (3,9) & (5, 25).

Exercice VII.

a) Démontrer que le champ de vecteurs :
F(x,y,2) = (6xy> + 222)i + 922y?j + (dwz + 1)k
dérive d’un potentiel f(z,y, z). Déterminer f.

b) Calculer I'intégrale curviligne de F' le long d’une courbe C lisse reliant les points (0,0, 0) et (1,1, 1).

¢) Vérifier ce résultat en calculant 'intégrale curviligne de F' le long de la courbe C constituée par
le segment reliant les points (0,0,0) a (1,0,0), le segment reliant les points (1,0,0) & (1,1,0) et le
segment reliant les points (1,1,0) a (1,1,1).
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Série #3
Exercice 1.
Donner I'équation paramétrique de la courbe suivante : |z —2+43i| =4
Exercice II.

Que représente les équations paramétriques suivantes :
a) z(t)=1+i+e ™ 0<t<2
b) z(t) =1+ 2t + 8it?, -1<t<1

Exercice I11.
Calculer I'intégrale curviligne complexe le long de la courbe C indiquée :

a) / zdz, C est une partie de la parabole d’équation y = 22 reliant le point (—1 + i) au point
c
(1+74).

b) / Im(2%)dz, C est le triangle de sommets z = 0, 1, 3.
c
Exercice IV.

Calculer I'intégrale curviligne complexe le long de la courbe C' indiquée:

a) %C Re(2z2)dz

¥
¥

Tz —6
b) %jidz
c ?%—2z




Exercice V.

En utilisant les formules de Cauchy, calculer 'intégrale curviligne complexe le long de la courbe C
orientée positivement :

(14 2z)cos(z)
a) %C 2z,

22— 1) C est la courbe d’équation |z| =1

2z
b) %02(;721')2652:, C=T1Ulzavecl1: [z —i[=3et T2: [2] =1
Exercice VI.

1) Déterminer la nature des séries numériques suivantes :

03 |2 +3-5)] by o

n=0 n=1

2) En utilisant les tests de convergence, déterminer si les séries suivantes convergent ou divergent :
oo (o) o

n—3 arctan(n) n!
A b e\ A
3) Déterminer ’ensemble de convergence de la série suivante :

i (=D"(z+3)"

n
n=1

Exercice VII.

1) Déterminer si les séries complexes suivantes convergent ou divergent :

> 10— 150, " — o (i)"
a)nzz;)( n! ) b);nz—% c);n 3n

2) Déterminer I’ensemble de convergence de chacune des séries suivantes :
oo

z+1)" > 1" on > 4" n
a)z% b)z2gn(n)l)2z C)Z(I(Jr)i)”(z_B)

n=1 n=1 n=1
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Exercice 1.
Déterminer la série de Laurent de centre zy des fonctions suivantes :

a) f(z) = % avec zg = 1; b) f(z) = 23 cosh(%) avec 29 =0

Exercice II.

Déterminer les points singuliers des fonctions suivantes et leurs résidus :

g ; b) cosl(z)

a)

6

Exercice III.

En utilisant les résidus, calculer les intégrales suivantes :

a) % sin(rz) avec I'y : |z —i| = 2;
Iy

-4

1-4 622 3
b) % # avec 'y 1 |2] = =
r, (224 7)(2-2) 2

Exercice IV

1. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction périodique, de période 27 et
représentée par le graphe suivant :

y
b
'rr. Dl n X
e Tes e s 1 1 1 1 7t
2. En déduire I'égalité suivante : 1+ —4+ 4+ =+ —+-- = —



Corrections



ﬂ Année Universitaire : 2017-2018
/

Université Mohoammed Filiere : SMP

Faculté des Sciences Module M19 : ANALYSE I
Raboat

Corrigé Série #1

Exercice 1.

(I.a) Soit z € C~ {—i,3i} donc

=22 = (2-i)(z2-3i) = (2 +2)(z+1)
— (2+45i)z=-3-2i

_ 16, 11,
= 2= 35t 35

(I.b) Soit z € C tel que z = = + iy avec x,y € R. Alors

y:% et ==

24 |2|=8+44i <= z=8—1z2] et y=4
— (z—-8)2=2a24y? et y=4 (x < 8)
<— =3 et y=4
— z=3+4.
(I.c) Soit z =z + iy € C donc
i224224+2—-i=0 <= z(3-2y)+i(2®?—y*—y—-1)=0
— sczOouy:%) et 22—y’ —y—-1=0
19
— (r=0ety’+y+1=0) ou (y:%etaﬂ:?)
—

V19
:tT.

La premiére proposition n’est pas vraie puisque 'équation y?> + y + 1 = 0 n’a pas de solutions
réelles. Par conséquent, les solutions de I’équation demandée sont

V19 3.

Exercice 1I1.

2= (2,-%) =2 (cos (—%) +isin (—%)) - (; —z‘f> —1-iV3.

—
Dans le plan complexe le point M (z) est représenté graphiquement par le vecteur OM dans la
figure suivante

(1.a) On a
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(1.b) On a

z= (4,5(:) :4(cos<ﬂ—%)+isin<w—%>) :4<—\g§+;i> = —2V3+2i.

—
Dans le plan complexe le point M (z) est représenté graphiquement par le vecteur OM dans la
figure suivante

5n/6

(2.a) Soit z = —3 + 3i. Puisque |z| = 3v/2 alors

z=3V2 (—\f +z\f> =3v2 <cos (T) +isin (T)) = (3\/5, 3:) .

243 22 7
2.b) Onaz = —24 i
(2:b) Onaz=z-7n = 75 + gqb done

2 2
22 7\ _ V533 :
“V\ar = = Arg(z) = 7
2| \/(41> + <41> 11 et rg(z) = arctan <22> ,
z = V533 arctan l
s 2] |

d’ou

Exercice I11I.

4
(1.a) Cherchons les solutions de ’équation z* = —4 qui est équivalente & (%) = —1; Or les racines

d’ordre 4 de —1 sont €'+ ™ avec k = 0,1,2,3. D’ou les solutions demandées sont

e = V2R T k=0,1,2,3.
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Explicitement, on a
zo=1+1, z1=—1+41, Z2og=—1—1, zz3=1—1.

La représentation graphique des points M}, d’affixes zj est donnée par le carré

(1.b) On a z = /3 + 4i et comme 3 + 4i = 5¢’ arctan(3) alors les racines d’ordre 3 de 3 + 4i sont

) arctan(%)

= VBl Ta TR b —0,1,2.

Les points M}, d’affixes z; (k =0, 1,2.) sont les sommets d’un triangle équilatéral inscrit au cercle
de centre O et de rayon ¥/5 (voir la figure ci-dessous)

M,

zﬁ ‘ = 2. Remarquez que z = +1 ne vérifient pas cette équation! Alors

(2.a) Soit z € C tel que

z—1
z+1

’:2<:>|z—1|2:4|z+1|2.

Posons z = x + iy ou z,y € R on trouve

2 2
5 4
|z—1|2:4z+1|2<:><x—|—3) +y2:(3)

qui représente le cercle du centre 2 (—g, O) et de rayon R = %.

(2.b) Soit z € C~ {%i} alors on a

zZ—1
are z+1

et puisque 2 arg(w) = arg(w?) mod 27 pour tout w € C* alors

mod 7 <= 2arg (Z—Z) =T mod 2m,

s
4 zZ+1
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. N2
arg(z—jr;)z—% mod 7 <= arg((i;ﬁ) )E—g mod 27

A\ 2
— (H,) € iR*

Posons z = x + iy, alors

z—1 22 +y? -1 —2x
. = +i =X +iY,
z+i 2+ (y+1)?2 22+ (y+1)?

2 N2
Re{(;;)]ﬂ ot Im{(;;)}d) = X2-Y2=0 et XY <0
— X=-Y#0
— (r—-1)2+y*=2 et (z,y)#(0,£1).
Donc I’ensemble des points M (z) tel que

z—1\ _ ™ q
arg 1)1 mod 7

est le cercle I'y du centre (1,0) et de rayon v/2 privé des points (0, £1) (voir la figure suivante).
ﬁ
)\/ X

— 1) —1)2>4
2<z—1-i[<3<=4< (-1 +(y—1)° <9 = (@ )2+(y )2
(=1 +(y—1)°<9

y

(2.c) Soit z = x + iy € C, alors

donc M(z) est la couronne ouverte limitée par les cercles I'y et I's de centre commun (1,1) et de
rayons 2 et 3, respectivement (voir la figure).

Miz)
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Exercice IV.
On a pour tout z € C

P(E) = @pz" +an_1§n71 +---+ag

2™ + 12" L+ @

2™ + Ap_12" L+ 4 ag

P(2).

Donc si zp est une racine d’ordre « de P alors il existe un polynéme @ de degré n — « (remarquez que
n est le degré de P) tel que Q(zg) # 0 et

P(z) = (2 = 20)*Q(2).

Par conséquent o
P(z) = (2 = 20)°Q(7) = (2 = 2)"Q(2),
d’oli Zg est une racine d’ordre a de P; notez que Q(zo) # 0 équivalent & Q(z) # 0.

De plus, si les coefficients (a;) sont réels alors P = P. Par conséquent si z est une racine d’ordre «
de P alors Zy est aussi une racine d’ordre v de P et on écrit dans ce cas

P(z2) = (z = 20)*(z — Z0)" R(2),

ol R est un polynéme de degré n — 2« tel que R(zp) # 0 et R(Zg) # 0.

Exercice V.
Soit f une fonction complexe définie par
22—y 24y

i 0
fE) =9 Zry iy O e
0 si z2=0

a) Montrons que f est continue en 0. On a

P4yt @4y

2 2
2)|” = < 2|z
|f( )| ($2+y2)2 — (l'2+y2)2 — | |
d’ou
0 < |f(2)] < V22|
Puisque
lim 0 = lim v/2|z| = 0
z—0 z—0
alors
lim f(z) =0.
z—0
D’ou f est continue en 0.
b) Soit z # 0 alors
SO (25 p iy 1@ i)
z2—0 - 1’2+y2 I2+y2 IL’+’L’y_ <$2+y2)2 Y)-
Posons y = tx pour un réel ¢, donc
1-8)+i(1+¢8

z=0 2 (14 t2)2

Et puisque les limites sont différentes sur des chemins différents (e.g. y = tz) alors f n’est pas
dérivable en 0.
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¢) Soient u et v, respectivement, les fonctions partie réelle et partie imaginaire de la fonction complexe
f. Clest a dire

3 — 3 23 4P
u(z,y) =4 22142 si (z,y) # (0,0 ot o(@,y) = iy si (x,y) # (0,0
0 si (x,y) =(0,0) 0 si (x,y) =(0,0)
Donc on a
ou ~u(x,0) —u(0,0) 2t ou o u(0,y) —u(0,0) i
%(Q@*i%T—igﬂ)ﬁfl et @(0’0)71}%T7y%7y73771
aussi
Ov . o(z,0)—0(0,0) . a® v . v(0,y) —v(0,0) . yP
D’ou 5 5 ) )
u v u v
0,0) = —(0,0 t —(0,0) = ——(0,0
TR0 = 0.0 e Z0.0) = ~52(0.0

ce qui montre que f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann en 0.

d) On conclut que la réciproque du théoreme des conditions de Cauchy-Riemann n’est pas vraie en
général.

Exercice VI.

1
Soit f(z) = — pour tout nombre complexe z non nul.
z

a) On a
. flz+Az)— f(z) . -1 1
A, Az = Jm, 2(z+Az) 22 €C

ce qui montre que f est dérivable sur C* et

b) On pose z = z + iy € C*, alors

1 T ]
f(z)_:chiy _:r2+y2+l:172+y2

= u(z,y) + w(z,y).

Donc il est clair que u et v sont de classe C! sur R?\{0, 0} donc les dérivées partielles sont continues
en tout point de Pouvert R?\{0,0}. De plus, on a

ou y? — x? v
%(Tf,y) = m = o”Ty(x’y)
et
ou 2xy ov
@(xvy) = _((EZ +y2)2 = _%(l‘vy)'

Par conséquent, les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées et d’apres la réciproque du
théoreme des conditions de Cauchy-Riemann, f est dérivable en tout point z #£ 0 et

u v 52
10 =20 =2y iy =25 =-5
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Exercice VII.

Soit D un domaine et f(z) = u(zx, y)+iv(z, y) une fonction dérivable sur D telle que |f(z)| est constante.
Donc, la dérivabilité de f montre que les fonctions u et v sont de classe C* (ses dérivées partielles existent
et sont continues) et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann, c’est & dire

ou ov

= - = 1
ox oy (1)
ou ov

= - _==Z 2
Jy Ox 2)

Puisque |f|? est constante (car |f| est constante) alors on a

olf1r d (2 1,2\ _ d v _
o = 0 N %(u +’U) = 0 N ugy +vgr = 0
dy Jy - dy 9y

En remplacant dans la premiere équation par et la deuxieme par on obtient,

u _ ,,0u _ 20u _ du  _
{ ugw vgy 0 { u gm uvgy 0 (u2+02)8u:0
u u _ u 2 0u _ :
UGy +ugy = 0 vugt oty = 0 or

Donc, si u? +v? = 0 c’est & dire si |f|?> = 0 alors f(z) = 0 pour tout z € D et par conséquent f est
. ) . . Ou ou )
constante (ce qui montre le résultat souhaité). Cependant, si e 0 alors v 0 et par conséquent u
x

est constante. En utilisant et on prouve que v est constante et on conclut que f est constante.

Exercice VIII.

On considere la forme trigonométrique suivante
f(z)=U(r,0)+iV(r,0) avec  z = r(cos(f) + isin(0))

a) On vérifie que les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires s’expriment par

ou _tov. . OV _ 10U
or _roo ° or 1 o6

On ponse z = rcos(f) et y = rsin(f). Soient

u(z,y) =U(r,6) et v(x,y) =V(r,0)

En utilisant la regle de la chalne on a

oU U dx U dy

ou ou
= s B + oy or cos(0) =— + sin(0) —

Ox oy
et

al — 87‘/ @ + al @ — —TSiH(Q)@ —i—’I“COS(Q)@
00 — oxr 90 " Oy 90 Ox oy’

Puisque les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées alors

o

ov 8u> ou

. ou ou ou .
20 =" sin(6) <8y) + rcos(H)% = r(cos(@)% + sm(@)a—y

De meéme on a
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oV._ Ov dx  Ov Oy ov . ov
ar s o oy or 0, T

et

87U_8u8x ou 0y

Ou 0z Ou Oy 8v)__8V
20 Ox 06 Oy 08 N

. ov
—r(sm(@)a—y + COS(@)% o

b) On pose = C\(—o00,0] x {0}. Démontrons que la fonction f définie par f(z) = In |z| + tArg(z) est
dérivable en tout point z € €.

On a démontré dans le cours (voir Conséquence 3.3.1) que pour tout z = x + iy € Q que

Arg(z) = 2arctan Y = 2arctan | —— 2 |.
z+ |z T+ /2% +y?

Donc pour tout z = x + iy € ), f peut étre écrite sous sa forme cartésienne par

flz) = %hﬂ (x2+y2) + 42arctan <y>

/22 +y?
= u(x,y) + iv(z,y).

Comme u et v sont composées des fonctions de classe C1 sur ' = R?\(—o0,0] x {0} alors u et
v ont des dérivées partielles continues; par conséquent, il suffit de démontrer que cettes dérivées
partielles vérifient les conditions de Cauchy-Riemann. Donc d’une part on a

du x Ju Yy
%(Iay):m et @(I’y):m
et d’une autre part
w _ —9y @rVaiy?)? =2 x4+ /x? +y? Y z+ /22 + 2
o 1+(y)2 \/m(er x2+y2>2+y2 VER+ 2 e+ y? oy /a2 + P
x4/ 22 4y?

et puisque 2 +y? /22 + y2 = /22 + 32 (\/mQ +y2 4 a:) alors on déduit la premiere condition
de Cauchy-Riemann

o &y =7 = —7(2,y).
8x Yy 1‘2 +y2 ay Yy
Aussi
2
TV av/w2 2 4a?
@ —9 (:1:+\/;1:2+y2)2 P W _ €T T+ x2 + y2 _ T
oy 1+(y)2 (x4 /22 +y2)2 + 92 \/mx2+y2+x\/m 212
in/W

D’oui la deuxieme condition de Cauchy-Riemann

v Ju

On conclut que f est dérivable en tout point de €.



c) Posons z = r (cos() 4 isin(f)) pour tout (r,0) € W = R x| — 7, «[, alors on a
f(z)=In(r)+i0 =U(r,0) +iV(r,0).
Donc il est clair que U et V sont de classe C! sur W, en plus

ov_1_1ov o OV_, 10U
r r  r o0 ¢ ar ~ roe’

On déduit la dérivabilité de f en tout point (r,0) € W.

17
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Corrigé Série #2

On rappelle que opérateur Laplacien d’une fonction f : R? = R de classe C? est défini par

_O*f  O*f

On dit f est harmonique si Af = 0.

Exercice 1.
1.a Soit u(x,y) = sin(x) cosh(y) donc u est de classe C? sur R? et

0%u . d%u .
W(x, y) = —sin(x) cosh(y) et 8—?/2(3:, y) = sin(z) cosh(y)

donc Au = 0 ce qui montre que v est harmonique. Soit v : R? — R une conjuguée de u alors les
dérivées partielles de u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann, c’est a dire

ou Ov ou ov

— = e — = .
dr Oy dy ox

En intégrant I’équation a gauche par rapport a y on trouve
v(z,y) = cos(x) sinh(y) + h(x)

oll h est une fonction numérique de classe C*. L’autre condition de Cauchy-Riemann nous montre
que
sin(z) sinh(y) = sin(x) sinh(y) + h'(x)

Donc h/(x) = 0 et par conséquent h est constante. D’ou les fonctions conjuguées de u sont
v(z,y) = cos(x)sinh(y) + ¢ (c e R).

1.b Soit u(x,y) = e~ *sin(2y) donc u est de classe C? sur R? et

0? 0?
a—;;(%y) =e¢ sin(2y) =u et 8—;;(37734) = —4e " sin(2y) = —4u.
Alors Au = —3u # 0 d’oit u n’est pas harmonique.

2.a Soit u(z,y) = 23 — 3zy? donc u est de classe C? sur R? et

0?u 0%u
ﬁ(x,y) = 6z et 8—y2(x,y) = —6x.
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Alors Au = 0 d’ou u est harmonique. Soit v une fonction conjuguée de wu, alors la premiere
condition de Cauchy-Riemann nous donne

On intégre par rapport a y on trouve
v(z,y) = —y° + 3yz” + h(z),

oll h est une fonction numérique de classe C! sur R. La deuxiéme condition de Cauchy-Riemann
nous donne

ou v
— = —6ry = —— = —6xy — h/(2).
9y Ty =5 zy — h'(z)
On déduit que h'(z) = 0 donc h est constante sur R et par conséquent les fonctions conjuguées de

u sont
v(z,y) = —y* + 3yz® + ¢ (ceR).
Soit f(z) = u(x,y) + iv(x,y) avec z = x + 4y alors
f(2) = 2% = 3xy® + 3iyx® — iy +ic = 2® + 3x(iy)? + 3(iy)x? + (iy)® + ic
donc
f(2) = (z +iy)® +ic =23 +ic (c € R).

Exercice 11.

1l.a. Soit z = z 4 ¢y un nombre complexe. On sait que
e =e%e Y = e Y (cos(z) +isin(z)) et e =e eV = e¥ (cos(z) — isin(z)).

Donc )
eZZ

. — e eV —eY e¥ eV
sin(z) = _—

5 = icos(x) 5 + sin(z) 5
c’est a dire
sin(z) = sin(z) cosh(y) + ¢ cos(x) sinh(y).
e +e’”
2
cosh(z) = cosh(x) cos(y) + i sinh(x) sin(y).

1.b. De la méme maniere et puisque cosh(z) = on démontre que

2. D’apres la question précédente, cosh(2 + ) = cosh(2) cos(1) + i sinh(2) sin(1) ~ 2.0326 4 43.0515. De
méme, puisque sinh(iz) = isin(z) alors

sinh(4—3i) = sinh(—i(3+44)) = —sin(3+4¢) = —sin(3) cosh(4)—i cos(3) sinh(4) ~ —27.0142—3.8532i.
3.a. On a sin(z) = 100 est équivalent & sin(z) cosh(y) + 4 cos(x) sinh(y) = 100 donc

{cos(x) sinh(y) =0
1

sin(x) cosh(y) = 100

cos(xz) =0 ou sinh(y) =0 r=% modmouy=0
sin(x) cosh(y) = 100 sin(x) cosh(y) = 100

Ce qui est équivalent a

x =75 +knr y=0
ou
—1)* cosh(y) = 100 sin(z) = 100

Or le deuxieéme systeme ne peut pas étre vérifié (car —1 < sin(z) < 1 pour tout x € R). Et puisque
cosh(y) > 1 sur R alors

sin(z +iy) = 100 <= z = g mod 27 et y = arccosh(100) = In (100 + 3\/1111) .
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3.b. On a cos(z) = 2¢ implique z = arccos(2i) = —iln (22’ + 1\/5) = Filn (\/gi 2) + 5 +2km, k€ Z
C’est & dire

z:g+2k7r—iln<\/5+2) ou z:—g+2kﬂ'—|—iln(\/5—2>.

Réciproquement, les solutions vérifient bien 1’équation.

3.c. On a e* =4 — 3i implique z = In(4 — 3i) = In |4 — 3i| — i arctan (3) 4 2ikm avec k € Z. Donc

z = In(5) — iarctan <i> + 2ikm (keZ).
e ln(-1) =In (e<2k+1>m) — 2k +1)ir e In(—¢) =In (e@k“ﬁ’f“) — 1+ (2k + 1)im.

o In(4 + 3i) = In(5) + 7 arctan (i) + 2kiT o In (%) = 3i+ 2ikm = (2km + 3)i.

Avec k € Z.

4.b. Montrons que pour tout x > 1
Arccosh(z) = In (33 + Va2 - 1) ,

ou Arccosh désigne la fonction réciproque de la fonction cosh. Il est connu que cosh est inversible
de R a valeurs dans [1,+00). Soient alors = € [1,+00) et y € Ry donc

Arccosh(r) =y <= cosh(y) =z <= €¥ + e ¥ =22 <= ?Y — 2xe¥ + 1 = 0.
L’équation Y2 — 22Y + 1 = 0 admette comme solutions, pour tout = > 1,
Y=zx+vV2z2-1 ou Y=z-—vz2-1

et comme Y > 1 pour tout x > 1 alors la solution possible est Y = z + v/x2 — 1, c’est & dire
Arccosh(z) = In (m +Va? - 1) .

; e +e—w
Soient z,w € C tels que Arccosh(z) = w alors z = cosh(w) = —————. Donc

2
wzln(z:l:\/zQ—l).
Et puisque la restriction de Arccosh sur R est Arccosh(z) = In (x + Va2 — 1) alors

Arccosh(z) =1n (z + V22— 1) .

Exercice I11.

On a

2 2
x2+y2:4<:><g> +(y> =1

Donc I’équation paramétrique est donnée par

x = 2cos(t) et y = 2sin(t) t € 0,2n].
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Exercice 1V.

a) Soit t € (—1,2) et posons z(t) = 4 — 2t et y(t) = —3 + 5t. Donc on remplace t = 2= dans y et on
2
trouve

)
y=-3 +7
qui est ’équation paramétrique d’un segment ouvert [AB] d’extrémités A (x(—1),y(—1)) et B ((2),y(2)).

(b) Soit 0 <t < 3% et posons z(t) = 2cos(t) et y(t) = 5sin(t) donc on a

2 2
OO
2 5
qui est une équation paramétrique d’une ellipse et comme 0 < t <
est une partie de ellipse.

3T

= alors la courbe demandée

Exercice V.

L’équation paramétrique de la courbe d’équation (%)2 + 1% =1 est donnée par

{x = 2cos(t)

y = sin(t)
donc le vecteur directeur de la tangente (T") au point (z(to),y(to)) (& linstant ty) est défini par
i(to) = (2'(to),y (to)) = (—2sin(tp),cos(to)) -

En particulier, le point P (\/5, @) est correspond a l'instant tg = 7. En effet,

z(to) = V2 & cos(ty) = g
et
y(to) = — < sin(ty) = g
Donc
M (5(8), (1)) € (T) <= PM = tii(to) <= {;g; - g; gf

Exercice VI.

On rappelle qu'un champ de vecteurs F' = (M, N) tel que M, N : R? — R sont de classe O, dérive d’un
potentiel f: R? — R si

oM  ON
oy Oz’
On a alors Vf = F ce qui est équivalent a
of of
— =M t — =N
ox ¢ oy

l.a. Soit F(z,y) = (2* — ysin(z), y* — cos(z)) = (M, N) alors M et N sont de classe C' sur R? mais

oM . , ON
o sin(x) # sin(x) = e

alors F' ne dérive pas d’un potentiel.
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Alors M et N sont bien de

1.b. Soit F' = (M, N) avec M(z,y) = 2x arctan(y) et N(x,y) = 1_T_ 5
Y

classe C! sur R? et on a
oM 2z ON

Dy 1+y? Ox’

donc F' dérive d’un potentiel f. Et on a d’une part

% = M(z,y) = 2zarctan(y) = f(z,y) = 2% arctan(y) + h(y)

ol h est une fonction numérique de classe C*, donc

of x2
- = W (y).
oy 1442 +H )
Et d’une autre part
of x2
— =N = —7.
dy (@,y) = >

On déduit que h'(y) = 0 donc h est constante et par conséquent

f(z,y) = 2 arctan(y) + cte.

2.a. On pose M(x,y) = yx? et N(x,y) = x +y. Notez que le champ F(M, N) ne dérive pas d'un
potentiel (a vérifier). Alors soit la paramétrisation de la courbe C

t)y=t

z(®) , teo,1]

y(t) = —t
donc

M(z,y) = —t°, N(z,y) =t —t3, de =dt, et dy= —3tdt
et
1 1 5
/ (M (x,y)dz + N(z,y)dy) = / (—t° = 3t*(t — %)) dt = / (2t° — 3t%) dt = 13
C 0 0

2.b. On pose M(x,y) = 3zy et N(x,y) = 42® — 3y. On considere, apres la vérification que le champ
F = (M, N) ne dérive pas d’un potentiel, les paramétrisations suivantes

A=t BECEY
Fl'{y(t)=3+2t relnal e F2'{y(t):t2 te3,5].

Donc

3 5
/ (M(z,y)dz 4+ N(z,y)dy) = / (14t% — 3t — 18)dt +/ 5t2dt = 738.5
I ul's 0 3

Exercice VII.

On rappelle qu'un champ de vecteurs F' = (M, N, R) tel que M, N et R sont de classe C' dérive d’un

potentiel f si
oM  ON oM  OR ON OR

== ST et =
Oy Oz’ 0z or < o2 Oy
et ona Vf=F, cest a dire

of _ of _ of _
ax_M’ ay_N’ ot 82_R
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a) Soit F' = (M, N, R) avec M (x,y,z) = 6zy> + 222, N(z,y, 2) = 92%y* et R(x,y,2) = 4rz + 1. Donc
les fonctions M, N et R sont de classe C! (des polynémes) et on a
oM _oN oM _OR _, . ON_0R_
oy Oz 0z o0x 0z Oy
donc F' dérive d’un potentiel f. On a

?(w‘, y,2) = M(z,y,2) = 6zy® + 22°
X

donc
fz,y, 2) = 32%y° + 22%2 + h(y, 2)

ol h est une fonction de classe C' sur R2. Or

0 oh
aijc(x,% 2) = N(z,y,2) <= 92%y* + 87/(% z) = 9z°y?
alors o
ce qui implique
hy,z) = g(z)
oll ¢ est une fonction numérique de classe C! sur R. Puisque
af '
6—(x,y,z) = R(z,y,2) <= 4zx+ ¢ (2) =4az+ 1
z
alors
g'(z) =1
ce qui implique
g(z) = z + cte.

Par conséquent
f(x,y,2) = 32°y* + 22°x + 2 + cte.

b) Puisque F dérive d’un potentiel f et C' est une courbe lisse reliant les points (0,0,0) et (1,1, 1) alors
/ (M(x,y,z)dx + N(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz) = f(1,1,1) — f(0,0,0) = 6.
c

c) Soient les points 0(0,0,0), A(1,0,0), B(1,1,0) et D(1,1,1) donc

/ /OA U[ABJU[BD] /OA] /AB] /BD

Or les paramétrisations des segments sont données par

r=t r=1 r=1
[OA] : sy =0 [AB]: <y =t [BD]: < y=1 t€0,1)
z=0 z = z=1t

Donc
/ (M(z,y, 2)dx + N(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz) = 0
[0A]

1
/ (M(z,y,z)dz + N(z,y,2)dy + R(z,y, z)dz) = / 9t%dt = 3
[AB] 0



et
1
/ (M(z,y,z)dz + N(z,y,z)dy + R(z,y, z)dz) = / (4t+1)=3.
[BD] 0

Par conséquent

/ (M(z,y,z)dz + N(z,y,2)dy + R(z,y,z)dz) =3+ 3 =6.
c

24
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Exercice 1.
Soit z = x + 4y un nombre complexe, on a
|z =243 =d<=|z+iy—2+3i| =4 <= |z —2)+i(y+3)> =42 <= (z — 2)> + (y + 3)* = 16.

qui est 1’équation du cercle C((Q, -3); 4). Donc

T—2\2  ry+3\2 (zf) = cos(t)
(7)) e {a Do e
D’ou
C: :c(t):2+4cos.t t € 0,27
y(t) = —3 +4sint

Exercice II.
a) Soit z(t) = x(t) + iy(t) pour tout ¢ € [0, 2] alors

x(t) = 1+ cos(nt)

y() =1 —sin(zt) = ' © 0,2 <= (2 —1)2+(y—1)2 = 1,

z(t) = 14+i+cos(mt) —isin(nt) <= {

qui représente 1’équation du cercle C ((1,2);1).

b) On pose z(t) = z(t) + iy(t), pour tout ¢ € [—1, 1], alors

=y =2x—1)

t)=1+2t =
z(t)1+2t+8it2<:>{x() N <:>{

2
y(t) = 8t? y = 8t?

qui représente I’équation de parabole limitée par les points A(—1,8) et B(3,8).

Exercice I11.

a) Soit z(t) = x(t) + iy(t) donc z(t) = z(t) — iy(t) et dz(t) = 2/(t)dt = (' (t) + iy’ (t))dt. On considere
une paramétrisation de la courbe C' donnée par

{m(t) ft te[-1,1).
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Alors L

1
2
/ Zdz = / (t —it?) (1 + 2it)dt = / (28% + it* 4+ t)dt = 1.
c -1 -1 3
Remarque. Notez que la fonction f(z) = z n’est pas holomorphe (voir le cours).
b) Soit z(t) = x(t) + iy(t) alors Im(z?) = 2z(t)y(t) et dz = 2/dt = (2' + iy')dt. la courbe C est le
triangle de sommets O(0,0), A(1,0) et B(0,1); alors

/Im(zz)dz:/ Im(z2)dz+/ Im(zQ)dz—&—/ Im(2%)dz
c [0A] [AB] [BO]

Par conséquent,

Exercice 1V.

a) La fonction f(z) = Re(2z) n’est pas holomorphe. Donc

]{Cf(z)dz—/llf(x)der/wa(e“) ie'dt

Or ) )
/ f(ac)dx:/ 2xdr =0
-1 -1
et
/ f(e")ietdt =i / (2cos®(t) + isin(2t)) dt = i / (cos(2t) + 1 + isin(2t)) dt = im.
0 0 0
Donc

fc F(2)dz = ir.

72—6
b) La fonction f(z) = 2272 a deux poles simples 0 et 2 situés dans le contour fermé C'; donc d’apres
22— 22

le théoreéme des résidus on a

ﬁf(z)dz = 27i (Res(f,0) + Res(f,2))

Or

z—2

Res(f,0) zilg(ljzf(z) =3 et Res(f,0) = lim(z — 2)f(2) = 4.

Donc

7{ f(z)dz = 14in.
C
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Exercice V.

a) Soit f(z) = $(1 4 22)cos(z) et C le cercle unité alors f est holomorphe sur et & l'intérieur de C.
Donc, puisque zg = % est a l'intérieur de C' alors d’apres le théoreme de Cauchy

P (;) _ % fi (Zfiz)%)dz;

Ui (1) Zire (1) -insn (1)

b) Il est clair que la couronne a l'intérieur de C' =Ty UT'5 n’est pas simplement connexe! ou aussi, la
courbe C n’est pas lisse par morceaux. Alors on ajoute un segment [AB] (voir la figure) pour que
la courbe soit lisse par morceaux (et d’intérieur simplement connexe).

c’est & dire

On a alors,

f TR B B S
[AB]U; U[BA]JUT, CU[ABJU[BA] ¢ JaB JBA c

Or puisque C' = [AB]UT; U[BA] UT5y est un contour lisse par morceaux et entouré un domaine
2z

est holomorphe dans C’ alors d’apres le

simplement connexe et puisque la fonction f(z) =

théoreme de Cauchy on a

FE) g (AR
%/(z_Qi)Qd = 2imf/(2i) = ——.

2z -\ 41
j{ e o (4+i)e -
o 2(z —2i)? 2

Exercice VI.

1.a. Puisque |if <let |—%| < 1 alors

i(i)n et i(;)” convergent

n=0 n=0
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et par conséquent, la série
2( - 3 —= =2 . 3 —=
S0 R ()56 =5 ()

CORDICINE

n=0

est convergente. En plus

diverge.

“+o0
1.b. Puisque ngr}rloo e 1 #£ 0 alors, la série 7;) Z 3

n 1 o 1 S
2.a. Soit u, = ———— pour n € N*. Puisque u,, ~ — et que Z — diverge alos la série Z Uy, est
n

n2 +2 n—+oo N
n=1 n=1
divergente.
) arctan(zx) . . L. e
2.b. Soit f(z) = ol alors puisque f est positive et décroissante alors la série Z f(n) et
x
oo n=1
lintégrale / f(x)dx ont la méme nature. Et puisque
1
oo 1 e 3?
/ f(z)dx = | = arctan®(x) = converge
. 2 ) 32
lors 1a. séri i arctan(n) " ;
alors la série ————— est convergente.
n?+1 &
n=1
.ol .  Ungl e 7! .
2.c. Soit v,——= pour n € N*. Puisque lim = +o00 > 1 alors la série Z —— est divergente.
1100 nStoo Up ‘ 1,100
n=
(_1)77. * . . Ap+1 s > n
3. On pose a, pour n € N*, alors puisque lim =1 alors la série Z an(x+ 3)" converge
n n—oo | Gy =
si |z + 3| <1, c’est a dire, si z €] — 4, —2].
Pour x = -2 on a Z an(z+3)" = Z ——— qui est une série alternée donc est convergente.
n
n=1 n=1
oo o0 1
Pour x = —4 on a "= — qui éri i i .
Z an(z + 3) Z - qui est la série harmonique donc divergente
n=1 n=1
oo
On conclut que la série Z an(x + 3)" converge si z € |—4,2].
n=1
Exercice VII.
10 — 155\ "
l.a. On pose u, = (l) alors puisque
n!
. Up 41 . . n[n . . 1
lim =10 — 15¢| lim |—————| =10 —15¢] lim —F———— =0< 1.

— (10 —15i\"
Donc la série Z (|Z> est convergente.
n!

n=0
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1.b. On a pour tout n > 1

" 1 1
0 < p) T = ~ 72
ns — 21 nt+4 n
o0 o0 -n
Et puisque la série E — est convergente alors la série E 5 - est convergente.
n n? —
n=1 n=1
i\" v 1 =
1.c. On pose v, = n? (=) pour n € N. Puisque lim nHL = Z <1 alors la série E vy, est
3 n—oo | Uy, 3 =
convergente.
1 a =
2.a. Soit a, = —; pour tout n € N* alors puisque lim "1 — 1 alors la série E an(z+4)"
n n—oo | Qp

n=1
converge si |z +i| < 1; c’est & dire, si z est dans le disque ouvert du centre (0, —1) et de rayon
1. Mais, si z +4 = € pour t € R alors

e > eint
> an(z+)" =}
Qg =
n2
n=1 n=1

wnt

oo
> c
2
n
n=1

o0
1
< — ui est convergente.
< nz_:l — g

oo .
. - z+)"
est convergente pour tout ¢ € R. Et par conséquent la série g (7)

0o
eznt
alors E
n2
n=1 n=1

converg; si |z +1i] < 1; c’est a dire, si z appartient au disque fermé de centre (0,—1) et de
rayon 1.

n2

n

-1
2.b. Soit b, = ;Tnm alors on a

i 22112 I 1
= e e T A am ez

bn+1

n—oo

n

oo
-1
Alors la série Z szn est convergente pour tout z € C.
=0

22np|2
2.c. On a
= g4 = (4(z—5)\"
> - = (D)
— (1414) —\ 1+
qui converge si
4(z —5) 1
142

c’est a dire, si |z — 5| < T
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Exercice 1.

oo

1 1
a) Si|z—1] <1 alors ;:m:nz::o(—l)”(z—l)". Et si |z — 1| > 1 alors
1 1 1 1 -
g — — —1)" _1—n—1.
z 1-(1-2) z-11-2 77,220( S

> 2n
b) On sait que pour tout w € C on a cosh(w) = Z v Donc,

= (2n)!

23 cosh 1 :z?’i ! =z3+fz2+—z+i#_”
z — (2n)lz" 2 24 (2n +6)!
Exercice 1I.
) On sait tout z € C (2) i(l)nzznd
a) On sait que pour tout z on a cos(z) = onc
qanep 2 (2n))!
cos(z) 1 1 N 1 N i (—1)nz2n=6
26 26 224 2422 — (@)
Alors le seul point singulier est 0 qui est un poéle d’ordre 6 et son résidu égale a 0.
1
b) Les points singuliers de la fonction z — &) sont 2 = § + km avec k € Z. Notez que les z sont
cos(z
1
des poles simples de résidus égaux & — = (—=1)".
sin(zy)
Exercice 111.
a) On a
sin(mz = (—1)na2ntt T T = (=1)gp2ntt ‘
f(Z): (4 ):Z( ) 22n73:7377+2( ) 2n—3
z — (2n+1)! 24 6z = (2n+1)!

Donc f a un seul pole d’ordre 3 en z = 0 de résidu égal a 7%3. Alors

f(z)dz = ——i.

ry
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1—4z+ 622

—— 1~ admette deux poles :l:% situés a l'intérieur de la courbe fermé
Z+h@e-9

b) La fonction g(z) =
I's. Donc

Res (g, ;) = li_r>ni (z - ;) g(z) = —1 = Res (g, —;) = Erill (z + ;) g(2).

]{ g(z)dz = —dim.
I

Exercice TV.

1) Puisque la fonction est 27-périodique et paire alors sa série de Fourier est donnée par

f(z)=ao+ Z ap, cos(nx)

n=0

pour tout x €] — 7, [, avec

ag = L f(z)dz = l/Tr(w —z)dr = g
0

2 J_ T
b 1" 2 [™ 21— (—1)"
a 7r/_7r f(z) cos(nx)dx 7r/0 (m — x) cos(nx)dx 3
Donc
0w T
a2k = a2k4+1 = . (2k n 1)2-

Par conséquent,
f() T 16 = cos((2k + 1))
)= =+ — s
2 2
2w (2k+1)
2) En appliquant P'égalité de Parseval (notez que f est continue par morceaux) on trouve

g T

Z 8 1
2
— 2)2dr =
(7 —x)%dx 1 +7T2 ,;:0 CIEE

=
S—

d’ou



