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Préambule

Le module ANALYSE 3 est une introduction aux notions d’analyse complexe, Séries
numériques complexes, Séries trigonométriques, Transformée de Fourier, Transformée
de Laplace. Ainsi que leurs applications comme par exemple : Résolution des équations
différentielles et équations aux dérivées partielles.

Ce cours sera complété par des démonstrations, des exemples, et des explications
qui seront développés pendant la séance du cours.
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Introduction et rappels

1.1 Nombres Réels

L’ensemble de tous les nombres réels est noté R. On définit alors deux opérations
internes sur R :
L’addition : “+” et la multiplication :
L’ensemble (R, +,-) est stable pour les deux opérations :

W

Ve,yeRiz+yeR, z-yelR

- 0 est I’élément neutre pour l'addition : Vx e R,z +0 =0+ z = x,

- 1 est I’élément neutre pour la multiplication : Ve e R,1-z=2-1=x.

- Tous les éléments de R admettent un inverse pour les deux opérations sauf 0 pour la
multiplication :

Vz € R, il existe un inverse pour l'addition noté —z tel que x + (—z) = 0.

Vz € R\{0}, il existe un inverse pour la multiplication noté z=! tel que z -z~ = 1.
Les deux opérations vérifient d’autres propriétés comme : 'associativité, la distributi-
vité, la commutativité.

Puisqu’il existe une bijection entre R et la droite réelle, on peut identifier les nombres
a la droite réelle :

"II""I-"

FIGURE 1.1 — Représentation des nombres réels

L’ensemble (R, +,-) est un corps commutatif, ce qui permet de résoudre plusieurs
équations dans R. Par exemple :

b

a) L’équation linéaire ax + b = 0, a # 0, admet une solution unique r = ——
a



uﬁ

FIGURE 1.2 — Représentation de solution de ax +b =0

b) L’équation quadratique az? + bx + ¢ = 0, a # 0, la résolution de I’équation du
second degré dépend de la valeur de son discriminant A = b — 4ac :
e Si A >0, I’équation admet deux solutions distinctes dans R :

_ —b—VA . b+ VA

T =— e To
2a 2a

y

FI1GURE 1.3 — Deux solutions x; et xs pour I'équation

b
e Si A =0, I’équation admet une solution double zy = ~%g dans R :
a



|

FIGURE 1.4 — Solution unique xy pour 1’équation

e Si A <0, I’équation n’admet pas de solution dans R :

v

FIGURE 1.5 — Aucune solution pour I’équation

Meéme si R contient tous les nombres réels, plusieurs équations n’admettent pas
de solutions réelles dans R. Comme par exemple : 22+ 1 =0, 32?2 — 52 +30 =0
n’admettent pas de solutions réelles. Pour étudier, comprendre et analyser plusieurs
phénomenes réels comme (Pendule, trajectoires périodiques, circuits électriques), on a
besoin de déterminer les racines.

1.2 Nombres complexes

1.2.1 Définition

On définit alors I'ensemble des nombres complexes noté C qui prolonge R et qui
permet de résoudre ce genre d’équations. Puisque R remplit toute la droite réelle, on
identifie '’ensemble C au plan R?. Par conséquent, un nombre complexe z est représenté
par un couple de nombre réels (z,y).

e 1 est appelée la partie réelle de z notée Re(z),
e y est appelée la partie imaginaire de z notée Im(z) :

Re(z) = Re(z1)

A { Im(z) = Im(z)

3



On définit I'addition de deux nombres complexes z = (z,y) et 2 = (21,y1) par :
z+z = (z,y) + (21,51) = (@ + 21,y + y1)
La multiplication est définie par :

21 = (ZL‘,y) (x17y1> = (l’l’l — Yy, THh +I1y)

L’ensemble C muni de l'addition et de la multiplication vérifie les mémes propriétés
que R muni de l'addition et de la multiplication. L’ensemble C est aussi un corps
commutatif.

1.2.2 Remarques

1. (2,0) + (21,0) = (x + x1,0).

2. (2,0)(z1,0) = (zx1,0).
On identifie alors R au sous-ensemble de C déterminé par {(z,0),z € R} qui est
stable, et on retrouve la droite réelle munie des deux opérations usuelles.

3. Le nombre (0,1) noté i est appelé unité imaginaire car il engendre la droite
réelle perpendiculaire a la droite réelle R. De plus : (0,1)(0,1) = (—1,0). En
identifiant (—1,0) au nombre —1, on obtient > = —1. Le nombre complexe
i est alors une solution dans C de I'équation 2> +1 = 0. Si z € C on a :
z=(x,y) = (2,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0,1) =  + 4y. On a alors :

C={z=z+iy/ z€R, yeR}
4. L’élément neutre (0,0) de 'addition est noté par 0.

5. L’élément (1,0) neutre de la multiplication est noté par 1.
On obtient les identités suivantes :
— z+zn =(x+iy) + (v1+ i) = (@+21) +i(y + ).
— z—a=(r+iy) — (1 +iy) = (@ —21) +i(y — v1)-
zz1 = (v +ay)(ey +iy) = (xay +Pyy) + (ivy + izy)
= (zx1 — yy1) +i(T1y + 291);

{ Re(zz1) = (w21 — yy1)

donc on déduit

Im(zz) = (z1y + zy).

— Si 21 7& 0,
s (atiy) _ (rin i)
21 (w1 +1y1) ri 4 yi
(T +yy) | (y — )
= 2 2 L) 2 -
1+ Y1 1+ Y1

1.2.3 Définition

On définit le nombre complexe conjugué de z = x + iy par zZ =z — iy.
On obtient 2z = (z + iy)(z — iy) = x* + y*, un nombre réel positif, qui représente la
distance euclidienne au carré entre les points d’affixes 0 et z.
On a aussi les relations suivantes :



zZ+Z

— Re(z) = la partie réelle de z.

— Im(z) = S

la partie imaginaire de z.
i

1 z z
— Pourtout z =2 +iy #0; ona - = -——- = —.
z  x°+y ZZ

1.2.4 Propriété algébrique de C

Les polynomes irréductibles dans R sont les polynémes de degré un et les polynomes
de degré deux sans racine réelle. Par conséquent, certaines équations quadratiques

ar? +br+c=0, abccR, a0;

n’admettent pas de solutions dans R.
Tout polynéme P non nul de degré n > 1 s’écrit sous la forme :

P(z) = alx —r)*(z —re)®2 -+ (x —1s)* ﬁ ((ax? + bz + ¢;)P
i=1

ou r; sont les racines réelles de multiplicité «; du polynéme P(z).

Dans C I’équation quadratique az? +bx +c=0, a,b,c € R, a # 0; admet toujours
deux racines ou une racine double dans C.

Vérifier I'affirmation et déterminer les racines en fonction de a,b et c.

L’ensemble C est un corps commutatif est algébriquement clos :

Tout polyndéme non constant dans C possede au moins une racine dans C. Soit P un
polyndéme non constant dans C, alors le polynéme P admet une décomposition unique
de la forme :

P(z)=a(z —a))*(z —ay)*? - (z — a,)*"

avec a; sont les racines complexes de multiplicité «; du polynome P.

1.2.5 Plan complexe

L’ensemble R des nombres réels est représenté géométriquement par la droite réelle.
L’ensemble C des nombres complexes est représenté géométriquement par le plan R2.
A chaque z = x + iy, on associe le point (z,y).

Exemple : z = 2 4 44 est représenté par 'extrémité du segment ci-dessous.

Ay

ot

Lo =

]
L

FIGURE 1.6 — Représentation du nombre complexe z = 2 4 44



1.3 Forme polaire des nombres complexes

1.3.1 Définition

Soit z = x + 4y, en utilisant les coordonnées polaires (r,0) définies par :

x = rcos(f); y = rsin(0),

on obtient z = r(cos(f) + isin(f)). Cette unique écriture pour un certain nombre
complexe z est appelée la forme polaire du nombre complexe z. Avec

r=1/x?+y? et 6= arctan (i) mod 27;

on prend les valeurs de 6 entre —m et 7 (—7 < 0 < 7); cette valeur de 6 est appelée
argument principal de z et est noté arg(z).
Si z = x + iy # 0 alors argument arg(z) est déterminé selon les cas suivants :
Cas1: Siz >0 alors arg(z) = arctan (%),
Cas 2: Siz =0 alors

g sioy>0
arg(z) = T
—— si y<0
2
Cas 3: Sixz <0 alors
Y .
arctan | =) +7 si y>0
are(2) = ]
arctan (=) —7m si y <O0.
x

1.3.2 Exemples

Cas 1. Si z = 2+ i2+/3 alors I'argument arg(z) = Arctan(y/3) = g
Cas 3. Si z = —4 + 4i alors arg(z) = 7+ Arctan(—1) =7 — g = BZ
-2
Cas 3. Si z = —6 — iv/2 alors arg(z) = Arctan(_g) —T= % —T= _E)gr.

1.4 Puissances et racines des nombres complexes
1.4.1 Formule de Moivre
Soient z = r(cos(f) + isin(f)) et z; = ri(cos(#y) + isin(fy)) alors
zz1 = rry(cos(d + 61) +isin(d + 6,)).

D’ot on déduit que arg(zz;) = arg(z) + arg(z;) mod 2 7. Ainsi on obtient la forme
plaire de la n®™¢ puissance d’un nombre complexe z, z" = r"(cos(nf) +isin(nf)). Par
conséquent, la formule de Moivre est donnée par :

(cos(8) + isin(F))" = cos(nb) + isin(nd).



On définit la racine n®€ de z par :

N W(cos(6+ 2]{;#) +isin(0+ 2km

En particulier, si z =1 alors # = 0 et » = 1. Donc

)), k=0,1,2,-- ,n—1.
n

2k 2k
C/Izcos(ﬂ> +z’sin<ﬂ>, k=0,1,2,--- ,n—1.

n n

Exemple 1.4.1. Déterminer et représenter dans R? les racines 8¢ (/1) de 1.
Les racines sont déterminées par :

2 2
zwcos(?r) —i—z’sin(?), k=012 T

Donc
2 2 2 2
o=t :§+§ e
V2 V2 V2 V2
=1, z5=—"-—1——, 26=—1, 27= —1
2 2 2 2

s

FIGURE 1.7 — Les racines 8™¢(v/1) de 1

1.4.2 Module d’un nombre complexe

Soit z = x 4 iy € C, alors le module de z, noté |z|, est défini par :

|z| = V2Z = /22 + 2.

Géométriquement, le module de z est la distance entre le point correspondant a z
(que I'on appelle souvent le point d’affixe z) et l'origine 0 dans le plan complexe.

7



Propriétés 1.4.2.

L. |z2|=0& 2=0.

2. |z129| = |z1| | 22|

3. |z1122] < |z1| + |22| (Inégalité triangulaire).
4. 1z = |7|.

1.5 Propriétés topologiques
On définit alors la distance entre deux nombres complexes z1, zo par :
d(z1,22) = |21 — 2a].
Le disque ouvert de centre zg = xg + 1Yo et de rayon a > 0 est défini par :

D(zp,a) ={z€C / |z—2]|<a}.

Siz=ua+1iy € D(z0,a) alors |z — z| = \/(x —20)2+(y—w)? <a
Par conséquent  (z — z0)? 4+ (y — y0)* < a® qui représente l'intérieur délimité par le
cercle de centre (xg, o) et de rayon a.

Le disque fermé de centre z; et de rayon a est défini par :

D(zp,a) ={2€C | |z—2]| <a}

La frontiere du disque fermé de centre zy et de rayon a est le cercle :
{zeC / |z—2]|=a}.
Définition 1.5.1.

1) Soient V C C et zy € V, 'ensemble V est un voisinage de z si V' contient un
disque ouvert centré en z.

2) L’ensemble V' # & est un ouvert si et seulement si V' est voisinage de chacun
de ses points.



3) L’intersection finie de voisinages d’un point est un voisinage de ce point.

4) Le disque ouvert D(zp,a) est un voisinage de z; est appelé a-voisinage de z;.

Exemple 1.5.2.

L’ensemble V' est un voisinage de zy. Le point 2 se situe a l'intérieur de V.
L’ensemble V' n’est pas un voisinage de z;. Le point 2; se situe sur la frontiere de V.



Analyse Complexe

2.1 Fonction complexe

2.1.1 Définitions

Soit V' C C, on appelle fonction d'une variable complexe toute application f définie
sur V' a valeurs dans C. On note, pour z € V, w = f(z) € C. Si on pose z = x + iy, on
obtient

flz+iy) = ulz,y) +iv(z,y),

u et v sont deux fonctions numériques de deux variables réelles, u, v : R? — R. La fonc-
tion u est appelée la partie réelle de f et la fonction v est appelée la partie imaginaire

de f.

Exemple 2.1.1. Soit f(z) = 2® + 4z + 3, en posant z = x + 1y, on a :

flx+iy) = 2 —y* + 4o + 3+ i(2zy + 4y).

u(x,y) = 2% — y* + 4z + 3 est la partie réelle de f(2) et v(x,y) = 2zy + 4y est la partie
imaginaire de f(z).

2.1.2 Limites d’une fonction complexe

Définition 2.1.2. On dit que la fonction f(z) tend vers [ quand z — zj si et seulement
sl
Ve>035>0tel que, 0<|z—2|<0=|f(z) =1 <e.

On note Zhﬁnzlo f(z) =1

[lustrations (avec des exemples) seront présentées pendant la séance du cours.

Propriétés 2.1.3.

1. Si ILm f(2) =l existe alors la limite suivant tous les chemins existe et égale a .
Z2—20
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2. Si, suivant deux chemins différents, les limites sont différentes alors lim f (2)
2—20

n’existe pas. Par exemple, La limite hr% — n’existe pas; en effet, si z = x + 1y,
z—0 Z
alors suivant le chemin y = 0, on a z = = et donc

. 2 . T . T
lim — = lim — = lim — =1,
z2—0 2z z—0 z—0

suivant le chemin = = 0,on a z = iy, et donc

z iy =iy
lim — = lim = = lim —=
z—0 2z iy—0 zy iy—0 zy

=—1.

D’apres (2.) la limite n’existe pas.
3. Si f(z) = u(z,y) + w(z,y) et lim f(z) =a+ibalors lim Re(z)=a et
z—20

(z,y)—(z0,y0)
lim  Im(z)=b.
(,y)=(x0,90)

4. Soient f et g deux fonctions complexes telles que lim f(z) =1 et lim g(z) =1,
Z—20 Z—20

existent, alors :
a) lim (f( Y+ g(2) =1+1.
b hm( f(z)—g(2)=1-1.

) Z—20
c) Zlggl f(2)g(z) =l
) O

)

l
lim e = —, avecl; #0.

d
I’

[lustrations (avec des exemples) seront présentées pendant la séance du cours.

2.1.3 Continuité d’une fonction complexe

Définition 2.1.4. Soit V' un voisinage de 2y, on dit que la fonction f est continue en
Zy Si:

f(20) existe
Zhﬁrglo f(2) existe
lim f(z) = f(20),

c’est a dire,
Ve>0, 30 >0telque 0<|z—2|<d=|f(2) — f(20)| <e.

Proposition 2.1.5. Soit f(2) = u(z,y) + iv(x,y) alors la fonction f est continue
en zy = T + iyo si et seulement si les fonctions u(z,y) et v(x,y) sont continues en
(0, Yo)-

On dit que la fonction f est continue sur un ouwvert V si la fonction f est continue en
tout point z € V.

11



Exemple 2.1.6.

a) La fonction f(z) = 2* = 23 — 3zy* + i(32? — ) est continue sur C.
b) Les fonctions polynomiales, f(z) = a,2™ + - - - + ag, sont continues sur C.

Théoreme 2.1.7. Si les fonctions f et g sont continues au point zg alors les fonctions
f+g, f—g,, fg sont aussi continues au point zy. De plus, Si g(zo) # 0 alors la fonction

= est continue au point zy.
9

Théoréme 2.1.8. Si la fonctions f est continue au point zy et g est continue au point
vo = f(z0) alors la fonction composée w(z) = g(f(z) est continue au point zy.

2.1.4 Dérivée d’une fonction complexe

Définition 2.1.9. Soit V' un voisinage de zy et f une fonction continue sur V', on dit
que la fonction f est dérivable en zq si

lim f(z) = f(20)

Z—20 Z— 2

existe.

On note cette limite f’(zg). En utilisant le changement de variable Az = z — 2z, on
obtient aussi

Fz) = lim f(z0+ Az) — f(Zo)'

Az 0 Az

Exemples 2.1.10.

1) La fonction f(z) = 22 est dérivable en tout point z de C, puisque :

_ 2 2
lim flz+Az) — f(2) _ im (z4+ Az)* — 2z
Az—50 Az Az—0 Az
224 22N 4+ A2 — 22
= lim
Az 0 Az
o 22Az2 4+ AZ?
= lim —— = 2z.
Az—0 AZ

Donc f'(z) = (2%)' = 2z.
2) La fonction f(z) = Z n’est pas dérivable en tout point z de C, puisque :
y (z+Az)—Z . Z+Az—7 I Az

im —
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az
n’existe pas (voir exemple précédent).

Proposition 2.1.11. Soient f et g deuz fonctions dérivables en un point z alors
— (f+9)(2) = '(2) + 4'(2).
— (f9)(2) = f(2)g(2) + f(2)g'(2).
_ (f) (o) = £G)9C) — ()9 (2)
g

= 20 , avec g(z) # 0.

12



2.2 Fonctions Holomorphes

Définition 2.2.1. On dit qu'une fonction f est holomorphe sur un ouvert V si elle est
dérivable en tout point de V.
On dit que f est holomorphe en z; si elle est dérivable sur un voisinage de 2.

2.3 Conditions de Cauchy-Riemann

Théoréme 2.3.1. Soit f(z) = u(x,y)+iv(z,y) une fonction continue sur un voisinage
ou ou

V' de zo = (0, yo) et dérivable en zy. Alors, les dérivées partielles a—(xo, Yo), a—(xo, Yo),
T
0
a—v(xo,yo), et a—v(xo,yo) existent et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann sui-
T Y
vantes
du(zo, yo) :C%(xo,yo)
ox dy
du(zo, Yo) _ _ 9v(xo, yo)
oy or

On peut déterminer la dérivée f'(zg) par 'expression :

Ju(zo, .0v (o,
F(z0) = U(gt; y0)+z U(g(; Yo)

ou

/ _ 9v(wo, o) _.au(ifo,yo)
fle) = Ay Ty

Démonstrations et illustrations (séance du cours).

Exemple 2.3.2. Soit la fonction f(2) =Z =2 —iy. On a

0 0
u(o, Yo) — 14 v(Z0, Yo) — 1,
ox oy
donc f(z) =z n’est pas dérivable en zy. Ce qui confirme I’exemple précédent.
En général, la réciproque du Théoreme 2.3.1 n’est pas toujours vrai; (Voir TD, série

1).

Les dérivées partielles

ou Ou Ov Ov
Ox’ Oy’ Ox’ Oy
20 = xg + iyp pour conclure que la fonction est dérivable au point zy = xg + 1yo.

doivent étre continues sur un voisinage de

2.3.1 Réciproque du théoréme (Conditions de Cauchy-Riemann)

Théoréme 2.3.3. Soit une fonction compleze f(z) = u(x,y) + w(z,y) qui admet des
ou Ou Ov Ov

%7 @, 8756’ 371/
Alors St les dérivées partielles sont continues sur un voisinage de zy = xg + 1y alors
la fonction f est holomorphe en z.

dérivées partielles et qui vérifie les conditions de Cauchy-Riemann.
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Exemple 2.3.4. La fonction f(z) = e”cos(y) + ie”sin(y) est holomorphe sur C. En
effet, f vérifie bien les conditions de Cauchy-Rimann : on a pour tout (z,y) € R?

ou . _Ov
a?(xvy) =e COS(Z/) - ay(xvy)u

et
ou v dv
@(I,y) = —¢€ Sll’l(y) - _%(‘xay)

Et puisque les fonctions (z,y) — € cos(y) et (z,y) — —e”sin(y) sont continues sur R?
alors on déduit que la fonction f est holomorphe sur C; en utilisant la réciproque.

2.4 Fonctions harmoniques

2.4.1 Définitions et résultats

Définition 2.4.1. Une fonction u(z,y) est dite de classe C? si ses dérivées partielles
2 2 2 2
u

. U U .
secondes —; — et mixtes ———(x,y), —— (=, y) sont continues.
x? Jy x0y 0yox

Définition 2.4.2. Une fonction u(z,y) de classe C? est dite Harmonique si elle vérifie
I’équation de Laplace

*u  0%u

Au= 0L 00
Y=o T o

Proposition 2.4.3. Soit f(z) = u(x,y) +iv(z,y) une fonction holomorphe. Si u(x,y)
et v(x,y) sont de classe C* alors les deux fonctions u(x,y) et v(x,y) sont harmoniques.
Si les fonctions u(z,y), v(z,y) sont de classe C* alors les dérivées partielles miztes
vérifient (Théoréme de Schwartz) :

T ) = L 0, )
Oxdy Y= OyOx Y
0%v 0%v

La fonction complexe f(z) = u(z,y) + iv(x,y) est holomorphe, alors les conditions
de Cauchy-Riemann sont vérifiées et on a

Ou(xg, yo) :81}(%, Yo)
ox dy

Ou(xg, yo) dv(xo, o)
_ ' 2.2
< . (2.2

En dérivant (2.1) par rapport a = et (2.2) par rapport a y, on obtient

82“(1’07%)_32“(%:?/0) )

or2  Ox0y
0?u(zo, yo) _ 0*v(x0, yo)
Oy? 0yox '
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Par conséquent

O®u(zo, o) B 0*u(z0,vo)

0x? 0y?

d’otr ) )
O u(xo, o) |, 0”u(xo,yo)
0x? Oy?
La fonction u(x,y) est donc harmonique. De la méme maniere on démontre que la
fonction v(x,y) est harmonique.

=0.

Définition 2.4.4. Si deux fonctions harmoniques u et v vérifient les conditions de
Cauchy-Riemann, alors u est appelée une fonction harmonique conjuguée de v et v est
appelée une fonction harmonique conjuguée de wu.

Conséquence 2.4.5. Si u et v sont deuz fonctions de classe C?, harmoniques et
conjuguées alors la fonction complexe définie par

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
est holomorphe.
Exemple 2.4.6.

Vérifier que la fonction u(z,y) = 2% — y* — y est harmonique sur C et déterminer
une fonction harmonique v conjuguée de u.

On a 3 3
ox oy
Fuley) _, Pulry)
oxz 7 oy 7
Donc

Pu(z,y) = Fulzy)
0x? 0y?
Par conséquent, la fonction u(z,y) = 2? — y? — y est une fonction harmonique sur C.

Soit v une fonction conjuguée de u, alors les conditions de Cauchy-Riemann sui-
vantes sont vérifiées,

=0.

Ov(x,y)  Ou(z,y)

dy - or 2 (1)
Ov(z,y) _ _Ou(z,y) _
e oy 2y +1. (2)

En intégrant ’équation (1) par rapport a y on obtient
v(z,y) = 2zy + h(z) (3)
En dérivant (3) par rapport a x et en remplagant dans (2), on obtient

ov(r,y)

— 4+ H(z)=2y+1
o y+h(x)=2y+

D’ou
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B (z)=1.
En intégrant par rapport a x, on a
h(z) =x+c¢; ouc e C est une constante.

Dong, les fonctions harmoniques définies par v(z,y) = 2xy + x + ¢ sont des fonctions
conjuguées de u. Puisque les fonctions u et v sont continues alors les fonctions complexes
correspondantes,

f2) = ulz,y) +iv(z,y) = (@ —y* —y) +i2zy +z+¢),  (c€C)
sont holomorphes sur C, de plus, on a

f(z) =22 +1iz+c, ¢ est une constante de C.

2.4.2 Exemple et exercices

Exemple 2.4.7. La fonction f(z) = Im(z?) n’est pas holomorphe sur aucun domaine
dans C, car f(z) = 2zy +i0 ne vérifie pas les conditions de Cauchy-Riemann.

Exercices

Ezxercice 1
Déterminer les sous-ensembles de C tels que les fonctions suivantes soient holo-
morphes.

(8) /() = e *(cos(y) — isin(y).
(b) f(2) = arg(rz).

7
(© ()=
Indications :

(a) Lafonction f(z)= e *(cos(y)—isin(y)) est holomorphe sur C car les fonc-
tions u(x,y) = e~* cos(y) et v(x,y) = —e *sin(y) et leurs dérivées partielles
sont continues et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann (a vérifier).

(b) La fonction f(z) = arg(mz) n’est pas holomorphe sur C (a vérifier).

(c¢) La fonction f(z) = ig = iz~%, la dérivée f'(2) = —8iz~Y existe pour tout
z # 0, donc f est une fonction holomorphe Vz # 0.
Ezxercice 2

Déterminer si les fonctions u(z, y) suivantes sont harmoniques, si oui déterminer
les fonctions conjuguées v(z, y) correspondantes a u(z, y) et la fonction complexe

f(2).

(a) u(z,y) =wy;

(b) wu(x,y) = cos(z) cosh(y).
Indications :

(a) La foncti (x,y) = zy est harmonique car Au = —2 —|——2u =0+0=0
nction u(x T rmonique car Au .
Une fonction v est conjuguée de u si
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ov(x,y ou(x,y
oy) _ Sulny) _ y; (1)
dy ox
dv(z,y) _ Oulz,y) _
or oy
En intégrant 1’équation (1) par rapport a y on obtient

v(z,y) = % + h(z).

En dérivant (1) par rapport a x et en remplagant dans (2), on obtient

dv(z, y)
Ox
En intégrant par rapport a z, on a
2
x
h(z) = —5 teavecce est une constante de C.

= W(zr) = —x.

2 2
x
Dong, les fonctions harmoniques v(z,y) = % — — 4+ ¢,c € C, sont des

2
fonctions conjuguées de u(x,y) = zy et de plus

2 2 2
f(z) ::z:y—l—z'(% — % +c) = —i%+cl,cl e C.
(b) La fonction u(z,y) = cos(z) cosh(y) est harmonique car

~ Q*u | Q*u
=o=+ o
La fonction v(z,y) = —sin(z)sinh(y) + ¢ est une fonction conjuguée de
u(z,y) (& vérifier).

Au = — cos(z) cosh(y) + cos(x) cosh(y) = 0.

Ezxercice 3
Déterminer a tel que la fonction u(x,y) = €3 cos(ay) soit harmonique.
Déterminer une fonction conjuguée de u(x,y).

Indications :

0 .
Si u(z,y) = €3 cos(ay) alors U _ gese cos(ay),

ox

0? 0?
a—xg = 9¢% cos(ay), 83/,?; = —a?e* cos(ay) et donc
82 82
Ay = 87:;; + 8;; = (9 — a?®)e3® cos(ay) = 0,Vz,y € R.
Donc 9—a?=0,eta=+£3.
Pour a = 3 ou a = —3, La fonction u(z,y) = €3 cos(ay) = €>* cos(3y) (car cos

est une fonction paire) est harmonique et la fonction v(z,y) = 3 sin(3y) est
une fonction conjuguée de u(z,y) (a vérifier).
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Fonctions Complexes Usuelles

3.1 Fonction exponentielle complexe

3.1.1 Définition et propriétés
Définition 3.1.1. On définit la fonction exponentielle complexe qu’on note e* par

z

e® = e"(cos(y) + isin(y)), avec z =z + iy.

Propriétés 3.1.2.

1. Si z = x réel alors e* = e” on retrouve la fonction exponentielle usuelle de R.

2. La fonction e* est holomorphe sur C, sa dérivée

(%) = ¢€”.

En effet, puisque les fonctions u(z, y) = e” cos(y) partie réelle de e* et v(x,y) =
e“sin(y)) partie imaginaire de e* sont continues sur R? leurs dérivées par-
tielles sont aussi continues et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann (voir
I’exemple pendant le cours), la fonction e* est holomorphe sur C (réciproque du
théoreme), de plus

_ Oecos(y) | .0e"sin(y)

(e*) = 5 +i = e”(cos(y) + isin(y)) = €.

et — efe2 Yy o € C.

Siz; = a1 +iyy et 29 = xo + iys, alors :

e*1e® = ™ (cos(yy) + isin(y;))e™2(cos(ya) + isin(ys))
e*e® = ™12 (cos(yp) + i sin(yr))(cos(yz) + isin(yz)).

En développant, on obtient

e*e? = "2 (cos(yy + ya) + isin(y; + ya)) = 71772,
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Comme conséquence, on a
eF = " = e%e = ¢”(cos(y) + isin(y)).

On retrouve la formule d’Euler

e = cos(y) +isin(y).

9 ol r est le module de z et 6 est 'argument de z.

Notez que, z = re'
4. On a
Siz =ux + iy alors |e*| = e” et arg(z) = y mod 27
5. La fonction e* est périodique de période 2im, car

e* T = %™ = ¢*(cos(27) + isin(2m)) = 2, Vz € C.

3.1.2 Exercice

Résoudre dans C I'équation e* = 3 + 41.
Indications :
Si z = x 41y alors
e* = e”(cos(y) +isin(y)) = 3 + 4i. (3.1)
Le module |e*| = e* = |3 + 4i] = 5. Donc = In(5) > 0; en remplagant dans (3.1),
on obtient 5(cos(y) + isin(y)) = 3 + 41, et donc cos(y) = 2 = 0.6, sin(y) = 3 = 0.8.
D’ou tan(y) = —; par conséquent y = arctan% = 0.92730 car = > 0.

Donc 'ensemble des solutions est

{zx = In(5) +i(0.9273 + 2km), k € Z}.

3.2 Fonctions trigonométriques et hyperboliques com-
plexes

3.2.1 Définitions
Soit z = x + iy, on définit les fonctions trigonométriques cosinus et sinus par
1, . . 1 . A
cos(z) = =(e* +e % et  sin(z) = —(e”* —e™%).
() = 5 ) () = 5:( )
Les fonctions e et e~** sont holomorphes dans C, donc les fonctions cos(z) et sin(z)
sont holomorphes dans C, comme somme de deux fonctions holomorphes. De plus,

1, . A 1., . A 1, . :
cos'(z) = 5(6” +e ) = 5@'(6” — e %) = —Z(e” — e %) = —sin(z).
Donc
cos'(z) = —sin(z2).

De méme, on a
sin’(z) = cos(z2)
On obtient aussi la formule d’Euler

1, . , 1, . . .
cos(z) + isin(z) = 5(6” +e )+ i(i(e” —e7"%)) = e
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3.2.2 Propriétés

cos(z) = cos(z) cosh(y) — i sin(z) sinh(y). (3.2)
e lcos(2)|? = cos®(z) + sinh?(y). (3.3)
sin(z) = sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y). (3.4)
e sin(2)[? = sin®(z) + sinh®(y). (3.5)
En effet,
cos(z) = (e 4 %)

= —(etlety) 4 emilatiy))
= —e (") + ;ey( i)
= —e Y(cos(x) + isin(z)) + ey(cos(x) —isin(x))

= —(eY+eY)cos(z) — z(ey — e Y)sin(x)).

2

—_

1
2
(e¥ + e7Y), sinh(y) =
En utilisant la relation cosh®(y) = 1 + sinh?*(y), on a
(z) cosh®(y )+sin2(x) sinh?(y)
2(z)(1 + sinh?(y)) + sin?(z) sinh®(y)
coszgxg + (cos?(z) 4 sin?(z)) sinh®(y)

= cos?(x) + sinh®(y).

En remplagant, cosh(y) = (ey — e Y), on obtient (3.2).

DO |

|cos(2)[* cos?(x

I
Q
@]
N

D’ou (3.3). De la méme fagon on prouve (3.4) et (3.5).

Remarque 3.2.1. Dans C, les valeurs réelles des fonctions cos(z) et sin(z) ne sont pas
comprises entre —1 et 1.

Exemple 3.2.2. Résoudre dans C I'équation cos(z) = 5.
On a

cos(z) = ;(e“ +e ) =5 (e + e ) = 10.
En multipliant par e%*, on obtient 1’équation quadratique
()2 —10e”* +1 =0
qui a pour solutions e =5 £ V24 =5+2V6.
Siz=x+1y, ona
e = eV — ¢ Ve — 5 4 21/6, (3.6)
donc |e7¥e| = |e7Y| ] = e7Y = ‘5 + 2\/6’ =5+2V6, car 526 > 0et |e]| = 1.

De plus, en simplifiant dans (3.6) on trouve e = 1; et par conséquent
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y=—-In(5++v24) ou y=—In(5-2V6).

Puisque e™¥ = ‘5 + 2\/6‘ =5+ 26, et = 2km, avec k € Z, car € = 1. On obtient
I’ensemble des solutions ci-dessous

{21 = 2kn £iln(5 +2V6), k € Z}.

Pour tout z € C, on définit aussi les fonctions suivantes

sin(z
La fonction tangente tan(z) = in(2)
cos(z)
: cos(z)
la fonction cotangente cot(z) = —
sin(z)
. . . e +e”*
la fonction cosinus hyperbolique  cosh(z) = —g
la fonction cosinus hyperbolique  sinh(z) = ¢ _26

On a aussi les égalités suivantes (séance du cours)

cosh(iz) = cos(z);
sinh(iz) = isin(z);
cos(iz) = cosh(z)

sin(iz) = isinh(z).

3.3 Fonctions Logarithmiques complexes

On voudrait définir une fonction complexe In(z) comme une fonction inverse de e*
telle que si z = x + iy alors e™*) = 2. La fonction e* est toujours différent de 0, par
conséquent, la fonction In(z) est définie si z # 0.

Si on pose In(z) = u + iv, et z = re? alors

In(z) _ jutiv _ ju v 0

e e =e'e” =re’,

donc e* =1, c’est a dire u = In(r), et v =60 mod 27.

3.3.1 Définition

On définit alors la fonction logarithme complexe, notée Ln(z), par

Ln(2) =In(r) +if, avec z=re’ et r e R%, 0 € (—m,7];

c’est a dire

Ln(z) = In(]z|) + targ(z).
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Notez que

In(2) = In(|2]) + i arg(z) + i2km, ke Z.

Ln(z) est dite la détermination principale de In(z).

Si z = z un nombre réel, x > 0, arg(z) = 0 alors Ln(z) = In(x) la fonction
logarithme réelle.

Siz =2 < 0alors Ln(z) = In(|z|)+im. En plus, 'argument des nombres complexes z
proches de x avec arg(z) < 0 vont tendre vers —m. Par contre, 'argument des nombres
complexes z proches de x avec arg(z) > 0 vont tendre vers w. Par conséquent, la
fonction z — arg(z) n’est pas continue en aucun point de la demi-droite (—o0, 0].

Conséquence 3.3.1. La fonction logarithme est continue pour tout z différent d’un
nombre réel négatif ou nul (C\ (—o0,0]). Ainsi, On peut déterminer les valeurs de Ln(z)
pour tout z = x + iy € C\ (—o0, 0] par la formule suivante

Ln(z) = In(|2|) + 2¢ arctan <$ f|2|> :

Preuve.
Soit 2 € C\ (—00,0], on écrit z = re?? donc il est clair que r > 0 et 6 €] — 7, 7[;
cette derniere est équivalente a —7 < g < 5 . Puisque

0 sin(6)
tan | = | = ——2—
2 cos(f) + 1
alors on multiple et on divise par r on trouve

0 rsin(6) Yy
tan| - | = = .
2 rcos(d) +r x4+ |z

Or la fonction tan est inversible sur }—g, g{ alors

arg(z) = 6 = 2arctan (x "Z‘/|Z’> :

Exemple 3.3.2.

Ln(—3 + 4¢) = In(5) + 2i arctan < ) = In(5) + 2i arctan(2),

—-3+5
et d'une autre part, Ln(—3 + 447) = In(5) + 4 (7r — arctan (%)) Donc on déduit que

4
2arctan(2) = 7 — arctan <3> :

3.3.2 Propriétés

Pour tout 21,25 € C*, On a :
1. In(z122) = In(z1) + In(29).

22



2. In <Zl> = In(21) — In(z2).

)
3. La fonction In(z) est holomorphe pour tout z différent d’'un nombre réel négatif
ou nul;

1
In'(2) = =, pour tout z € C\ (—o0,0].

Démonstration (Séance du cours).

4. Soient z = x + iy # 0 et ¢ € C. On définit les puissances de z par
2= 3 2 e C\ (—o0,0];
ainsi la détermination principale de la fonction z — 2¢ est donnée par

2¢= e 2 e C\ (~00,0].

Exemple 3.3.3. Sic = %, on a

In(z)
X=3z=e

On définit 'exponentielle de base a € C* par

aF = ¢* In(a) )

Les fonctions trigonométriques inverses sont définies par

Arccos(z) = —iln(z++v22-1).
Aresin(z) = —iln(iz + 1 —22).
Arccosh(z) = In(z+ V22 —1).
Arcsinh(z) = In(z+ vz +1).
Arctan(z) = %ln (Z + Z) :

1 —Zz

Démonstration (séances du cours).

3.3.3 Exemples
Calculer comme un nombre complexe a + b :
(1) sin(1+4) = sin(1) cosh(1) 4 icos(1) sinh(1)
([2) ] cosh(—2 + 3i) = cosh(i(2i + 3)) = cos(3 + 2i)
= cos(3) cosh(2) — isinh(2) sin(3)
= —3.7245 —140.51182
On peut aussi calculer en utilisant ’égalité suivante (& vérifier!)

cosh(z) = cosh(z) cos(y) + i sinh(z) sin(y)
(3) sinh(4—3i), on peut utiliser la relation sinh(iz) = i sin(z); ou I’égalité suivante

sinh(z) = sinh(z) cos(y) + i cosh(x) sin(y)
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On obtient : sinh(4 — 3i) = sinh(4) cos(—3) + i cosh(4) sin(—3)
= —27.017 —143.8537
(4) In(—6) = In(6) + iw + 2tkn, k € Z.
(5) In(4+ 3i) = ln([5, arctan(%)]) = In(5) + i(arctan(2) + 2km)

On a aussi les égalités suivantes pour tous nombres complexes z; et 2z

cos(z1 + z2) = cos(z1) cos(z2) — sin(z1) sin(29)
sin(z; + z2) = sin(z1) cos(zq) + cos(z1) sin(zz)
cosh(z1 + z2) = cosh(z1) cosh(zz) + sinh(z;) sinh(z5)

sinh(z; + 2z9) = sinh(z;) cosh(zy) + cosh(z;) sinh(zs)

Résoudre dans C :
(1) cosh(z) =—-1:
On a cosh(z) = cosh(z) cos(y) — isinh(z) sin(y) = —1
{ cosh(zx) cos(y) = —1 (1)
sinh(z) sin(y) =0 (2)

De (2),onaxz=0 ouy=km k€ Z.

Siy =2nm,n € Z de (1), on obtient, cosh(z) = —1 impossible car cosh(x) > 0.
Si y=02n+1)m,neZ,de (1), on a cosh(x) =1 et donc = =0.

Donc I'ensemble solution est donnée par : z = i(2n + 1)m,n € Z.

Autre méthode :
cosh(z) = —1 = z = Arccosh(—1) = —iln(—1) = —i(2n + )7, n € Z.

(2) In(z)=e—mi:
si z =r(cos(f) +isin(f)), on a

In(z) = In(r) +i(0 4+ 2kn) = e — wi et donc In(r) =e et § = —7 + 2km.

Donc r = ¢°, z = r(cos(f) + isin(f)) = —e°.

Autre méthode :

In(z) =e—mi = 2z=e"" =¢% " = —¢“.
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Intégration Complexe

4.1 Définitions et propriétés

4.1.1 Définition

La représentation paramétrique d’une courbe ou chemin C' dans le plan complexe
est donnée par

2(t) = x(t) +iy(t), a<t<hb.

La courbe (chemin) C' est continue si les fonctions z(t) et y(t) de [a,b] — R sont
continues et la courbe (chemin) C' est de classe C* (lisse) si les fonctions z(t) et y(t)
de [a,b] — R sont de classe C! | c-a-d les dérivées z/(t), v/ (t) sont continues.

Une courbe peut étre représentée dans R? par I’équation paramétique

(x(t), y(t), a <t <D,

Si la courbe C est lisse, le vecteur (2'(t),y(t)) est le vecteur tangent a la courbe au
point  (x(t), y()).

Exemple 4.1.1. La courbe représentée par le graphe y = f(x), x € [a,b] a pour
représentation paramétrique (t, f(t)),a <t < b. Si C est lisse, le vecteur tangent est
donné par (1, f'(t)).

Par exemple, le chemin y = 22, t € [0, 2] a pour vecteur tangent (1,2t).

Hlustration

Exemple 4.1.2. Le cercle trigonométrique C' d’équation 22 +y? = 1 est représenté par
I'équation parmétrique (cos(t),sin(t)), pour ¢t € [0, 27| . Le vecteur tangent est donnée
par (—sin(t), cos(t)).

Illustration

Dans le plan complexe C, le cercle est représenté par : 2(0) = cos(f) + isin(f) = €%,

avec 0 < 0 < 27.
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4.2 Intégrale curviligne d’un champ de vecteurs

On considere un champ de vecteurs

F(r,y) = (M(z,y), N(z,y)) = M(z,y)i + N(z,y)j,

ot i = (1,0), j = (0,1) est la base canonique de R?; M(z,y) et N(x,y) sont deux
fonctions numériques continues dans une boule ouverte.

Le travail w associé a un déplacement d’'un point A a un point B d’une force
constante F' est déterminé par le porduit scalaire de la force F' par le vecteur @ ,

w=(F,AB).

Soit maintenant C' une courbe déterminée par une représentation paramétrique de
la forme

r(t) = (z(t),y(t), a<t<b

Si C' est une courbe lisse, par exemple les fonctions z(t) et y(t) de classe C*, et F(z,y)
une force variable. On voudrait calculer le travail de la force F' associé a un déplacement
le long de la courbe C' du point A = (z(a),y(a)) au point B = (2(b), y(b)). Le long de
cette courbe, la force F' est déterminée par le champ de vecteurs

F(a(t),y(t) = M(x(t),y(@))i + N(z(t),y(t)j,  a<t<b

On considere alors une partition (subdivision) de l'intervalle [a,b], a =ty < t; <
oo < tp, =b. Soient P;_1(x(t;—1),y(ti—1)) et Pi(x(t;),y(t;)) deux points de la courbe C,
et le vecteur

Py (@), y(tin) Pil(ti), y(ts)) = (@(ts) = w(tia) i+ (y(ts) —y(tia)i (1)

Les fonctions z(t), y(t) sont de classe C*. Donc, d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis, il existe deux nombres ¢;, d; dans |a, b| tels que

r(ti) —w(tiog) = ' (ci)(ti — tioa) et y(t:) —y(tia) =y (di)(ti — tia).

En remplagant dans (1), on obtient

Py (@(tio), y(tion)) Pi(a(t), y(t:)) = (@' (cr)i + o/ (da)g) (t; — tizn).

Pour chaque 2 =1, --- ,n, on considere alors le vecteur constant
Fy = M(z(c;),y(ci)i + N(z(di), y(di))J;

comme une approximation de la force F'(z(t), y(t)) le long de la courbe C' du point P;_;

au point P;. On obtient alors une approximation du travail de la force F(z(t),y(t)) le
long de la courbe C' du point P;_; au point P;, par la formule

Aw; = (M(z(c:), y(c:) )i + N(x(di), y(di))j, (' (ci)i + o' (di) ) (t; — i)

= M(x(ci),y(ci))a’(c)(t — tica) + N(@(di), y(da))y' (di) (t; — tia).-

Par conséquent la somme

Sp = 2imy M(2(c;),y(ci))a' (i) (6 — tiza) + N(x(d;), y(di))y' (ds) (8 — tiz1)
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est une approximation du travail de la force F' associé a un déplacement le long de la
courbe C' du point A = (x(a),y(a)) au point B = (x(b),y(b)). On remarque alors que
la somme S, est une somme de Riemann de la fonction intégrable

h(t) = (F(x(t), y (1), r'(8)) = M(x(t),y(t))z'(t) + N(2(t),y(1))y'(1).

Quand n — oo; on obtient I’expression
W = [ h(t)dt = [ (M(x(t), y(£))2' () + N(z(t), y(t)y (t))dt.
On définit alors I'intégrale curviligne de la composante tangentielle.

Définition 4.2.1.

Soit C' une courbe définie par I’équation paramétrique r(t) = (z(t),y(t)), pour
a < t < b. Les fonctions dérivées xz/(t), y/(t) sont continues. On définit I'intégrale
curviligne de la composante tangentielle M (z, y)dz+ N(z,y)dy d'un champ de vecteurs
F(x,y) continu le long de la courbe C' par ’expression

Jo M(z,y)de + N(z.y)dy = [, (M(x(t),y(t)z ’() N(x(t), y(t)y'(t))dt
= [y (F(r(1),r'(t)) dt

(F(r(t),r'(t)) ou F(r(t)).r'(t) désigne le produit scalaire usuel dans R.
Exemple 4.2.2.

Un objet se déplace le long de la parabole (¢,t?) du point A(—1, 1) au point B(2,4).
Déterminer le travail de la force F(z,y) = (2 + y?)i + 32%yj, le long de la courbe C.
[’équation paramétrique de la courbe est donnée par r(t) = (¢,t%). Au point A, on a
t=—1,t2=1, et au point B,on at =2, t> =4, donc —1 <t < 2. On obtient alors

W= [ (F(t,12), (2/(t), /(1)) dt
(2 +t) x 1+ (3t2t2) x 2t)dt
(t2 + t* + 6t5)dt.

2
2

- 5+

Considérons maintenant un champ de vecteurs dans R?

OJ»—‘

363

2
+ — +t6 = —.
]—1 5

F(x,y,2) = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + R(z,y, 2)k

ou i = (1,0,0),7 = (0,1,0) et k = (0,0,1) est la base canonique de R?. Les fonctions
M(z,y,z) , N(z,y,2) et R(z,y,z) sont des fonctions numériques continnues sur une
boule ouverte de R3. La courbe C' est déterminée par I’équation paramétrique

r(t) = (2(t),y(t), 2(1)),  a<t<b

les fonctions z(t), y(t), et z(t) sont des fonctions de classe C*.

Alors, on définit de la méme facon, l'intégrale cuviligne de la composante tangentielle
M (z,y,z)dx + N(z,y,2)dy + R(x,y, z)dz du champ continu de vecteurs F(z,y, z) le
long de la courbe C' par

27



ff (F(r(t),r"(t))dt = f (M(z,y,2)dx + N(x,y,2)dy + R(x,y, z)d=z)
= (M ((t), y(t), ()2’ (t) + N(x(t), y(t), 2(£))y' (t)
+ R(x(t),y(t), 2(1))z'(t))dt.

(F(r(t),r(t)) ou F(r(t) - r'(t) désigne le produit scalaire usuel dans R3.

Exemple 4.2.3.

Si on consideére la courbe C, r(t) = (¢, t?, t3), 0 <t <1, et le champ de vecteurs
F(z,y,2) = (&%, ze*, xsin(my?) alors on a l'intégrale curviligne

Jo M(z,y, 2)dx + N(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz = [}(e! + te’ (2t) + tsin(mt?)(3t2))dt
= Let + get3 _ 3 cos(mt?) 1
3 AT 0
B 5 3
= ge ~ 3 + o
Proposition 4.2.4. Sila courbe est définie par des morceauz d’arcs lisses Cy,Co, - -+, C,,
alors

Fdr — /F.d
/C T,-zzlci r

Exemple 4.2.5.

Calculer I'intégrale curviligne
/ daydr + (2% — 3zy)dy
c

le long de la courbe C' définie par : le segment C qui relie les points (—3,—2) et (1,0)
et I'arc Cy du premier quadrant du cercle 2 + y? = 1 orienté dans le sens contraire
des aiguilles d'une montre.

L’équation de la droite qui passe par les points (—3,—2) et (1,0) est donnée par
x = 1+ 2y, donc on peut représenter le segment C par r(t) = (1 + 2t,t), —2 <t <0.

T
Aussi, La courbe Cj est représentée par x = cos(t) et y = sin(¢) pour 0 < ¢ < 5

Hllustration

Calculons 'intégrale curviligne le long du segment C.

Jo, Axyda + (222 = 3ay)dy = [(4(1 +26)(1)(2) + (2(1 + )2 — 3(1 + 2¢)(£)(1))dt
J°,(18% + 13t + 2)dt = 26.
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Calculons l'intégrale curviligne le long de 'arc C.

Jo, Axydz + (222 — 3xy)dy
= foi( (cos(t)) sin(t)(—sin(t)) + (2(cos?(t) — 3(cos(t) sin(t)(cos(t)))dt
= foj( 4(cos(t)) sin?(t) + 2 cos®(t) — 3 cos?(t) sin(t))dt
= foi( 4(cos(t)) sin?(t) + 2 cos(t)(1 — sin®(t)) — 3 cos?(t) sin(t))dt
= JZ(2cos(t) — 6(cos(t)) sin?(t) — 3 cos?(t) sin(t))dt = —1.

D’apres la proposition 4.2.4, on a

Jodayde + (20° = 3zy)dy = [, deyde + (22% — 3wy)dy + [o, doyde + (222 — 3zy)dy

= 26—1=25.

4.3 Indépendance d’intégrale curviligne par rapport
au chemin

Théoreme 4.3.1. Soit F' un champ de vecteur qui dérive d’un potentiel f,Vf = F,
dans une boule ouverte U. Alors la valeur de lintégrale curviligne [, (F, dr) est la méme
pour toutes les courbes lisses C' dans U reliant deux points A et B et on a

[ (F.dr) = 1(B) = f(4).
Remarque 4.3.2. F un champ de vecteur dérive d'un potentiel f,

vy = (Xt 2L p(ay) = (o). M)

Si F(x,y) = (M(z,y), N(z,y)) de classe C', alors F dérive d'un potentiel f si
Pflz,y) _ Pf(z,y)

oydr  0z0y
ON(x,y) _ OM(z,y)
or Oy

Esquisse de la démontration dans R?.
Soient F'(x,y) = (M(z,y), N(z,y)) un champ de vecteur et f(x,y) un champ sca-
laire tel que

Vi(x,y) =F(r,y) = (M(z,y), N(z,9)).

Soit C' est une courbe lisse qui relie le point A = (z(a), y(a)) au point B = (z(b), y(b))
déterminée par la paramétrisation r(t) = (z(t),y(t)). Si on considere la fonction
g(t) = f(x(t),y(t)), alors en utilisant la regle de chaine, on obtient

H(1),y(6)) = M)+ NG ) % = g (1)
Donc
dx dy ,
al0.(0) = (M) + V) ) o= g



D’ou
df (x(t), y(t)) = M(z,y)dz + N(z,y)dy = dg = g/(t)dt.

Par conséquent

Jo (M(z,y)dz + N(z,y)dy) = [ g/(t)dt = g(b
f(x(0),y(b)) —
= f(B)— f(A).

) —g(a)
f(x(a),y(a))

Exemple 4.3.3. Calculer
/C(y2 + 20 + 4)dx + (2zy + 4y — 5)dy,

ou C' est une courbe lisse reliant les deux points (0,0) et (1,1).
Le champ de vecteurs (y? 4+ 2z + 4)i+ (2zy + 4y — 5)j dérive du potentiel

f(z,y) = y*r + 2% + 4o +2y* — 5y (a vérifier!)

Donc, [o(y* + 22 +4)dz + (2zy + 4y — 5)dy = f(1,1) — f(0,0) =8 — 5 = 3.
Vérifier ce résultat en utilisant la courbe y = x.

Exemple 4.3.4.

Calculer
/ (e7¥ — 2x)dx — (ze™¥ + sin(y))dy,
c

ou C' est une courbe lisse déterminée par 7(t) = 7cos(t)i + wsin(t)j, pour 0 < ¢ < T
La courbe C relie les deux points 7(0) = (m,0) et r (g) = (0,), le champ de

vecteurs (e ¥ — 2z)i — (xe™¥ +sin(y))j dérive du potentiel,

f(z,y) = 2ze™¥ — 2% + cos(y) (a vérifier!)

Donc

Jo(e7¥ —2x)dx — (ze™¥ +sin(y))dy = f(0,7) — f(m,0)
= cos(m)—(m—m+1)=n?—7—2.

Exemple 4.3.5. Soit
F(z,y) = (e7¥ — 2z, —xe ¥ —sin(y)),

déterminer f(x,y) tel que

Vi(x,y)=F(x,y) = (e7¥ — 2z, —xe ¥ —sin(y (4.1)
On a
OM (z,y) oy ON(z,y)
oy oxr
donc F' dérive d’un potentiel f. L’égalité (4.1) implique
W =M(z,y) =eY — 2x. (4.2)
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et
f (z,y)

dy

En intégrant ’équation (4.1), on obtient

= —xe ¥ —sin(y). (4.3)

flz,y) = /M(m, y)dr = /(e‘y —22)dr = ve ¥ — 2® + h(y);

h est une fonction qui ne dépend que de la variable y. En dérivant par rapport a vy,
on obtient

of (z,y)
dy

= —ze™V + 1 (y) = —we™? —sin(y) = K (y) = —sin(y) = h(y) = cos(y) +c.

Par conséquent
f(z,y) = xe™¥ — 2* + cos(y) + c.

Considérons maintenant trois fonctions M, N, et R de trois variables x, y et z telles
que

grad(f) = Vf(z,y,2) = (M(z,y,2), N(z,y, 2), R(z,y, 2)).

Donc, on a
0 )
W = M(z,y,2), (4.4)
0
f((:;:,yy,z) = N(z,y,2), (4.5)
PIELD) Ry, (4.6)

Si la fonction f est de classe C?, de (4.4), (4.5) et (4.6) , on a

OM _ 9 f(r.y.z) _ N
oy  ydr  Oxr

oM 0* f(x,y,z) OR

0z 020r Oz’
OR O f(x,y,2) ON

dy  Oydz 0z

Par conséquent F(z,y,z) = (M(x,y,2), N(z,y,2), R(x,y, z)) dérive d'un potentiel f
si

oM _ ON
9y  Ox’
OM _ OR
FER S
OR _ ON
dy 9
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Exemple 4.3.6.

Soit
F(Z‘, Y, Z) - <€x sin(z) + QZ/Z, 2xz + 297 e’ COS(Z) + 21’y + 322)7

déterminer f(x,y,z) tel que

Vfi(x,y,z)=F(x,y,=2). (4.7)
L’égalité (4.7) implique
W12 _ piay.2), (@)
ELE Ny, @)
0
f(g?zy7 Z) — R(ZE’ y7 Z). (4)

En intégrant ’équation (2), on obtient
flasy.) = [ Ma,y)de = " sin(z) + 2yza + iy, 2);

h est une fonction qui ne dépend que des variables y et z. En dérivant par rapport
a 1y, on obtient

of (z,y, 2) Oh(y, z)

By =2zx + oy =2xz+ 2y
Ohly.2) — _,
dy -
= h(y,2) = 4>+ g(2).
En dérivant par rapport a z, on obtient
Of(z,y)

5 e” cos(z) + 2zy + ¢'(2) = R(x,y, 2)

ce qui implique
g (z) =32% et donc g(z) = 2* +c.

Et par conséquent

f(z,y,2) = e"sin(z) + 2yzz + y* + 2° + ¢, ceC

Exemple 4.3.7.
Calculer
Jo(e®sin(z) + 2yz)dz + ( 2xz + 2y)dy + (e® cos(z) + 2xy + 322)dz,

ou C' est une courbe lisse reliant les points (0,0,0) au point (1, —2,7).
Le champ de vecteurs (e®sin(z) + 2yz)i + ( 2zz + 2y)j + (e” cos(z) + 2zy + 32%)k
dérive du potentiel f(z,y,2) = e“sin(z) + 2yzx + y? + 2> + ¢. Donc

Jo(e®sin(z) + 2yz2)dz + (2xz + 2y)dy + (e cos(z) + 2zy + 32%)dz

= f(1,-2,7)— £(0,0,0)
= 7 —dn 4+ 4.
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4.4 Intégrale curviligne complexe

4.4.1 Définition

Soit C' une courbe (chemin) dans le plan complexe C et soit f(z) = u(z,y)+iv(z,y)
une fonction complexe. L’intégrale curviligne de f sur C, est notée [ f(z)dz.

Si la représentation paramétrique d’une courbe ou chemin C' dans le plan complexe
est donnée par

2(t) = x(t) +iy(t), a<t<b.

alors
dz = dx + idy.

Donc,

Jo f(2)dz = [o(u(z,y) +iv(z,y))(dz + idy)
= Jo(u(z,y)dz —v(z,y)dy +i(v(z, y)dr + u(z, y)dy)
= fC U(I, y)dlL’ - U(ZE, y)dy +1 fC(U(x7 y)df)? + U(J}7 y)dy

Notez que [o(u(z,y)dr —v(z,y)dy; [o(v(z,y)dx + u(x, y)dy) sont des intégrales curvi-
lignes dans R%. On obtient alors

/C f(z)dz = /C w(z,y)dx —v(z,y)dy + 1 /C(v(a:, y)dz + u(z,y)dy).

Si la fonction complexe f(2) = u(x,y)+iv(z,y) est holomorphe alors les conditions
de Cauchy-Riemann sont vérifiées

du(z,y)  Ov(z,y)

0 (893 ) ] 38y( ) i,
u(z,y v(z,y
oy - o (2)

Par conséquent les champs de vecteurs (u(x,y), —v(z,v)), (v(x,y),u(x,y)) dérivent
d’un potentiel ; on obtient le théoreme suivant

Théoréme 4.4.1. Si la fonction f(z) est une fonction holomorphe sur un domaine
connexe D. Alors, pour tout chemin lisse C' dans D joignant deux points zq1, z3, on a

Jo f(2)dz = [? [(2)dz = F(2) — F(21)),

la fonction complexe F(z) est holomorphe telle que F'(z) = f(z).

Remarque 4.4.2.
1. Le théoreme 4.4.1 généralise le théoreme fondamental de calcul intégrale,
Ja f(z)da = F(b) = F(a), F'(x) = f(x),
ou le domaine est un intervalle [a, b].

2. Dans le cas complexe, le domaine est connexe, c’est a dire, ne soit pas une
réunion de deux ouverts disjoints.
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Exemple 4.4.3.

273 142 » 9 2

3], '

2. [ cos(z)dz = [sin(2)]™ , = 2sin(in) = 2isinh(7).

3. JoTeddy = [2e3 5157 = 2(e =% _ M%) = 0 (pourquoi ?).

1yt 22de = [

Théoreme 4.4.4. Soit C une courbe lisse d’équation paramétrique
z(t) = x(t) +iy(t), a<t<hb.

Si f est une fonction continue sur C'. Alors

[ 5z = [ 5(ate)= 0

En effet,

w(z,y)) (@' (t) +iy'(t))dt
W( y))(dx + idy)
( y)dy) + i fo(v(z, y)dr + u(z, y)dy)

xz,

[ 5@ = foury) +
= Jelule.y) +
= fC(U(.T,y)
= [o f(2)dz.

Remarque 4.4.5. Si la fonction f(z) n’est pas holomorphe , on utilise le théoreme 4.4.4.

Exemple 4.4.6.

d
1. Calculer [ —Z, avec C est le cercle trigonométrique 22 + y? = 1.
z A .
C: 2(t) = cos(t) +isin(t) = €",0 < t < 2m, 2/(t) = —sin(t) + i cos(t) = ie
() = 2y = e,
Jo f(2)dz = [ZT e tietdt =i [77 dt = i2m.
2. Calculer [, Re(z)dz, C := Cy U Cy,
(1 : Le segment reliant les points 0 et 1,

Cs : Le segment reliant les points let 1 + 2.
La représentation paramétrique de C; :

2(t) =t, 2/(t) =1, Re(z) = x(t) =t, 0<t<I1.

La représentation paramétrique de Cs :

2(t) = 1+41dt, 2/(t) =1, Re(z) =z(t) =1, 0<t<2.
Donc
Jo Re(z)dz = Je, Re(z)dz + Jes Re(z)dz
= [ytdt+ [Fidt
1
- 5 + 2i.
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4.4.2 Exercice

Démontrer que

/< _)"dz = 2, si o m=—1
C,z )42 = 10 si m#—1, meZ,

ou C est le cercle de centre zy et de rayon r.

4.4.3 Définitions

C' est un chemin reliant deux points A et B est fermé si A = B.
C est chemin simple s’il ne contient pas de points doubles, triples, etc....
Si C est fermé, on note

j{f(z)dz.
c

1llustrations

4.5 Théoreme d’intégrale de Cauchy

Si la fonction f(z) est holomorphe sur un domaine connexe D et C' est une courbe
simple et fermée dans D, alors

%f(z)dz =0

Exemples 4.5.1.
1. Soit C' n’importe quel chemin simple fermé, donc

/cos(z)dz:O, ]{ezdz:o, %z"dz:O; n=12---
8! 8! 8!

2. C est le cercle trigonométrique, C' est une courbe simple fermée,
2
]{ zdz = / idt = i2m;
z 0

La fonction f(z) = Z n’est pas holomorphe en 0 contenu dans le disque D.
Remarque 4.5.2. Notez que 'intégrale ¢ f(z)dz peut étre égale a 0, méme si la fonction
c

n’est pas holomorphe sur D.

1 1
Exemple 4.5.3. § —dz = 0, ou C' est un cercle de centre 0 méme si la fonction —
C =z Z

n’est pas holomorphe sur le disque D de centre 0.
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4.6 Indépendance du chemin

Théoréme 4.6.1. Soient z; et zo dans le plan compleze C. Si f(z) est holomorphe sur
un domaine D connexe, alors ['intégrale ne dépend pas du chemin simple rejoignant z,
a Z9.

Si C et Cy sont deux chemins simples et différents rejoignant z, a zo, alors

/01 f(2)dz :/ f(2)dz.

C2

Démonstration. soit C'; un chemin simple rejoignant z; a zo et —Cy un chemin
inverse de Cy (simple rejoignant z; & z;). Donc on a

/02 f(z)dz = —/C2 f(z)dz.

Si C et C5 ont seulement z; et zo en commun, alors C7 U —C5 est une courbe simple
fermée, d’apres le théoreme 4.6.1, on a

Jowen [(2)dz =0 <= [o, f(2)dz+ [_¢, f(2)dz2=0
= o, f(R)dz == [ ¢, f(2)dz = [¢, f(2)dz.

Si C et Cy ont plusieurs points d’intersection commun, on peut utiliser des subdi-
visions.

4.6.1 Illustrations, Exercices et commentaires

1. Calculer / e**dz; avec C' le segment joignant les points i & 2mi.
c

2. Calculer /

1
(z + —)dz; ou C est le cercle unité orienté positivement.
2

c
3. Calculer / dz; C le segment joignant les points Ty T
¢ cos?(z) 4 4

z2
4. Calculer / ze2dz;C le segment joignant les points ¢ a 1.
c

4.7 Formule d’intégrale de Cauchy

Théoréme 4.7.1. Soit la fonction f(z) holomorphe sur un domaine simplement connexe
D, pour tout zy dans D et toute courbe fermée entourant zy on a

(2) dz = 2mif(zo).

zZ — 20

La courbe C' est orientée positivement (dans ce cas, le sens contraire de la montre).
C’est a dire,

f(z0) = LS dz.

2m ) 2z — 2z
C

Esquisse de la démonstration.
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f(2) f(z z
z—zdz f(Zo(Z{Z_ZO ]{ z—zoo

dz %f(Z) f(z0)

zZ— 20

=0 (& vérifier)

Exemples 4.7.2.

= 2mie?, C n’importe quelle courbe fermée entourant z = 2.

— $2% —6d 1
5 ?{z 6dz_% z 22{23—6] :I—Gm',
2z —1 z—f 2 i 8

Z:§

C n’importe quelle courbe fermée entourant z = 2 orientée positivement.

2

1
3. Calculer j{ 22 +
Z J—
C

1dz sur C' : |z — 1| = 1 orientée positivement.

Z

22+ 1 22+
0 7( d :}4
R AP b (z—lz+1
C C

—1 n’appartient pas a D ; donc la fonction

Z

Z

2241
(z—l—l)

Q\e\

est holomorphe sur D. De

plus C entoure 1 et on a

2141 241

]{Z + ds — 2+ —oni
22 -1 (z+1)],_,

C =

4.7.1 Exercice
2

1. Calculer % S
C

2244

dz;|z —1| =2 orientée positivement.

3z

-dz;|z| =1 orientée positivement.
z—1

2. Calculer % 36
C
dz C "
3. Calculer % 27 |z+ 1| =1 orientée positivement.
Z p—
C

1 1
4. Calculer % n(zj)dz |24+ 2i| =2 orientée positivement.
22

sin(z)dz ;|2 =3  orientée sens contraire de la montre et |z| =1

5. Calculer j{

22 —2iz’

orientée dans le méme sens que la montre.
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4.8 Formule des Dérivées de Cauchy

Théoreme 4.8.1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement connexe
D alors

f'(20) = 17{< /) dz

— .2
27mc Z—2p)

[7(20) = 2']{( /z) dz

)3
27rzC z— 2p)

£ (z9) = L‘ % (f(z)dz‘

2mi L (2= 2p)"t1

La courbe C' est orientée positivement.

Exemples 4.8.2. 1. 7{ cos(z = [2micos'(z)],_, = —2misin(mi) = 27 sinh(m),
(z —im)?
C n’importe quelle courbe fermée entourant z = mi. (C orientée positivement).
41 -322+6
2, j{mdz = [mi(z* =322+ 6)7] _ = [mi(12:* —6)] _ = 18

C n’importe quelle courbe fermée entourant z = i. (C' orientée positivement).

j{ e y 5 ,(ez(22 +4) — 6222) 6e7r
—_— = |2mi =

z (z—=1)2(22+4) (2+4)" ] ,_, (22 +4)2 o 25

C n’importe quelle courbe fermée entourant z = 1, +2¢ a I'extérieur du domaine.

(C orientée positivement).

z

dz = lQm’(

Exercice
sin(4z) N . 3
Calculer j{ Wdz; |z| = 5 orientée positivement et [z —3| = 5 orientée
Z j—
C
négativement.
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Séries Numériques

5.1 Suites réelles (Quelques rappels)

5.1.1 Définitions et exemples

— Une suite numérique réelle est une application de N dans R qu’on note (uy,)nen,
(Un)nen, * - - - Uy, est appelé le n'™ terme de la suite (u,).

yrt

o |

Y

Wl

Exemple 5.1.1. La suite (—),>; est une suite infinie 1,

Y

o =

— Une suite numérique (u,,) converge vers [ si et seulement si
Ve >0,aM e N Vn e N, (n > M = |u, — | < ¢).
On note nh_g)lo Uy = 1.
Exemple 5.1.2.
n? 1 . sin(n)

im = —; lim

=0.

— Si une suite (u,,) ne converge pas, on dit que la suite (u,) est divergente.

— Une suite (u,) est dite majorée s’il existe A € R tel que Vn € Nyu, < A: A
est appelé un majorant de la suite (u,,).

— Une suite (u,) est dite minorée s’il existe B € R tel que Vn € Nju, > B: B
est appelé un minorant de la suite (uy,).

— Une suite numérique (u,) est dite bornée si et seulement si elle est majorée et
minorée.

(uy) est bornée < JA, Vn € N, |u,| < A.

5.1.2 Propositions

— Toute suite convergente est bornée.
Exemple 5.1.3. La suite géométrique (") converge si et seulement si |r| < 1
our=1.Si|r| <1alors lim, . r" =0 et si r =1, la suite est stationnaire.
— Une suite (u,) est dite croissante si et seulement si ¥n € N, u,, < 1.
— Une suite (u,) est dite décroissante si et seulement si Vn € N, u, 41 < uy,.
— Une suite (u,) est dite strictement croissante si et seulement si Vn € N, u,, <

Un+1-
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— Une suite (u,) est dite strictement décroissante si et seulement si Vn € N,
Un+1 < Up.

— Une suite (u,) est dite monotone si et seulement si (u,,) est croissante ou (u,)
est décroissante.

Théoréme 5.1.4. Toute suite réelle croissante et majorée est convergente. Et, toute
suite réelle décroissante et minorée est convergente.

1
Exemple 5.1.5. La suite du terme général u,, = 1 — — est croissante et est majorée

n
par 1 qui est la borne supérieure ; donc (u,,) converge vers 1.

Toute suite réelle croissante non majorée tend vers +o00 et toute suite réelle décrois-
sante non minorée tend vers —oo.

5.2 Séries numériques réelles

5.2.1 Définitions et propriétés

Définition 5.2.1. Soit (u,) une suite numérique réelle infinie, la somme infinie

Ug + Uy + U3z + -
oo
est appelée série numérique de terme générale u,, qu’on note Z Uy, -
n=0

La suite définie par

Sp=Y ui=ui+u+uz+--+u,
=0

est appelée la n*¢ somme partielle de la série.

[e.e] [e.e]
Définition 5.2.2. La série numérique Zun est dite convergente et Zun =5 si
n=0 n=0
la suite des sommes partielles (.S,,) converge vers S (11_>m Sy =8). Si la suite S, est
n—,oo

divergente alors la série est dite divergente.
Exemples 5.2.3.

1) La série numérique Y02, ar™ est appelée série géométrique, avec a # 0.
La série géométrique > 00, ar™ est convergente si et seulement si |r| < 1. De
plus, on a

o
n__ a
gar—l .
n=0 -r

Ona S,=a+ar+ar*+..+ar" Sir=1,alors S, = (n+ 1)a diverge. Si

r#1,
Sp—1rS, =(a+ar+ar*+..+ar")— (ar +ar +ar* + ... + ar™)
s (1-n8, =a—am!
1 — n+1
s 5 2=
1—r
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Par conséquent, la suite S,, diverge si |r| > 1 et converge vers 7
2

¢ s Ir| < 1.
—r

3.

1
La série >0 2(5)" converge Vvers =
1— =
3
1

1—x
Si |z| > 1 alors la série géométrique > 00 =™ diverge.

2) Si|z| <1 alors la série géométrique Y 00 2™ =

3) La série télescopique .72, est convergente.

(i + 1)
0 L ! ! tout i =1,2,3
n remargque que = - — -/ our tout 1 =
e iy T ary? e
Donc, S, = 3" —— R S L, 1
onc, o, = — =
Ziti+1) 12 23) " 34 (n—1Dn) ' nn+1)
11 1 1. 1 1 1 1.1 1
=Gt G Ty T DG T )
Par conséquent, S, =1 — et donc
n

1
— lim S, = lim (1 —
; D S = lim (- o

)=

Théoréme 5.2.4. Si Z U, et Z v, convergent alors Z(un + v,) converge et
n=0 n=0 n=0

o0 oo
Z Uy + vn Z Uy + Z Up -
n=0 n=0

Pour tout c € R, Z cu, converge et

n=0
o0 [o¢]
S cun = e .
o
Théoréme 5.2.5. 5S¢ Z U, converge alors lim u, = 0.
0 n—oo
n=

Ona S, —S,.1=uy, lim S, =29, et donc lim u, = lim (S, — S,-1) =0.
n—00 n—00 n—00
La réciproque est fausse!!

> 1
Exemple 5.2.6. La série n§:1 N diverge méme si nh_>no10 —\/_ = 0.
1 1 1 1
Eneffet, S, = — +—=+--- + +
V1o V2 n—1 n
1 1 1 1 n
Z — +7 + ....... _ = \/ﬁ
n n \/_ \/_ Vn

Donc S,, > v/n — 00, quand n — 0o, par conséquent Z — diverge.

\/_

La contraposée du théoreme est aussi utilisée :
oo

Si nh_)n;@ u, # 0 alors nz:%un diverge.

nt n* 1

diverge car lim ( ) == #0.

Exemple 5.2.7. La série Z m im (o ;
n n—=00 9N n
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5.2.2 Séries a termes positifs et tests de convergence

(o]
Définition 5.2.8. Une série numérique Z u, est appelée série a termes positifs si

n=0
Vn € N,u, > 0.

Proposition 5.2.9. Une série numérique Y o2, u, a termes positifs est convergente si
et seulement si la suite numérique S, = > i, w; est majorée.

En effet,
=) évident.
<) La suite S, est croissante car S, — S,_1 = u, > 0 et majorée donc converge.

Théoréme 5.2.10 (Test d’intégrale). Soit f une fonction continue, décroissante, po-
sitive sur l'intevalle [1,00], et u, = f(n). Alors

o0

La série Z u, est convergente <= L’intégrale impropre / f(z)dz est convergente
n=0 1

On peut remplacer Uintervalle [1,00[ par [ng, ool.

Exemple 5.2.11.

1 1
1. La série harmonique > 72, — est divergente car la fonction f(x) = — est conti-
n x

nue, décroissante et positive. De plus

/100 9 _ i [in(z) — In(1)] = +oo.

x T—00
dt t=r 1° xiP 1
2. Pour p>0,p#1, [{° — =limy 0o |——| =limg oo —— — converge
tp I-pJ, 1—-p 1-—p
sil—p<0etdivergesil—p>0.
La fonction f(z) = - est continue, décroissante et positive. Si p > 0, On
x

obtient le résultat suivant

1
La série 3>, — converge sip>1etdivergesi0<p<1
n

1
Exemple 5.2.12. La série > —; converge car 2 > L.
n

La série > o 1 — diverge car 0 < % <1

o 1

n=1 \/ﬁ - n=1 TL%
Théoréme 5.2.13 (Test de comparaison). Si 0 < u,, < v, pour n > ngy (4 partir d’un
certain rang ng). Alors

oo o0
a) La série Z v, est convergente = La série Z u, est convergente

oo o
b) La série Z u, est divergente = La série Z v, est divergente

n=0 n=0
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o n n 1

Exemple 5.2.14. La série nz:%m est divergente car i _3 = 3, > 0, et
> 1 11

— = = — di )
nz::l 5, = 3 nZ::l — diverge

Théoréme 5.2.15 (Test de comparaison limite). Siwu, >0 et v, >0 , et

lim%:leRi;

n—oo U’rl

alors

La série Y07, vy, est convergente < La série ) 07, u, est convergente

s n—>5
E le 5.2.16. La séri
xemple a série ;::1 5 — 32 110’

. n—>5 . 1 0
11m = Jim —— =
n—oo 2n3 — 3n2 4+ 10 n—oo 2n2 ’

n—>5

1 53_3,270
on ne peut pas conclure, on pose v, = 2—n2; lim,, oo M{‘“O =1.

2n?

converge.

o n—>5
"=l op3 —3n2 +10

1
La série > >, o2 converge, .
n

Théoréme 5.2.17 (Test quotient). Si u, >0, et lim, .o Yntt

= p. Alors

n

a SZ P <1 alors la série E —_nUn est convergente
( ) ) n=0 )

b S’L P > 1 alors la série E —_o Un est divergente
( ) n=0 q

(c) Sip=1, on ne peut pas conclure.

1 Up,
;. ;. . +1
Exemple 5.2.18. Les séries Y 2, e >oml - vérifient lim,,_,. —— = 1.
n
La premiere serie converge, mais la deuxieme série diverge.

n

;. . un+1 N ;. ;.
a) La série Y0° — lim,, oo = 0 (a vérifier), la série converge.
n! n
s 0o 2" . Un+1 N - s .
b) La série >0° perl lim,, o0 S 2 (a vérifier), la série diverge.
n

5.2.3 Séries alternées

Définition 5.2.19. Une série alternée est une série dont les termes u, changent de
signes alternativement. Une série alternée est de la forme > 0% ((—1)"a,, = a9 — a1 +
as —asz + --- avec a, > 0, pour tout n € N.

Théoréme 5.2.20. Soit u, > 0,n = 0,1,2,3,---, une suite décroissante telle que
lim,, o u,, = 0. alors, la série alternée

o o(=1)"uy, = up — uy + ug — uz + - -+ est convergente.

1 1
Exemple 5.2.21. La série alternée >.°° ,(—1)""' = la suite u,, = — est décroissante,
n n

1
positive, lim,, o, — = 0. Donc, la suite >.°° ,(—1)""' = converge.
n n
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1 1
Remarque 5.2.22. La série Y 07, (—1)”“‘ = Yy | — diverge.
n n

n=1

Définition 5.2.23.

1. Une série convergente, > o2 | u,, telle que > _0° ; |u,| diverge est appelée une série
conditionnellement convergente.

2. Une série Y02 | u, telle que >-0° , |u,| converge est appelée une série absolument
convergente.

_1)
Exemple 5.2.24. La série > % est absolument convergente car :
n
=D"| _

1
o0 o
- 2| — converge.
n=1 n3 n=1 n3
» N . .7 ;. . 9. Up+1
Théoréeme 5.2.25 (Test quotient). On considére une série Y 00 uy,. Si lim =
n—00 Unp,

p, alors
(a) Sip <1, alors la série Y00 u, est absolument convergente.
(b) Sip>1, alors la série > 72, u, est divergente.

(c) Sip=1, on ne peut pas conclure.

5.2.4 Séries entieres réelles

Définition 5.2.26. On appelle série entiere, une série de la forme

o
Zanx”:a0+a1x+a2x2+---.
n=0

n

Exemple 5.2.27. La série > >, xi’ en utilisant le test quotient, on a
(n+1)2n
iy |t " (n +1)2" ‘m’ (n+1) |z
im = S S Ay e Z —|Z| =
n—oo | q, n—00 (n + 2)2n+1xn n—oo | 2 (n + 2) 2
Si g <1, =2 <z < 2, alors la série converge absolument donc converge.
Si g > 1 alors la série diverge.
Si g =1, x=-2 oux=2.
Si 2 > 2" o ! di
iz=2ona)  g———=>," iverge.
Ol + 1)2n Olnr1) 8
. (—=2)" (=1)
Sizx=—-2,ona) i ——"—=22.,2 converge.
2n=0 () 1 1y2m (1) &
Donc [—2,2] est le domaine de convergence de la série Y00 (n—iz—El)Q” :
En utilisant le méme raisonnement, on obtient le résultat suivant

Théoréme 5.2.28. Le domaine de convergence d’une série entiére Zanx" est un
n=1
intervalle de la forme
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(a) {0} si lim |“*L| =
Qp,

n—oo

(b) Si lim |2t
n—oo an
|—R, R[, pour x = —R ou x = R, la série peul converger ou non. R est appelé
le rayon de convergence de la série.

existe et différente de 0, alors la série converge absolument sur

Ap+1
Qp

=0.

(c) ]—o0,+o0[ si lim
Théoréme 5.2.29. Supposons que la série entiére Y o2 a,z" = f(x) converge sur
Uintervalle |—R, R[ (R est le rayon de convergence de la série). Alors si x € |—R, R]
on a

(a) f(z) =32 (anz™) =30 na,z" .

a .Tn+1
b) [y f(t)dt =30 [ ant™dt = Y00 g ———.
(b) Jy f(2) neo Jo @ n=0 "1
Exemple 5.2.30.
1
On a 1 = > ,2" sur]—1,1] car 1 est le rayon de convergence de la série. En
—x
dérivant, on obtient

1
=22 © (@) =1+2x+322+ - sur|—1,1]

En intégrant, on obtient

| SR r?
—dt=> ([ Ay e+ T T
/0 1—t nz::o(o =ttt
sur |—1,1[, c’est a dire
r?
—In(1l —2) = 4T o4
n(l —x) x+2—|—3+ ;

sur |—1,1[.
En remaplagant x par —z, on obtient

2 3 4
In(1+2) = x—%+%—%-~~ sur |—1,1]
De méme,
L |
t = | ——dt.
arctan(z) /01+t2
donc
1 :1—t2+t4—i—--~sur]—1 1]
1+12 ’
On obtient
3 5 7
arctan(x) = x—%+%—%--~ sur |—1,1]




Exemple 5.2.31. Le domaine de convergence de la série > °>° T st |—00, +oof (vé-

n!
rifier).
On pose
-y 0)=1 i
/(@) = nl’ f0) =1, Z n—1! mz::l ml
Par conséquent, f(z) =e" =) — sur |—00, 00l.
= n!
poye T T ] |
er =3y r+—+—+--- sur|—o00,00
=0l 2 3l ’
e zl—xQ—I—%—% sur |—o0, 00|
3 5 7
gyt _
sin(x) = x TR sur |—o0, 00|
2z
cos(x) =1— 5 + TR sur |—oo, oo|
2 4 6
cosh(x):1+ 51 +E+ o sur |—oo, oo|
3 5 7
Smh()_x—i_?—’_ﬁ—FW <+ sur |—oo, 00|

5.3 Séries numériques complexes

5.3.1 Propriétés et test de convergence

Définition 5.3.1. Soit (z,) une suite numérique complexe infinie, la somme infinie

2o+ 21 +23+ -
[o.¢]
est appelée série numérique de terme générale z, qu’on note Z Zn.
n=0

o0 o

Définition 5.3.2. La série numérique Z z, est dite convergente et Z zpn =S sila
n=0 n=0

suite des sommes partielles ( S,,) converge vers S (lim,,_,o, S, = 5). Si la suite S, est

divergente alors la série est dite divergente.

Proposition 5.3.3. Si z, = x,, + iy, alors

o0
La série Z z, converge < La série Z T, et la série Z Yn convergent.
n=0 n=0 n=0
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o0 o
— La série Z T, est la partie réelle de la série Z Zp-

o0 [e.e]

— La série Z Yn est la partie imaginaire de la série Z Zn.

n=0 n=0

Exemples 5.3.4.
a série Y % (—= +i-3) diverge car > > | —=
N Vn

- I . 1
La série Z?f:l(ﬁ +1-5) converge car les séries Z?:ﬂﬁ) et fo:l(ﬁ) convergent,

diverge.

1)‘

n2

00 1 . o) 1 -+ OO
n:l(ﬁ‘f’zﬁ) = n:l(ﬁ)‘fﬂzn:l(
Théoréme 5.3.5. Si Y 0%z, et 00w, convergent alorsy oo (2, + wy,) converge et

zozo(zn + wn) =D 020 %n + 20y Wh.

[e.9]
Pour tout ¢ € C, Z cz, converge et
n=0

00 00
Zczn:cZzn
n=0 n=0

Théoreme 5.3.6. Si une série complexe Y .7 z, converge alors lim,, o 2z, = 0. Et, si
lim,, 00 2n # 0 alors la série complexe Y07 oz, diverge.

Définition 5.3.7. Une série Y 7 z, est dite absolument convergente si la série
o olznl = l20| + 21| + |22| + |z3] + - -+ converge; ou |z,| est le module de z,.
Proposition 5.3.8. Toute série Y .7z, absolument convergente est convergente.

Théoréme 5.3.9 (Test de comparaison). Si |z,| < v, pour n > ng (d partir d’un
certain rang ng), alors

La série Y 07 v, est convergente =La série .oz, est absolument convergente‘

Exemple 5.3.10.

1+ 1+ 1+i V2
La série > 22, —— est absolument convergente, car < < et
2= 2n? & 2n2 | = 2n? T 2n?
0 opz COmVerge.

La série 377, ———- est absolument convergente, car
n? —2
’ -
n? —2i

1 1 1

“n2—=2i| ~ Vnt+4 _n?

Théoréme 5.3.11 (Test quotient). On considére une série > 0> z,, telle que
Zn+1

= p. Alors

lim,, o

n
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(a) Sip <1, alors la série Y02z, est absolument convergente.
(b) Sip>1, alors la série >0, z, est divergente.

(c) Sip=1, on ne peut pas conclure.

30 + 2¢)" n
Exemple 5.3.12. La série > >° (—i—'z) est absolument convergente, car Entl] _
n! n
30 + 2¢
n+1

5.3.2 Série de Taylor et de Maclaurin
Définition 5.3.13.
On appelle série entiere au point zg, une série de la forme
S gan(z — 20)" = ag + a1(z — 29) + az(z — 20)* + -+ -

2o est dite le centre de la série. La série >0°  a,(z — z0)™ est appelée série de Taylor.
Si, en particulier, zp = 0, on obtient la série entiere Y>° 2, appelée série de Ma-
claurin.

Zn
Exemple 5.3.14. On considere la série > 7, —en utilisant le test quotient,
n!

ZnJrln!

(n+1)lzm

||
(n+1)

Zn—',—l

:O,

limy, 00

Zn

n

. - z
ce qui montre que la série Y °2 , — converge absolument sur C.
n=0 n!

Théoréme 5.3.15 (Rayon de convergence). La série entiére Yo% 4 a,(z—29)" converge
absolument sur un disque de la forme

1 n
(a) {z€C/ |z—2| <R}, quand R= — lim |-~ e R;.
limn—wo ot " Gnt
1 n
(b) z=2z; siR= 7 = lim |- | = 0.
hmnﬁoo o "0
1 . an
C ; quan == = 11m = 0.
(c) C d R a 1
hmn—>oo i " Ont
R est appelé le rayon de conve?gence de la série.
Exemple 5.3.16. On considére la série
= (2n)! ,
(z — 30)".
2 (uly
Donc,
n (2n)! (n+1)?

(n+1)? ‘ :411

= I ' 2n +2)(2n + 1)

(n!)2 (2n + 2)!
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, 1
Donc, la série converge absolument sur le disque ouvert de centre 3: et de rayon 7 et
donc converge sur le méme disque.
n

Exemple 5.3.17. On considere la série Y >° ﬁ
) n

(z — 5)™. La série converge ab-

2
solument sur le disque ouvert de centre 5 et de rayon T (a vérifier).

Si
f(2) =" an(z — 20)" = ap + a1(z — 20) + as(z — z9)* + -
n=0

1 N
alors a, = —'f(”)(zo); oit f(2) est la dérivée n’®™¢ de f en z.
n!

' .
Si on remplace f(™(z) par la formule de Cauchy, f™(z) = ;— % %dz,
™) (z — 20)

on obtient

a, = ;!f(n)(z()) — 1]{‘]0(2)dz

y _ n+1
2mc (z — 29)

C' n’importe quelle courbe fermée simple entourant 2y, et f(z) holomorphe sur I'inté-
rieur du contour C'.

Exemples 5.3.18.

1 (o) n
1—,2:2”:02: ) |Z|<1
2 ~3 4
In(l+2)=2 — =+ = — —- <1
—1) 5 28 ’
Arctan(z) = f:oz(n_i_)lzn:'z_z—i_E)_Z o<1
" L2 L3
C=o g =ltstgag e suC
| N L 2n+1 2
2271 z2 24 ZG
COS(Z) — n=0(_1> (2n>‘ :1_5—’—?—6 sur(c
e +e* 22 2 22
cosh(z):T: nzomzl—f—a—l—ﬁ—l—ﬁ... sur C
e —e % Z2ntl Z3 25 27
= T e M2 C
sinh(z) 5 n=0 (2n +1)! S 3! + 5! * 7! o




Si on pose z =iy, avec y € R, on a :

e =
En remarquant que (i)%* = (=1)* et (i)**** = (—=1)*i, on a

o W CVW e DR
ST VT 2%k+ 11

On obtient la formule d’Euler,

e = cos(y) + isin(y).

5.4 Séries de Laurent

Les séries de Laurent généralisent les séries de Taylor pour développer, en séries,
des fonctions f(z) qui présentent des singularités en un point 2.

Exemples 5.4.1.

La fonction f(z) = cos(2) est non définie en un point de singularité zy = 0.
z
20 2 A
La foncti =y (]l =1 -4
a fonction cos(z) n_0<(> ) o ) +14! 3
cos(z P 1 2z =z
gj 0.0 _ — o0 (1) - - _ = — =,
i270 Onaf(z) 2 X;Zj( ) 2n! z 2+4!
pour tout z # 0, la série Zzozo(—l)”? est appelée la série de Laurent de la fonction
n!
cos(z
() =

Définition 5.4.2. Sila fonction f(z) n’est pas holomorphe au voisinage de z, le point
2o est appelé point singulier.

S’il existe un disque de centre 2y privé du point 2, tel que la fonction est holomorphe,
le point 2y est appelé point singulier isolé.

Définition 5.4.3. Une série de la forme

o0 n o bn
Yntoan(z = 20)" + 200 =2
est appelée série de Laurent de centre z.

La série >, — est appelée la partie singuliere.

bn
(z — 20)

Théoréme 5.4.4. Si f(z) est une fonction holomorphe sur la couronne ouverte
D={2€C/ r <|z— 2| <ra};

alors la fonction f(z) admet un développement unique en série de Laurent de centre
20,
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b,
(2 — 20)"

f(2) = EoZoanlz = 20)" + 105

Les coefficients a,, et b, sont déterminés par :
1 f(z) 1 _
n=——¢ ——————dz et bn:—,j{ 2)(z — 20)" ldz.
2mi ?{c (z — zo)"*! 2mi Jo J) 0)
C une courbe fermée entourant zy et orientée positivement par rapport a D.

Définition 5.4.5. S’il existe m tel que b, # 0 et b, = 0 pour tout n > m, 2z, est appelé
un podle d’ordre m.

bm bmf 1

f(z):(z—zo)mjL(z—zO)m*l_‘_.“ Vze D

Sim =1, zy est appelé un pole simple.
Si les b, sont infinis, on dit que zy est un point singulier essentiel.

Remarque 5.4.6. On peut aussi représenter f(z) par
f(Z) = Zzo:_oo Cln(Z — Zo)n.
Exemples 5.4.7.

1. Déterminer la série de Laurent de centre 0 de la fonction f(z) = smgz).
z
2n+1 2n—4
— ) © (_1 nzi _ o (1 nzi
! ! + ! 2 |z| >0
= —— — 4+ —— = 2% z :
24 622 120 5040
2. Déterminer la série de Laurent de centre 0 de la fonction f(z) = z2e=.
1
On pose Z = —,
z
e? 1 (Z)™ (Z)n—2 1 1 1z Zz?

MO =72 = mino =X = m gty gty
avec Z # 0. Alors,

1 1 1 1
f(Z):Z2€z:ZQ+Z+§+£+FZ2+"'; ’Z‘>O

3. Si |z| > 1, donner le développement en séries de Laurent de la fonction

—z
1 —1 1 1 \"
On a = , et puisque |—| < 1 donc =>> (-] .
11—z 1 z 1 =0\ 2
2(1—-) 1— =
z z
Donc
1 ~1 S AN T B |
1—z I n=0<> iR Chabe Bl
z(1--)
z
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4. Déterminer le développement en série de Laurent de la fonction

3 A
de centre 0.
1 1 o

B2 ~ Sl =X pourfrf <l

1 1 n+1
= — 3 Xaxo () ; pour |z| > 1

Z z
1 1 1

Définition 5.4.8. Si la fonction f(z) admet un développement en série de Laurent de
centre 2,

f(z):niozoanz—zo +Z TP

alors on a

1
by = Tm]{cf(z)dz

C une courbe fermée entourant z, et orientée positivement par rapport a D. Le
coefficient b; est appelé le résidu de la fonction f(z) au point z = 2, et on écrit

by = ReS.—., [ (2).

j{c f(2)dz = 2miRes,—., [(z)

Exemples 5.4.9.

1. Intégrer la fonction f(z) = smiz) sur le cercle unité C' : 2% +y? = 1, orienté
z
positivement (dans le sens contraire de l'aiguille de la montre).
2n+1 2n—3
1 1 z 1
— P > 0.
26z 120 5040° d
1
La fonction f(z) a un pole d’ordre 3 au point 0,b; = Res.—of(z) = ~5 Par
conséquent,
1 1 j{ sin(z)
6 2miJe 2zt 7
donc
j{ sin(z)dz _om
c z 3
. : 1 L
2. Intégrer la fonction f(z) = —————— sur le cercle : C': |z] = =, orienté positi-
23(1 = 2) 2
vement.
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1

23(1 — z2)
I o . o as 11 71 ,
ZEZHZOZ =2ne0? =gt apt tltate 0 < 2] < 1
1 1 /1\"*! 11 1
wioy - wEwell) mrmo ook

La fonction f(z) a deux points singuliers 0, et 1, 1 n’est pas entouré par C|,
by = Res,—of(z) = 1.
Par conséquent,

1 1
SR S
2mi Jo 23(1 — z) :

1 .
f; mdz = 271.
5.5 Calcul des résidus

5.5.1 Pobles simples

1. Si la fonction f(z) admet un pdle simple au point zy alors

Res.—., f(z) = by = lim,,, (2 — 20) f(2).

2. Sila fonction f(z) = Madmet un pole simple au point zy, avec p(zg) # 0 alors

q(2)

Resz:z0p<2) - p,(ZO) .

q(2)  ¢'(20)
. (9z +1) o . .
Exemple 5.5.1. La fonction f(z) = (&1 2) admet un pole simple au point zg =1

234z

(9z+14) . NCEE T S . (92 4 1) 10: .
Rz:iiz1 z—1 - =1 Z—>1 - . :7:_5
° (23 +2) im (2 = 9) (23 +2) i i(2 Z)z(z +i)(z—1) =2 !

On peut utiliser la deuxieme méthode

Res._. (9z+1) _ (92+14) _ [

12 (P ray -

(9z+4)] 10
322+1|,_, —2

5.5.2 Poles d’ordre m

Si la fonction f(z) admet un pole d’ordre m au point zy alors

Res,—.,f(z) = ' lim, . [(z — zo)mf(z)](m_l) )

_
(m—1)

(m—1)
} est la dérivée d’ordre m — 1 de la fonction (z — zo)™ f(2).

(2= 20" 1(2)
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50z
(z4+4)(z—1)2

Exemple 5.5.2. La fonction f(z) = admet un pole d’ordre 2 au point

20 = 1
50z 1 . 1
_ — 1 . -1 2 (1)
Rescr o= = oy e (2 = D/ (2)
i 50z ’_hm 50(2+4) —502] _ . 200
z—1 (Z+4) - z—1 <Z+4)2 - z—1 (Z—|-4)2 — O.

Théoréme 5.5.3. Si f(z) est une fonction holomorphe sur un domaine D de frontiére
C' fermée (D entouré par C) sauf sur un nombre fini de points zi, z3, 23, -+ , 2z dans
C'. Alors, Uintégrale de la fonction f(z) sur C, orientée positivement dans D, est

j{c f(2)dz = 2mi Zle Res.—., f(2).

Exemple 5.5.4. Calculer l'intégrale de la fonction f(z) = é’Q_—gz) sur C' entourant 0
et 1.
On a (a vérifier!) ..
RGSz:OZ( =) = —4,
et
Res,—; -3 =1

Donc,

4 — 3z & ) .
%C ———dz = 2mi Z Res.—., f(z) = 2mi(—4 + 1) = —6mi

(22 — 2) j=1

5.6 Applications et Exercices

1. En utilisant les séries entieres, résoudre 1’équation différentielle suivante

y = xy, y(0) =1

On suppose que la fonction y = Y72, a,x™ est une solution sur son domaine de
convergence. Alors

/o 00 n—1 __ 00 n __ 00 n+1
Y =2 napx"T T = w0 g ap X" = 300 nX

Par conséquent

(o] o

Z na,z" ! = Z anz™

n=1 n=0
c’est a dire
a1 42000 +3a32° +- - - +napa" N+ = apr+a18° Fagr 4 a4
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lal; .... Par I‘éCU.I'I'el'lCG, on obtient Ap = %an—%

1
Donc, a1 =0, az = 5a0, ag = 3

c’est a dire
11

agg+1 =0 et 2k = 5 7700

2\ k .2
o Z ‘ k! <> = e

est une solution sur le domaine de convergence, qui est dans ce cas (—oo, +00).
Puisque y(0) = age”

Donc,

= ay = 1, donc
7:2

y:eT'

27 do )
2. Pour calculer ———— onpose z=¢e" 0<6<2m,

0 /2 —cos(d)

On obtient le cercle unité C : 22 + ¢y = 1.

0pe® 1 1 1 . .
On a cos(f) = 64_26 = E(Z + ;) car — = e~ sur C, dz = ie?df et donc
% = df.
En utilisant le changement de variables, on obtient
dz
2 do B 7{ i B 7{ dz
= : =
0 V2—cos(d) J \/__Q(z+;) L 522 =2v22 4+ 1)
B _2% dz B 22,}{ dz
i) (= V2=1)(2 - V2+1) L (z=v2-1(-V2+1)
dz

La fonction  f(z) = admet un pdle simple au

(z—=vV2-1)(z—v2+1)

point z = —1 + /2 entouré par C, car ’—1 + \/5’ < 1 et un autre podle simple
au point z = 1 + /2 non entouré par C, car ’1 + \/5’ > 1.

Res = lim (2~ V2 D
V2 e (V2 - 1) (2 —V2+ 1)
1 1

— i -
(e V2 1) 2
p Squent 2'% dz 20(2mi) (—2) = 2
ar consequent, z? = LU LT ) ——= ) = 4Tr.
a S VI DE—vat)) 2

Exercice 1

Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes

< (x4 2)" < (31 +1)"
@3 N B> T

(0 M=) (d)g(étii)n(z%—m)”.

=1

3

Indications
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(x—|—2)

(a) > o . Le domaine de convergence |—4, 0] .
3 1 2
(b) > i/% Le domaine de convergence {—3, 0}
(c) >0, n<x3_n7T) Le domaine de convergence |—3 + 7,3 + 7.
24+ 3\"
(d) >, < 5+ ,Z> (z + mi)". Le centre de la série z = —i, le rayon /2.
—1

Exercice 11

Développer en série de Laurent de centre zg et déterminer la région 0 < |z — zg| < R
telle que la série converge :

i 1
a) w 0= b) 22 sinh() 20 =0.
(z—=)3 4 z
4
Indications
sin(z ™
a) (7r)37 =7
(2 — Z)

On pose Z = z — 7§, donc sin(z) = sin(Z + ) = sin(}) cos(Z) 4 cos(§) sin(Z2).
En développant, cos(Z) et sin(Z) autour de 0, on obtient

sin(z) = ? ( 0 (;711), 7% 43 2n+)1,Z2"+1) ;  avec R = oo.

Sin<2> NG ( o (=17

_ 2 )21
(2 —%)° T 2(2—%)7 \ =0 2nl (2 = D7+ 305 2n+1' " )

sin(z) _ﬁ<(21 1 1 )) 1 (z—%)

Gotp 2 \G-mp TG aG-n) "3 4

On déduit que la série converge sur C\{7}.

1 1 1 1
2 & _ o) R —=
b) <"sinh (z> T =0 gyt S g a0 YT
La série converge sur C\{0}.

Exercice 111

Déterminer la série de Laurent au centre 0 de la fonction

) == /0 Sinft) gy

23 t

Indications
On développe la fonction

sin(t) B 0 (§n+)1) t2n+1

t t

En intégrant, on obtient
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z

1 r=zsin(t ", (-1 9
— = oyttt = gt
z3/0 23/ Z 2n—|—1 232 (2n+1)(2n +1)!
1 7 sin(t (=)™ 5 1 1 22
- dt ntl _ - - 4+ % .
US /0 / 28 4 Z 2n+1)2n+ 1) 27337505

0

Exercice IV
En utilisant les résidus, calculer I'intégrale suivante

7{ cosh(z.) Cilzl=1
C

22— 3iz’
On & cosh(z) _ cosh(z? |
22 —3iz  z(z — 3i)

par (', et un autre pole simple au point z = 3¢ non entouré par C.

cosh(z)] 1
(z=3i)],_,

la fonction admet un poéle simple au point z = 0 entouré

Res,_o = [ 3= 3

Par conséquent,

7{ cosh(z) 2«

22 -3z 3
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Séries de Fourier

6.1 Développement des fonctions de période 27

Définition 6.1.1. Une fonction f(x) est dite périodique s'’il existe une constante p
telle que : f(x +p) = f(z), pour tout x € Dy, I'ensemble de définition de f. Le plus
petit p est appelé période de la fonction f. De plus, f(x+mnp) = f(x), pour tout n € Z.

2
Exemple 6.1.2. La fonction f(z) = cos(nx) est périodique de période —W, n=12---
n

7r
La fonction f(z) = sin(nz) est périodique de période —, n=1,2---.
n

y = sin(x)

Ay
'l -
—m/2 . In/2 . '
e y T T2 9n X
/2
_1 -
y = sin(2z)
Ay
1 1 ™,
S /9 . 3w /2
J‘ e 3 FEL ‘3T: - ‘:—} _" 4"{1._
/ w/2
S
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Rappel

Une fonction f(z) est dite impaire si pour tout € Dy on a —x € Dy et f(—x) =

—f(x).
Une fonction f(z) est dite paire si pour tout € Dy ona —x € Dyet f(—z) = f(x).

Propriétés 6.1.3.

1. Pour tout a € R et f une fonction impaire intégrable on a
a
/ f(z)dz = 0.
—a

2. Pour tout a € R et f une fonction paire intégrable on a

/aa flz)dx = 2/0a f(z)dz.

3. Pour tout n,p € N,

/Tr cos(nzx) cos(px)dzr = {0 sinw

- ™ sin=p,

/7r sin(nz) sin(px)dzr = {O singm

-7 T sin=p.

Et

/7T cos(nz)sin(px)de =0, Vn,p € N,

—T

Pour vérifier les égalités , il suffit d’utiliser les formules suivantes

1
cos(nx) sin(px) = 5 [sin((n + p)z) —sin((n — p)z)] .
1
sin(nzx) sin(px) = 5 [cos((n — p)x) — cos((n + p)x)] .
Définition 6.1.4. On appelle série de Fourier (ou série trigonométrique) une série de
la forme

oo

ap+ Y _(ay, cos(nz) + by sin(nz)).

n=1
Les coeflicients constants a,, et b, sont appelés les coefficients de Fourier.
Si la série ag + >0 (a, cos(nz) + by, sin(nz)) converge vers une fonction f(x) alors
on a f(x 4+ 2m) = f(x), c’est a dire, la fonction f est périodique de période 27.
Si la série ag + >0 (ay, cos(nx) + b, sin(nx)) converge vers f(x) alors on écrit

f(z) =ao+ >0, (a, cos(nx) + b, sin(nz)),

sur le domaine de convergence de la série.
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Supposons que la série vérifie les conditions qui permettent d’intégrer terme a terme,
on obtient alors

™ flx)de = [T apdw + 352, (anf cos(nx)dx + by, [T sm(nx)dx)
= 2map+ >0 (an,0+0,0)

= 2.

De méme pour un entier non nul p on a

T f(z)cos(px)dz = f ag cos(px)dx +30 (anf cos(px) cos(nm)dx)
o1 (bn ST cos(px) sm(nx)dx)

= 7rap,
et

[T f(z)sin(pz)dr = f ag sin(px)dx + >0, (anf sin(px) cos(nx)dx)
> (bn ST _sin(pz) Sln(nx)dx)

= 7rbp.

On peut alors déterminer les coefficients de Fourier par les formules suivantes

1

a0 = 57 f(a)do

1
a, = — [T f(z)cos(nx)dz, n=1,2---
4

1
= — [ f(z)sin(nx)dx, n=1,2,---
s

On peut aussi développer des fonctions périodiques non continues en séries de Fourier.
Exemple 6.1.5.

Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique de période 27w définie par

1 si —rm<x<0
f(x)_{—l si 0<zx<m.

La fonction n’est pas définie aux points x = 0, x = 7. Cependant, on a
= oy [ =5 ([ ot [[ar) = 5o -m =0
a = o (x)dx = o x r)=—(m—m .

1
) cos nm)dm == (f_oﬂ cos(nx)dx + [ — cos(nx)dx)
T

Jox
ERE

n=12,-

a, =

A~ =

I
o
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b, = L (z) sin(nz)dr = 71r (f_o7r sin(nx)dx + [5 — sin(nm)dw)

—Tr

([ et

1 (—cos(0) + cos(n(—m)) N cos(nzx) — cos(O))
i2 1- cos(m:)l !

—

R BTt

T on
Donc .

) 1=
s n
Par conséquent, si n est pair alors b, = 0 et si n est impair alors b, = ——, c’est a
dire, "
blz—é, by =0, bgz—i, by =0, b5:—i,~~~
T 37 o

On obtient

R ]

ou d’une autre maniere,

sin ((2n + 1))
2n+1

ﬂ@z—iiﬁo (1)

Comme application, on peut déterminer la valeur de la série alternée

< (—1)" -1 1
— 14+ —— 4 4.
gaznﬂ Ty Ty

en posant r = g, dans (1), on obtient alors

Donc,

c’est a dire
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6.2 Fonction paire et impaire

1. Si f est une fonction paire alors pour tout n = 1,2, 3, - - - | les fonctions f(x) sin(nx)
sont impaires et les fonctions f(z) cos(nz) sont paires. Par conséquent, pour tout
n € N* on a

a, = ;/:r f(z) cos(nz)dx = 72r/o7r f(z) cos(nz)dz;

et
1 T
b, = —/ f(z)sin(nz)dx = 0,
™J—7

donc,

fz) =ap+ i an, cos(nw).

n=1

Si la fonction f est paire et périodique de période 27 définie sur |0, 7| alors les
coefficients de Fourier sont donnés par

1 ™
ag = ;/0 f(z)dz

2 g
ay, = —/ f(z)cos(nz)dx, n=12,---
7 Jo

by=0, n=12--- |

2. Si f est une fonction impaire alors pour tout n = 1,2,3,---, les fonctions
f(z)sin(nz) sont paires et les fonctions f(z)cos(nz) sont impaires. Par consé-
quent,

b, = 2 /7r f(z) sin(nz)dz,
7w Jo
et

a, =0, n=20,1,23---

donc,
flz) = i by, sin(nx)
n=1

Si la fonction f est impaire et périodique de période 27 définie sur |0, 7|, alors
les coefficients de Fourier sont déterminés par

A
b, = —/ f(z)sin(nz)dr, n=1,2---
0

™

Exemples 6.2.1.
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Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique de période 27w définie par

flz) =z, —T <z <T.
La fonction f(z) est impaire, donc pour tout n € N, a,, = 0 et

2 s
b, = —/ xsin(nzx)dz.
0

7
Par intégration par parties, on trouve pour n € N*

b, 2 [_wcos(nw)r

2
LT d
+ — Jo cos(nz)dx

m n 0
2 2

= ——cos(nm) + — [sin(nz)];
2

— _Z(_1)
2y

car cos(nm) = (—1)" et sin(nmw) = 0 pour tout n € N . Donc

2sin(2z)  2sin(3x)

f(x) =2sin(x) — 5 + 3 —---:—22

(="

n

sin(nzx).
Déterminer la série de Fourier de la fonction paire, périodique de période 27 définie
par
f(z) ==, 0<z<m

La fonction f(z) est paire, donc pour tout n € N* b, =0, et

1 .. 1[22]"
agzﬂfoxdm:W[Q]O:T

En intégrant par partie, on a pour tout n € N*

2
a, = — [y xcos(nz)dx

D 2

_ i . L d
— [x;m(nx)]o — o sin(nz)dx

= 0;— 3 [cos(nz)];

= S (=) =1).

alors on remarque que a, = 0 si n est pair et a,, = ——— si n est impair. D’ou
™m
T 4 cos(3z)  cos(bx)
f(x)—§ 7T(cos(m)—i— 9 + 5% +--

c’est a dire

o 4 & cos((2n+ 1))
n=0 (2n + 1)2 .

Si x = 0, on obtient
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on déduit que

c’est a dire
0 2

T
Z 2n+1 §

6.3 Fonctions de période 2L

6.3.1 Définitions et propriétés

Si f est une fonction périodique de période 2L, on utilise un changement d’échelle
v=kx, g(v)=g(kx)= f(x) pour obtenir une fonction g périodique de période 2,
on doit avoir 2m = k2L, k = %, et donc v = %x
En effet,

gv+2m) =g (T (@ +20)) = fo+20) = f(z) = g(0).
D’apres la premiere partie du cours et puisque g est 2m-périodique on a
g(v) = ag + 302 (ay, cos(nv) + by, sin(nv)).

Les coefficients de Fourier sont

1
@ = 5= 7 g(0)de
s

1
=— [ _g(v)cos(nv)dv, n=172,---
7r

1
=— [T _g(v)sin(nv)dv, n=1,2---
m

En faisant le changement de variable v = Ex, g(v) = f(z), on a : dv = —dx,

v=—m=x=—L,v=m= x = L, on obtient

1

d0 = 5= [T, g(u)do = o 1y f(@)da

1 1 nw
= I g(v) cos(nv)dv = 7 It f(x) cos (L:U> de, n=12,---

nm

= iffﬂ g(v) sin(nv)dv = zf_LL f(z)sin (L

:z:)dx, n=12---

flz)=a0+ 32, <an cos (ngm) + b, sin (Tx)) .
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On peut alors déterminer les coefficients de Fourier par les formules suivantes

t0= 5 1y f(@)de

1
a, = szLf(x)cos (Tx) de, n=1,2,---

Loy

. /nm
bn—Lfo(x)81n<Lx>dx, n=12---

6.3.2 Fonction paire et impaire de période 2L

1. Si la fonction f est paire et périodique de période 2L définie sur |0, L[; alors,
les coefficients de Fourier sont donnés par

d0 =7 I fla)dz

2. Si la fonction f est impaire et périodique de période 27 définie sur |0, 7 [; alors
les coefficients de Fourier sont

’an:O, n:1,2,---‘

bn

2 o/
zfoL f(z)sin (Lx) dv, n=1,2--

Exemples 6.3.1.

Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique paire :

f(x) =22, 0<z<l1l, L=1.
On a

1/t 1
=7 Fdr=3
n =

1
ay, = 2/ z? cos(nTﬂm)da:, 1,2,---
0

—1)
En intégrant par partie deux fois, on obtient a, = 4( 5 )

n2m?

flz) = Z1’> — ; (COS(WI) — icos(ch) + écos(?mx) — .. )
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En posant x = 1, on obtient

AN +£07)

f(1) = : =l=3i+L(1+1+1+.0)
1=} =3-A(+i+i+)
Et donc
il 1_}_1_}_1%_ )_2x7r2_7r2
n? 49 374 6
D’une autre part, en utilisant les formules d’Euler, on a
cos(nz) = ¢ +26 : sin(nz) = % = ° _26
et puisque

f(z) = ao+ >0 (a, cos(nx) + by, sin(nz))
alors

einac + e—inm

)= a0+ T3 (0

L et —emt? ) inex | = ,—inx
_ zbn72 = o+ Yooy (Cre™ + e )

avec : Co = ag

En posant ¢,=c_,, ona

f(@) = X0 o cne™
1 /= -
L= — —ine gy p = 0,41, 42, -
Cn = 5o /_7T f(z)e T, n

6.4 Approximation par des sommes trigonométriques

Soit f une fonction périodique de période 27 définie initialement sur |—m, 7[ qu’on
peut représenter par une série trigonométrique

o

f(x) =ao+ > (a,cos(nz) + by sin(nz))

n=1

an, b, sont les suites des coefficients de Fourier déterminer par les formules précédentes.
Si on approche la fonction par la somme partielle d’ordre N

f(z) = ag + X (a, cos(nx) + b, sin(nz)) )
f(x) —ag = Y_(a, cos(nx) + b, sin(nz))| dz

n=1

La valeur Er = /

—Tr
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est appelée 'erreur quadratique en utilisant les coefficients de Fourier. Si on prend une
N

autre approximation :  f(z) &~ Ao + Y (A, cos(nz) + B, sin(nz))
n=1

les suites des coefficients A,,, B,, sont arbitraires. Alors on a

N 2

f(x) —ao — > (A, cos(nz) + By sin(nz))| dx

n=1

Er < E =

—T

L’erreur Er est la plus petite erreur quadratique. On en déduit que la série de Fourier

ao + Y _(ay, cos(nx) + by sin(nz))

n=1
an, b, sont les suites des coefficients de Fourier définies par :

ag = ;ﬂ/ﬂ f(z)dx

—/ x)cos(nz)dr, n=1,2,---

b, = — /_ f(x)sin(nz)dz, n=1,2,---

™

est la meilleure approximation par rapport a la norme de L? : / |f(x)|*dx pour tout

N. _ -
Si / |f(x)|?dx existe, on obtient I'inégalité de Bessel

oo 1 T
28+ 3 (a2 +02) < — [ /(@) Pda

n=1

™
Si de plus, la fonction f est continu et / f*(z)dx existe , on obtient :
—T

Identité de Parseval

1 U
2a; + Z +b2) = - / P (z)dx

Exercices
1. Vérifier que le développement en série de Fourier de la fonction périodique de

période 4 définie par

-1 s1 —2<z<0
ﬂ@_{1 si 0<xz<2

est



2. Vérifier que le développement en série de Fourier de la fonction périodique de
période 2 définie par f(z) = 2%, —1 < z < 1 est donné par

f(z) =

1 4 1 1 1
3—7T2(Cos(mr;)—4008(27r:c)+gcos(37m)—25@08(5#1:)+~--> (1)
En déduire que

TR P S

4 9 25 6
Si on prend x = 1 dans (1), on a
e 1oL = i(1+l+1+i— )
3 2 4 9 5

Par conséquent
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Transformée de Laplace

7.1 Définitions et exemples

Soit f une fonction définie sur [0, +oo[, on définit la transformée de Laplace de la
fonction f, et on note £(f), par

L)) = [T e p(eyar

oo
si I'intégrale impropre / e S f(t)dt existe.
0

Exemple 7.1.1. Déterminer £(f).

1. f(t) =1 sur [0,4o00[.

£(1)(s) :/Oooestdt: lim [_iest]jz

T—o0

2. f(t) = €% sur [0, +o0]

00 00 T 1
£(e*)(s) = / e Ste?dt = / et = 7lim { et = 5
0 0 —oo [2— 5 0o S—
st §s—2>0, §>2
1

3. De méme, on a pour toute constante a, £(e”)(s) = ——, si s—a > 0.
s—a

Propriété 7.1.2. La transformée de Laplace £(f) est un opérateur linéaire,

£(af +Pg) = aL(f) +8L(g)
Va, B € R. 1l suffit d’utiliser la linéarité de [’intégrale.

Exemples 7.1.3.

at —at
1) Déterminer £(cosh(at)); on a cosh(at) = +2€ , donc
— 1 at —at _ 1 1 1 _ s
£leosh(at) = 5 (£(e) + £E ) = J(—+ )=
£(COSh(at>) = m
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De méme on a

£(sinh(at)) = ;(f(eat> —£(e™) = ;(5 i a s —ll- a) T 82 i a?
£(sinh(at) =
On a
1 (s + ia) s . a

() s—ia (s+ia)(s—ia) s2+a? "2 1 a2

De plus, on a

e = cos(at) + isin(at)
L(e) = £(cos(at) + isin(at)) = £(cos(at)) + iL(sin(at)) =

S + a
i
52+ a? 52 4+ a?

En égalisant les parties réelles et les parties imaginaires, on a

S
£(COS(at)) = m
. a
L(sin(at)) = g

On peut aussi calculer directement £(cos(at)) et £(sin(at)) en intégrant par partie.
On a alors

(1)  £L(cos(at)) = /OOO cos(at)e ™ dt = [e

:i—i£@mm»

—st

cos(at)] _¢ /Oo sin(at)e”*dt
0

0 S

—st

(@) Lsin(ar) = [ sin(atyedt = [

sin(at)] —1—9/ cos(at)e *'dt
—s s Jo

0
= g(,E((:os(at))
s
En remplagant £(sin(at)) dans (1), on obtient
1 aa 1 a?
£(cos(at)) = o ggi’(cos(at)) = ?i’(cos(at))
Par conséquent
a’ s
(1+ —)£(cos(at)) = Fing £(cos(at) = o
De plus, on a
a s a

. a
£(sin(at)) = 2 £(eos(at)) = &0 = 0

Déterminons  £(t"™!) en fonction de £(t") :
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—st 0 1 1
£<tn+l) — fooo t”+1e_5tdt — [etn+11 + n+ fooo t"e_Stdt — n+ £(tn)
-5 0 S
Car
e—st o —st T e—sT
[tn+1] = hmTHOO [ tn+1 = hmTHoo( Tn+1 - O) =0
£ty = L2 p(em)
S
Par récurrence, on obtient
ni1y N1 n!
£<t ) - s 8n+1
On a alors
n+1y _ (TL + 1)|
£(t ) - gnt2

Si une fonction f est continue par morceaux et vérifie une condition de croissance de
la forme : | f(t)| < MeF? alors la transformée de Laplace £(f) existe pour s > k.
Si f’ vérifie les mémes conditions alors on a la relation suivante

En effet :
Lf)(s) = Joo e~ f'(t)dt
En intégrant par partie, on obtient
£(f)(s) = [5Z e f/(£)dt = lima o0 [e 7 f()]g + 5 J5% e* f(£)dt = —£(0) + s£(f)(s)

De méme,
L(f7) =sL(f") = f'(0) = s(s£(f) = (0)) — f'(0) = s*£(f) — sf(0) — f'(0)
L(f7)=s2L(f) = sf(0) = ['(0)

Par récurrence, on a

£(f™) = s"L(f) = 5" f(0) = s"2f(0) — - = f7D(0)

Si la fonction f admet une transformée de Laplace F'(s) pour s > k alors la transformée
de Laplace de la fonction e f(t) est donnée par la fonction F(s —a), s —a > k.

£(ef(1)(s) = £(f)(s —a), s—a>k

En effet, on a

E(f)s—a)= [T e pde = [T et f(t)dt = £(e f(1)(5)

0 0

On peut obtenir aussi la relation suivante
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Exemple 7.1.4.
-2
(1) £(e* cos(3t)(s) = £L(cos(3t))(s —2) = (8_82)2_‘_9
2
(®) £()(s) = £(F) (s~ 1) =
A partir d’une fonction F'(s), on peut retrouver la fonction f telle que

Si £(f) = F(s) alors f = £71(F(s))

Exercice

Déterminer la fonction f(t) telle que £(f) = F(s) :

s—2 5
s_
2) F(S):—(3—3)2—|—16
4362412
3) F(@;&

i
Indications 1) On a : f(t) = e*.

2) On a : f(t) = e cos(4t).

st—3s24+12 1 3 12 3 12(4) t

3 OnaFls)= > >0 T2 2 2 2 1 2 ) =1-—3t+ .
) Ona F(s) 5 PR 52+(4!)S5’f<) 3

7.2 Transformée de Laplace de certaines fonctions

usuelles
£(1f) f f(lf) f ;nga f
B 1 P et [T e cos(bt)
312 t ﬁscﬁ cos(at) = aZ;Q s e sin(bt)
5 |flmeg | e | g | g
ji = Si 3 fsaz cosh(at) = 632 7 26015 sin(bt)
S:il " 5;2%‘@2 sinh(at) 5(5214—a2) b12(1 — cos(bt))
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7.3 Applications aux équations différentielles

On considere I’équation différentielle :

y -y =t
y(0)=1, ¢/ (0)=1, conditions initiales

On utilise la transformée de Laplace pour déterminer la solution de I’équation

1
Ly —y) = Ly7) - Lly) = L) = 5
1
& 57 Ly) —sy(0) —y'(0) = £(y) = 5
1
& (32—1)£(y)—3—128—2
1
& (P-DLy) =s+1+—
o ff)= 2t 17 11
Y=o s2(s2—1) s—1 s2—1 &2
On a
1 1 1
-1 ot -1 o 1y
£ (8_1)—6, £ (32— = sinh(t), £ (32) t

L’opérateur £~ est linéaire, donc

1

o ) = e’ +sinh(t) — ¢

y(t) = £7Y(

1 1
-1 -1/t
)+ £ () = £

y(t) = €' +sinh(t) —t
Dans cette méthode, on a utilisé directement les conditions initiales de la solution. On

considere 1’équation différentielle

y” — 6y’ + by = 29 cos(2t)
y(0) =3.2, ¢/(0) =6.2, conditions initiales

On a
£y =6y +5y) = L{y") = 6L(y') +5L(y) = L(29cos(21)) = 2957~
donc
£(y7) = 6Ly +5L(y) = s2L(y) — sy(0) — 3/ (0) — 65.£(y) +6y(0) +5£L(y) = 2932 i 4

alors
s

+4

(s* = 65 +5)£(y) — 5(3,2) = 6,2+ 6(3,2) = 293

ce qui est équivalent a

S

2
(5* = 65 +5) £(y) — 5(3,2) +13 =295~
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ainsi
3,2)s — 13)(s? +4) + 29s

(3 +14)

(s> —6s+5)L(y) = (
finalement
£(y) = ((3,2)s — 13)(s? + 4) + 29s
Y o) (s —5)(s2 + 4)
En utilisant la décomposition en fractions rationnelles, on obtient
A B Cs+ D
£ p—
W= 6o T v
on A=1, B=2, C=0.2, D=-2(2.4); donc

1 2 (0,2)s — 2(2,4)
=G 6ot 29
o ri 2 (02)s-2020),

(s—=1) (s—05) (s2+4)
y(t) = e’ + 2e% + 0,2 cos(2t) — 2, 4sin(2t)

Par conséquent
y(t) = e’ + 2e% + 0,2 cos(2t) — 2, 4sin(2t)

est la solution de I’équation différentielle.

On considere 1’équation différentielle :
Yy’ =2y —3y =0
y(1) =-=3, /(1) =—17, conditions initiales
On utilise le changement de variable t=74+1, on a

97(r) = 2¢'(1) = 34(7) = 0
9(0) = =3, ¢(0) =—17, conditions initiales

£57(r) = 20/ (r) = 30(7)) = £57) — 2£() —3£(3) = £(0) =0
donc

S2L()) +3s+17—25£() =6 —3£L()) =0
ce qui entraine
(s =25 —3)£()) = —3s — 17T+ 6 = —3s — 11.
Alors
—3s—11 —3s—11 2 -5

)= o258~ 6r06-3 G+ (=9

d’ou
j(r) =2e77 —5¢T,
et par conséquent
y(t) = §(7) = 2677 — 5 = 2e~=D) — 5,
Donc
y(t) = 2¢—(t=1) _ 5e3(t—1)

est la solution du probléme initial.
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Transformée de Fourier

8.1 Définitions et exemples

8.1.1 Définition

Si une fonction f est intégrable, on définit la transformée de Fourier par ’expression

o0

FHw) = [ fla)e=da

—0o0

L’opérateur F(f)(w) décrit I'évolution des fréquences. On peut rencontrer d’autres
définitions :

o0

FNw) = [ fwe=ma.

—0o0

La variable t représente le temps en secondes, v la fréquence en Hz (Traitement de
signal). La définition suivante est utilisée en physique.

F)w) == [ flajedo.

Dans la suite nous utiliserons la derniére définition. A partir de la transformée de
Fourier, on peut retrouver la fonction f

1 o W
f@) = = [ P

La fonction f est appelée la fonction inverse de la transformée de Fourier.

Exemple 8.1.1. On considére la fonction :

(1 si oze]-L1]
fle) = { 0 sinon
_ 1 1 —iwz _ 1 —iwzr __ iwT
FUY) = = e = — L (eminn — o)

2 (eiwx—e*im)_ 2 sin(w)
Cw2r 2i VT ow
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L’opérateur F est une application linéaire, c’est a dire
Flaf +bg) =aF(f)+bF(g).

Si f est une fonction continue sur R et f(z) — 0 quand |x| — oco. Si de plus la
fonction f’ est absolument intégrable sur R, alors

F () (w) = iwF(f)(w)

En effet,
F(f ) (w) = \/12—7T e f’(x)efimdx = \/12_7r [f(x)e*im]iooo — (—iw) [, f(x)e—z‘wxdx

f(x)e’imﬁooo =0 car f(r) — 0 quand |z| - oo et donc F(f')(w) = iwF(f)(w)
De méme, on a

F(f")(w) = iwF(f)(w) = (iw)*F(f)(w) Dot | F(f")(w) = —w?F(f)(w).

8.2 Transformée de Fourier de certaines fonctions

usuelles
F(f) f
2 w —azr
ﬁﬂu ez
w? z?
e 2 e 2
1 w
e 4da e*‘””z, a>0
V2a
1 [sin(a(l —w)) sin(a(l+ w)) cos(z), si0<xz<a
V2T 1—w 14w 0, sinon
1 2
oL cos(if—a — %) cos(ax?),a > 0
1 2
N COS(Z)—G + %) sin(ax?),a > 0
1 fan( 2) e " sin(x)
—— arctan —_—
V271 2 x
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8.3 Exercices corrigés

Exercice 1.

1. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f périodique,
de période 27 et définie par :

f(z) = |sin(x)] pour x €] — m, 7|
L L 1 1 w2 1
2. En déduire la somme de la série : 123 + 3252 + F272 + = 6 2

Exercice II.
Si L(f) = F(s), déterminer f(¢) dans les cas suivants :

4s — 3m 4s — 2
D) Fls) = 52 4 72 T 2 —6s—18

Exercice 111.

1. Déterminer L(f) pour f(t) = —3ttes
2. Soit f(t) = tsin(wt), calculer f', f" et L(f).

3. En utilisant la tranformée de Laplace, résoudre ’équation différetielle suivante :

y" + 2y + by = 50t — 150
y(3) = —4
y'(3) =14

Exercice 1V.

Déterminer la transformée de Fourier F de la fonction définie par :

e si >0 e a>0

f(“’):{o si r <0

Solutions d’exercices

Exercice 1.

1. La fonction f(z) = |sin(x)| pour tout z €] — 7, 7|,
f est paire et de période 27 = 2L, donc L = 7.

On a
1 /7 . 2
aoz—/ sinxdr = —
mJo T
et

™

2
a, = —|[ sinzcos(nz)dx (n>1)

= Z Oﬁ[sin(n + 1)z —sin(n — 1)z]dx

B 1+(—1)”< 1 | )
N T n+1 n-—1/

7




d’ou pour tout n >0

- 2( 1 1 ) —4
Qop+1 = e Qop = — - = .
2t T a\2n+1 2n—-1) 7@n—1)(2n+1)

Pour tout z €] — 7, 7], on a

2 4= 1
Jw) =2 - En; @n =Ty 1) o)
2. Puisque f n’est pas définie en x = £, mais :
lim f(z)= lim |[sinz|=0 et lim f(z)= lim |sinz| =0,
z—(—m)* z—(—m)* TSI T

la fonction f est prolongeable par continuité en x = £x. L’identité de Parseval

s’applique et l'on a

+0o0 2 T
20 + Y a2 = = [ (f())*da
n=1 ™ Jo

Cest a dire

8 + io (=4)° —/ sin )2 ! / (1 — cos(2x))dx = 1
w2 = (2n—1)2(2n + 1)2 0 o
D’ou

“+o0o 1 7T2 1

;(2n—1)2(2n+1) 16 2

Exercice 1I.
1) A calculer f(t) pour F(s) =

Noter que f : [0, +oo[—> R. La transformée de Laplace de f est définie par

F(s) = £006) = [ et

pourvue que cette intégrale impropre existe.

s T -
On a F<S):432+7r2_352+7r2 pour s > 0, d’ou
_ S _ ™ )
Ft) = |47 (G ) =L WQ)] (t) = 4cos(rt) — 3sin(xt).
2) Considérer
4s — 2 4s — 2
F - —= .
(5) s?—6s—18 (s—3)*—27
Donc
-3 10 N/ 27
F(s)=14 i iv21 5 pours — 3 > V/27.
(o= 87+ VI VT (s~ 8+ (VD)
d’ou

3 sin(iv/27t).

£ = £7(F(5) ) (1) = 4¢* cos(iv/27t) +

C’est a dire

Z\/_

flt) = {4cosh(\/—t) smh(\/_t)

\/_
78



Exercice I11I.

1. f(t) = —3ttez
On a

A
0
— —3£(t4)<5—)
41
- _3 5
(+-3)
2
72

2. f(t) = tsin(wt)
f'(t) = sin(wt) + tw cos(wt)
1"(t) = 2w cos(wt) — w?t sin(wt)
1"(t) = 2w cos(wt) — w2 f(t)
Noter que

L(ro)e = 2o — (1))
= L) = 50 - 10)

2ws
(s2 +w?)*
3. On résout ’équation différetielle :
y" + 2y + 5y = 50t — 150
(ED),

y(3) = —4
y'(3) =14

Etape 1 : On fait un changement de variable, pour résoudre le probleme sur
0, +00[ au lieu de [3, +o00[. Poser t = 7+ 3, donc on a y(t) = y(7+3) = y(7)
y(t) =y'(r+3) =71
y'() = y/(r+8) = 7(7)

(ED); devient

J" (1) + 27 (1) + 55(7) = 50(7 4 3) — 150 = 507
(ED), { §<o> = —i/ et ’ 7(0) = 14.

Etape 2 : On calcule la transformée de Laplace de g, notée L(7); on a
ﬁ(g”(f) L2 (r) + 5@@)) — 50£(r)

79



ainsi

(TL1) L(G") +2L(7") + 5L(7) = 50L(T).
L(7")(s) = s*L(g)(s) — s(0) — 7 (0)
et
L(7)(s) = sL()(s) — 9(0).
(TL1) s’écrit

(s* +2s+5)L(s) = 50L(7)+ s5(0) + 7' (0) 4 27(0)

50
S
d’ou
1 50
H=— (-4 ).
L(7) 32—1—23—1—5( S+6+82>

Etape 3 : Décomposer en éléments simples L£(7).

On sait qu’il existe «, 3,7, et § réels uniques tels que
1 a f vs+ 0

S T
$2(s24+2s+5) s s2 242545
Déterminons «, 3,7, et §. On a

1 1
P s 12515 5
B B +0
T SNt b NS
a+7_s££rnoo8(s+32+32+23+5> 0
1 —y 49
Pour s = —1, on obtient 1:—Oz+5+ i
1 o
Pour s = 1, on obtient 8:04—1—54—7:;
On résout :
1
BZS,Vz—a,7a+5:—7,—3a+5:f
d’ou
2 2 1 2 1
“T T T on 573025 = 7%
et
50 410 4s — 2
s2(s2+2s+5) s 82 s24+25+5
Puisque
4 10 4
L) =——+F+——
alors

g(1) = —4 4+ 107 + 2e~ 7 sin(27)
Noter que 7=t—-3 et g(r)=y(t). Donc
y(t) = 2e3etsin(2t — 6) + 10t — 34.
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Exercice 1IV.

Calculons F(f) pour

Or —(a+iw)A _ 0

lim e
A——+oo

e si x>0 et a>0
0 si x < 0.
f(:):)e_imdx) Ner ; donc

</_Ooo f(z)e ™ dx + /O+oo f(:z:)e_iwxdx>

\/12_7r/0+00 f(z)e ™ dx

1
\ 2T

1 /+OO —(a+iw):cd
— e i
V2mJo
A
li / —(a+iw)acd
\ 2T 1¢1—>-i-c1>or2—>0+ € € &
1 6—(a+iw):c
2 A too,e—0+ | —(a + jw)
cara>0 et lim e (@ =1 Donc
e—0t
1 1
F = .
() = = ——
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