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Chapitre 1

Arithmétique

1.1 Les entiers naturels

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Les cardinauz finis (ou cardinaux des ensembles finis) sont appelés entiers na-
turels. Leur ensemble, noté N, contient donc l’élément particulier 0 et est muni d’une applica-
tion S : N — N, appelée successeur, ou fonction succession, satisfaisant aux axiomes suivants
(Dedekind, Peano) :

(S1) S est injective

(52) 0 ¢ S(N)

(S3) N est l'unique partie de N contenant 0 et stable par S.

Remarque 1.2 0 est l'unique élément de N qui n'est le successeur d’aucun élément de N. i.e.,
{0} US(N) = N. En effet, posons E = {0} US(N), E C Net0e€ E. On a aussi, si x € E, alors
x € N et ainsi S(z) € E. En utilisant (S3), on a E =N, i.e., {0} US(N) =N.

1.1.2 Opérations dans N et Raisonnement par récurrence

On définit successivement ’addition sur N par : m +0 =m, m+ S(n) = S(m+n), (il s’en suit
alors que, si 1 = S(0), m+1=m+ S(0) = S(m+0) = S(m)), la multiplication par : m.0 =0 et
la formule récurrente m(n + 1) = mn + m.

Théoréme 1.3 (Théoréme de récurrence) Si
(i) 0 posséde une propriété P et
(ii) P(n) est vraie entraine P(n + 1) est vraie
alors tous les entiers naturels possédent la propriété P.

Preuve. Pour établir ce théoréme, Il suffit d’utiliser (S3) en posant E = {n € N/P(n) est vraic} m

Exemple 1.4 Montrons par récurrence que Vn € N, 1.11 422!+ ...+ (n+1).(n+ 1) = (n+2)! — 1.
En effet, posons f(k) = 1.1+ 221+ ...+ (k+ 1).(k + 1)!, alors f(0) =1 = (0+ 2)! — 1. Supposons
que f(k) =(k+2)! =1, on a alors, f(k+1)=11+221+ .+ (k+1).(k+ D)+ (k+2)(k+2)! =
FR)+(k+2)(k+2)! = (k+2)! =1+ (k+2)(k+2)!. Ainsi, f(k+1) = (k+2)!/(1+k+2)—1 = (k+3)!—1.
D’ou, f(n) = (n+2)!—1,Vn e N.

Théoréme 1.5 L’addition et la multiplication possédent les propriétés suivantes : pour tous
m,n,k €N, on a :
(i) (m+n)+k=m+(n+k)
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(i) m +n =n+m (cardinal d’une union disjointe)
(iii) m+n =0 si, et seulement si, m =n =0

(iv) m(nk) = (mn)k

(vi) mn = nm (cardinal du produit de deuz ensembles)
(vit) m(n + k) = mn + mk

(viii) mn = 0 si, et seulement si, m =0 oun =0

Preuve. Montrons, par exemple, la propriété (i) (associativité de 'addition dans N). Effectuons une
récurrence sur k. Si k =0,ona (m+n)+0=m+n =m+ (n+0). Supposons I’égalité établie pour
k. Alors, par définition de 1’addition et d’apreés 'hypothése de récurrence, on a (m+n)+ (k+1) =
(m+n)+Sk)=S((m+n)+k)=((m+n)+k)+1=m+n+k)+1=5Sm+(n+k)) =
m+Sn+k)=m+n+95k)=m+n+k+1) m

1.1.3 Relation d’ordre dans N

Théoréme et Définition 1.6 La relation notée < et définie sur N par Va,b € N : a < b si, et
seulement si, il existe t € N tel que b= a +t est une relation vérifiant les propriétés suivantes :

(i) < est une relation d’ordre total, i.e., < est reflexive, antisymétrique, transitive

et pour tous m,n € N, onam <n oun<m

(ii) < est compatible avec l’addition, i.e., Ym,n,p € N, m < n si, et seulement si, m+p <n+p

(iii) < est compatible avec la multiplication par un entier non nul, i.e., Vm,n € N,Vp € N*,
m <n si, et seulement si, mp < np

Preuve. Montrons par exemple que Vm,n € N, m <n ou n < m. Effectuons une récurrence sur m.
Sim =0 alors Vn € N: 0 <n (car n =0+ n). Supposons que cette propriété est vraie pour l’entier
m. Soit n € N, distinguons les deux cas suivants :

-n=0etalorsn <m+41

- n # 0, considérons alors le prédécesseur de n, i.e., I'entier n’ tel que n = S(n’) = n’ + 1. En
utilisant I’hypotheése de récurrence, on a m < n’ ou n’ < m et ainsi :

*sim<n alors It eN:n'=m+t, doan=n"+1=m+t)+1=(m+1)+tetm+1<n.

*sin/ <myalors It e N:m=n"+t, doum+1=n"+t+1=0+1)+t=n+tet
n<m-+1m

Remarque 1.7 La forme suivante du théoréme 1.3, dite récurrence généralisée, est souvent util-
18ée :

Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n. St

(i) P(0) est vraie et

(i1) Yn € N, (Vm < n, P(m) vraie) entraine P(n + 1) vraie, alors

P(n) est vraie pour tout entier n.

Pour la démonstration, on considére cette fois ci la propriété Q(n) = P(0) et P(1) ...et P(n) et
on utilise le théoréme de récurrence.

D’autres propriétés de N s’avérent trés utiles dans la pratique :

Proposition 1.8
(i) N posséde un plus petit élément (qui est évidement 0 ) et toute partie non vide de N admet un
plus petit élément.
(ii) Soit A une partie non vide de N. Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
a) A posséde un plus grand élément
b) A est majorée
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c) A est finie.
(iii) N n’est pas majoré.
(iv) V(a,b) € N x N*, In € N tel que nb > a (Propriété d’Archiméde)

Preuve. Montrons par exemple la propriété (i) : considérons une partie A de N ne possédant pas de
plus petit élément et montrons que A est vide. Soit P(n) la propriété « aucun entier < n n’est dans
A ».Sim e A alors P(m) est fausse ( car m < m et m € A).

P(0) est vraie : sinon 0 € A et ainsi 0 est le plus petit élément de A. Supposons que P(k) est
vérifiée et que P(k + 1) est fausse. Il existe alors un entier j < k + 1 appartenant & A. Comme P(k)
est vraie (aucun entier < k n’est dans A), k+ 1 € A et ainsi k + 1 est le plus petit élément de A. Par
conséquent, P(k + 1) est vraie et P(n) est donc vraie Vn € N, ainsi A =0 =

Conséquence 1.9 V(a,b) e NxN* Jlge N:bg<a<b(qg+1).

Preuve. Si B = {n € N/ nb > a}, alors, d’apreés la propriété (iv) de la propositon précédente, B # ()
et ainsi, en utilisant la propriété (i) de la méme proposition, B posséde un plus petit élément qu’on
note ¢+ 1 et bg < a < b(g + 1). L’unicité de g est triviale m

1.2 Entiers relatifs

Rappelons que ’addition dans N n’est pas une loi de groupe, mais elle est commutative, associative
et tout élément est régulier. On peut donc construire le symétrisé de N, on le note Z et ses éléments
sont appelés des entiers rationnels ou relatifs (cf. Exercice 1.10). Il est muni d’une addition et
d’une multiplication prolongeant celles de N.

Les propriétés de ces deux lois permettent de munir Z d’une structure d’anneau inteégre (cf.
chapitre III). Z est aussi totalement ordonné par la relation z < y si, et seulement si, y — z € N qui
prolonge l'ordre de N.

Exercice 1.10 (Constuction de Z) Soit R la relation définie dans N x N par : (a,b)R(da’, V') si,
et seulement si, a +b = a’ + 0.

1) Vérifier que R est une relation d’équivalence sur N x N

2) On note 7 Uensemble quotient (NxN)/R. Vérifier que si (a,b), (a’,V) € Z, alors (a + a/,b + V)
ne dépend que des classes d’équivalence (a,b) et (a’,b') et non du choix des représentants (a,b) et
(', V') de ces classes. Ainsi, on définit l’addition dans Z comme suit : (a,b)+(a’,b') = (a + a/,b+ V).

3) Montrer que (Z,+) est un groupe abélien.

4) Soit Uapplication ¢ : N — Z définie par : ¢(a) = m. Montrer que @ est injective et que
Va,b e N, p(a+b) = p(a) + ¢(b).

5) Vérifier que ¥(a,b) € Z tel que a > b (resp. a < b) e € N: (a,b) = (¢,0) (resp. (a,b) = (0,c¢)).
(On note Zy (resp. Z._) Uensemble des classes (a,b) telles que a > b (resp. a < b) et o Uaide de
Uinjection @, on peut identifier N a Z et ne pas faire de distinction entre a € N et p(a) € Z4 ).

Exercice 1.11 Montrer que

1) Les éléments inversibles pour la multiplication dans l’anneau Z sont 1 et -1.

2) Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de Z posséde un plus grand élément (resp. un
plus petit élément). (Ind : Soient A une partie non vide et majorée de Z, a € A et M un majorant
de A. On considére N = {n € N/ a +n € A}. Vérifier que N posséde un plus grand élément m et
montrer que a +m est le plus grand élément de A).

3)V(a,b) € Z x Z*, In € Z tel que nb > a (Propriété d’Archiméde)

4)¥(a,b) € Zx N*, g € Z tel que bg < a < b(q+1).
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1.3 Divisibilité dans 7Z

1.3.1 Définition et Propriétés

Définition 1.12 Soient a et b deux entiers relatifs quelconques. On dit que a divise b et on écrit
a/b s’il existe un entier k € Z tel que b = ka.

Proposition 1.13 Pour tous a,b, c éléments non nuls de Z,
(i) a/a
(ii) Sia/b et b/a alors a =b oua = —b
(iii) Si a/b et b/c alors a/c
(iv) Si a/b et a/c alors a/b+ c

Théoréme 1.14 (Théoréme de la Division Euclidienne) Soit (a,b) € Z xZ*, alors il existe un
couple (q,r) unique d’entiers relatifs vérifiant : a =bg+r et 0 < r < |b].

Preuve. La division euclidienne est une conséquence du fait que Z est archimédien :

Existence : Sib > 0, on considére U'entier g tel que bqg < a < b(g+1) (cf. la propriété 4 de 'exercice
1.11) et 'entier r = a — bq. Si b < 0, alors, d’aprés ce qui précéde, g1, € Z : a = q1(—b) + r avec
0 < r < |b] et ainsi il suffit de prendre le couple (—q1, 7).

Unicité : Soient (q,r) et (¢',r") deux couples d’entiers tels que a = bg + 7, 0 < r < |b] et
a="bd +1,0 <71 <|b,alors b(q —¢') =1 —r dou |b||¢g—¢| = |r—1'|. D’autre part, on a
|r— 7| < |bl car 0 < r < |bl et 0 < 7' < |b]. Ainsi, [b]|q—¢'| = |r — 7| < |b| et par conséquent
lg—d|=0,ie,g=qd etr=1"m

Corollaire 1.15 (Division Euclidienne dans N) Soit (a,b) € N x N*, alors il existe un couple
(q,7) unique d’entiers naturels vérifiant : a =bq+1 et 0 <r <b.

Preuve. Supposons que a > b (si a < b on pose 7 = a et ¢ = 0), alors a > 7 et ainsi ¢ € N (car
bg=a—-reN) m

1.3.2 Sous-groupes de Z

Notation 1.16 Soit n un entier relatif, on note nZ = {nm/ m € Z}. On a ainsi {0} = 0Z et
Z =17Z.

Proposition 1.17
(i) Pour tout entier relatif n, (nZ,+) est un sous-groupe du groupe (Z,+).
(ii) Soit (a,b) € Z2. a/b si, et seulement si, bZ C aZ.

Conséquence 1.18 Soit (a,b) € Z2, on a aZ = bZ si, et seulement si, a = b ou a = —b. Ainsi pour
tout a € 7Z, il existe un unique entier naturel k tel que aZ = kZ,(k = |a|). On appelle Uentier k le
générateur positif de aZ.

Théoréme 1.19 Si H est un sous-groupe du groupe additif (Z,+), alors il existe un unique entier
naturel n tel que H = nZ.

Preuve. Supposons que H # {0} (si H = {0} alors H = 0Z), alors N = {m € N*/ m € H}
est non vide. Soit n le plus petit élément de N et montrons que H = nZ. Puisque n € H, alors
nZ C H. D’autre part, soit h € H, alors, d’aprés le théoréme de la division euclidienne dans Z,
J(q,7) €Z%: h=ng+r avec 0 <7 < n, ainsi 7 = h —ng € H et puisque n est le plus petit élément
de N, alors nécéssairement r = 0 et H C nZ.

L’unicité découle de la proposition 1.17 ii) m
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Exercice 1.20 Soit (a,b) € N2. Montrer que H = {ma+nb/ m,n € Z} est le plus petit sous-groupe
de Z contenant aZUbZ (H est appelé le sous groupe de Z engendré par a et b et se note H = aZ+bZ).

1.3.3 PGCD et PPCM
Définitions et Propriétés

Théoréme et Définition 1.21 Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors,
(i) 1l existe un unique entier naturel non nul d tel que :
*d/a et d/b et
*Sid €7 est tel que d'Ja et d' /b, alors d'/d ; d s’appelle le plus grand diviseur commun
de a et b et se note d = pged(a,b), ou simplementd =aAb,
(i) 1l existe un unique entier naturel non nul m tel que :
*a/m et b/m et
*Sim! € Z est tel que a/m’ et b/m’, alors m/m', m s’appelle le plus petit multiple
commun de a et b et se note m = ppcm(a,b), ou simplement m =aV b
(iii) Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si pgcd(a,b) = 1.

Preuve. d (resp. m) est 'entier naturel tel que aZ + bZ = dZ (resp. aZ NbZ = mZ) &

Exercice 1.22 Soient a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer que
1)an(bAc)=(aNnb)Ac
2) abAac=lal.(bAc)
3)av((bVe)=(aVb) Ve
4)abVac=lal.(bVc)

Algorithme d’Euclide

Proposition 1.23 Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a = .bg+c, alors aNb = bAc.
En particulier, si v est le reste de la division euclidienne de a par b,alors a AN\b=0bAr.

Preuve. a = bq + ¢ entraine que ¢ € aZ + bZ et que a € bZ + cZ . Ainsi, bZ + cZ = aZ. + bZ et
aNb=bAc m

Algorithme 1.24 (Algorithme d’Euclide) Soient a, b deuz entiers naturels non nuls tels que
b < a et b ne divise pas a. Alors, pgcd(a,b) est le dernier reste non nul obtenu en appliquant
Ualgorithme d’Fuclide. Cet’ algorithme consiste a :

* Commencer par effectuer la division euclidienne de a par b : a = bqy + 1

* Effectuer la division euclidienne de b par ry : b =1r1qs + ro

* Effectuer la division euclidienne de r1 par ro : 11 = T9q3 + 13

La suite (r;) est telle que 0 < r;y1 < 1; . Ainsi il existe nécessairement n tel que r, # 0 et
rne1 = 0. D’autre part, d’aprés la proposition 1.23, a Nb=bAr1=...=rp_1 ATp =1y

Exemple 1.25 Considérons les entiers 1876 et 865. Alors, 1876 = 365.5 + 51, 365 = 51.7 + 8,
51 =8.6+3,8=3.2+2 et 3 =21+ 1. Ainsi, les entiers 1876 et 365 sont premiers entre-eux.

Remarque 1.26

1) Si pged(a,b) = d, alors dZ = aZ + bZ et ainsi, Ju,v € Z tels que au + bv = d.

2) Une méthode pratique pour déterminer u et v consiste a les calculer en remontant les égalités
de l’algorithme d’Euclide.
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Exemple 1.27 En considérant l’exemple précédent, on a :
1=3-2=3-(8-3.2)=3(51-8.6)—8 =3.51—-8.19 = 3.51-19(365—51.7) = 136.51 —19.365 =
136(1876 — 5.365) — 19.365 = 136.1876 — 699.365.

Méthode de Blankinship : Soient (a,b) € NxN*:a >b. Vuque a =1l.a+0.bet b=0.a+1.b,
a 1 0
b 0 1
obtenue en remplagant la premiere ligne L1 de Ag par Ly — q1La, o Ls est la deuxiéme ligne de
Ap et ¢1 est le quotient de la division euclidienne de a par b. Ainsi, la deuxiéme matrice obtenue
a—bgp=r1 1 —q
b 0 1
b > r1, on obtient la troisiéme matrice en remplagant la ligne Lo par Ly — g2 L1, avec g2 le quotient de

on considére la matrice Ag = . On passe de cette matrice & la deuxiéme matrice Ay

est A1 = ), ou r1 est le reste de la division euclidienne de a par b. Comme

. . . 1 —
la division euclidienne de b par r1. La matrice obtenue est Ay = " a ,
b—q@ri=r2 —¢ l+qq
etc.... Il est évident que le processus de détermination des matrices A; = " i Yi n’est
Ti+1 Ti+l Yi+1

autre que l'algorithme d’Euclide avec r; = ax; +by; et ;41 = az;+1+by;+1 et donc si 7, est le dernier
coefficient non nul de la suite (r;), r, = a A b et 7, = ax, + byp.

Exemple 1.28 En reconsidérant l’ezemple précédent a = 1876 et b = 365, on a la matrice < 1386756 é (1) ) '

Vu que 1876 = 365.5 + 51, on remplace L1 par L1 — 5.La et par suite on obtient la matrice

51 1 -5 , 51 1 -5
< 35 0 1 > Comme 365 = 51.74+8, on remplace Lo par Lo—T7.L1 et on obtzent< 3 _7 36 >

On a 51 = 8.6 + 3, alors on remplace Ly par L1 —6.Lsy et la matrice obtenue est < 2 f; _??621 >
is . L . 3 43 =221
L’étape suivante consiste & remplacer Lo par Ly—2.Ly (8 = 3.2+2) et on obtient 9 _93 478

1 136 —669

Puisque 3 = 2.1+ 1, on remplace Ly par L1 — Lo et on obtient < 9 _03 478

> . Pour terminer,

1 136 —669>

on a2 = 2.1, alors on remplace Lo par Lo — 2.Ly et on obtient la matrice < 0 —365 1876

Ainsi, 1876 A365 =1 et on a 1 = 136.1876 — 669.365.

Théoréme 1.29 (Théoréme de Bezout) Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Alors, a et
b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que ua+vb = 1.

Preuve. D’apres la remarque 1.26, si pged(a, b) = 1, il existe u,v € Z : ua+vb = 1. Réciproquement,
s’il existe u et v tels que ua + vb =1, alors aZ + bZ = Z et ainsia Ab=1 ®

Exercice 1.30 Soient a et b deuzr entiers naturels non nuls et d un diviseur commun de a et b.
Montrer que a Nb = d si, et seulement si, § N\ g =1.

1.3.4 Nombres Premiers

Définition 1.31 Soit p un entier naturel > 2. On dit que p est un nombre premier, si 1 et p sont
les seuls diviseurs de p dans N, (i.e., Sia € N et a/p alorsa=1 oua=p).
On désigne par P ’ensemble de tous les nombres premiers.

Exemple 1.32 2, 3,5, 7, 11, 232582657 _ 1 ¢ P tandis que 1, 4, 6, 8, 9, 2047 = 211 —1 =23.89 ¢ P
(site : www.utm.edu/research/primes/largest.html).
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Définition 1.33 Un entier relatif n est dit premier si |n| est un nombre premier, i.e., sin > 2 et
les seuls diviseurs de n sont 1, —1, n et —n.

Exercice 1.34 Montrer que

1) Sia €N etp est un nombre premier, alors p/a oup Aa = 1.

2) Sip et q sont deux entiers naturels premiers et distincts, alors p A\ q = 1.

3) Montrer que tout entier n > 2, admet un diviseur premier (Ind : considérer [’ensemble
D ={deN/d>2etd/n}, montrer que D posséde un plus petit élément p et que p est premier).

Théoréme 1.35 (Premier Théoréme d’Euclide) Soient p un nombre premier, a et b deux en-
tiers. Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

Preuve. Supposons que pf a, alors p Aa =1 ((i) de l'exercice précédent), d’ou 3 u,v € Z tels que
ua + vp = 1, ainsi b = uab + vpb et puisque p/ab, alors p/b m
Une conséquence de ce résultat est 'important théoréme suivant :

Théoréme 1.36 (Théoréme fondamental de I’Arithmétique) Tout entier naturel n > 2 ad-
met une factorisation unique en nombres premiers, & l'ordre des facteurs preés, i.e.,

Vn € N* — {1}, dr € N*, Ip1,...,pr) € P", avec p1 < ... < pr, n = plfl...pfr
etk >1,..., k. > 1.

Preuve. Existence : Appelons P(n) la propriété « n est un produit de nombres premiers ». Puisque
2 est un nombre premier, 2 vérifie bien P(n). Supposons P(m) vraie pour tout entier m < n. Si n
est premier, P(n) est évidement vraie. Sinon, n = ab, avec a < n et b < n. D’apres ’hypothese de
récurrence, P(a) et P(b) sont vraies, i.e., a et b sont produits de nombres premiers, il en est de méme
de n = ab et P(n) est vraie Vn > 2.

Unicité : Supposons que n = plfl Lophe = qll1 ..gsavecp < ... <pretq <...<gs Alors,
p1 divise qf’ll ...¢% et en appliquant le théoréme d’Euclide (p/ab. ..t alors p/a ou p/b...ou p/t), py
est égal & I'un des ¢;, pour un certain ¢. Nécessairement p; = ¢ étant donné I'ordre imposé aux p; et
aux ¢; respectivement. D’ot1, on déduit que r = s, p; = ¢q; et k; =1; pourtout ¢ =1,...,7 =

Exemple 1.37 368 = 2%.23, 369 = 32.41, 370 = 2.5.37, 371 = 53.7, 372 = 22.3.31 et 373 est un
nombre premier.

Exercice 1.38 Soit p un entier naturel > 2 vérifiant la propriété suivante : Ya,b € N, si p/ab, alors
p/a ou p/b. Montrer que p est premier.

Remarque 1.39 FEcrivons a = plfl Lpir et b= pll1 c.plr avec ky > 0,...,k. > 0 et
l1 >0,...,01, > 0. Il est facile de voir que, si on pose m(p;) = min{k;,l;}, M (p;) = max{k;,1;}, alors

a/\b:p;n(pl)...p;n(p’") et a Vb :pi\/[(m)”'p?{W(pr)

Exemple 1.40 On a 756 = 22.33.7 et 240 = 2%.3.5, pgcd(756,240) = 22.3 et ppcm(756,240) =
24.33.5.7.

Remarque 1.41 Dans la pratique, il est difficile de savoir si un nombre donné est premier ou non
et aussi de déterminer les nombres premiers qui figurent dans la décomposition d’un entier donné.
Pour calculer le pged(a,b) de deux entiers a et b, on applique plutét l'algorithme d’Euclide.

Lemme 1.42 (Lemme de Gauss ) Soient a, b et ¢ des éléments de Z. Si a/bc et a Nb =1, alors
a/c.
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Preuve. Il suffit pour démontrer ce résultat de considérer la décomposition de chacun des nombres
a, b et ¢c en nombres premiers et d’appliquer le théoréme d’Euclide m

Exercice 1.43 En utilisant le théoréme de Bezout, donner une autre démonstration du lemme de
Gauss.

Proposition 1.44 Soient a,b et ¢ des entiers naturels non nuls. Sid =aANb et m = a Vb, alors
md = ab. (En particulier, d =1 si, et seulement si, m = ab).

Preuve. Il suffit d’utiliser la remarque 1.39 =

1.4 Congruences

Définition 1.45 Soient x,y € Z et n € N. On dit que x est congru & y modulo n et on écrit
x =y (modn) (ou simplement x =y ), s’il existe k € Z tel que x —y = kn, autrement dit si n divise
x —y. On écrit aussi x #Z y (mod n) si x n'est pas congru a y modulo n.

Exemple 1.46
1) Sin=1, alorsVz,y € Z, on a x =y (mod 1).
2) Sin =0, alors x =y (mod 0) si, et seulement si, xt = y.
3) 63 =39 (mod6), 36 = 64 (mod 14) mais 16 # 103 (mod 2).

Proposition 1.47 Pour tout entier n € N,

(i) La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

(i) La relation de congruence modulo n est compatible avec 'addition (i,e. si x =y (mod n) et
=y (modn) alors x+ ' =y+vy' (modn) ).

(iii) La relation de congruence modulo n est compatible avec la multiplication (i.e., si x =y (mod
n) etz =y (mod n) alors xa’ = yy' (mod n) ).

(iv) Pour tout entier relatif x, il existe un, et un seul, entier r tel que x =71 (mod n) et 0 < r < n.
L’entier r s’appelle le résidu de x modulo n et ainsi deux entiers x ety ont le méme résidu modulo
n si, et seulement si, x =y (mod n).

Preuve. Montrons par exemple (iii) : solent z,z',y,y' € Z : x =y (mod n) et 2’ =y (mod n), alors
xx' —yy =z’ —yr' +y2’ —yy = (x —y)x' +y(a’ — ). Puisque z = y (mod n) et 2’ = ¢’ (mod n),
il existe k, k' € Z:x —y=kn et 2/ —y = k'n, alors za’ — yy' = kna' + yk'n = (ka’ + K'y)n et ainsi
zx' = yy' (mod n).

La propriété (iv) découle du théoréme de la division euclidienne (r est le reste de la division
euclidienne de z par n) ®

Exemple 1.48 63 = 6.10 4 3, ainsi 3 est le résidu de 63 modulo 6.

La classe d’équivalence T de © modulo n est T = {y € Z/ y = = (mod n)} = = + nZ et
toute classe posséde un unique représentant compris entre 0 et n — 1. Ainsi 0 = nZ,...,n—1 =
(n—1)+nZ et 'ensemble, noté Z,, ou Z/nZ, des classes d’équivalence de la congruence modulo n est
Zn=A0,...,n—1}.

Les propriéteés (ii) et (iii) de la proposition précédente montrent qu’on peut définir deux applica-
tions de Z,, X Zj, vers Zj, (i.e. deux lois de composition internes sur Z,) comme suit :

* La premicre loi est Paddition : VZ, ¥ € Z,, T+ 7 :=x + y

* La deuxiéme loi est la multiplication : VZ,7 € Z,, T.7 := T.y.




1.4. CONGRUENCES

On constate aisément que Z,, muni de cette addition, est un groupe abélien ; on a par exemple :
T+0=%,T+ (—x) =0... ie., 0 est I'’élément neutre pour cette addition et le symétrique de T est
(—x).

La multiplication est associative, commutative et distributive par rapport a I'addition ..
(Zn,+,.) a une structure d’anneau commutatif unitaire d’élément unité 1.

. et

Exercice 1.49 Soit n>1.
1) Montrer que U(Zy,) = {T € Zn/Fy € Ly, : TY = 1} est un groupe pour la multiplication.
2) Montre que T € U(Zy,) si, et seulement si, © An = 1.
3) n = 1876. Montrer que T = 365 € U(Zy,) et déterminer T~ 1.
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Chapitre 2

Groupes

2.1 Groupes

2.1.1 Définitions et Propriétés

Définition 2.1 Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne : une application
g: G x G — G, pour laquelle on note Vx,y € G, g(x,y) = z.y ou xTy,xzly,... ou simplement xy.

On dit que (G, .), ou simplement G, est un groupe si :

(i) la loi . est associative, i.e., Vx,y,z € G,x.(y.2) = (x.y).2,

(i) la loi . posséde un élément neutre, i.e., Je € G :Vr € G x.e = e.x =z,

(1) tout élément x de G posséde un symétrique x', i.e., Vo € G,3x’ € G : z.a’ =2’z =e. On
désigne ce symétrique par x' et on Uappelle inverse de x.

Si de plus la loi . est commutative, i.e., Vx,y € G x.y = y.x, on dit que le groupe G est commu-
tatif ou abélien. On note souvent dans ce cas la loi +, le neutre 0, le symétriqgue —x et on 'appelle
opposé de x.

Exemple 2.2

1) (R,+),(Q,+),(Z,+) sont des groupes abéliens.

2) (R*,.),(Q*,.), ainsi que (R%,.),(Q%,.) sont des groupes abéliens.

3) L’ensemble S(E) des bijections d’un ensemble E non vide muni de la composition des ap-
plications : fog : E — FE, x — fog(z) = f(g9(x)) est un groupe d’élément neutre Idg :
E — E,x —— x appelée identité de E. Ce groupe n’est pas commutatif dés que card(E) > 3. En effet,
soient x,y, z trois éléments de E deux & deuz différents et soient f et g les deux applications définies
par : f(x) =y, f(y) = 2, f(z) =x, f(t) =t sit Fat Fyt #z et g(x) = 2,9(y) = 2,9(2) =y et
g(t) =t sit # x,t #y,t #z. Alors, f et g sont des bijections et fog(x) = f(g(x)) = f(zx) =y et
go f(z) =g(f(x)) =g(y) = z. Ainsi fog#gof.

4) My p(R),+) est un groupe abélien.

5) Soit n un entier naturel, n ¢ {0,1}. Alors, l’ensemble (GLn(R),.) des matrices carrées in-
versibles d’ordre n & coefficients dans R, muni du produit des matrices, est un groupe non abélien
appelé groupe linéaire.

6) (Zy,+) est un groupe commutatif.

Proposition 2.3 Soit G un groupe noté multiplicativement. Alors,
(i) L’élément neutre de G est unique, aussi le symétrique de tout élément a de G est unique.
(i) Va € G,Ym,n € Z : a™a" = a™ ™.
(iii) tout élément a de G est régulier, plus précisément : Ya,b € G, l’équation ax = b (resp.
xa = b) posséde une unique solution qui est x = a~'b (resp. x =ba~!).

11
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(iv) Si G et G' sont deuzx groupes, G x G' est muni d’une structure de groupe en posant :
V(a,b),(c,d) € G x G : (a,b)(c,d) = (ac,bd). G x G' muni de cette loi est appelé groupe pro-
duit (des groupes G et G').

Preuve. Montrons par exemple la propriété (i) : Si e et €’ sont neutres, ¢ = e¢’ = e. De méme, si 2’
et 7 sont des symétriques de x , alors ' = 2'e = 2/(z2”) = (2'z)2” =ex” =27 =

2.1.2 Sous-groupes

Définition 2.4 Soit (G,.) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de
G si:

(i) H est stable, i.e., Vx,y € H, z.y € H, autrement dit la restriction de la loi . a H est une loi
de composition interne

(ii) (H,.) est un groupe.

Proposition 2.5 Soit G un groupe et H une partie de G. Alors, on a l’équivalence des trois propo-
sittons sutvantes :

(i) H est un sous-groupe de G

(ii) H#0),Vo,y € Hxyc H etVe € Hyox ' € H

(iii) H#Q etVo,y € H, vy ' € H

Preuve. Par définition (i) entraine (ii) et (ii) implique aussi (iii) car Vz,y € H, on a y~! € H et
ry~te H.

Montrons que (iii) entraine (i) : considérons x € H (H # (), alors e = zz~! € H. De méme,
Ve H:x ' =ex '€ HetonaVa,yc H:xy=az((y)~ ') € H. L’associativité de . dans H
découle de 'associativité de . dans G m

Exemple 2.6

1) (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) et (Q,+) est un sous- groupe de (R,+).

2) ({—1,1},.) est un sous-groupe de (Q*,.) qui lui méme est un sous-groupe de (R*,.).

3) Si G est un groupe, alors {e} et G sont des sous-groupes de G appelés sous-groupes triviaue
de G.

4) Si H et K sont des sous groupes de G, alors HN K est un sous-groupe de G. En général si I
est un ensemble d’indices et (H;);er une famille de sous-groupes de G, alors ﬂ H; est un sous-groupe
de G. !

5) Les sous-groupes de Z sont tous de la forme nZ , avec n € N (cf. Chapitre I).

6) SLy(R) = {A € GL,(R)/ det(A) = 1} est un sous-groupe de GLp(R).

7) L’ensemble R(P) des rotations du plan P muni de la composition des applications est un sous-
groupe de S(P). En effet, sirg (resp. ry) est une rotation d’angle 0 (resp. 0'), alors rg ory = 1o, ¢
et ainsi rg o 7’;1 =ry_y € R(P)...

8) St H et K sont deux sous-groupes de G, alors, en général, H U K n’est pas un sous-groupe de
G. Soient, par exemple, H = {(z,y) € R?/ z =0} et K = {(x,y) € R?/ y = 0}. Il est évident que
H et K sont deux sous-groupes du groupe additif R?. Cependant, H U K n’est pas un sous-groupe de
R? car on a par exemple (0,1) + (1,0) = (1,1) ¢ HUK.

Exercice 2.7 Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G. Montrer que H U K est un sous-
groupe de G si, et seulement si, H C K ou K C H.

Exercice 2.8 Soient G un groupe noté multiplicativement, H et K deux sous-groupes de G. Montrer
que HK = {x € G/ 3h € H,3k € K : x = hk} est un sous-groupe de G si, et seulement si,
HK =KH.
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2.1.3 Homomorphismes de groupes

Soient G et G’ deux groupes et f : G — G’ une application de G vers G'.

Définition 2.9 On dit que f est un homomorphisme de groupes, ou morphisme de groupes,
st pour tous xz,y éléments de G : f(xy) = f(x)f(y).

Si de plus f est bijective, f est appelé un isomorphisme de groupes. Si G = G’', on dit
que f est un endomorphisme de G et si en outre f est une bijection, on dit alors que f est un
automorphisme de G.

Exemple 2.10

1) Soient G,G" deux groupes et €' [’élément neutre de G'. L’application f: G — G',x —— € est
un homomorphisme de groupes.

2) Soit G un groupe, a € G. Alors Uapplication 7, : G — G, x +—— axa™' est un automorphisme
de G appelé automorphisme intérieur. On a 7. = Idg et si G est commutatif, T, = Idg Va € G.

3) Soit G un groupe noté multiplicativement. L’application ¢ : Z — G, n —— a™ est un homo-
morphisme de groupes.

4) Soit f : R — R(P), § — 19. f est bien un homomorphisme de groupes puisque rgory =1y, ¢

Propriétés 2.11 Soient G, G' deuz groupes d’éléments neutres respectifs e et €' et f: G — G’ un
homomorphisme de groupes. Alors,

(i) fle)=¢ etVe € G, fla™h) = (f(z))~".

(it) Pour tout sous-groupe H de G, l’ensemble f(H) = {f(z)/ x € H} est un sous-groupe de G'.
En particulier, Im f = f(G) est un sous-groupe de G'.

(iii) Pour tout sous-groupe H' de G', f~Y(H') = {x € G/ f(z) € H'} est un sous-groupe de G.
En particulier, f~1({e'}) = {x € G/ f(x) = €'} est un sous-groupe de G noté ker f est appelé noyau
de f.

(iv) f est injective si ,et seulement si, ker f = {e}.

(v) Soient G,G',G” trois groupes, f : G — G’ et g : G' — G” deux homomorphismes de
groupes. Alors go f est un homomorphisme de groupes.

(vi) Si f est un isomorphisme alors f~1 est aussi un isomorphisme de groupes. De sorte que si
on note Aut(G) l’ensemble de tous les automorphismes de G, alors (Aut(G), o) est un groupe.

2.1.4 Groupes monogénes, Groupes cycliques

Définition et Proposition 2.12 Soit X une partie d’un groupe G. On appelle sous-groupe en-
gendré par X et on note < X > lintersection de tous les sous-groupes de G contenant X.

< X > est le plus petit sous-groupe de G contenant X.

Si H est un sous-groupe de G et si H =< X >, on dit que H est engendré par X.

Remarque 2.13 Si H est un sous-groupe de G, on a toujours H =< H >, mais les parties généra-
trices intéressantes sont celles qui ont le moins d’éléments possibles.

Proposition 2.14 Soit X wune partie non vide d’un groupe G mnoté multiplicativement. Alors
<X >={mag...an/ n€NetVi=1,...,n:0; € X oua; € X '}

Preuve. Notons H l’ensemble de ces produits. Alors, la proposition 2.5 entraine que H est bien
un sous-groupe de G. Soit maintenant K un autre sous-groupe de GG contenant X. On a d’abord,
Va € X,a € K et a! € K et puisque K est stable, tous les produits de la forme ajasg...a,, n € N*,
a; € X oua; € X1, appartiennent a K et ainsi H C K m
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Exemple 2.15
1) i X =0, alors < X >= {e}.
2) St X ={a}, adlors <a>={a"/ ne€Z} =p(Z), ou ¢ est le morphisme 3) de l'ezemple 2.10.

Exercice 2.16 Soient H et K deux sous-groupes de G tels que HK = KH. Vérifier que
HK =< HUK >.

Définition 2.17 Un groupe G est dit monogéne s’il existe un élément a de G tel que G est engendré
par a, i.e., G =< a >.
St G =< a > et si de plus G est fini, on dit que G est cyclique engendré par a.

Exemple 2.18
1) Tout sous-groupe de Z est monogéne : {0} =<0 >,Z =<1> et si H est un sous-groupe non
trivial de Z, n le plus petit entier positif non nul appartenant a H, on a H =< n >= nZ (cf. chapitre
I, Théoréme 1.19).
2) Z, = {0,1,....,n—1} est un groupe cycligue d’ordre n engendré par 1
0=01,1=11,2=1+1=21,...,n—1=(n—-1).1.

Définition 2.19 Soient G un groupe et n un entier > 1. Si |G| = n, on dit que G est un groupe
fini d’ordre n. On dit aussi qu’un sous-groupe H de G est d’ordre d si H est fini et |H| = d. On
écrit alors o(G) = n, o(H) =d.

Un élément a de G est dit d’ordre fini égal o d et on note o(a) =d, si le sous-groupe < a >
de G engendré par a est fini d’ordre d .

Exemple 2.20

1) Tous les éléments d’un groupe fini sont d’ordres finis. En particulier dans Z,, tout élément est
d’ordre fini, on a par exemple : o(1) = o(Z,) = n.

2) Dans 7 X Ly, lélément (1,0) n’est pas d’ordre fini alors que (0,1) est d’ordre fini égal a n.

Proposition 2.21

(i) Soient G un groupe, a un élément de G et d un entier naturel non nul. Si a est d’ordre d,
alors < a>={a"/ 0<n<d-1} = {e,a,..,a® 1}

(ii) Si G =< a ># {e} et H est un sous-groupe de G différent de {e}, alors H =< a™ > oum

est le plus petit entier strictement positif tel que o™ € H.
Preuve. (i) Soit d' le plus petit entier strictement positif tel que ad = e (un tel entier existe
car < a > est fini). Alors, pour tout entier m € Z, il existe (¢,7) € Z? : m = qd + r avec
0 <r < d. Ainsi, a™ = @'+ = (ad,)an = ea” = a" et alors < a >C {e,a, ...,adlfl} et puisque
{e,a,..,a¥ 1} c<a> ona<a>={ea,..,a’ '} et d =d (car les éléments e, a,...,a? ! sont
deux a deux distincts).

(ii) Puisque H est un sous-groupe de G différent de {e}, il existe un plus plus petit entier stricte-
ment positif m tel que a™ € H et alors, < ™ >C H. D’autre part, si « € H, alors A € Z : x = d
(car H C G =< a >). En effectuant la division euclidienne de [ par m, 3!(q,7) € Z? : | = gm+r avec
0 <r < mainsi a” = a =9 = al(a™)"9 € H et alors r = 0 (car m est le plus petit entier strictement
positif tel que a™ € H) et ceci prouve que z = a' = (™) €< a™ > =

Remarque 2.22
1) Si a un élément de G d’ordre d, alors d est le plus petit entier strictement positif vérifiant
a = e. En effet, d’aprés la preuve de i) de la proposition précédente, on a d(= d') est le plus petit

entier strictement positif tel que a® =e.



2.2. GROUPES QUOTIENTS 15

2) Soit a un élément de G d’ordre d et k un entier non nul. Si a* = e alors d divise k. En effet,
effectuons la division euclidienne de k par d : 3(q,7) € Z2 : k = dq +r avec 0 < r < d. Ainsi
e =ak = a¥t" = (a?)a" = ea” (car a® =¢) et alors e = a". Or r vérifie 0 <r < d et, d’aprés la
remarque précédente, d est le plus petit entier strictement positif vérifiant a® = e et ceci prouve que
r =20, i.e., d divise k.

Exercice 2.23 Soient G un groupe, d un entier naturel non nul, a un élément de G et ¢ I’homo-
morphisme de groupes ¢ : 7. — G, n+—— a™. Alors o(a) = d si, et seulement si, kery = dZ.

Exercice 2.24 Soit G un groupe monogéne. Montrer que
1) Si G est infini, alors G ~ Z
2) Si G est fini d’ordre n, alors G ~ Zy,.

Exercice 2.25 Soit m € Z,. Montrer que Z, =< m > si, et seulemnt si, m An = 1.

2.2 Groupes quotients

2.2.1 Classes modulo un sous-groupe

Théoréme et Définition 2.26 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors,

(i) Les deux relations binaires suivantes :

(a) Vz,y € G, xR 4y si, et seulement si, v~y € H
(b) Vz,y € G, xRqy si, et seulement si, xy~* € H

sont des relations d’équivalence sur G.

(i1) La classe T4 de x modulo Ry (resp. modulo Ry), appelée classe de v modulo H a gauche
(resp. classe de x modulo H & droite) est l’ensemble xH = {xh/ h € H}
(resp. Hx = {hxz/ h € H}. En particulier, €, = &g = H. On note (G/H),, (resp. (G/H),) l’ensemble
des classes modulo R4 (resp. modulo Rgq).

(tit) La translation T : H — g = xH (resp. 7' : H — %4 = Hx), h — zh (resp. h — hx)
est une bijection.

(tv) La correspondance définie de (G/H)y vers (G/H)q par : tH —— Hzx est une bijection. En
particulier, (G/H)q et (G/H)q ont méme cardinal.

Exemple 2.27

1) Si H =G, alors Ry et Rq sont des relations triviales, i.e., Vax,y € G : Ryy et xRqy et ainsi
(G/H), = (G/H); = {G}.

2) Si H = {e}, alors deux éléments x et y de G ne sont en relation modulo H & gauche (resp.
modulo H & droite) que si x =y et ainsi (G/H), = (G/H), = {{z}/ = € G}.

8) On considére G = GLy(R), H = SLy(R) et A, B € GLy(R). Alors, AR,B si A~'B € H, i.e.,
det(A) = det(B), ce qui revient & dire que det(AB™') = 1. Ainsi, dans cet exemple, les classes a
droite modulo H et les classes a gauche modulo H sont identiques.

L’ensemble {< 8 ? > / a € R*} est un ensemble de représentants des classes qui est par con-

séquent en biyjection avec R*.

Remarque 2.28
1) Si le groupe G est commutatif, alors Ry = Ra. En effet, tRyy si, et seulement si, v~ 1y € H
si,et seulement si, yr—' € H si, et seulement si, (yr=')~! = 2y~! € H si, et seulement si, TR qy.
2) Les classes modulo H & gauche (resp. modulo H & droite) forment une partition de G, i.e.,

(i)Vx € G, xH #0 (resp. Hz #0)
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(i) Yo,y € G, xH # yH (resp. Hx # Hy) si, et seulement si, tHNyH =0 (resp. HtNHy =)
(iii) G = U xH (resp. G = U Hz).

el z€G

Définition 2.29 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On note [G:H] le cardinal
|(G/H)q|=|(G/H)q4| et on lappelle indice de H dans G.

Théoréme 2.30 (Théoréme de Lagrange) Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
Alors, |G| =[G : H].|H|.

Preuve. D’apreés le théoréme et définition 2.26, les classes & gauche (resp. a droite) ont le méme
nombre d’éléments : & savoir |H|, et comme les classes d’équivalences forment une partition de G,

Gl =[G H|H| =

Conséquence 2.31 Si G est un groupe fini, alors l'ordre de tout sous-groupe H de G divise l’ordre
de G. En particulier, Uordre o(a) de tout élément a de G divise l'ordre de G.

Corollaire 2.32

(i) Si G est un groupe fini d’ordre n, alors Va € G, a™ = e.

(ii) Si p est un nombre premier et G un groupe d’ordre p, alors G est cyclique engendré par l'un
quelconque de ses éléments différents de e.
dyk k

Preuve. (i) Si o(a) = d, alors d/n donc il existe k € N : n = dk et ainsi a” = (a®)" =" =e.

(ii) Soit a € G, a # e, alors o(a)/p et o(a) # 1, ainsi o(a) =pet G=<a> W

Conséquence 2.33 (Petit Théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier. Alors, pour tout
entier a non divisible par p, on a a?~* =1 (modp).

Preuve. (Z/pZ)* est un groupe multiplicatif d’ordre p — 1 et ainsi Va € (Z/pZ)*,(@)P "1 =1 =

Exercice 2.34 (Formule des indices) Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels
que K C H. Montrer que |G : K] =[G : H|.[H : K].

2.2.2 Sous-groupes distingués

Proposition et Définition 2.35 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x élément de G : xtHx™' C H

(ii) Pour tout x élément de G : tHx ' = H

(i1i) Pour tout x élément de G : xtH = Hx

Un sous-groupe H de G vérifiant l'une de ces propriétés équivalentes est appelé sous-groupe dis-
tingué (ou normal ou invariant) du groupe G et on note H < G.

Exemple 2.36

1) Si G est un groupe, alors G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.

2) Si G est un groupe commutatif, alors tout sous-groupe de G est un sous-groupe distingué de
G.

3) L'ensemble {z € G/ Vx € G : zx = xz} , noté Z(Q), est un sous-groupe distingué de G appelé
centre de G.

4) Tout sous-groupe H d’indice 2 dans un groupe G est distingué. En effet, soit x ¢ H, alors
(G/H)y={H,zH} et (G/H)y ={H,Hx} et ainsiaH =G — H = Hz.

5) Dans GLp(R), le sous-groupe SL,(R) est distingué puisque si B € SL,(R), A € GL,(R),
alors det(ABA™1) = (detA)(detB)(detA)~! = detB = 1.
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2.2.3 Groupes quotients

Soient G' un groupe et H un sous-groupe distingué¢ de G. Alors R, = Ry, pour tout x élément de
G,Zg=a2H=Hx=2Zjetonnotez =2, =24et G/H=(G/H),; = (G/H)q.

La relation R (R =Ry = Ry4) est compatible avec la loi du groupe, i.e., Va,b,d',t/ € G : Si

/

ZQZ’ , alors abRa't/. En effet, on a a~'a’ € H et b= € H, ainsi (ab)"1(a't)) = b~ ta"ta'V =
(b~ ata)b)b~W € H cara™'d’ € Het H<G.

Dans ce cas, la correspondance (G/H) x (G/H) — (G/H), (Z,y) — Z.y = Ty est une applica-
tion bien définie et constitue ainsi une loi de composition interne sur G/H.

Théoréme et Définition 2.37 Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. La relation
binaire sur G définie par xRy si, et seulement si, v~y € H est une relation d’équivalence sur G
compatible avec la loi du groupe et appelée relation de congruence modulo H.

L’ensemble quotient, noté G/H, muni de la loi Z,5 € G/H, T.j = Ty, est un groupe appelé
groupe quotient de G par H et la surjection canonique s : G — G/H, x —— T est un
homomorphisme de groupes (on écrit dans ce cas, x =y (mod H) pour désigner que TRy).

Preuve. La loi est bien définie (voir ci-dessus) et est associative : Va,y,2 € G : Z(§2) = z(yz) =
(zy)z = (Zy)Z. Aussi, on a € = H est neutre pour cette loi et Vo € G : (z)™! = 2z~ (en effet,

Ta—l = zax~! = € et aussi 717 = €). Enfin, la surjection canonique s : G — G/H, x —— T est un
homomorphisme de groupes par définition de la loi dans G/H =

Exemple 2.38 On considére G = Z et H = nZ avec n € N. Puisque Z est commutatif, le sous-
groupe nZ. est distingué dans Z. Deux entiers x et y sont en relation modulo nZ si, et seulement si,
x —y €Nk, si, et seulement si, n/x —y (ou Ik € Z: x —y =nk) i.e., z =y (modn) (cf. chapitre I,
congruences) et ainsi la notation Zy, = G/H = Z/nZ est justifiée.

Proposition 2.39 Soit G, G’ deux groupes et f : G — G’ un homomorphisme de groupes. Alors,
ker f est un sous-groupe distingué de G. De plus, x =y (mod ker f) si, et seulement si, f(z) = f(y).

Preuve. Vo € G,Vy € ker f, f(zyz~!) = f(z)f(y)f(x™1) = f(x)e/f(z~!) = f(zx™!) = €. D’autre
part, on a x =y (mod ker f) si, et seulement si, z7 1y € ker f, si, et seulement si, f(z~ly) = ¢’ si, et
seulement si, f(z) = f(y) =

2.3 Théorémes d’isomorphisme

Théoréme 2.40 (Premier théoréme d’isomorphisme) Soit f : G — G’ un homomorphisme
de groupes. Alors, les groupes G/Ker(f) et Im(f) sont isomorphes (G/ker f ~ Imf).

Preuve. Considérons f : G/Ker(f) — f(G),Z (z) = f(x). f est une application bien
définie d’aprés la proposition précédente. Aussi, Im f Imf. D’autre part, f est un homomorphisme
de groupes. En effet, f(zz') == f(xx) = f(x2) = f(z)f(2)) = f(a_c)f( ). f est injectif car si
r€G: f(z)=¢, alors f(z) = ¢ dott € ker f, i.e., T = € et aussi f est par définition surjectif.

Ainsi G/ker f ~ Imf

Exemple 2.41 L’application f : R* — R* x —— |x| est un homomorphisme des groupes. Alors,
puisque ker f = {—1,1} et Im f =R%, R*/{—-1,1} ~ R%.
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Théoréme 2.42 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme) Soient G un groupe, H et K deux
sous-groupes de G avec H distingué dans G. Alors,

(i) HN K est un sous-groupe distingué de K

(ii) HK est un sous-groupe de G

(iii) Les deuz groupes HK/H et K/H N K sont isomorphes.

Preuve. (ii) Il est facile de vérifier que HK = KH (si x € KH, alors 3h € H,3k € K : x = kh
et puisque kH = Hk, il existe h' € H tel que x = kh = W'k et alors x € HK) et ainsi HK est un
sous-groupe de G d’apreés ’exercice 2.8.

(i) et (iii) Soit s : G — G/H la surjection canonique et s : K — G/H la restriction de s a
K. On a kersgy = HN K et ainsi, d’aprés la proposition 2.39, H N K est un sous-groupe distingué
de K. D’autre part, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme appliqué a sx, K/H N K ~ Im sg.
Mais, Imsg = {kH/ k€ K} = HK/H et ainsi HK/H~K/HNK =

Exemple 2.43 Considérons le groupe additif G =7 , H =97 et K = 127, . Alors, H + K = 37,
HN K =36Z et ainsi (3Z)/(9Z) ~ (12Z)/(36Z).

Théoréme 2.44 (Troisiéme théoréme d’isomorphisme) Soient H et K deur sous-groupes
distingués d’un groupe G tels que H C K. Alors,

(i) K/H est un sous-groupe distingué de G/H

(ii) les deux groupes G/K et (G/H)/(K/H) sont isomorphes, i.e : G/K ~ (G/H)/(K/H)

Preuve. Soit f: G/H — G/K, définie par : f(zH) = zK.

En utilisant le fait que H C K, on peut vérifier que f est une application bien définie. Aussi f est
un homomorphisme de groupes surjectif. Déterminons son noyau
kerf = {zH/ 2K = K} = {#H/ v € K} = K/H et ainsi ker f = K/H < G/H et, d’apres le
premier théoréme d’isomorphisme, on a bien : G/K ~ (G/H)/(K/H) =

Théoréme 2.45 (Théoréme de correspondance) Soient G un groupe, H wun sous-groupe
distingué de G et s : G — G/H la surjection canonique. Alors, L’application K —— K/H définie
une correspondance biunivoque entre les sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) de G contenant
H et les sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) de G/H, i.e., T est un sous-groupe (resp. sous
groupe distingué) de G/H si, et seulement si, il existe un sous-groupe (resp. sous-groupe distingué)
K de G contenant H tel que T = K/H.

De plus, si K1 et Ko sont deux sous-groupes de G contenant H alors K1 C Ko si, et seulement
si, Ki/H C Ko/H et dans ce cas [Ky : K1) = [K2/H : K1 /H].

Preuve. Soit ¢ : {K/ K est un sous-groupe de G contenant H} — {T'/ T est un sous-groupe de
G/H} définie par : o(K) = K/H.

Si K est un sous-groupe de G contenant H, alors il est clair, puisque s est un homomorphisme de
groupes, que s(K) = K/H = ¢(K) est un sous-groupe de G/H et ainsi ¢ est une application bien
définie.

Montrons alors que ¢ est bijective : supposons que ¢(K1) = p(K2), alors Vk € K1, kH € K, /H =
Ks/H, ie., 3K € Ky : kH = k'H ainsi ¥~k € H C K et alors k € Ks. De méme, on montre que
Ky C K et ainsi K1 = Ky ; ceci prouve que ¢ est injective.

¢ est aussi surjective. En effet, Soit 7' un sous-groupe de G/H, alors K = s~ (T est un sous-
groupe de G (car s est un homomorphisme de groupes). Ona H C K (car H = s '{e} C s71(T) = K)
et K/H =s(K) =T (car s est surjectif), i.e., o(K) =T et ainsi ¢ est surjective.

Si K est un sous-groupe distingué de G contenant H, alors, d’aprés le troisiéme théoréme d’iso-
morphisme, K/H est un sous-groupe distingué¢ de G/H. Réciproquement, supposons que K/H est
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distingué dans G/H et considérons ’homomorphisme ¢ = s’ 05 : G —— G/H AN (G/H)/(K/H),
ou s’ et s sont les surjections canoniques. Si z € kert, alors ¢(z) = (zH)(K/H) = K/H d’ou
xH € K/H alors 3k € K : *H = kH ,ie: k7'2 € H dou 2 € K (car H C K) et par suite
kert C K. Vu que K C ker alors K = ker est un sous-groupe distingué de G.

Il est clair que si K1 C Ko, alors K1/H C Ky/H. Réciproquement, soit kiH € K;/H avec
ki € Ky alors ki H € Ko/H (car K1 /H C Ko/H) d’'ott 3kg € Ky : ki H = koH alors ky 'ky € H C Ko
et ainsi k1 € K.

Supposons que K; et Ko sont deux sous-groupes de G contenant H tels que K7 C K5 et montrons
que, dans ce cas, [Ky : Ki] = [Ko/H : Ky1/H]. Soit ¢ : (Ky/K1)y — ((K2/H)/(K1/H)), définie
par : kK; — (kH)(K1/H). ¢ est une application bien définie et ¢ est injective. En effet, kK7 = k'K
si, et seulement si, K1k’ € K si, et seulement si, k™ 1k'H = (kH) 1(K'H) € K1/H si, et seulement
si, (kH)K1/H = (KH)K;/H si, et seulement si, ¢(kK1) = ¢(k'K1). ¢ est aussi surjective car
V(EH)K1/H € (Ko H))(K1/H))y, kK, € (Ko K1)y (k € K) : p(kK1) = (kH)Ky/H m

Exemple 2.46 Les sous-groupes de Z./A7Z sont les sous-groupes de la forme nZ/AZ tels que 47 C nZ,
i.e., n/4 et ainsi les sous-groupes de ZJAZ sont ZJAZ, 27./]AZ et AZ/AZ = {0}.

2.4 Groupe symétrique

2.4.1 Définitions et propriétés

Soit m un entier naturel non nul. Rappelons que ensemble S,, des bijections de N,, = {1,...,n}
vers lui-méme est un groupe pour la composition des applications (cf. 3) de I’exemple 2.2). Ce groupe

est appelé groupe symétrique de degré n et ses éléments des permutations de N,,.
1 2 ... 0n

On représente une permutation o € S, comme suit : o = < o(1) o(2) o(n) ) et pour
tout couple de permutations (o, ), on notera op au lieu de o o ¢.

1 2 3 4

Exemple 2.47 La permutation o = 41 2 3

o(l)=4,0(2) =1,0(3) =2 et o(4) = 3.
On considére les deux permutations o = < le ? ;’ 3 > et ¢ = < 1234 ) de Sy, alors

) de Sy est la permutation de Sy définie par

2 3 41
1 2 3 4
. Ll 1 2 3 4
o est la permutationocp =1 2 3 4 1 | = 123 4)
L
1 2 3 4

Proposition 2.48 Le groupe symétrique S, est d’ordre n!.

Preuve. Utilisons un raisonnement par récurrence sur n : pour n=1, on a S; = {id}. Supposons que
le résultat est vrai pour n. Dans S, 11, on considére la relation R définie de la fagon suivante : o1 Roo
si, et seulement si, o1(n + 1) = oa(n + 1). la relation R est évidemment une relation d’équivalence.

Soit & € Sp+1/R. Sion+1) =i € Nyyy = {1,...,n+ 1}, alors & contient autant d’éléments
que l’ensemble des bijections définies de {1,...,n} vers {1,...,i—1,i+1,...}, i.e., & contient autant
de permutations que S, et ainsi, d’apreés 'hypothése de récurrence, card(a) = n!l.

D’autre part, soit f : Sp41/R — Npy1 ={1,..,n+1},6 — o(n+1). En utilisant la définition
de la relation R, on montre que f est une application bijective alors card(S,+1/R) =n+ 1. Vu que
les classes d’équivalence forment une partition de S,,11 et que ces classes ont un méme cardinal égal
an! alors card(Sy41) = (n+1)n!=(n+1)! =
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Remarque 2.49 Les groupes symétriques S1 et Sa sont abéliens. Cependant, le groupe symétrique
Sn, avecn > 3, ne l'est pas (cf. 3) de l'exemple 2.2).

Définition 2.50 Soient r < n, et i1,i2,...,1, des éléments de N, deur & deux distincts. On ap-
pelle cycle de longueur r, ou r-cycle, et on note (i,...i,) la permutation c de N, telle que
c(i1) = dg,c(ia) = i3, ..., c(ir—1) = ir,c(ir) =11 et c(k) =k pour tout k ¢ {i1,ia,...,10r}.

Deux cycles ¢ = (i1...3y) et ¢ = (j1... js) sont dits disjoints si les deux ensembles {i1,..., i}
et {j1,...,Js} sont disjoints.

Exemple 2.51 S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}. |S3| = 3! = 6.

Dans un groupe G quelconque, l’équation ax = b (resp. xa = b) posséde une solution et une seule :
z=a"'b (resp. v = ba"') et si ax = bx (resp. xa = xb) alors a = b. Ainsi, la table d’un groupe fini
G est un carré latin, i.c., chaque élément apparait une fois, et une seule, dans chaque ligne et dans
chaque colonne.

La table suivante est la table de Ss :

o e (12) [(23) [(13) [ (123)] (132)
¢ ¢ (12) [(23) [ (13) | (123)] (132)
12) | (12) e (123) | (132) [ (23) | (13)
(13) | (13) | (123) | (132) | e (12) [ (23)
(23) | (23) | (132) | e (123) [ (13) | (12)
(123) [ (123) | (13) | (12) | (23) | (132) | e

(132) | (132) | (23) | (13) | (12) | e (123)

Remarque 2.52

1) L’unique cycle de longueur 1 est lidentité Id,.

2) Sin > 2, un cycle de longueur 2 : ¢ = (ij), s’appelle une transposition et se note 7;; :
7ij(1) = 7, 7i;(j) =1 et 7i;(k) = k pour tout k ¢ {i,5}. On a T?j = Id,.

3) Soit ¢ un cycle. ¢ est de longueur r si, et seulement si, o(c) =r.

Proposition 2.53 Deux cycles disjoints commutent.

Preuve. Supposons que ¢ = (i1 ...4,) et ¢ = (j1... Js) sont deux cycles disjoints et soit k € N,,.
*Sik e {i1,... i}, alors d(k) = k (car k & {j1,...,Js}) et alors ec/(k) = c(k). D’autre part,
c(k) € {i1,... iy} car k € {i1,...,ip} et ¢ = (i1...%,), dou c(k) & {j1,...,7s} et alors c(k) = c(k).
* De méme si k € {ji1,...,7s}
*Sik ¢ {ir,....iU{j1,...,Js}, alors cd (k) = de(k) = k
Ainsi ¢ =cdc m

Proposition 2.54 Toute permutation o de Sy, différente de Id,, se décompose en produit de cycles
disjoints de longueur > 2.

Preuve. Soit i; le plus petit entier qui n’est pas laissé invariant par o (i; existe puisque o # Id,).
Soit alors r1 le plus petit entier > 1 tel que 0™ (i1) = i1 (un tel entier existe puisque o(o) est
fini). Posons ¢; = (i10(i1)02(i1) ...0™1(i1)) et X1 = N,, — {i1,0(i1),...,0™71(i1))}. ( Les entiers
i1,0(i1),0%(i1),...,0" " 1(i1) sont deux & deux distincts car o(i1) # 41 et 71 est le plus petit entier
> 1 tel que 0™ (i1) = i1).

SiVk € X1 : o(k) = k alors 0 = ¢;; sinon soient iy le plus petit entier appartenant a X
qui n’est pas laissé invariant par o, re le plus petit entier tel que 0"2(i2) = i2 et ca le ro-cycle
(ia0(i2)0?(ia) ... 0"21(is)). Il est clair que ciet ¢z sont disjoints.

Ce procédé de détermination des cycles ¢; est fini et s’arréte au bout de s étapes. On vérifie
aisément qu’on a bien ¢ = cica... ¢s avec ¢; disjoint de ¢; pour i # j m
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Corollaire 2.55 Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

Preuve. En effet, d’apreés la proposition précédente, il suffit de montrer qu'une telle décomposition
existe pour un cycle. Si ¢ = (i1 ...1,), on vérifie aisément qu’'on a : ¢ = Tj,i,Tigig - - - Ti,_yi, W

2.4.2 Signature d’une permutation

Définition 2.56 Soient n > 2 et o une permutation élément de Sy, i et j deux entiers tels que
1 <i<j<n.Onditquei et j présentent une inversion par rapport a o (ou simplement une
o-inversion) si o(i) > o(j).

Soit ¢ une permutation élément de S, et considérons le produit m = H (j — ). On pose
1<i<j<n
o(m) = H (o(j) — o(i)). Puisque o est une bijection, tous les facteurs de 7 se retrouvent dans
1<i<j<n

o(m) une et une seule fois, mais multiplié par un signe moins pour tous les couples (i, j) tels que 7 et
J présentent une o-inversion.

Définition et Proposition 2.57 Soient n > 2 et o une permutation élément de S,. On appelle
signature de o et on note (o) = ZH = £1.

Exemple 2.58

1) Id,, n’a aucune inversion.

2) 1 et 2 présentent la seule T-inversion de la transposition T = (12).

3) e(ldy) =1

4) Supposons que i < j alors €(1;;) = —1 car i et j présentent une T;j-inversion, i et k présentent
une Tij-inversion Vk € {i+1,...,j—1} et aussi j et k présentent une T;;-inversion Vk € {i+1, ..., j—1}.

_ (2=1(E-1)(3-2) _ 2 _

9) e((123)) = x5 — (-D° =L
Théoréme et Définition 2.59 L’application € : S, — {—1,1}, 0 — €(0), ou n > 2, est un
homomorphisme de groupes surjectif. Son noyau, noté Ay, est appelé sous-groupe alterné de S,.

Preuve. Soient o et ¢ deux éléments de S, et déterminons la signautre e€(o¢) de la permutation op.

On a : €o) = ﬂwﬂ = H ﬂl]:ufﬁ = H ﬂ%%%ﬁl , alors
1<i<j<n 1<i<j<n
e(op) = wfr) _ H U(W(J)}:?(@(Z)) _ H G(@é@%:;éf)(l)) ” @(J;:f(l) = €(0).€(¢p).
1<i<j<n 1<i<j<n

€ est surjectif car 1 = e(Idy,) et —1 =€(7;;) ™

Corollaire 2.60
(i) Sin > 2 et o est un élément de Sy, alors e(o) = (=1)", ou r est le nombre de transpositions

figurant dans une décomposition de o en produit de transpositions.
(ii) Sin > 2 alors |A,| = %'

Preuve. (i) Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme précédent et du corollaire 2.55.
(ii) D’apres le premier théoréme d’isomorphisme, on a : Sy, /A, ~ {—1,1} et ainsi |A,| =% m

Remarque 2.61

1) la décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique; on a par
exemple : (123) = T12T23 = T13T12 = T23T12T23T12. Par contre et d’apreés le corollaire 2.60, la parité
du nombre des transpositions est la méme dans toute décomposition. Ainsi, une permutation o élément
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de Ay, i.e., une permutation o qui se décompose en produit d’un nombre pair de transpositions, est
dite une permutation paire alors qu’une permutation n’appartenant pas a Ay, i.e., qui se décompose
en produit d’un nombre impair de transpositions est dite permutation tmpaire.

2) Ay, est un sous-groupe distingué de S,, (car A, = kere).



Chapitre 3

Anneaux et Corps

3.1 Définitions et Propriétés élémentaires

3.1.1 Définitions et régles de calcul

Définitions 3.1 Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes + et . On dit que
(A, +,.), ou simplement que A est un anneau si :

(i) (A,+) est un groupe commutatif

(ii) La loi . est associative, ie. Ya,b,c € A : a.(b.c) = (a.b).c

(iii) La loi . est distributive par rapport a +, i.e., Va,b,c € A:a.(b+c¢) =a.b+a.cet (b+c).a=
b.a +c.a.

- Si de plus la loi . est commutative, on dit que 'anneau (A, +,.) (ou simplement A) est com-
mutatif.

- St un anneau (A, +,.) posséde un élément neutre pour la loi ., on dit que l’anneau A est unitaire.
Dans ce cas, on note 14 ou simplement 1 cet élément et on 'appelle unité de A. On rappelle que
[’élément neutre pour l’addition est noté 04 ou simplement 0.

Proposition 3.2 Si a,b et c sont des éléments arbitraires d’un anneau A alors :
(i) a.0 = 0.a =0 (On dit que 0 est un élément absorbant)
(ii) (—a).b = a.(—b) = —(ab)
(iii) (—a).(—b) = ab

(iv) a.(b—c) =a.b—a.c et (a—b).c=a.c—b.c

n
(v) Si ab = ba, alors (a4 b)" = ZCflaib”_i, ot n est un entier naturel non nul (Formule du
=0
binome de Newton)
(vi) Si A est unitaire, alors l'unité 1 est unique et 1 # 0 sauf si A = {0}, auquel cas 'anneau est
dit trivial ou nul.

Preuve. La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur (On utilisera par exemple pour (i) le
fait que 0 =0+0...) m

Exemple 3.3

1) (Z,+,.) est un anneau commutatif unitaire.

2) (Z)nZ,+,.) est un anneau commutatif unitaire d’élément unité 1.

3) Sin > 2, 'ensemble M,,(R) des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans le corps des réels
R, muni de l’addition et du produit des matrices, est un anneau unitaire d’élément unité la matrice
identité I,,. Cet anneau est un anneau non commutatif. En effet, en notant E;; la matrice de M, (R)
ayant 1 dans la position (i,7) et 0 ailleurs, on a E11F19 = §11E12 = E19 et E19FE11 = 021 FE11 = 0.

23
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4) L’ensemble R[X] des polynomes a une seule indéterminée X a coefficients dans R, muni de
laddition et de la multiplication des polynomes, est un anneau commutatif unitaire d’élément unité
le polynéme constant égal o 1.

5) L’ensemble Z[i] = {a+1ib / a,b € Z} muni de l’addition et de la multiplication habituelles, est
un anneau commutatif unitaire appelé anneau des entiers de Gauss.

6) Dans Z/67Z, B = {0,2,4} est un anneau commutatif unitaire d’élément unité 4.

7) Soient E un ensemble et A(E, A) I’ensemble des applications de E dans A muni des deux opéra-
tions suivantes : Yf,g € A(E,A) : f 4+ g est Uapplication de E dans A définie par
(f+9)(a) = f(a)+g(a); f.g est Uapplication de E vers A définie par (f.g)(a) = f(a).g(a). A(E, A)
muni de ces deux opérations est un anneau. Si A est unitaire (resp. commutatif) alors l'anneau
A(E,A) est unitaire  (resp.  commutatif)  d’élément  unité  application  constante
a—1s,Vae k.

8) Si A et B sont deuzr anneauz, alors les opérations suivantes : V(a,b),(a’,V)) € A x B :
(a,b) + (a',b') = (a+ d',b+ V) et (a,b).(a',V) = (ad,bY) définissent sur A x B une structure
d’anneau appelée anneau produit. Si A et B sont unitaires (resp. commutatifs) alors A X B est
unitaire (resp. commutatif) d’élément unité (14,1p).

Dans toute la suite, tous les anneaux considérés sont supposés étre unitaires et non triviouz.

3.1.2 Eléments particuliers

Soit (A, +,.) un anneau (unitaire et non trivial).

- On dit qu'un élément a de A est inversible & gauche (resp. inversible & droite) dans A s'il
existe un élément b de A (resp. un élément ¢ de A) tel que ba =1 (resp. ac = 1).

-Siba =1et ac =1, ie., si a est inversible & gauche et a droite, alors b = c. En effet,
b = b(ac) = (ba)c = c; dans ce cas, on dit que a est inversible dans A et on note a~! Iinverse de a.

- Si a et b sont deux éléments non nuls de A tels que ab = 0, alors on dit que a (resp. b) est un
diviseur de zéro a droite (resp. diviseur de zéro a gauche).

- Un élément a de A est dit un diviseur de zéro si a est a la fois diviseur de zéro a droite et &
gauche.

Remarque 3.4

1) L’ensemble U(A) des éléments inversibles de A, muni de la multiplication, est un groupe appelé
groupe des éléments inversibles de A ou groupe des unités de A.

2) Dans un anneau commutatif, les notions d’éléments inversibles a droite et & gauche coincident.
Dans ce cas, on parle alors simplement d’éléments inversibles.

3) Dans un anneau commutatif, les notions de diviseurs de zéro & droite et o gauche coincident.
Dans ce cas, on parle alors simplement de diviseurs de zéro.

Exemple 3.5

DUZ)={-1,1}, U(Z/nZ) ={T € Z/nZ | x An = 1}.

2) UM, (R)) = Gl(R) = {M € M,(R)/det M # 0}.

3) Dans My (R), on a : E1oE11 =0 et E11E2 =0 d’ou Eqy est un diviseur de zéro a gauche et
a droite dans My (R).

3.1.3 Anneau intégre

Définition 3.6 Un anneau commutatif (A,+,.) est dit anneau intégre si A ne posséde pas de
diviseurs de zéro, i.e., si ab=0 alors a =0 ou b= 0.
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Exemple 3.7
1) Z,Q,R et C sont des anneauz intégres.
2) ZJpZ, ou p est un nombre premier, est un anneau intégre.
3) ZJAZ nest pas un anneau intégre (on a 2.2=0).

3.1.4 Sous-anneau

Définition 3.8 Soit (A,+,.) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau
de Uanneau (A, +,.) si :

(l) 14€B

(ii) B est stable pour les les deux lois de composition internes +, . et (B,+,.) est un anneau.

Proposition 3.9 Soit A un anneau et B une partie de A. B est un sous-anneau de A (au sens des
anneaux unitaires) si, et seulement si :

(l) 14€B

(ii) Ya,b € B, a—b € B

(iii) Va,b € B, ab € B

Exemple 3.10

1) Z est un sous-anneau de Q.

2) Le seul sous-anneau de 7 est 7 lui-méme. En effet, si B est un sous-anneau de Z, alors 1 € B,
2=1+1€B,...etVneN' n=1+..+41€B.0=1-1€B,ausst "n e N*, —n=0—n € B et
ainst B = 7.

3) Dans R[X], Iensemble R[X?] = {P(X?)/P(X) € R[X]} est un sous-anneau de R[X].

4) Dans My (R), Uensemble D,,(R) des matrices diagonales et ’ensemble T,,(R) des matrices
triangulaires supérieur sont des sous-anneaux de My (R).

5) Si A est un anneau, alors {04} n’est pas un sous-anneau de A. Tandis que
{r €A/ In€Z:x=nla} est un sous-anneau de A.

Remarque 3.11

1) En général, un anneau B contenu dans un anneau A n’est pas nécessairement un sous-anneau
de A (au sens des anneaur unitaires). L’anneau B = {0,2,4} n'est pas un sous-anneau de l’anneau
A=7/6Z (au sens des anneaur unitaires) car 14 =1 ¢ B.

2) Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

3.1.5 Caractéristique d’un anneau

n fois
e\ — .
a+---+a sin>0
Soit (A,+,.) un anneau. Pour n € Z et a € A, on définit na = 0 sin=0
—n fois

(—a)+--+(—a) sin<0
Sin,meZet aec Aalors (n+m).a =na+maet (nm)a = n(ma).
On définit la caractéristique d’un anneau A comme étant le plus petit entier n > 0 tel que
n.l4 = 04 si un tel entier existe. Sinon (i.e., si ¥n € N* : n.14 # 04), on dit que la caractéristique
de Panneau A est nulle. La caractéristique de ’anneau A est notée car(A).

Exemple 3.12
1) car(Z) = 0.
2) Sin > 2, car(Z/nZ) = n.
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Remarque 3.13 Soit (A, +,.) un anneau.

1) Dans le groupe commutatif (A, +), si 14 est d’ordre fini, alors car(A) = o(1). Sinon, car(A) =
0.

2) car(A) # 1 (car A est non trivial).

3) Si B est un sous-anneau de A, alors car(B) = car(A).

4) Si A est intégre et car(A) # 0, alors car(A) est un nombre premier. En effet, posons
car(A) = n = st, ou s et t sont deuzx entiers naturels alors s < n ett < n. On a :
nly = (st).1a = (s.14)(t.14) = 04, alors s.14 = 04 out.ly = 04 (car A est intégre) et ainsi
s=mnout=mn (carn est le plus petit entier naturel non nul tel que n.14 =04).

5) car(A) est le plus petit entier n > 0 tel que n.a = 04, Ya € A, si un tel entier existe; sinon,

car(A) = 0.

3.2 Corps

Définition 3.14 Soit (K, +,.) un anneau commutatif (unitaire et non trivial). On dit que (K, +,.)
est un corps (commutatif) si tout élément non nul de K est inversible.

Exemple 3.15
1) Q, R et C sont des corps.
2) Z./nZ est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.
3) Z est un anneau intégre qui n’est pas un corps.

Propriétés 3.16

(i) Si K est un corps, alors K est intégre et U(K) = K* = K — {0} est un groupe pour la
multiplication appelé groupe multiplicatif du corps K.

(ii) Si K est un corps, alors car(K) =0 ou car(K) = p, ot p est un nombre premier.

Définition 3.17 Soit (K,+,.) un corps et L un sous-anneay de (K,+,.). On dit que L est un
sous-corps du corps (K,+,.) si (L,+,.) est un corps.
On dit que L est un sous-corps propre de K si L est un sous-corps de K différent de K.

Proposition 3.18 Soit (K, +,.) un corps et L une partie de K. L est un sous-corps du corps (K, +,.)
st, et seulement si :

(i) L est un sous-anneau de K

(i) Pour tout a € L — {0}, a=! € L.

Exemple 3.19

1) Q est un sous-corps de R et R est un sous-corps de C.

2) Q ne posséde pas de sous-corps propre. En effet, soit L un sous-corps de Q, alors 0,1 € L d’ou
Vn € Z,n € L. comme L est un corps alors Vn € Z*,n~t € L. Soit x € Q, alors = s’écrit sous la
forme 2 avec (m,n) € Zx Z* doncx =2 =mn ' € L et L =Q.

Exercice 3.20 Soit d € N.
1) Montrer que Q[vVd] = {a +bVd /a,b € Q} est un sous-corps de R.
2) Quels sont les sous-corps de Q[v/d] ?
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3.3 Idéaux, Homomorphismes et Anneaux quotients

3.3.1 Idéaux et homomorphismes

Définition 3.21 Soit (A, +,.) et (B,+,.) deux anneaux (unitaires et non triviauz). On dit qu’une
application f de A dans B est un homomorphisme d’anneaux (ou morphisme d’anneaux) si :

(i) f(z +y) = f(x) + f(y) pour tout (x,y) élément de A>

(ii) f(z.y) = f(x).f(y) pour tout (x,y) élément de A2

(ii1) f(1a) = 1p

On définit, d’une maniére analogue & celle des groupes, les notions d’endomorphisme,
d’isomorphisme et d’automorphisme d’anneaux. Si f est un isomorphisme,on dit que A et B
sont tsomorphes et on note A ~ B.

Exemple 3.22

1) L’application canonique s : Z. — Z/nZ, m — s(m) = m est un homomorphisme d’anneauz
surjectif.

2) SinAm =1, alors f : Z/nmZ — Z/nZx7Z/mZ définie par f(a) = (a,a) est un isomorphisme
d’anneauzr (& = a + nmiZ est la classe de a modulo nmZ, a = a + nZ est la classe de a modulo nZ
et 4 = a+ mZ est la classe de a modulo mZ).

3) Soit f Uapplication définie de Z vers My (R),n > 2, par f(m) = mE1. f vérifie les conditions :
fn+m) = f(n)+ f(m) et f(nm) = f(n)f(m), mais f n’est pas un homomorphisme d’anneaux (au
sens des anneauz unitaires) car f(1) # I,.

Proposition 3.23
(i) Si f: A— Betg: B — C sont deur homomorphismes d’anneauz, alors la composée
go f: A— C est un homomorphisme d’anneaux
(ii) Si f : A — B est un isomorphisme, alors f~! est un isomorphisme de B vers A.
(iii) Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz.
* i A" est un sous-anneau de A, alors f(A/) est un sous-anneau de B. En particulier,
Im f = f(A) est un sous-anneau de B.
*Si B" est un sous-anneau de B, alors f~*(B') est un sous-anneau de A.

Définitions 3.24

- Soit (A, +,.) un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal a gauche (resp. idéal
a droite) de l'anneau A si :

(i) I est un sous-groupe du groupe additif (A, +)

(ii) Pour tout a élément de A : al C I, i.e., Va € A, Vx € I, alors ax € I (resp. pour tout a
élément de A, Ia C 1, i.e.,Ya € A, Vx € I, alors xa € I).

- Si I est un idéal a la fois & gauche et o droite de A, alors on dit que I est un idéal bilatére
(ou simplement un idéal) de A.

- A et {04} sont des idéaux de A appelés idéaux triviaur de A.

- Unidéal I de A différent de A est appelé idéal propre de A.

Proposition 3.25 Soit (A, +,.) un anneau et I une partie de A. I est un idéal & gauche (resp. idéal
a droite) de l'anneau A si, et seulement si :

(i) I #0

(ii) Ve,ye [ :x—y el

(i1i) Ya € ANz €I :ax €1 (resp. za € 1).
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Exemple 3.26

1) Les idéaux de 7 sont de la forme nZ.

2) Dans My (R), n > 2, l’ensemble I des matrices dont la premiére colonne est nulle est un idéal
a gauche de M,(R) (mais I n’est pas un idéal o droite de M, (R)) et l’ensemble J des matrices dont
la premiére ligne est nulle est un idéal o droite de My, (R) (mais J n’est pas un idéal & gauche de

Mn(R)).

Propriétés 3.27

(i) Si I est un idéal & gauche (resp. a droite) de A, alors I = A si, et seulement si, 3 u € U(A) :
u € I si, et seulement si, 1 € A.

(ii) Si Uanneau A est commutatif, alors les notions d’idéauz o gauche, idéaux & droite et idéaux
bilatéres coincident.

(#ii) L’intersection ﬂ I, d’une famille quelconque (Iy)kep d’idéauz est un idéal.

keE
(iv) Si I et J sont deux idéaux de A, alors Uensemble I +J ={x+vy /x €1 ety € J} est un

idéal de A appelé idéal somme de I et de J.

Proposition et Définition 3.28 Soit X une partie d’un anneau A. L’idéal de A intersection des
idéaur de A contenant X est appelé idéal de A engendré par X et est noté < X >. Cet idéal est
aussi le plus petit idéal de A contenant X.

Exemple 3.29
1) < @ >={0} et < {1} >= A.
2) Si A est commutatif et x € A, alors < {z} >= Az = {ax/a € A} et est noté < x> ou (z).
3) Soient I et J deux idéauzr de A. L’idéal de A engendré par I U J est l'idéal I+ J.
4) Soient I,J deuz idéauz de A et X = {xy/x € I ety € J}. En général, X n'est pas un idéal

de A et < X > est l'idéal {Zmzyz/n eEN*etVi=1,..n:x; € I,y; € J} noté I.J et appelé idéal
i=1
produit des deux idéaux I et J.
Exercice 3.30 Soient A un anneau commutatif (unitaire), u,a et b des éléments de A. Montrer que
1) uw e U(A) si, et seulement si, (u) = A.
2) (x) C (y) si, et seulement si, Ja € A : x = ay.

Définitions 3.31

- Un idéal I d'un anneau A est dit idéal principal s’il exviste un élément x de A tel que
I =<z>=(x).

- Si dans un anneau intégre A, tout idéal est principal, on dit que A est un anneau principal.

Exemple 3.32
1) {0} =< 0> et A=<1> sont des idéauz principauz.
2) Z est un anneau principal.

Exercice 3.33 Soit X une partie d’un anneau commutatif A. Montrer que
1) si I est un idéal de A, alors < X >C I si, et seulement si, X C I.

2) < X >= {Zaimi/ neNz,...,x, € X,a1,...,a, € A}.
i—1
3) Si X ={x1,...,xn} est finie, alors < X >= Axq1 + ... + Az, = (1) + ... + (zn).

Proposition 3.34 Soient A, B deuzr anneauz et f : A — B un homomorphisme d’anneauz.

(i) Si J est un idéal de B, alors f~1(J) est un idéal de A. En particulier, f~1({0}) = ker f est
un idéal de A appelé noyau de I’homomorphisme f.

(i) f est injectif si, et seulement si, ker f = {0}.
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3.3.2 Anneaux quotients

Soit A un anneau et I un idéal de A. Puisque (A, +) est un groupe abélien et I est un sous-
groupe de (A,+), Pensemble A/I des classes d’équivalence modulo I définies par la relation :
aRb <= a — b € I, muni de I'addition, est un groupe abélien (cf. chapitre II).

Dans ce groupe, on définit la multiplication de la facon suivante : Va =a+ I,b=b+1 € A/l :
@.b = ab = ab+ I. Cette opération est bien définie; en effet, soient o/, b’ € A tels que o/ =a et b/ =b
alors a't/ —ab=d't/ —ab' +abl —ab= (a’ —a)b/ + a(b/ —b) € I, car (¢’ —a), (' —b) € I et I est un
idéal de A, d’ou o’ = ab et ainsi, la multiplication des classes d’équivalence est indépendante des
représentants choisis.

En utilisant les propriétés d’anneau de A, on vérifie facilement que (A/I,+,.) est un anneau, 0
est Pélément zéro de A/I et 1 est I'unité de A/I.

Panneau A/I est trivial si, et seulement si, I = A.

Définition 3.35 Soit A un anneau et I un idéal de A. L’anneau (A/I,+,.) est appelé ’anneau
quotient de ’anneau A par l’idéal I.

3.4 Théorémes d’isomorphismes

Théoréme 3.36 (Premier théoréme d’isomorphisme) Si f : A — B est un homomorphisme
d’anneauz, alors les anneaur A/ker f et Im f sont isomorphes.

Preuve. Soit f : A/ker f — Im f définie par f(Z) = f(z). On sait que f est un isomorphisme
de groupes (cf. le premier théorérge d’isomo_rphisme pour les groupes). Dlautr_e part, on a f(14) =
f(la) =1p et VI,y € Afker f : f(zY) = f(7y) = f(zy) = f(=)f(y) = f(T)f(7) et ainsi f est un

isomorphisme d’anneaux m

Théoréme 3.37 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme) Soit A un anneau, I un idéal de A et
B un sous-anneau de A, alors :

(i) B+I={b+x /b€ B etxecl} estun sous-anneau de A et I est un idéal de B + I.

(i) BN I est un idéal de B.

(i1i) Les anneaux (B+1)/I et B/B NI sont isomorphes.

Preuve.

(i)la=144+0€ B+ 1.Yby +x1,bo+20€ B+ 1 (b € B,x; € I), alors (by +x1) — (by + z2) =
(bl — bQ) + (wl — mg) € B+1et (bl + ml)(bz +$2> = biby + (blwz + x1by + xle) € B+1donc B+1
est un sous-anneau de A. On vérifie facilement que I est un idéal de B + I.

(ii) et (iii). Soit s la surjection canonique s : A — A/I, s(x) = Z. On considére la restriction
desaB,s:B— A/l, x — §'(z) = s(x). s’ est évidemment un homomorphisme d’anneaux.
On a kers’ = BN I et ainsi BN I est un idéal de B. On a aussi Ims’ = (B + I)/I (cf. chapitre II,
le deuxiéme théoréme d’isomorphisme pour les groupes). Ainsi, le premier théoréme d’isomorphisme
donne : B/(BNI)~(B+1)/] m

Théoréme 3.38 (Troisiéme théoréme d’isomorphisme) Soit A un anneau, I et J deux idéaux
de A tels que I C J.

1) J/I est un idéal de A1

2) Les anneaux AJJ et (A/I)/(J/I) sont isomorphes.

Preuve. Soit f: A/I — A/J, T+ f(T) =T ou T (resp. ) désigne la calsse de x modulo I (resp.
modulo J). On sait que f est un homomorphisme de groupes surjectif et que ker f = J/I (cf. le
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troisiéme théoréme d’isomorphisme pour les groupes). D’autre part, on a : f(1) = TetVz, 7€ AJI:
f@y)=zy=2y= f(T)f(Y), ainsi f un homomorphisme d’anneaux surjectif, alors ker f = J/I est
un idéal de A/I et d’apres le premier théoréme d’isomorphisme, A/I,/J/I ~A/J m

Théoréme 3.39 (Théoréme de correspondance pour les anneaux) Soit I un idéal d’un an-
neau A.

(i) L’application B —— B/I définie une correspondance biunivoque entre l’ensemble des sous-
anneauzr de A contenant I et les sous-anneaux de A/I, i.e., C est un sous-anneau de A/l si, et
seulement si, il existe un sous-anneau B de A contenant I tel que C = B/I.

(ii) L’application J — J/I définie une correspondance biunivoque entre l’ensemble des idéauz
de A contenant I et l’ensemble des idéaux de A/I, i.e., K est un idéal de A/I si, et seulement si, il
existe un idéal J de A contenant I tel que K = J/I.

Preuve. Montrons par exemple (ii). Soit ¢ : {JJ/ J est un idéal de A contenant I} — {K/ K est
un idéal de A/I} définie par : p(J) = J/I.

Si J est un idéal de A contenant I, alors J est un sous-groupe du groupe (A, +) contenant le sous-
groupe I de (A, +) et ainsi, d’aprés le théoréme de correspondance pour les groupes, ¢(J) = J/I est
un sous-groupe du groupe quotient (A/I,+). En vérifiant que Va € A/I,Vz € J/I, ax =az € J/I,
on a J/I est un idéal de 'anneau quotient A/I et ainsi ¢ est une application bien définie.

Montrons alors que ¢ est bijective : ¢ est injective (cf le théoréme de correspondance pour les
groupes).

¢ est aussi surjective. En effet, Soit K un idéal de A/I, alors J = s !(K) est un idéal de A
(car s : A — A/I,x > T est un homomorphisme d’anneaux) et on a I C J (car I = s~ {0} C
sTHK)=J) et J/I =s(J) =K (car s est surjectif), i.e., ¢(J) = K et ainsi ¢ est surjective m

Exercice 3.40 Montrer que Z/pZ, ot p est un nombre premier, ne posséde pas de sous-corps propre.

Exercice 3.41 Soit K un corps (commutatif ).
1)
a) Montrer que l'intersection des sous-corps de K est un sous- corps de K. On Uappelle le
sous-corps premier de K et on le note P(K).
b) Montrer que P(K) = {(n.1x).(m1x)"t/ n,m € Z et m.1x # O }.
2) On considére Uapplication f:7Z — K, n+—— n.lg.
a) Vérifier que f est un homomorphisme d’anneauz.
b) Montrer que si carK = p, ot p est un nombre premier, alors P(K) ~ 7/pZ.
¢) Montrer que si carK =0, alors P(K) ~ Q.

3.5 Idéaux Premiers et idéaux maximaux

Dans toute la suite, nous supposons que A est un anneau commutatif (unitaire et non trivial).

Définition 3.42 Soit p un idéal de A. On dit que p est un idéal premier de A si :

(1) p#A
(ii) Ya,b € A: siab € p, alors a € p ou b € p.

Théoréme 3.43 Soit p un idéal de A. p est un idéal premier de A si, et seulement si, A/p est un
anneau 1ntégre.

Preuve. Supposons que p est premier, alors A/p est un anneau commutatif (non trivial, car p # A,
et unitaire). Siab =0, alors ab € p d’'otta € pou b € p, i.e., @ = 0 ou b = 0. Réciproquement, si A/p

est un anneau intégre, alors p # A et si ab € p, ie. ab = ab = 0, alors, puisque A/p est intégre, @ = 0
oub=0,ie,a€poubcp m
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Définition 3.44 Soit m un idéal de A. On dit que m est un idéal maximal de A si :

(i) m# A

(i) 1l n'existe aucun idéal propre de A contenant m autre que m, i.e., si I est un idéal de A tel
quem C I, alors I =m ou I = A.

Théoréme 3.45 Soit m un idéal de A. Alors m est un idéal maximal de A si, et seulement si, A/m
est un corps.

Preuve. Supposons que m est maximal. Alors A/m est un anneau commutatif (non trivial, car
m # A) et unitaire. Sia € A/m est tel que @ # 0, i.e., a ¢ m, alors l'idéal < a > +m # m. Ainsi
<a>+m= A car m est maximal et m C< a > +m. Doun dr € A, 3z € m:1 = ra+ =z, alors
1=7a =7a dans A/m (T = 0 car z € m). Ceci prouve que @ est inversible dans A/m et que A/m
est un corps. Réciproquement, si A/m est un corps, alors m # A. Soit I un idéal de A tel que m C I
et soit x € I —m. Alors T # 0 dans A/md'ot Iy € Atel queTy=Ty =1, ainsi 1 —ay € m C [ et
parsuite l € [ (carx € 1), ie, [=A m

Corollaire 3.46 Tout idéal maximal est premier

Exemple 3.47
1) Dans l’anneau Z, sip est un nombre premier, alors pZ est un idéal maximal (et alors premier).
2) Dans 7, L’idéal (0) est premier, mais non maximal.

Exercice 3.48 Soit n € N*. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) nZ est un idéal maximal
(ii) nZ est un idéal premier
(iii) n est un nombre premier

Exercice 3.49 Soit A un anneau commutatif. Montrer que A est intégre si, et seulement si, (0) est
un idéal premier.

Exercice 3.50 Soit K un anneau commutatif. Montrer que les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) K est un corps

(ii) (0) est un idéal maximal de K

(iii) Les seuls idéaux de K sont {0} et K

(iv) Tout homomorphisme d’anneauz f : K — B, ou B est un anneau, est injectif.

Exercice 3.51 Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.

1) Montrer que si p (resp. m) est un idéal premier (resp. idéal mazximal) de A contenant I, alors
p/1 (resp. m/I) est un idéal premier (resp. maximal) de A/I.

2) Montrer que si p’ (resp. w') est un idéal premier (resp. idéal maximal) de A/I, alors il existe
un idéal premier p (resp. un idéal maximal m) de A, contenant I, tel que p’ =p/I (resp. m' =m/I).

3.6 Corps des fractions d’un anneau intégre

Soit A un anneau intégre.

Théoréme et Définition 3.52 Il existe un corps K et un homomorphisme injectif f : A — K tels
que K = {f(a)(f(b))~'/a € A,be A—{0}}.

De plus, si K’ est un corps et g : A — K’ un homomorphisme injectif tels que
K'={g(a)(g(b))"t/ac A,be A—{0}} alors K ~ K.

Le corps K, unique & un isomorphisme prés, est appelé le corps des fractions de l’anneau
intégre A et est noté Fr(A).
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Preuve. Dans B = A x A*, on définit la relation R suivante : V(a, b), (¢,d) € B : (a,b)R(c,d) si, et
seulement si, ad = bc. On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence.

Soit K = B/R = {(a,b)/(a,b) € B} 'ensemble quotient associé a la relation R. On vérifie que
I'addition et la multiplication définies comme suit sont indépendantes des representants des classes

(a,b) + (¢, d) = (ad + be, bd)
(a,b).(c,d) = (ac,bd)

(bd € A* car b# 0,d # 0 et A est integre).

On vérifie aussi que ces deux lois définissent sur ’ensemble K une structure d’anneau commutatif,
son élément zéro est (0,1) (= (0,d),Vd € A*) et son élément unité est (1,1) (= (d,d),Vd € A*). De
plus, K est un corps. En effet, soit (a, b) # (0,1), alors a € A* d’ou (b,a) € B, (a,b).(b,a) = (ab,ba) =
(1,1) et (a,b) est inversible d’inverse (b, a), et par conséquent K est un corps.

Considérons 'application

f: A — K
a — (a1

f est un homomorphisme d’anneaux injectif. En effet, f(a +a’) = (a+d’,1) = (a,1) + (¢/,1) =
fla) + f(d); f(a.d') = (ad,1) = (a,1) (¢/,1) = f(a)f(a') et f(1) = (1,1) = 1g. Soit maintenant
a € ker f, alors f(a) = (a,1) = (0,1),i.e.,ax1=1x0 =0 et ainsi f est un homomorphisme injectif.

Soit K’ un corps et ¢ : A — K’ un homomorphisme d’anneaux injectif tels que
K'={gla)(g) jac Abe A—{0}).

On considére ¢ : K — K’ définie par ¢((a,b)) = g(a)(g(b)). ¢ est une application bien
définie. En effet, si (a,b) = (¢,d), i.e., ad = be, alors g(ad) = g(cb) et g(a)g(d) = g(c)g(b). D’autre
part, puisque b et d sont non nuls, alors g(b) et g(d) sont aussi non nuls dans K’, car g est injectif,
et donc g(b) et g(d) sont inversibles dans le corps K’. Par conséquent, ¢((a,b)) = g(a)(g(h))~! =
9(e)(g(d) ™" = p((c, d)).

On vérifie facilement que ¢ est un homomorphisme d’anneaux. ¢ est par construction, surjectif.

D’autre part, ¢ est aussi injectif. En effet, si (a, b) € ker ¢, alors g(a)(g(b)) ™! = 0, d’on g(a) =
0, et par suite a = 04, car g est injectif, et (a,b) = (0,b) = (0,1) = Og. Ainsi X'~ K m

Remarque 3.53
1) Soit f: A — Fr(A) l’homomorphisme injectif défini par f(a) = (a,1). Pour tout

z = (a,b) € Fr(A), on a z = (a,b) = (a,1)(1,b) = f(a)(f(b))~" (= f(a)/f(b)) d’ou appellation :
corps des fractions de ’'anneau intégre A.

2) Puisque A ~ f(A), on peut identifier ’élément a de A avec son image f(a) = (a,1) et
remplacer f(A) par A ; on peut alors considérer A comme un sous-anneau de Fr(A) et écrire [’élément
z = (a,b) = f(a)(f(b))~ de Fr(A) sous la forme %.

Exemple 3.54 Fr(Z)= Q.



Chapitre 4

Divisibilité dans les anneaux
principaux

Soient A un anneau commutatif (unitaire et non trivial), a et b deux éléments de A. On dit que a
divise b (ou b est un multiple de a) et on note a/b s'il existe un élément c de A tel que b = ac. Cette
relation de divisibilité est une relation de préordre (i.e., reflexive et transitive) mais, non symétrique.

Proposition 4.1 Soient a et b deuz éléments d’un anneau commutatif A (unitaire et non trivial).
(i) a/b si, et seulement si, (b) C (a).
(ii) u € U(A) si, el seulement si, Ya € A, u/a.
(iii) Les éléments de la forme ua, ot u € U(A), divisent a.
(iv) Si A est intégre, alors a/b et b/a si, et seulement si, a = ub, avec u € U(A). Dans ce cas, on
dit que a et b sont associés et on notea~b (oua=b).

Remarque 4.2 Si A est intégre, alors la relation ~ est une relation d’équivalence.

Exemple 4.3
1) Dans Z, n ~m si, et seulement si, m =n ou m = —n.
2) Soit A un anneau intégre. u € U(A) si, et seulement si, u ~ 14.

Dans toute la suite, tous les anneaux considérés sont supposés étre intégres.

4.1 Eléments irréductibles et éléments premiers

Définitions 4.4 Soit p un élément de A.

(i) On dit que p est irréductible si p est non nul, non inversible et les seuls diviseurs de p sont
les éléments inversibles et les associés de p; i.e., p # 0, p & U(A) et si a/p, alors a € U(A) ou
a = up, avec u € U(A).

(ii) On dit que p est premier si p est non nul, non inversible et si p divise un produit de termes,
alors p divise l'un des facteurs de ce produit; i.e., p ¢ U(A),p # 0 et si p/ab, alors p/a ou p/b.

Proposition 4.5 Soit p un élément de A.

(i) p est premier dans A si, et seulement si, p est non nul et l’idéal (p) est premier.

(ii) p est irréductible dans A si, et seulement si, p est non nul et l’idéal (p) est maximal dans
l’ensemble des idéaux principauxr de A différents de A.

(iii) Si p est premier, alors p est irréductible.

33
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Preuve.

(i) Supposons que p est premier, alors (p) # (0) et (p) # A car p ¢ U(A). Soient a,b € A tels que
ab € (p), alors p/ab donc p/a ou p/b et ainsi a € (p) ou b € (p). Réciproquement, supposons que (p)
est premier et p est non nul, alors p ¢ U(A) car (p) # A. Soient a,b € A tels que p/ab, alors ab € (p)
donc a € (p) ou b € (p) et ainsi p/a ou p/b.

(ii) Supposons que p est irréductible, alors p est non nul et (p) # A car p ¢ U(A). Soit I = (a)
un idéal principal de A différent de A tel que (p) C I, alors a/p d’ott a = up, ot u € U(A) (a ¢ U(A)
car I # A) et par suite I = (p). Réciproquement, supposons que p est non nul et (p) est maximal
dans I’ensemble des idéaux principaux de A différents de A. On a p ¢ U(A) car (p) # Aetsiac A
tel que a/p, alors (p) C (a) donc (a) = A ou (a) = (p) et ainsi a € U(A) ou a = up, avec u € U(A).

(iii) Supposons que p est premier, alors p est non nul et non inversible. Soit a € A tel que a/p,
alors 3 b € A tel que p = ab. D’ou p/ab et ainsi p/a ou p/b. Si p/a (de méme pour le cas p/b), alors
Jdce€ A:a=pcdoup=pch, ainsi cb = 1 (A est intégre), alors b € U(A) et par suite a ~p B

Exemple 4.6

1) Dans Z, les notions d’éléments premiers et d’éléments irréductibles coincident. Ces éléments
irréductibles (premiers) sont les entiers relatifs p tels que |p| est un nombre premier.

2) L’exemple suivant montre qu’en général, un élément irréductible n’est pas nécessairement pre-
mier : Soit A = Z[iv/3] = {a +ibv/3/a,b € Z} (noté aussi Z[/—3]). Commengons par déterminer
U(A) : soit x = a+iby/3 € U(A), alors Iy = c+idV/3 € A tel que xy = 1. En passant auz modules
des complexes, on obtient (a® + 3b%)(c® + 3d?) = 1, alors a®> + 3b* =1 d’otia = &1 et b = 0, alors
U(A) C {-1,1} et ainsi U(A) = {—1,1}.

2 est un élément irréductible de A. En effet, 2 ¢ U(A) et soit x = a+ib\/3 € A tel que /2, alors
Jy = c+idV3 € A tel que 2 = zy = (a + ibv/3)(c +id\/3). En passant auz modules des complexes,
on obtient 4 = (a? + 3b%)(c? + 3d?). Comme a® + 3b? est toujours différente de 2, a® + 3b*> = 1 ou
A +3d2=1dovz=+1€clU(A) ouy==41€U(A), alors 2 est irréductible dans A.

Cependant, 2 n’est pas premier dans A. En effet, 2 divise 4 = (1 + 2\/3)(1 - Z\/g) et 2 ne divise
ni 1443 ni 1 —i\/3 (car si 2 divise 14 i\/3, alors 2 divise 1 dans Z, ce qui est faur; de méme 2
ne divise pas 1 —i+/3).

Conséquence 4.7 p est un élément irréductible (resp. premier ) d’un anneau intégre A si, et seule-
ment si, Yu € U(A), up est irréductible (resp. premier) dans A (car (up) = (p)).

4.2 P.G.C.D et P.P.C.M

Définition 4.8 Soient A un anneau (intégre), a et b deux éléments de A. Un élément d de A est
appelé plus grand commun diviseur (pged) de a et b si :

(i) d/a et d/b

(it) Si d'/a et d' /b, alors d'/d.

Remarque 4.9

1) En général, deux éléments d’un anneau intégre n'ont pas nécessairement un pgcd. (cf. Exercice
4.12).

2) Si a et b (éléments d’un anneau intégre A) admettent un pged, alors ce pged est
unique & un facteur inversible prés. En effet, si d est un pged de a et b et § € A tel que d ~ 9,
alors § est aussi un pged de a et b (§/a et §/b car 6/d et dfa et d/b; sid'/a et d' /b, alors d'/§, car
d'/d et d/§). D’autre part si d et § sont des pged de a et b, alors d et § sont associés ( car d/d et
d/d).

Si d est un pged de a et b, on note d = pged (a,b) ou simplement d =a A b.
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3) Si a,b et c sont des éléments de A, alors a N (bAc) = (aAb)Ac (si ces pged existent) et ainsi
un pged des éléments a,b et ¢, noté a Ab A c, n'est autre que (a Ab) Ac (oua A (bAc)). De la méme
maniére, on définit un pged d’un nombre fini d’éléments de A.

4) On dit que deuz éléments a et b sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.

Définition 4.10 Un élément m de A est appelé plus petit commun multiple de a et b si :

(i) a/m et b/m

(ii) Sia/m’ et b/m/, alors m/m’.

Sim est un plus petit commun multiple de a et b, on note m = ppcm(a,b) ou simplement
m=aVb.

Exercice 4.11 Soient A un anneau intégre, a,b € A tels que a et b admettent un ppcm, noté m, et
m/ € A. Montrer que m' est un ppcm de a et b si, et seulement si, m ~ m/.

Exercice 4.12
1) Soient a,b € A—{0}. Montrer que si a et b possédent un ppcm, noté m, dans A, alors il existe
de A:ab=md et qued=a Nb.
2) Soit Uanneau Z[iv/5] = {a + ibv/5/a,b € Z}.
a) Déterminer U(Z[iv/5)).
b) Déterminer tous les diviseurs de 9 et de 3(2 +iv/5).
¢) Montrer que 1 est un pged de 3 et 2+4v/5 et que 3 et 2+1iv/5 n'ont pas de ppem. Conclure.
d) Montrer que les éléments 9 et 3(2 +iv/5) n'ont pas de pged dans Z[iv/5).

4.3 Divisibilité dans un anneau principal

Dans toute la suite, nous supposons que A est un anneau principal.

Proposition 4.13
(i) Tout élément irréductible de A est premier.
(ii) Tout idéal premier non nul de A est mazimal.

Preuve.

(i) Soit p € A irréductible dans A, alors p # 0 et p ¢ U(A). D’apres la proposition 4.5 (ii), I'idéal
(p) de A est un idéal maximal de A (car tous les idéaux de A sont principaux), d’ou (p) est un idéal
premier non nul et ainsi, d’aprés la proposition 4.5 i), p est premier.

(ii) Soit I un idéal premier non nul de A. Alors I = (a) avec a € A (A est principal) et d’aprés
la proposition 4.5 i), a est premier et aussi d’aprés (iii) de la méme proposition, a est irréductible.
D’autre part, puisque tous les idéaux de A sont principaux (A est principal) et en utilisant (ii) de la
proposition 4.5, I = (a) est un idéal maximal de A m

Remarque 4.14 Dans un anneau principal, les notions d’éléments premiers et d’éléments irré-
ductibles coincident. (cf. proposition précédente et proposition 4.5).

Proposition 4.15 Soient a et b deux éléments de A. Alors a et b admettent un pged et un ppem et :
(i) a Nb=d si, et seulement si, (a) + (b) = (d).
(ii) a Vb =m si, et seulement si, (a) N (b) = (m).

Preuve.
Soient a et b deux éléments de A. Puisque A est principal, l'idéal (a)+(b) est principal et ainsi
dd € A: (a)+ (b) = (d). On a d = pged(a,b). En effet, d/a (car (a) C (a) + (b) = (d)) et d/b (car
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(b) C (a)+(b) = (d)). D’autre part, si ¢/a et ¢/b, alors (a) C (c) et (b) C (¢) d’ou (d) = (a)+(b) C (¢),
alors ¢/d. Ainsi, si (a) + (b) = (d), d est un pged de a et b.

Réciproquement, si a Ab = d, alors (a) C (d) (car d/a) et (b) C (d) (car d/b), d’ou (a)+ (b) C (d).
D’autre part, l'idéal (a) + (b) est un idéal principal (A est principal) d’ou 3 ¢ € A tel que I
(a) + (b) = (c), alors ¢/a (car (a) C (a) + (b) = (¢)) et ¢/b (car (b) C (a) + (b) = (¢)) d’ou, par
définition de d, ¢/d et ainsi (d) C (c¢) = (a) + (b).

De méme, on montre 'existence du ppcm et (i) m

Théoréme 4.16 (Théoréme de Bezout) Soient a et b deux éléments de A. a et b sont premiers
entre eux si, et seulement si, il existe u et v, deux éléments de A, tels que au + bv = 1.

Preuve. En utilisant la proposition précédente, a et b sont premiers entre eux si, et seulement si,
(a) 4+ (b) = (1) = A si, et seulement si, Ju,v € A: 1=ua+vb m

Proposition 4.17 Soient a,b et ¢ des éléments non nuls de A.
(i) SiaANb=1¢etaNc=1, alors a Nbc=1.
(ii) Si a/bc et a Nb =1, alors a/c (Théoréme de Gauss).
(iii) Sib/a et c/a et bAc =1, alors be/a.

Preuve. (iii) découle immédiatement de 1’exercice 4.12.

Montrons par exemple (ii). Puisque a A b = 1, Ju,v € A : wa + vb = 1. En multipliant les deux
membres de cette égalité par ¢, on obtient ¢ = wac + v(bc) et comme bc = ad, on d € A, on a
¢ = a(uc+ vd) et ainsi a/c =

Théoréme 4.18

(i) Tout élément non nul et non inversible a de A s’écrit sous la forme a = pi...py, 0U P1, ..., Py
sont des éléments irréductibles de A mon nécessairement distincts.

(i) Si un élément non nul et non inversible a de A posséde une autre décomposition de type
a=q1...qs O q1,...,qs sont des éléments irréductibles de A, alors v = s et il existe une permutation
o de S, telle que p; et qq(; sont associés pour tout i € {1,...,7}.

Preuve.

Montrons d’abord que A vérifie la condition de chaine ascendante pour les idéaux, i.e., si ay, as, ...
sont des éléments de A tels que (a1) C (a2) C ... (les idéaux de A sont principaux), alors 3 n € N*
tel que (an) = (an+1) = (@nt+m) ¥Ym € N. Soit I = U(ai). On vérifie facilement que I est un idéal de

i>1
A, alors I = (a) (car A est principal). Comme a € I, In > 1 tel que a € (ay,) d’ot (a) C (ay). D’autre
part, (a,) C I = (a) et ainsi I = (a) = (a,). Ona aussi VYm € N, I = (a,) C (antm) C I = (a) = (ay)
donc (ay) = (an+tm), i-e., la suite (a;);>1 est stationnaire & partir du rang n.

Supposons que A ne vérifie pas la condition (i). Alors il existe a; € A — {0} non inversible tel
que a; ne s’écrit pas sous la forme indiquée dans la condition (i). a; n’est pas irréductible d’ou
a1 = agbs, o0t ag, by ¢ U(A) et 'un au moins des éléments ay et by n’est pas irréductible (si ag et bo
sont irréductibles alors a1 = agbe vérifie (i)). Supposons que ag est non irréductible, alors (a1) & (az)
(inclusion est stricte car si ag = cjaj, on aura a3 = cia;be d’ot by € U(A)) et ay = agbs ou
as, bz ¢ U(A). L’un au moins des éléments ag et bg n’est pas irréductible (dans le cas ou ag et b sont
irréductibles, ba n’est pas irréductible, sinon a1 = azby = asbsbs vérifie (i) et, dans ce cas, on prend by
au lieu de ag). Si ag est non irréductible, alors on a (a1) & (a2) & (a3) et az = asby o0t aq,bs ¢ U(A)
et on a (a1) & (a2) & (a3) & (aq). De proche en proche, on construit une suite croissante d’idéaux
((@i))i>1 non stationnaire ce qui contredit le fait que A vérifie la condition de chaine ascendante.

Montrons que A vérifie la condition (ii) : Soit a =p1...pr =q1...qs, OUP1, .-, Pryq1, - - - s SONE
des irréductibles. p1/q; ... ¢qs et p est premier (car p; est irréductible et A est principal), d’ou 3i tel
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que p1/q; donc p; et ¢; sont associés, alors Ju; € U(A)/ ;i = uip1. Posons ¢; = ¢1 (quitte a changer la
numeérotation), ainsi ps...p, = u1g2 .. .qs. En reprenant le méme raisonnement pour ps, on obtient
P3...Dr = UU2q3 . . . gs- Ceci prouve que r = s et que p; et g; sont associés deux a deux ®

Remarque 4.19 Un anneau intégre vérifiant (i) et (ii) est appelé anneau factoriel. Ainsi, un an-
neau principal est factoriel.

Soient A un anneau principal, a et b deux éléments non nuls et non inversibles de A. On note P
un ensemble d’éléments irréductibles de A tel que si p est irréductible dans A, alors p est associé a
un, et un seul, élément de P. Comme A est principal, a et b se décomposent en produit d’éléments
de P:a=pi.piretb= p’fl...pfr oup; € P,pi #pjsii#j,a; >0,5; >0 (les décompositions de
a et b contiennent les mémes éléments de P quitte & ce que certains d’entre eux aient des exposants
nuls).

Théoréme 4.20 Avec les notations ci-dessus,
(i) a/b si, et seulement si, o; < B; pour tout i € {1,...,r}.
(it) a Nb=pyt..p), ou \; = min{ay, B;} pour tout i € {1,...,7}.
(i4i) a Vv b= p{*..py", ot p; = max{ay, B;} pour tout i € {1,...,7}.

Preuve. (i) Il est évident que si a; < 8; pour tout ¢ € {1,...,7} alors a/b.
Réciproquement, supposons que a/b, alors b = ac. On distingue les deux cas suivants :
- c €U(A), alors, en utilisant la définition de P, ¢ = 1 et ainsi o; = f3;
-c ¢ U(A), d’ou ¢ se décompose en produit d’éléments de P et puisque b = ac, alors «; < [3; pour
tout ¢ € {1,...,7}.
Les assertions (ii) et (iii) découlent de (i) m

Remarque 4.21 Sia =0 (resp. b=0), alors b (resp. a) est un pged de a et b . Aussi, si a € U(A)
oubeU(A)), alors 1 est un pgcd de a et b.
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Chapitre 5

Anneau de Polynémes a une
Indéterminée

Dans toute la suite, A désigne un anneau commutatif (unitaire et non trivial).

5.1 Construction

5.1.1 Construction et Définitions

Définitions 5.1 - On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans l’anneau A
toute suite (ap)nen d’éléments de A n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.

- Les éléments a; non nuls de cette suite sont appelés les coefficients du polynéme (ap)neN-

- Le coefficient non nul correspondant a lindice le plus grand de cette suite est appelé coefficient
dominant du polynome (an)neN-

- Le coefficient ag est dit coefficient constant du polynéome (an)nen-

- Si le coefficient dominant du polynéome (ap)nen est égal a 1, on dit que (an)nen est un polynome
unitaire.

Exemple 5.2 Soit (an)neny = (1,0,—2,1,0,...,0,....) la suite d’éléments de Z définie par : ay =
1,a1 =0,a2 = —2,a3 =1 et a, =0 si n > 4. La suite (an)nen est un polyndome a une indéterminée
G coefficients dans 'anneau Z. Les éléments ag = 1,a1 = 0,a2 = —2,a3 = 1 sont les coefficients du
polynome (ap)nen ; ap = 1 est le coefficient constant de (ap)nen, a3 = 1 est le coefficient dominant
de (ap)nen et le polynome (an)nen est unitaire (ag = 1).

On définit dans I’ensemble B des polynémes & une indéterminée & coefficients dans ’anneau A
les deux opérations suivantes :

- Addition : VP = (ap)nen € B, YQ = (bn)neny € B : P+ Q = (¢n)nen est la suite d’éléments de
A définie par la relation : ¢, = an, +b,; P+ Q € B car P+ Q = (¢n)nen est une suite n’ayant qu’un
nombre fini de termes non nuls.

- Produit : VP = (ap)neny € B, YQ = (bp)nen € B : P.Q = (¢p)nen avec : ¢, = Z a;b; ainsi

i+j=n
co = agbg, c1 = agb1 +aibg, ..., ¢ = agbg +a1bp_1+ ... +ap_1b1 +agbg, ... et sia; = 0Vi >j ny et bj =0
Vj > myq, alors ¢, = 0 Yk > ny + my et ainsi P.Q) = (¢, )nen est une suite n’ayant qu'un nombre fini
de termes non nuls, i.e., PQ) € B.

On vérifie aisément que '’ensemble B des polynémes & une indéterminée & coefficients dans A,
muni de 'addition et de la multiplication définies ci-dessus, est un anneau commutatif unitaire (et
non trivial) appelé anneau de polyndémes & une indéterminée a coefficients dans ’anneau
A. Le zéro de B est I’élément (04,04, ...) et son unité est ’élément (14,04,04,...).
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A Taide de ’homomorphisme injectif i :A — B défini par i(a) = (a,0,0,...), on peut identifier
a avec son image i(a), A avec i(A) et considérer A comme un sous-anneau de B. Les éléments de A
s’appellent polyndmes constants.

Notation 5.3 (Notations habituelles)
- Posons X = (0,1,0,0,...) € B. On a X?> = X.X =(0,0,1,0,0,...),...,X* = (0,...,0,1,0,0, ...)
N—_——
k fois
et ainsi (0, ...,0,ax,0,...) = (ax,0,...)(0, ...,0,1,0,...) = (az,0,..) X"

Soit P = (ap, a1, ..., an,0,0,...) un élément de B. En utilisant lidentification de a avec son image
i(a) = (a,0,0,...), on a P = (aop,0,...)+(0,a1,0,...)+ ... + (0, ...,0,ap, 0, ...) =ap+ a1 X + ... +a, X"
Ainsi P(X) =ap+ a1 X + ... + an, X" = 0 si, et seulement si, ag = ... = a,, = 0.

- Vu la notation utilisée ci-dessus, on désigne l’anneau B par A[X].

Dans tout ce qui suit, nous n’allons adopter que ces notations.

n
Définition 5.4 Soit P(X) = ZaiXi =ap+ a1 X + ... + ap X" un polynome non nul de A[X]. On
i=0
appelle degré du polynéme P, noté degP, le plus grand entier k tel que ag est non nul.
Ainsi deg P = 0 si, et seulement si, P est un polynéme constant non nul.
Si P est le polynome nul, on pose deg P = —oo et on convient que ¥Yn € N, —oco < n et que
—00 +n = —oQ.

5.1.2 Propriétés

Proposition 5.5 Si P et QQ sont des polynomes de A[X], alors
(i) deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q).
(ii) deg(P.Q) < deg P + deg Q.
(111) U(A) C U(A[X]), ou U(A[X]) désigne le groupe des éléments inversibles de A[X].

Remarque 5.6 L’inégalité (ii) peut étre stricte ainsi que linclusion (iii). En effet, considérons
P=2X,Q=2X+1¢€ (Z/4Z)[X]. On a P.Q =2X et ainsi deg PQ < deg P +deg Q. On voit aussi
que Q est inversible dans (Z/AZ)[X] (1 +2X)(1+2X) = 1) et ainsi U(Z/AZ) C U((Z/AZ)[X]).

Proposition 5.7 Si A est intégre, alors
(i) A[X] est un anneau intégre (en particulier, si A = K est un corps, alors K[X]| est intégre).
(ii) deg(P.Q) = deg P +deg Q, VP,Q € A[X] (en particulier, si A = K est un corps).
(111) U(A[X]) = U(A) (en particulier si A = K est un corps, alors U(K[X]) = K* = K — {0}).

Preuve. Montrons par exemple (ii). Si P = 0 ou @ = 0 alors (ii) est évidente. Supposons alors
que P # 0, @ # 0 et notons deg P = n et deg@ = m. Posons P = ag + a1 X + ... + a, X" et

n+m

Q=by+ 01 X+...+b,X™, alors PQ = chXk et cpim = anbm # 0 car ap, Z0 et by, Z0 et A

) k=0
est integre W

5.2 Division euclidienne

Théoréme 5.8 (Théoréme de la division euclidienne) Soient P et S des polynomes de A[X]
tels que S est non nul et le coefficient dominant de S est inversible dans A, alors il existe un, et un
seul, couple (Q, R) élément de (A[X])? tel que P = SQ + R avec deg R < deg S.

En particulier, si A = K est un corps (commutatif) et (P,S) € K[X] x (K[X] —{0}), alors il
existe un, et un seul, couple (Q, R) € (K[X])? tel que P = SQ + R avec deg R < deg S.
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Preuve.

Existence :

- Si degP < degS, on pose Q@ =0et R= P, alors P=0QS5 + R et degR < deg S.

- Si degP = n > deg S = m, utilisons une récurrence sur n :

*Sin=0,alorsm=0dou P=ac Aet S=0belU(A).Sionpose = (b"1a) et R=0, alors
P=QS+ R avec deg R < deg S.

* Supposons que ce résultat est vrai pour tous les polynomes de degré < n.

n m

* Soient P:Z a; X" un polynéme de degré n et S = sz’X “ un polynéme de degré m avec
i=0 i=0

by, € U(A). Posons T = b, P — a, X" ™S, alors degT' < n et ainsi 3Q1, R € A[X] tels que
b P — ap, X" ™S =T = @15 + Ry avec deg Ry < deg S donc b,,P = (Q1 + a, X" ™)S + Ry et
comme by, € U(A), alors P = QS + R avec Q = b,}(Q1 + a, X"™™), R="0, Ry et deg R < deg S.

Unicité :

Si P = Q15+ Ry avec deg Ry < deg S et P = Q25 + Ry avec deg Ry < deg S, alors (Q1 — Q2)S =
Ry — Ry d’out nécessairement Q1 — Q2 = 0 (si Q1 — Q2 # 0, alors, puisque le coefficient dominant de
S est inversible dans A, deg(Q1 — @2)S > deg S. Or, deg(R2 — R1) < sup(deg R;,deg Ra) < deg S)
alors Ro — R =0 et ainsi Q1 = Q2 et Ry = Ry m

Exemple 5.9
1) Soient P = X*+3X3+2X,S =3X3+1 € Z/AZ[X]. Puisque 3 € U(Z/AZ), il existe un unique
couple (Q, R) € (Z/AZ][X])? tel que P = QS + R avec deg R < degS (Q =3X +1 et R=3X +3).
2) Dans Z/AZ[X], on ne peut pas trouwver (Q, R) € (Z/4Z][X])? tel que X3+1 = Q.(2X) + R avec
deg R < 1. En effet, supposons qu’il existe (Q, R) € (Z/4Z[X])? tel que X3 +1 = Q.(2X) + R avec
deg R < 1, alors, en posant R = a € Z/AZ et aprés identification, on a 2 € U(Z/AZ), ce qui est fauz.

5.3 Fonctions polyndmes

5.3.1 Définition et Théoréme du reste
Soient (A(A, A),+,.) Panneau des applications de A dans A (cf. chapitre 3, exemple 3.3, 7))

n
et P = ZaiXi € A[X]. On consideére Iapplication notée P : A — A, a — P(a) = Zaiai.
=0 s
L’application P est appelée fonction polynéme associée au polyndome P.

Soit ¢ : A[X] — A(A, A) l'application définie par ¢(P) = P. On vérifie facilement que ¢ est un
homomorohisme d’anneaux.

Théoréme 5.10 (Théoréme du reste) Soient P un polynome de A[X] et o un élément de A,
alors il existe un unique polynome @Q € A[X] tel que P(X) = Q(X)(X — a) + P(«).

Preuve. Puisque le coefficient dominant de X — « est égal a 1, alors on peut effectuer la division
euclidienne de P par X — o d’ou il existe un unique couple (Q, R) élément de (A[X])? tel que :
P=Q(X —a)+RavecdegR<1l,ie, R=ccAetona: Pla)=c m

5.3.2 Racine d’un polynéme
Définition 5.11 Soient P € A[X] et a € A. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P si
P(a) =0.

Proposition 5.12 Soient P € A[X] et o € A. « est une racine de P si, et seulement si, (X — «)
diwvise P.
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Preuve. Supposons que ~«a est une racine de P, alors, d’aprés le théoreme du reste,
P(X) = QX)X —a) + Pla) = Q(X)(X — a) et ainsi (X — «a)/P. Réciproquement, supposons
que (X —a)/P, alors P(X) = Q(X)(X — a) avec Q € A[X] et ainsi P(a) = Q(a)(a—a) =0 =

Proposition 5.13 Si A est intégre et P € A[X] un polynome non nul de degré n, alors le polynome
P a au plus n racines distinctes.

Preuve. - Montrons d’abord, par récurrence sur m, que si aq,... et a,, sont des racines distinctes
de P, alors (X — a1)...(X —ayy)/P

*Sim =1 et a; une racine de P, alors (X — ay)/P (cf. la proposition 5.12).

* Supposons que ce résultat est vrai pour m.

* Soient P € A[X], a,... et 41 des racines distinctes de P. En utilisant 'hypothése de
récurrence, (X — a1)...(X — ap,)/ P, ie, 3Q € A[X] : P = (X — a1)...(X — a)@. On a aussi

Plams1) = (ms1 — a1)-(@ms1 — @m)@Q(my1) = 0 et puisque a1 —a; #0Vi=1,...,met A
est integre, alors (i1 — 1)...(Cumg1 — ) # 0 et ainsi Q(amy1) =0 d’ott Q = (X — aymy1)S avec
S e A[X] donc P = (X — ay)...(X — am)(X — am+1)S.

- Supposons que «i,... et ., sont des racines distinctes de P et que m > n, alors
(X —a1)..(X —ap)/P don3Q € A[X]: P=(X —a1)...(X — ap)Q ainsi n = deg P = m + deg Q)

ce qui contredit le fait que m >n =

Corollaire 5.14 Si A est un anneau intégre et infini, alors [’homomorphisme d’anneaux ¢ : A[X] —

A(A, A), défini par p(P) = P, est un homomorphisme injectif.

Remarque 5.15

1) Le résultat de la proposition 5.13 est faur si A n'est pas intégre. En effet,
P(X) =2X € (Z/AZ)[X] est un polynome de degré 1 ayant 2 racines (P(0) = P(2) = 0).

2) En général et méme si A est un corps, on peut avoir P =0 sans que P soit nul, (i.e., on peut
avoir ¢ non injectif). En effet, soit P = XP — X € (Z/pZ)[X], ot p est un nombre premier. On a
P #0, cependant, ¥a € Z/pZ : P(@) =a” —a =0 (Petit théoréme de Fermat) et ainsi P est nulle.

5.4 Polynéme dérivé

Soit K un corps (commutatif).

Définition 5.16 Soit P = ag+a1 X +as X?+...4+a, X" un polynome de K[X]. On appelle polynéme
dérivé de P le polynome P' = a1 + 2a9X + ... + na, X"

Proposition 5.17 Si P, Q sont deux polynomes de K[X| et a € A, alors
1)(P+Q) =P +qQ
2) (PQ)/' = P’Q + PQ'
3) (aP) =aP

Remarque 5.18 Soit K un corps de caracéristique nulle. Si Le polynome dérivé P dun polynéme
P € K[X] est nul, alors P est un polynéme constant. Cependant, ce résultat est faux si carK =p # 0
(exemple : P = XP € (Z/pZ)[X], ou p est premier, P' = pXP~1 =0).

On définit le polynome dérivé P*) d’ordre k de P comme suit : P(O) = P, P() = P’ ¢t p:t1) =
(P®) pour k > 2.
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Proposition 5. 19 (Formule de Leibnitz) Soient K un corps, P et @ deuzx élements de K[X],

alors PQ ZC” DQE =) pour tout entier naturel k.

Preuve. Utilisons une récurrence sur k :
*Pour k=0 et k = 1, le résultat est trivial.
* Supposons que le résultat est vrai pour k.

k
*Pour k+ 1 : (P.Q)M = (P.Q)W) = (D~ CLpOQt=0y =" Ci(POQ*=y
z 0 1=0

— ZC’Z Q(k P(z ZC’Z P(H—l k—1) + P(i)Q(k—i—l—z‘))
k k+1 k
_ Z C}z‘gP(iJrl)Q(kfi) + Z C}ip(i)Q(k+1 i) Z C«J 1 p(i) Qk+1-3) ZC};P(@')Q(/&H*Z‘)
= = =1 =0
_ Z C,Zc_lp(z)Q(k—H_z) + Z C,ZCP(Z)Q(IC—H_Z) — Z(Ci;_l + CIZ)P(Z)Q(IC—H_Z)
= =0 1=0
k+1

=Y " Ci POQUH) (car Cf1 + CL=C}y,y) ®

Théoréme 5.20 (Formule de Taylor) Soit K un corps de caractérz'stique nulle.

Si P € K[X] est de degré n et o est un élément de K, alors P(X Z M (X —a)F et ainsi
(X — )™ divise P si, et seulement si, P(a) = ... = Pm=1)(a) = 0.
Preuve.

- Vu la linéarité de la dérivation, il sufﬁt de montrer la formule de Taylor pour le polynome
Q(X)=X".0OnaX" = ((X—- ZC”“ a)kak. D’autre part, onaQ( y=rX"1

et QBN(X) =r(r—1)..(r—k+1)X"% = k!CfXT ¥ don Q) (a) = KICFar . Puisque cark =0,

alors k.1 est inversible dans K et ainsi C*a % = Q(Jk—l alors Q(X Z M a)k.
m—1 k)
- Soit m < n, alors, d’aprés la formule de Taylor, P(X Z " (X —a)™Q(X), 0
k=0
n—m —— m—1
QX) = %(X o)k € K[X]. On a deg( P(Zl(a) (X —a)k) < m ainsi Q(X) et R(X) =
k=0 k=0
m—1
P(lz!(a) (X — a)F sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de P(X) par
k=0
s
(X —a)™ dans K[X], alors (X — «a)™/P(X) si, et seulement si, R(X) = P a) (X —a)f =0,
k=0

—_~—

i.e., si, et seulement si, P(a) = ... = P(m=D(a) =0 m

Définition 5.21 Soient P € A[X]|, « € A et m € N*. On dit que o est une racine de P d’ordre de
multiplicité m si (X — a)™ divise P et (X — a)™ " ne divise pas P.
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Théoréme 5.22 Soient P € A[X], a € A et m € N*. Les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) a est une racine de P d’ordre de multiplicité m.

(i) Il existe un polynome Q € A[X] tel que P = (X — a)"Q et Q(a) # 0.

Ainsi, si K est un corps de caractéristique nulle, P € K[X] de degré n et o un élément de K.
Alors « est une racine de P d’ordre de multiplicité égale a un entier m > 0 si, et seulement si,

—_~—

P(a)=...= Pm=1(a) =0 et PM(a) # 0.

Preuve. Montrons que les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes. Supposons que « est une racine de
P d’ordre de multiplicité m, i.e., (X — a)™ divise P et (X — a)™"! ne divise pas P d’ou il existe
un polynome Q € A[X] tel que P = (X — a)™Q. Alors, Q(a) # 0 car si Q(a) = 0, X — a/Q
et par conséquent (X — )™t /P. Réciproquement, supposons qu’il existe un polynéme Q € A[X]
tel que P = (X — a)™Q et Q(a) % 0. Effectuons la division euclidienne de Q par X — « alors
Q1, Ry) € (AX])?:Q=(X—-a)Qi1+Ry (R =Q(a) #0) dou P = (X —a)"Q + Ry (X —a)™
alors Q1 et R;(X — )™ sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
(X —a)™! (deg Ry (X —a)™ <m+1) et Ri(X —a)™ # 0 (car le coefficient dominant de (X — o)™
est 1 et Ry = Q(a) #0) alors (X —a)™/P et (X —a)" ' { P.

D’autre part, si K est un corps de caractéristique nulle, P € K[X| de degré n et « un élément de
K, alors « est une racine de P d’ordre de multiplicité égale a m si, et seulement si, (X — «)™ divise

P et (X —a)™t! ne divise pas P, i.e., si, et seulement si, P(a) = ... = Pm=1(a) = 0 et P(M)(a) #0
(cf. théoréme 5.20) m

Soient A un anneau intégre, P et ) deux éléments de A[X]. On rappelle que :

-Q/Psi P=QS avec S € A[X].

- Un polynéme P € A[X] est irréductible si P est non nul, non inversible et les seuls diviseurs
de P sont les éléments inversibles et les associés de P; ie., P # 0,P ¢ U(A) et si Q/P, alors
Q € U(A[X]) =U(A) ou Q = uP, avec u € U(A[X]) =U(A).

En particulier, si A = K est un corps (commutatif), Un polynome P € K|[X] est irréductible
si P est non constant et les seuls diviseurs de P sont les constantes non nulles et les associés de P;
ie., degP >1etsi Q/P, alors Q € U(K[X]) = K* ou Q = uP, avec u € K*.

Exemple 5.23 Le polynome X2 — 2 est irréducible dans Z[X] (on dit aussi irréductible sur Z) mais
X? — 2 nlest pas irréductible dans R[X].

Exercice 5.24

1) Soient A un anneau intégre et P € A[X] de degré 2. Montrer que si P admet une racine dans
A, alors P n’est pas irréductible. Montrer que la réciproque est fausse.

2) Soient K un corps et P € K[X] de degré 2 ou 3. Montrer que P est irréductible dans K[X]
st, et seulement si, P n’a pas de racines dans K.

Proposition et Définition 5.25 Soit K un corps (commutatif). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) Tout polynéme non constant de K[X| posséde au moins une racine.

(ii) Tout polynéme non constant de K[X] est scindé dans K[X].

(iii) Les seuls polynémes irréductibles dans K[X| sont les polyomes de degré 1.

St K wvérifie l'une de ces propositions, on dit que K est un corps algébriquement clos.

Exemple 5.26 C est un corps algébriquement clos. Dans C[X], Les seuls polynomes irréductibles
sont les polynomes de degré 1. (Théoréme de d’Alembert-Gauss).



5.5. ARITHMETIQUE DANS K[X] 45

Exercice 5.27 On se propose de montrer que les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes
de degrés 1 et les polynomes aX? + bX + ¢ € R[X] de degrés 2 tels que A = b* — dac < 0.

1) Montrer que si P,@Q € R[X], alors Q divise P dans R[X] si, et seulement si, Q divise P dans
C[X]. (Ind : Utiliser l'unicité du quotient et du reste de la division euclidienne de P par Q dans
C[X]).

2) Soit P=ap+ a1 X +...+a, X" € RIX].

i) Vérifier que si o € C, alors P(a) = P(a) et en déduire que si o« € C est une racine de P
d’ordre de multiplicité égale a m, alors & est aussi une racine de P d’ordre de multiplicité égale a m.

ii) En utilisant les questions 1) et 2) i), montrer que les polynomes irréductibles de R[X] sont les
polynomes de degrés 1 et les polynomes aX? +bX + c € R[X] de degrés 2 tels que A = b* — 4ac < 0.

5.5 Arithmétique dans K[X]

Théoréme 5.28 Si K est un corps (commutatif), alors K[X] est un anneau principal.

Preuve. Il est évident que K[X] est un anneau intégre. Soit I un idéal de K[X] tel que I # {0}
(si I = {0}, alors I = (0) est principal). On considére l’ensemble N = {degP/P € I — {0}}.
N est une partie non vide de N et par suite N posséde un plus petit élément qu’on note n. Soit
P € I :degP = n. Montrons que I = (P). Puisque P € I,(P) C I. D’autre part, soit S€ I, en
effectuant la division euclidienne de S par P, on obtient S = PQ + R avec (Q,R) € (K[X])? et
deg R < deg P =n. Comme R =S—PQ € I et degR < degP = n, R =0 (n est le plus petit élément
de N) m

Corollaire 5.29 Soient K un corps (commutatif), P et Q deux polynémes éléments de K[X].
(i) P et Q admettent un pged et un ppem et,
*PANQ =D si, et seulement si, (P)+ (Q) = (D).
*PV Q=M si, et seulement si, (P)N(Q) = (M).
(ii) P et Q sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe U et V', deux polynomes éléments
de K[X], tels que UP +VQ = 1.(Théoréme de Bezout).
(i1i) Soit S un polynome élément de K[X].
*SiPANQ=1etPANS=1,alors P\NQS =1.
*Si P/QS et PANQ =1, alors P/S (Théoréme de Gauss).
*SiQ/P et S/P et QNS =1, alors QS/P.
(iv)
* Si P est non constant, alors P s’écrit sous la forme P = Py...P,., ou Py, ..., P, sont des
polynomes irréductibles, non nécessairement distincts, éléments de K[X].
* Si P est non constant et P posséde une autre décomposition de type P = (Q1...Qs, ou
Q1, ..., Qs sont des polynomes irréductibles, éléments de K[X|, alorsr = s et il existe une permutation
o de S, telle que P; et Qu(;) sont associés pour tout i € {1,...,7}.
(v) Les propositions suivantes sont équivalentes :
* P est irréductible.
* P est premier, i.e. Si P/QS, avec Q, S € K[X], alors P/Q ou P/S.
*(P) est un idéal premier de K[X] et P # 0.
*(P) est un idéal maximal de K[X].
(vi) Si P = P{"*..PM, Q = Plﬁl...PrB1 € K[X], avec Py, ..., P, des polynémes irréductibles de
K[X]), P, # Pjsii#jeta;, >0,8; >0, alors PN Q = Pf‘l...Pﬁl, Ai = min{wy, 8;} pour tout
i€{l,...,r} et PV Q=P .P'" ot p; =max{a;,3;} pour touti e {1,...,r}.



46 CHAPITRE 5. ANNEAU DE POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

Preuve. Comme K[X] est principal, il suffit d’appliquer la proposition 4.15 pour (i), le théoréme
4.16 pour (ii), la proposition 4.17 pour (iii), le théoréme 4.18 pour (iv), la proposition 4.13, pour (v)
et le théoreme 4.20 pour (vi) m

Algorithme d’Euclide

Proposition 5.30 Soient P et S deux polynémes, non nuls, éléments de K[X] tels que degS < degP
et S ne divise pas P. Alors PAS =S AR, ot R est le reste de la division euclidienne de P par S.

Preuve. Méme démonstration que celle de la proposition 1.23 m

Algorithme 5.31 (Algorithme d’Euclide dans K[X]) Soient P et S deux polynémes non nuls,
éléments de K[X], tels que degS < degP et S ne divise pas P. Alors, un pged de P et S est le dernier
reste non nul obtenu en appliqguant l’algorithme d’Fuclide. Cet algorithme consiste & :

* Effectuer la division euclidienne de P par S : P = SQ1 + R

* Effectuer la division euclidienne de S par Ry : S = R1Q2 + Ro

* Effectuer la division euclidienne de Ry par Rs : Ry = RoQ3 + R3

La suite (R;) est telle que deg R;+1 < deg R; tant que les R; sont nmon nuls. Ainsi il existe
n: R, #0 et Ryy1 = 0. D’autre part, on a ,d’aprés la proposition précédente, PANS = SN Ry =
..=R,_1ANR,=R,.

Exemple 5.32

1) Soient P = 4X3 +2X%2+ X +1 et S = X3 +4X? deux polynémes de Z/5Z][X]. Utilisons
Ualgorithme d’Euclide pour déterminer PAQ. On a P = SQ1+ Ry avec Q1 =4 et Ry = X’ + X +1,
S = R1Q2 + Ry avec Qs = X +3et Ry = X+?, Ry = RoQ3 + R3 avec Q3 = X +14 et R3 = g,
Ry = R3.Q4+ Ry avec Q4 =2X +4 et Ry =0. Ainsi, PAQ =1 (PANQ = 3 et 3 est inversible dans
Z/57).

D’autre part, On a 1 = 23 = 2.R3 = 2(R; — RaQ3) = 2(R1 — (S — R1Q2)Q3) =
2(R1(1 4+ Q2Q3) — SQ3) = 2((P — SQ1)(1 + Q2Q3) — SQ3) = (2(1 + Q2Q3))P + (2(-Q1 — Q3 —
Q1Q203))S = (2X? +4X + 1)P + (2X? 4+ 2X + 3)S et ainsi, en posant U = 2X? +4X + 1,
V=2X?4+2X+3,onaUP+VS=1.

2) Aussi, comme Z/5Z[X] est principal, tout polynéme non constant P, élément de 7./5Z[X], se
décompose en produit de polyndmes irréductibles et deux décompositions de P en produit de polynémes
irréductibles ne différent que par Uordre des facteurs et par des constantes mon nuls prés. Soit, par
exemple, P = 4X3 +2X%2+ X +3 € Z/5Z]X], alors P = (X +1)(X +4)(4X +2) avec X +1,X +4
et 4X + 2 sont irréductibles dans Z/5Z[X].

5.6 Polynoémes irréductibles a coefficients dans un anneau principal

Dans toute cette section, 'anneau A est supposé étre principal.

Proposition 5.33 Soient K le corps des fractions de A et P un polynéme non constant de A[X].
Si P = QS avec Q,S € K[X], alors il existe \ un élément non nul de K tel que \Q et \71S
appartiennent & A[X] et ainsi si P est irréductible dans A[X], alors P est irréductible dans K[X].

Preuve. Soit P = QS avec Q,S € K[X]. on a Q = Z—LX’ et S = Z—LX’ ol

a;, by € A,y B; € A*. Posons a = ppem(ayg, ...,a;) et b = ppcm(ﬁo,. .+ Bs), alors a@ = Q1 € A[X]
bS = S1 € A[X] et abP = Q1.51. Posons ¢ = ab et supposons que ¢ n’est pas inversible (si c est
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inversible dans A, a et b sont inversibles dans A et ainsi Q = a~'Q1,S = b"15; € A[X]), alors
¢ = p1...pt avec pi,...,p irréductibles dans A. Montrons, par ’absurde, que p; divise tous les
T

S

coefficients de ()1 ou py divise tous les coefficients de S7 : Posons Q1 = Zdej et S1 = Zerj
i=0 =0
et supposons que p; ne divise pas tous les coefficients de ()1 et p1 ne divise pas tous les cojefﬁcients
de Si. Soient dj et e; les coefficients respectivement de )1 et S ayant les plus petits indices et
tels que py { dg et p1 { e, alors p; ne divise pas le coefficient fi,; de X*! dans Q1S;. En effet,
frwr = doegyy + dregrg 1+ ...+ dgep+ ...+ dig_1e1 + diageg et comme pp divise tous les termes
de cette expression sauf dye;, alors p; ne divise pas fry; ce qui est absurde car ¢ divise tous les
coefficients de (1.51. Ainsi p; divise tous les coefficients de ()1 ou p; divise tous les coefficients de
S1. Si py divise tous les coefficients de Q1 (de méme pour le cas ou p; divise tous les coefficients de
S1), alors 3Q) € A[X]: Q1 = 1@y, p1 ... 0P = p1Q}S1 et pa...p P = Q) S1. En reprenant le méme
raisonement pour pa, ..., et p;, on obtient, P = Q252 avec Q2,52 € A[X]. Vu que pour passer de @
a (Y2, on n’a utilisé que la division par des éléments non nuls de A alors I\ € K : Q2 = A\Q et aussi
Sy = A7LS.

Soient P un polyndme non constant et irréductible dans A[X] et Q@ € K[X] tels que Q/P,
alors 35 € K[X] : P = QS d’ou il existe A\ € K* tel que AQ,A\"1S € A[X] et P = (AQ)(A719),
alors AQQ = u € U(A) ou A\Q = uP avec u € U(A) (car P est irréductible dans A[X]) et ainsi
Q=uN"'cK*ouQ=vPavecvec K* (v=u)\"!) m

Définition 5.34 Soit P = ap + a1 X + ... + a, X™ un polynéme non constant de A[X]. On appelle
contenu de P et on note c(P) un pged des coefficients de P; i.e., ¢(P) = pged(ag, ..., ap).
On dit que le polynome P est primitif dans A[X] si ¢(P) = 1.

Exemple 5.35 Le polynome 3X% +4X + 12 € Z[X] est primitif mais 4X + 12 ne ’est pas.

Remarque 5.36 Soit P = ap+ a1 X + ...+ a, X™ un polynéme non constant de A[X]. Si P n’est pas
primitif dans A[X], alors P n’est pas irréductible. En effet, c¢(P)/P et c(P) n’est ni inversible (car
P n’est pas primitif) ni associé & P (car deg(c(P)) =0 et deg P > 1).

Exercice 5.37 Soient A un anneau principal et P € A[X] primitif non constant. Montrer que si
a € A divise P, alors a € U(A).

Les deux résultats suivants donnent deux critéres d’irréductibilité des polyndémes a coefficients
dans un anneau principal.
Soient A un anneau principal, p un élément de A et ¢ lapplication de A[X] vers (A/(p))[X]

n n

définie par @(Z a; X)) = Za_iX ¢ ot @ est la classe de a; modulo I'idéal (p). (o(P) est appelée la
=0 =0

réduction modulo p du polynéome P). Il est évident que ¢ est un homomorphisme d’anneaux.

Soit P = ZaiXi € A[X] de degré n, alors deg(p(P)) = Za_iXi < n et on a deg(o(P)) =
=0 =0
deg(P) si, et seulement si, @, # 0, i.e. p{ ay,.

Proposition 5.38 (Réduction modulo p) Soient p un élément premier de A, ¢ I’homomorphisme

d’anneauz de A[X| vers (A/(p))[X] défini par @(Z a; X)) = Za_iXi, ot a; est la classe de a; modulo
=0 =0

lidéal (p) et P = ZaiXi € A[X] un polynome primitif de degré n > 1 tel que pt ay,.

i=0
Si o(P) est irréductible dans (A/(p))[X], alors P est irréductible dans A[X].
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Preuve. Puisque deg P > 1, P est non nul et non inversible. Soit @ € A[X]: Q/P, alors 35 € A[X] :
l

P = @S. Posons () = ZbiXi avec by, 0 et S = ZciXi avec ¢; # 0. Puisque p t ap, p 1 by, et
=0 =0
p1c (an = bne), ainsi deg p(Q) = deg @ et deg p(S) = deg S.

Comme ¢(P) = ¢(QS) = ¢(Q)p(S) et A/(p) est integre (p est premier), alors
©(Q) € U((A/(p)[X]) = U(A/(p)) ou (S) € U((A/(p)[X]) = U(A/(p)) (¢(P) est irréductible dans
(A/(p))[X]) et par suite @ = by, € Aou S = ¢ € A (car deg p(Q) = deg@ et degp(S) = deg5).
Comme P est primitif, @ € U(A) ou S € U(A) (cf. exercice 5.37) et ainsi P est irréductible dans
AX] m

Exemple 5.39 Le polynome P = X3 + X + 15 est drréductible dans Q[X]. En effet,
P = X3+ X +15 € Z[X] (Z est principal) et P est primitif. On prend p = 2 un nombre pre-
mier et on note p(P) la réduction modulo 2 de P. On a p(P) = X3+ X +1 € (Z/27)[X]. Puisque
Z)27 est un corps, degp(P) = 3 et p(P) = X3 + X + 1 n’a pas de racines dans (Z/27), o(P)
est irréductible dans (Z/27)[X] et par suite P = X3 + X + 15 est irréductible dans Z[X] et ainsi
P = X3+ X + 15 est irréductible dans Q[X] car Q = Fr(Z) (cf. proposition 5.33).

Remarque 5.40

1) L’exemple suivant montre que la condition p | a, est importante : soit P = 2X?> + X —1 €
Z|X]. En posant p = 2, on a ¢(P) = X + 1 € Z/2Z[X] est irréductible dans Z/27]X]. Cependant,
P =2X?+4+ X — 1 nlest pas irréductible dans Z[X] (X +1/2X? + X —1).

2) La réciproque de la proposition précédente est fausse. En effet, soit P = X% +2 € Z[X]. En
posant p = 2, o(P) = X2 € Z)2Z[X], p =211 = a, et on a P est irréductible dans Z[X] mais,
©(P) = X? n'est pas irréductible dans Z/27[X].

Proposition 5.41 (Critére d’Eisenstein) Soient A un anneau principal, K son corps des frac-
tions et P = ag + a1 X + ... + a, X" un polynéme non constant et primitif de A[X].
On suppose qu’il existe p un élément premier de A tel que :
(i) p/a; Yi=0,1,...,n—1,
(ii) ptan et
(iii) p? 1 ao.
Alors P est irréducible dans A[X].

Preuve. Puisque deg P > 1, P est non nul et non inversible. Soit @ € A[X] : Q/P alors 35 € A[X]:

m !
P =QS. Posons Q = ZbiXi avec by, Z0 et S = ZciXi avec ¢; # 0.
i=0 i=0
Supposons que deg@ > 1 et degS > 1. Comme p/ag = boco, p/bo ou p/cy (p est premier) et
puisque p J( Qn, P J( b et p J( a (an = bmcl>-
On suppose que p/by (de méme si p/cy). Soient N = {i € {0,...,m}/ ptb;} et r =inf N (N #£ 0
carm€eN).Onar<m<n(m<ncarn=m-+1letl>1)doup/a,.
D’autre part, a, = b,.co + Z bic; et comme p/a, et p/b;, Vi <, p/a, — Z bic; = brcy d’out
it+j=r itj=r
1 <r 1 <r
p/br ou p/cy car p est premier. Or pt b, (r € N) et p{ co (sinon p?/boco = ag). Ainsi, Q € A ou
S € A et puisque P est primitif Q € U(A) ou S € U(A) m

Exemple 5.42 Soient p un nombre premier et n € N*. Alors P(X) = X" —p € Q[X] est irréductible
dans Q[X]. En effet, P(X) = X" —p € Z[X] est primitif et on a : p/ —p, pt 1 et p* { p, alors
P(X) = X" —p est irréductible dans Z[X] et par suite P(X) = X" — p est irréductible dans Q[X].
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Exercice 5.43 Soient A un anneau principal et P,Q deux polynomes non constants de A[X].
1) Montrer que si P = aPy, ot « est un élément de A et Py un polynéme primitif de A[X], alors
a est un contenu de P. (Ind : Utiliser pged(aa, ab) = o pged(a, b)).
2) Montrer que
(i) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif. (Ind : Utiliser un raisonnement par

Uabsurde et considérer ’homomorphisme ¢ : A[X]| — (A/(p))[X] défini par go(z a; X") = Za_iXi,
=0 =0
ot @; est la classe de a; modulo l'idéal (p) avec p un élément premier tel que p/c(PQ)).
(ii) c(PQ) = ¢(P)c(Q). (lemme de Gauss). (Ind : Utiliser 2)i) et 1)).
3) Soit K le corps des fractions de A. Montrer que P est irréductible dans A[X] si, et seulement
si, P est primitif dans A[X] et P est irréductible dans K[X|. (Ind : Utiliser le lemme de Gauss).
4) En déduire que les polynomes irréductibles de A[X] sont :
- Les éléments p de A irréductibles dans A,
- Les polynomes non constants de A[X|, primitifs dans A[X] et irréductibles dans K[X].

Remarque 5.44 Dans tous les résultats et toutes les définitions de cette section (et aussi dans
lexercice précédent), on n'utilise que le fait que A est intégre et que A vérifie les conditions (i) et (ii)
de la proposition 4.18, i.e. A est factoriel. Ainsi, on peut remplacer, dans ce qui précéde, la condition
"A est principal” par "A est factoriel” et obtenir tous ces résultats.
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Chapitre 6

Anneau de polynémes a deux ou trois
indéterminées

A désigne un anneau commutatif (unitaire et non trivial).

6.1 Construction et Définitions

6.1.1 Construction

Soient B = A[X] l'anneau de polynomes a une indéterminée X & coefficients dans A et P un
polynéme élément de 'anneau B[Y] = (A[X])[Y] de polynomes & une indéterminée Y a coefficients

dans B = A[X]. Alors P = ijYj avec b; € B = A[X]. On pose b; = Zaini avec a;; € A, ainsi

=0 i=0
n m

P = ZZain’YJ avec a;; € A et on a, P = 0 si, et seulement si, b; = 0 Vj € {0,...,m} si, et
=0 j=0

seulement si, a;; =0 Vi € {0,...,n}, Vj € {0,...,m}.

L’anneau B[Y] = (A[X])[Y], noté A[X,Y], est appelé anneau de polyndmes a deux indéter-
minées X et Y, a coefficients dans ’anneau A. Un polynéme de A[X,Y] de la forme a;; X iy
est appelé monoéme de A[X,Y]. Sia;; =1, on dit que X 'YJ est un mondme unitaire.

D’une maniére analogue a celle décrite ci-dessus, on construit 'anneau A[X,Y, Z] = (A[X,Y])[Z]

appelé anneau de polyndémes a trois indéterminées X, Y et 7, a coefficients dans ’anneau
n m 1

A. Aussi, si P est un polynome élément de A[X, Y, Z] alors P = Z Z Z al-ijinZk avec a;; € A
i=0 j=0 k=0
et P =0 si, et seulement si, a;j5 =0Vi € {0,...,n}, Vj € {0,...,m}, Vk € {0,...,l}.
Un polynome de A[X, Y, Z] de la forme a;;;, X'Y7 Z* de A[X,Y, Z] est appelé monoéme et X ‘Y7 Zk
est appelé monoéme unitaire.

Exemple 6.1 P = X + 3Y + XY?3 € Z[X,Y] est un polynome a deux indéterminées a coefficients
dans Z et Q =Y +2YZ + 3X%2Z3 € (ZJAZL)[X,Y,Z] est un polynome a trois indéterminées a
coefficients dans Z./AZ. Les polynomes Y,2Y Z et 3X2Z3 sont les monémes de Q.

Remarque 6.2
1) L’anneau A[X] est un sous-anneau de l'anneau (A[X])[Y] = A[X,Y] et A[X,Y] est un sous-
anneau de (A[X,Y))[Z] = A[X,Y, Z].

ol
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2) Puisque A[X,Y] = (A[X])[Y] (resp. A[X,Y,Z] = (A[X,Y])[Z]), si A est intégre alors A[X,Y]
(resp. A[X,Y, Z]) est un anneau intégre. En particulier, si A = K est un corps (commutatif ), K[X,Y]
(resp. K[X,Y,Z]) est intégre.

3) Pour n > 4, on définit par récurrence l'anneau A[X7, ..., X,]| de polynémes & n indéterminées
Xq,... et X, a coefficients dans l'anneau A comme étant l'anneau de polyndmes & une indéterminée
X, a coefficients dans A[X1,..., Xn-1].

6.1.2 Degré partiel et Degré total

Définitions 6.3

- Soit Q = a;; X'YJ € A[X,Y] (resp. Q = a;;X'YIZ* € A[X,Y,Z]) un monéme non nul de
AIX,Y] (resp. un monéme non nul de A[X,Y,Z]). Les entier i et j (et k si
Q = al-ijinZk € A[X,Y,Z]) sont appelés respectivement degré partiel du monome @Q en X
ou simplement degré de @ par rapport o X, degré partiel de Q en'Y (et degré partiel de QQ en Z si
Q = a;XYIZF € A[X,Y, Z)).

L’entier i+ j (resp. lentier i+ j+ k) est appelé degré total du monome @ ou simplement degré
du, monome Q.

- Soit P € A[X,Y] un polynome non nul de A[X,Y] (resp. P € A[X,Y,Z]). On appelle degré
partiel de P en X et on le note degx P, le sup des degré partiaux des mondmes non nuls du polynéome
P. De la méme fagon, on définit le degré partiel de P en'Y , le degré partiel de P en Z et on les note
respectivement degy P et deg, P.

On appelle degré total du polynéme P ou simplement degré du polynéme P, et on le note deg P,
le sup des degrés des monémes non nuls de P. Si P est nul, on pose deg P = —o0.

Exemple 6.4

1) Si P € A et P est non nul, degy P = degy P = deg, P = deg P = 0.

2) Soit P =X +3Y*+ XY3 € Z[X,Y], alors degy P =1, degy P =4 et deg P = 4.

3) Soit Q =Y +2YZ +3X223 € Z/AZ[X,Y] alors degx Q = 2, degy Q = 1, deg, Q = 3 et
deg ) = 5.

Définition 6.5 Un polynéome non nul P élément de A[X,Y] (resp. de A[X,Y, Z]) est dit homogéne
de degré n si tous les mondmes de P ont un méme degré égal a n.

Proposition 6.6

(i) Si P € A[X,Y] (resp. P € A[X,Y, Z]) est un polynéme non nul de degré n alors P s’écrit de
fagon unique sous la forme : P = Py + Py + ...+ P,, ou P, € A[X,Y] (resp. P, € A|X,Y, Z]), P,
homogéne de degré n et Vi =0,...n—1: P, =0 ou P; est homogéne de degré 1.

(i) Si P,Q € A[X,Y] (resp. P,Q € A[X,Y,Z]) sont deux polynémes homogénes de degrés re-
spectivement n et m, alors PQ =0 ou PQ est un polynéme homogéne de degré n + m.

n
Preuve. (i) Soit P = > ;XY Z* € A[X,Y, Z], alors P = agoo + (a100X + ao10Y + ago1 Z) +

i+j+k=0
ot ( Z aiijinZk) + ...+ ( Z aiijinZk). Posons Py = aggo, PL = (alooX + aop10Y +
i+j+k=l i+jt+k=n
awnZ), .. P= Y apXYIZF . et Py= >  apXVIZF alors P=Py+P+...+ P,
itj+k=l it+j+k=n

avec Vi = 0,...,n—1: P; =0 ou P; est homogéne de degré ¢. Puisque P est de degré n, alors P, # 0
et P, est homogéne de degré n.

SiP=Py+Pi+..+P=Q+Q1+...+Qn 0=(Po— Qo)+ (PL — Q1)+ ... + (P — Qn)
et alors Vi = 0,...,n: P, — @; = 0. En effet, supposons qu’il existe i : P; — Q; # 0, alors P; — @); est
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homogene de degré i. Puisque deg(P; — Q;) =1 # deg(P; — Q;) Vi # 14, (Po— Qo) + (P — Q1) +...+
(P11 = Qi—1) + (P = Qi) + (Piy1 — Qit1) + ... + (P — Qn) #0.

(ii) Faisons la démonstration pour P,Q € A[X,Y, Z]. Posons P = Z Qiyjiky XYL 7R
i1+j1+ki=n
Q = Z biyijaks X 2Y 2 Zk ¢ A[X,Y,Z] de degrés respectivement n et m. Alors
ig+j2t+ka=m
i1HioV i1+ k14K 1 t

PQ = Z ailjlklbi2j2k2X“+Z2YJ1+JZZ 1t = Z ( Z ailjlklbi2j2k‘2>X YeZ" et
i1+j1+k1=n l+s+t=n+m i1+iz=l
t2+j2+ka=m Jitje=s
k1+ko=t

ainsi si PQ # 0, PQ est un polynéme homogeéne de degré n+m =m

Proposition 6.7 Si P et Q sont des polynomes de A[X,Y] (resp. de A[X,Y,Z]) alors,
(i) degx (P + Q) < sup(degy P,degx Q) (de méme pour le degré partiel en'Y et en Z).
(ii) degx (P.Q) < degy P + degx Q (de méme pour le degré partiel en'Y et en Z ).

(i13) U(A) C A[X] CU(A[X,Y]) CU(A[X,Y, Z]).
(iv) deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q).
(v) deg(P.Q) < deg P + deg Q.
(vi) si A est intégre alors,
*degx (P.Q) =degy P+ degx Q, VP, Q € A[X,Y] (resp. VP,Q € A[X,Y, Z]).
*deg(P.Q) =deg P+ deg @, VP,Q € A[X,Y] (resp. VP,Q € A[X,Y, Z]).
*UAIX,Y, Z]) = U(A[X,Y]) = U(A) (en particulier si A = K est un corps alors
UK[X,Y, Z]) = U(K[X,Y]) = K*).

Preuve. Puisque A[X,Y] = (A[X])[Y] et A[X,Y,Z] = (A[X,Y])[Z], les propriétés (i), (ii) et (ii)
découlent immédiatement de la proposition 5.5 et la remarque 6.2.

Pour le reste, montrons par exemple le résultat (v). Supposons que P # 0 et @ # 0 (le cas ou
P =0 ou @ = 0 est trivial), alors P = Py + P; + ... + P, avec P, homogéne de degré n = deg P
et Vi = 0,...,n—1: P, =0 ou P, est homogene de degré i, Q = Qo + Q1+ ... + Qm avec Q,
homogene de degré m = deg@ et Vi =0,....m —1: @; = 0 ou Q; est homogéne de degré i. Ainsi
PQ=PoQo+ (RQ1+PiQ0) + -+ > PiQj+ -+ (Pu1Qm+ PuQm-1) + PuQm avec > PQ;

i+j=l i+j=k

est nul ou homogene de degré k. Par conséquent, deg(PQ) <n+m m

Exercice 6.8 Montrer que si A est intégre, alors tout diviseur d’un polynéme homogéne P dans
Uanneau A[X,Y] (resp. dans A[X,Y, Z]) est un polynéme homogeéne. (Ind : Soit Q un diviseur de P,
alors P = QS. Ecrire Q = Qg+ Qg1+ ... +Qm, S =Ss+Sep1+...+ 5 avec g <m,s <t,Qq #0,
Qm #0,Ss # 0,5 # 0,Q; (resp. S;) nul ou homogéne de degré i, et en supposant que @ n’est pas
homogéne, i.e. ¢ < m, remarquer que deg(QqSs) < deg(QmS;) et conclure).

6.2 Fonction polyndme

Soient (A(A x A, A),+,.) (resp. (A(A x A x A, A),+,.)) anneau des applications de A? dans

A (resp. 'anneau des applications de A3 dans A) et P(X,Y) = Z aij X'Y7 € A[X,Y] (resp.

i+j=0
n

PX,Y,Z) = Z al-ijinZ’l‘C € A[X,)Y,Z]). On considére lapplication notée
i+j+k=0
p : A2 — Aa (aaﬁ) — P(OZ?B) = Z aZJO[ZB] (resp. P : A3 — Av (avﬁa’w — 15(06577) =
i+5=0
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Z al-jkoziﬁj’yk). L’application P est appelée fonction polyndme associée au polynéme P.
i+j+k=0

L’élément P Z a;jo 37 (resp. P Z a,]kalﬁj ) obtenu par substitution

1+5=0 i+j+k=0
de awen X et de B en Y (resp. par substitution de v en X, de S en Y et de y en Z) est appelé valeur
de P en («, 3) (resp. valeur de P en (o, f3,7)).

Remarque 6.9 On a 1 ¢ (X,Y), ou (X,Y) est lidéal de K[X,Y
engendré par X el Y. En effet, supposons qu’il existe P,Q) € K[X,Y
que XP+YQ =1 alors, 1 = 0.P(0,0) 4+ 0.Q(0,0) = 0 (resp. 1 =
ce qui est fauz. De méme, on vérifie aussi que 1 ¢ (X,Y,Z), ou (X,
engendré par X, Y et Z.

| (resp. L’idéal de K[X,Y,Z])
| (resp. P,Q € K[X,Y, Z]) tels
0.2(0,0,0) + 0.0(0,0,0) = 0),
Y, Z) est lidéal de K[X,Y,Z])

Exercice 6.10 Vérifier que si P(X,Y,Z) € AX,Y,Z] est homogéne, alors
Q(X,Y) = P(X,Y,0) € A[X,Y] est nul ou homogeéne.

6.3 Factorisation

Soit A un anneau intégre. On rappelle (cf. chapitre 4, définition 4.4) qu'un polynéome P €
A[X,Y] (resp. P € A[X,Y,Z]) est dit irréductible si P # 0,P ¢ U(A[X,Y]) = U(A) (resp.
P ¢ UAIX,Y,Z]) = U(A)) et si VQ € A[X,Y] (resp. VQ € A[X,Y,Z]) tel que Q/P, alors
Q e UAIX,Y]) =U(A) (resp. Q e U(A[X,Y, Z]) =U(A)) ou Q = uP avec u € U(A[X,Y]) =U(A)
(resp. u e U(A[X,Y, Z]) =U(A)).

En particulier, si A = K est un corps, alors un polynéme P € K[X,Y] (resp. P € K[X,Y, Z])
est irréductible si P ¢ K, et si VQ € K[X,Y] (resp. VQ € K[X,Y, Z]) tel que Q/P alors Q € K* ou
Q = uP avec u € K*.

Exemple 6.11

1) Soit A un anneau intégre. Si P € A[X] est un polynome irréductible dans A[X], alors P est
irréductible dans A[X,Y] = (A[X])[Y] et est aussi irréductible dans A[X,Y, Z] = (A[X,Y])[Z]. Ainsi,
par exemple, X et Y sont irréductibles dans A[X,Y]| et dans A[X,Y,Z] et Z est irréductible dans
A[X,Y, Z].

2) Soient A un anneau intégre. Alors X et'Y sont premiers entre eur dans A[X,Y] (resp. dans
A[X,Y, Z]). En effet, soit D € A[X,Y]:D/X et D/Y, alors 3P,Q € A[X,Y]: X =PD etY = QD
et en passant aux degrés, on a 1 = deg P + deg D d’ou deg D € {0,1}. On remarque aussi que
deg D # 1, sinondeg P =0, i.e., P =a € A—{0} et puisque X = aD, a € U(A) et ainsi D = a 1 X.
Mais a=*X tY. Donc degD =0, i.e., D =a € A— {0} et puisque X = Pa, D = a/1. De la méme
fagon, on vérifie que X et Z (et aussi Y et Z) sont premiers entre eur dans A[X,Y, Z].

3) Soient K un corps. Si P € K[X,Y] (resp. P € K[X,Y, Z]) est un polynéme de degré 1, alors
P est irréductible dans K[X,Y] (resp. P est irréductible dans K[X,Y, Z]).

En effet, P ¢ K car degP = 1. Si Q € K[X,Y] (resp. Q € K[X,Y,Z]) est tel que Q/P alors
il existe S élément de K[X,Y] (resp. S € K[X,Y,Z]) tel que P = QS. Puisque K[X,Y] (resp.
K[X,Y,Z]) est intégre, 1 = deg@ + degS. D’ou deg@ = 0 ou degS = 0, i.e. Q@ = ¢ € K* ou
S=ce K"

4) Soit P(X,Y) = X2+ Y2+ 1 € C[X,Y]. Posons A = C[X] etp =X —i € A, alors p
est irréductible dans A car p = X — i est de degré 1. En écrivant P(X,Y) = Y2 + (X% + 1),
on voit que p/(X2 +1),p 1 1 et p* = (X —i)? t (X% + 1). Comme A = C[X] est principal et
P(X,Y)=Y?+ (X2 +1) € A[Y] est primitif alors, en appliquant le critére d’Eisenstein, P(X,Y)
est irréductible dans AlY] = C[X,Y].
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5) Soit P(X,Y,Z) = X3(Y —Z)+Y3Z - X)+ Z3(X - Y) € C[X,Y,Z]. Décomposons
X3(Y - Z)+Y3Z - X)+ Z3(X —Y) en un produit de polynémes irréductibles dans C[X,Y, Z].

Afin de simplifier les calculs, remarquons que P(X,Y,Z) est un polynéme homogéne de degré 4.
Ainsi, si Q € C[X,Y,Z] est tel que Q/P alors Q est homogéne (cf. exercice 6.9). Soit Q/P tel que
deg@ =1,35S € C[X,Y,Z]: P=QS. Alors Q est homogéne de degré 1 et S est homogéne de degré
3.

Posons Q = aX+bY +cZ et S = d' X3 +0 Y34+ Z34+dX?Y +d' XY?+ f/ X272+ g X Z2 +WY?2Z +
EYZ? +UXYZ; comme QS = P, on peut prendrea =b=c=1etd =0 = =1'=0,¢/ =h =
d=1,d =f =k =-1letdncQ=X+Y+Z et S=X>Y -XY?-X’Z+XZ>+Y?Z-YZ>

En utilisant la méme méthode pour le polynome S, on obtient S = (X —Y ) (XY - XZ-Y Z+Z?).

Aussi, on obtient XY — XZ —YZ + 7% = (X - 2)(Y —Z) ce qui donne la décomposition
P=(X+Y+2Z2)(X-Y)(X-2Z2)(Y - Z) avec ( X+Y +2),(X-Y),(X - Z),(Y — Z) irréductibles
dans C[X,Y, Z].

Remarque 6.12 On rappelle que si K est un corps, alors K[X] est un anneau principal. Cepen-
dant, Uanneau K[X,Y] (resp. K[X,Y, Z]) n'est pas principal car, par exemple, l'idéal I = (X,Y") de
K[X,Y] (resp. de K[X,Y,Z]) n’est pas principal. En effet, si I est principal il existe P € K[X,Y]
(resp. P € K[X,Y,Z]) tel que I = (X,Y) = (P). D’ow P/X et P/Y et alors P =c € K* et ainsi
I=(X,Y)=(P)=KI[X,Y], ce qui est absurde car 1 ¢ (X,Y).

Aussi, on peut prowver que K[X,Y] (resp. K[X,Y,Z]) n'est pas principal en remarquant que
K[X,Y] (resp. K[X,Y,Z]) ne vérifie pas l’égalité de Bezout. En effet, X et'Y sont premiers entre
eux (cf. exemple 2) ci-dessus) mais VP,Q € K[X,Y] (resp. VP,Q € K[X,Y,Z]), XP+YQ # 1.

6.4 Polynémes Symétriques

Définition 6.13

- Soit P un polynéme élément de A[X,Y]. On dit que P est un polynéme symétrique si
P(X,Y)=P(Y,X).

- Soit P un polynome élément de A[X,Y,Z]. On dit que P est un polynome symétrique si
P(X,Y,Z)=P(Y,X,Z)=P(Z,Y, X).

Exemple 6.14 1) Le polynomes 5X + 5Y + 3XY € Z[X,Y] est un polynéme symétrique.

2) Le polynome X +2Y + Z € Z[X,Y, Z] n'est pas un polynéme symétrique.

3) Les polynomes 01 = X +Y et 09 = XY éléments de A[X,Y] sont des polynémes symétriques
appelés polyndmes symétriques élémentaires de A[X,Y].

4) Soit AIX,Y,Z] Uanneau de polynémes a trois indéterminées a coefficients dans l'anneau A.
Les polynomes 01 = X +Y + Z, 00 = XY +YZ + XZ et 05 = XY Z éléments de A[X,Y, Z] sont
des polynémes symétriques appelés polynomes symétriques élémentaires de A[X,Y, Z].

Remarque 6.15

1) Dans le cas général, on dit qu’un polynome P € A[Xy,...,X,] est symétrique si
Vo € Sn,P(Xl,. .. ,Xn) = P(Xg(l),. . .,Xg(n)).

2) Si ar,as € A, alors (X —a1)(X —ao) = X2 -~ SX + P avec S = ay + az = 51(0o1, )
et P = aj.aa = da2(a1,a2). De méme, si aq,a2,a3 € A alors (X — a1)(X — a)(X — a3) =
X3 *5’1(041,042,013))(2 +5’2(011,012,043)X *5’3(0&1,012,013).

Exercice 6.16 Vérifier que sin = 2 ou n = 3, alors la définition 6.13 coincide avec la définition
dans le cas général.
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